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PREFATA

Lucrarea de fata se adreseaza, tuturor acelora (elevi, studenti, ingineri de formatiuni
diferite, medici, economisti etc.) care doresc sda inteleagd rolul softului matematic
MATLAB® in activitatea de cercetare si simulare.

Am utilizat in cuprinsul acestei car{i versiunea MATLAB® v 7.7 release 2008b.
Pentru a largii in mod natural aria de interes a lucrarii, vor fi tratate pe scurt utilizarea
acestuia in domeniile:

e Notiuni introductive in mediul de programare MATLAB®.
Algebra.
Analiza matematica.
Elemente de Teoria Probabilitatilor si Statistica Matematica.
Rezolvarea Ecuatiilor diferentiale si cu derivate partiale.
Retele Neuronale.
Procesarea imaginilor.

e  Pachetul de simulare SIMULINK®.

Mare parte din lucrarea de fatd face in mod curent obiectul unor cursuri predate
citiva ani la rand studentilor Facultatii de Stiinte Economice si a Facultatii de Inginerie Eco-
nomica in domeniile electric, energetic, electronic si al Facultdtii de Calculatoare din cadrul
Universitatii Romano-Germane din Sibiu, precum si in cadrul Facultdtii de Mecanica sectia
S.I.A din cadrul Universitatii Lucian Blaga Sibiu.

Multumesc pe aceasta cale domnilor prof. dr. Damian Trif , conf dr. Radu T. Trimbitag
de la Universitatea Babes-Bolyai Cluj Napoca si prof.dr. Eugen Draghici de la Universitatea
Lucian Blaga din Sibiu pentru sfaturile deosebit de utile, care m-au ajutat enorm in redac-
tarea acestei lucrari.

Orice observatii sau comentarii, in special critice, sunt bine primite la adresele de
e-mail: popdaniel3 1@yahoo.com, daniel.pop@roger_univ.ro.






CAPITOLUL 1.

PREZENTARE GENERALA

Definitie MATLAB® = Limbaj de naltd performanta pentru proiectarea asistata de calcula-
tor. El este in acelasi timp un limbaj de programare si un sistem de dezvoltare care integreaza
calculul, vizualizarea si programarea intr-un mediu usor de utilizat, problemele si solutiile
acestora fiind exprimate intr-un limbaj matematic accesibil.
Domenii de utilizare:
e  Matematica si calcul numeric
e Dezvoltarea algoritmilor
e Modelare, simulare si testarea prototipurilor
e  Analiza si vizualizarea datelor
e QGrafica inginereasca si din stiintele aplicate
e Dezvoltarea de aplicatii, inclusive interfete grafice
MATLAB® [7], [15] este un sistem interactiv care are ca element de baza tabloul, ma-
tricea, ceea ce permite rezolvarea problemelor de calcul numeric, in special cele care necesita
prelucrarea de vectori sau matrici.
Numele MATLAB® provine de la Matrix laboratory, firma producditoare este The
MathWorks, Inc., SUA.
MATLAB® -ul a evoluat:
e in mediul universitar unde este pachetul standard pentru cursurile introductive si
avansate de matematicd, inginerie, medicina, stiinte.
e in industrie, unde este utilizat pentru cercetarea de inalt randament, dezvoltare si
productie
MATLAB® permite dezvoltarea unei familii de aplicatii sub forma toolbox-urilor. Aceste
toolbox-uri permit invatarea si aplicarea tehnologiilor specializate din diverse domenii. Sunt
disponibile toolbox-uri pentru domenii cum ar fi: procesarea numerica a semnalelor, sisteme
de conducere automata, retele Neuronale, logica fuzzy, wavelet, simulare (SIMULINK),
identificare etc.
Sistemul MATLAB® consta in cinci parti principale:
e Limbajul MATLAB®.
e Mediul de lucru MATLAB.
e Handle Graphics®.
e Biblioteca de functii matematice a MATLAB® -ului.
e Interfata de aplicatii program a MATLAB® -ului (API).

1.1. Limbajul MATLAB

Reprezinta un limbaj de nivel inalt de tip matrice/tablou cu instructiuni de control al saltur-
ilor, functii, structuri de date, intréri/iesiri i cu proprietati de programare orientatd pe obiec-
te.
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Facilitatile de programare sunt organizate pe 6 directoare:

Ops Operatori si caractere speciale.

Lang Comengzi ale limbajului de programare.
Strfun Siruri de caractere.

Iofun Fisiere input/output.

Timefun Functii pentru data calendaristica si timp.
Datatypes Tipuri de date si structuri.

Mediul de lucru MATLAB® reprezintd un set de facilitati care permit manevrarea
variabilelor in spatiul de lucru, importul si exportul de date, dezvoltarea, manipularea, edi-
tarea si depanarea figierelor MATLAB® (.m) si a aplicatiilor MATLAB.

Aceste facilitati sunt organizate in directorul:

general Comenzi generale.

1.2. Handle Graphics®

Reprezinta sistemul grafic al MATLAB® ului. Cuprinde comenzi de inalt nivel
pentru vizualizarea datelor bi si tri-dimensionale, procesarea imaginilor, animatie, prezentari
de grafice. Permite de asemenea utilizarea unor comenzi de nivel scazut pentru crearea unor
interfete grafice GUI. Functiile grafice sunt organizate in 5 directoare:

graph2d Grafice bidimensionale

graph3d Grafice tridimensionale

specgraph Grafice ultraspecializate.

Graphics Unelte grafice.

Uitools ir;i(t)rrl'lmente de interfata grafica pentru utili-

Biblioteca de functii matematice a MATLAB® -ului: reprezintd o colectie com-
plexa de algoritmi de calcul pornind de la functii elementare (sinus, cosinus etc.) pana la
functii sofisticate (inversarea de matrice, valori proprii, functii Bessel, FFT etc.).

Functiile matematice sunt organizate in 8 directoare:
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Elmat Operatii cu matrici.

Elfun Functii matematice elementare.
Specfun Functii matematice speciale.
Matfun Functii de matrici.

Datafun Transformata Fourier.

Polyfun Polinoame si interpolari.
Funfun Rezolvitori ODE.

Sparfun Matrici rare.

1.3. Interfata de aplicatii program a MATLAB®-ului
(API)

Este o biblioteca care permite scrierea de programe in C++ sau Java care inter-
actioneazd cu MATLAB® -ul. Include facilititi pentru apelarea rutinelor din MATLAB®
apelarea MATLAB® -ului ca masina de calcul, scrierea si citirea figierelor de tip MAT .

1.4. Toolbox-urile MATLAB®

Toolbox-urile reprezintd o familie de aplicatii care permit invatarea si aplicarea
tehnologiilor specializate din diverse domenii. Aceste toolbox-uri sunt colectii de functii
MATLAB® (functions) (M-files) care extind mediul MATLAB® pentru rezolvarea unor
clase particulare de probleme. Cateva din cele mai utilizate aplicatii sunt prezentate in figura
urmatoare.

1.5. Pachetul SIMULINK®

SIMULINK® este un pachet software atasat MATLAB® -ului si reprezintd un sis-
tem interactiv pentru simularea dinamicii sistemelor neliniare (bineinteles si a celor liniare).
Este conceput sub forma unei interfete grafice care permite crearea unui model prin “tras-
area” schemei bloc a sistemului si apoi simularea dinamicii sistemului.

SIMULINK® poate lucra cu sisteme liniare, neliniare, continue, discrete, multivariabile etc.
SIMULINK® beneficiaza de asa-numitele Blockset-uri care sunt de fapt biblioteci supli-
mentare care contin aplicatii specializate din domenii cum ar fi: comunicatii, procesarea
semnalelor, bioinformatica, refele Neuronale etc.

REAL TIME WORKSHOP® este un program foarte important care permite generarea unui
cod Java pentru schemele bloc create in SIMULINK® si prin urmare permite rularea de
aplicatii in timp real de o mare diversitate.
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CAPITOLUL 2.

FUNDAMENTELE PROGRAMARII iN MATLAB

2.1. Expresii fundamentale

MATLAB® -ul lucreaza cu expresii matematice ca si celelalte limbaje de programare, dar
spre deosebire de majoritatea acestor limbaje, aceste expresii implica la scara largd lucrul cu
matrici.
Expresiile sunt alcatuite cu ajutorul urmatoarelor tipuri:

e Variabile

e Numere

e  Operatori

e  Functii

2.1.1. Variabile

MATLAB® -ul nu necesita declararea dimensiunii variabilelor, deoarece la intilnirea
unui nou nume de variabild genereazd automat variabila respectiva si aloca spatiul necesar de
memorie.

Numele unei variabile este o literd, urmata de un numar oricat de mare de litere, cifre sau
simboluri. Din acest numar “oricat de mare” sunt pastrate primele 31 de caractere.
MATLAB® -ul este case sensitive - face distinctie intre literele mici si cele mari.

Exemplu:

» a = 85

creeaza o matrice 1 x 1 cu numele a si stocheazad valoarea acesteia 85 intr-o singura locatie
corespunzatoare singurului element al matricei.

2.1.2. Numere

MATLAB® -ul utilizeaza notatia zecimald, cu punct zecimal optional si cu semn + sau -. Se
utilizeaza si notatia stiintifica cu litera e pentru a specifica o putere a lui 10. Reprezentarea
numerelor imaginare este realizata cu litera i sau j ca sufix.

Exemple:

3 -48 0.00001
5.4873679 1.43267e-15 5.03456e13
31 -7.348923] 5e3i

Toate numerele sunt stocate intern utilizdnd formatul long specificat de standardul IEEE in
virguld mobila (precizie de 16 zecimale semnificative in domeniul 10-308 la 10+308).
Operatori

Expresiile utilizeaza operatori aritmetici uzuali:

+ | Adunare

- Scadere
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* | Multiplicare

/| impartire

\ | Imprtire la stanga

~A | Ridicarea la o putere

! Transpusa complex conjugata

Operatorul de specificare a ordinii de eval-
uare

0

2.1.4 Functii

MATLAB® -ul furnizeaza un mare numar de functii matematice elementare standard (abs,
sgrt, exp, sin ..).

Existd si functii matematice avansate (functii Bessel, Gama etc.), multe dintre
acestea acceptand argumente complexe.

Pentru vizualizarea functiilor elementare se poate tasta:

» help elfun

Pentru a vedea lista functiilor avansate se poate tasta:

» help specfun
» help elmat

O parte din functii (cum ar fi sqrt, sin)sunt de tip built-in, adicd sunt o parte a nucleului
MATLAB®, au o mare eficienta, dar detaliile constructive nu sunt accesibile utilizatorului.
Alte functii sunt implementate ca fisiere MATLAB® (M-files) si pot fi chiar modificate.
Cateva functii furnizeaza valorile unor constante universale:

pi 3.14159265.

1 Sqrt (-1).

J Lafelca I

Realmin Cel mai mic numar in virgula flotanta, 2-1022
Realmax Cel mai mare numadr in virgula flotanta, 21023
Inf Infinit.

NaN Not-a-number
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Numele functiilor nu sunt rezervate si deci este posibila suprascrierea lor.

Exemplu:

eps = 3.e-9

Functia originala este reconstituita prin comanda:
» clear eps

2.1.5 Expresii

Exemple de expresii si rezultatele corespunzatoare ale evaluarii acestor expresii:
» rad=(l+sqrt(12))/2

rad =

2.2321
» a = abs(12+51)
a =

13

» z = sqrt (besselk(4/3,rho-1))
7=

0.3730+0.3214i

» nolin = exp(log(realmax))
nonlin =

1.7977e+308
» toobig = pi*nonlin
toobig = Inf

2.2. Help on-line, formatul datelor, optiuni de salvare

2.2.1. Help on-line

Pentru rularea MATLAB® pe un PC trebuie pur si simplu executat un dublu click cu
mouse-ul pe icon-ul MATLAB®. Daca sistemul de operare nu este de tip Windows (este de

tip UNIX) trebuie tastat matlab dupa prompter-ul sistemului de operare.

Limbajul MATLAB® este mult mai simplu de invatat, daca se utilizeaza comenzile help,
helpdesk, demo tastate direct de la prompterul MATLAB®.Pentru aflarea tuturor in-
formatiilor utile despre o comanda sau o functie se tasteaza help urmat de numele comenzii
sau functiei respective. Pachetul MATLAB® [15] dispune de asemenea de informatii com-

plete despre utilizare sub forma unei documentatii tip .pdf.

In cazuri particulare se poate apela la INTERNET, existand o legatura la pagina Web a

firmei producatoare:
http://www.mathworks.com

Alte comenzi utile pentru aflarea de informatii sunt: helpwin, lookfor, help

help.
Exemple sugestive de utilizare a comenzii help:

» help sin

SIN Sine.
SIN(X) is the sine of the elements of X.

17



Overloaded methods
help sym/sin.m

» help exp

EXP Exponential.

EXP(X) 1is the exponential of the elements of X, e
to the X.

For complex Z=X+i*Y, EXP(Z) =
EXP(X)* (COS(Y)+i*SIN(Y)) .

See also LOG, LOG10, EXPM, EXPINT.

Overloaded methods
help sym/exp.m
help demtseries/exp.m

» help plot
PLOT Linear plot.

PLOT (X,Y) plots vector Y versus vector X. If X or Y is a matrix, then the
vector is plotted versus the rows or columns of the matrix, whichever line
up. If X is a scalar and Y is a vector, length(Y) disconnected points are
plotted.

PLOT (Y) plots the columns of Y versus their index. If Y is complex,
PLOT(Y) is equivalent to PLOT (real(Y),imag(Y)). In all other uses of PLOT,
the imaginary part is ignored.

Various line types, plot symbols and colors may be obtained with
PLOT(X,Y,S) where S is a character string made from one element from any
or all the following 3 colunms:

b blue . point - solid

g green o circle : dotted
r red b4 x-mark -. dashdot
c cyan + plus -- dashed
m magenta * star (none) no line
v yellow s square

k black d diamond

\ white v triangle (down)

triangle (up)

< triangle (left)
> triangle (right)
P pentagram
h hexagram
For example, PLOT(X,Y,'c+:') plots a cyan dotted line with a plus

at each data point; PLOT(X,Y, 'bd') plots blue diamond at each data
point but does not draw any line.

PLOT(X1,Y1,81,X2,Y2,82,X3,Y3,83,...) combines the plots defined by
the (X,Y,S) triples, where the X's and Y's are vectors or matrices
and the S's are strings.

For example, PLOT(X,Y,'y-',X,Y,'go') plots the data twice, with a
solid yellow line interpolating green circles at the data points.

The PLOT command, if no color is specified, makes automatic use of

the colors specified by the axes ColorOrder property. The default

ColorOrder is listed in the table above for color systems where the
default is blue for one line, and for multiple lines, to cycle
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tle,

through the first six colors in the table. For monochrome systems,
PLOT cycles over the axes LineStyleOrder property.

If you do not specify a marker type, PLOT uses no marker.
If you do not specify a line style, PLOT uses a solid line.

PLOT(AX, ...) plots into the axes with handle AX.

PLOT returns a column vector of handles to lineseries objects, one
handle per plotted line.

The X,Y pairs, or X,Y,S triples, can be followed by
parameter/value pairs to specify additional properties

of the lines. For example, PLOT(X,Y,'LineWidth',2, 'Color"',
0 0])

will create a plot with a dark red line width of 2 points.

Example
X = -pi:pi/10:pi;
y = tan(sin(x)) - sin(tan(x));
plot(x,y,'--rs', 'LineWidth',2, ...

'MarkerEdgeColor', 'k', ...
'MarkerFaceColor','g', ...
'MarkerSize',10)

See also plottools, semilogx, semilogy, loglog, plotyy, plot3, grid,

xlabel, ylabel, axis, axes, hold, legend, subplot, scatter.

Overloaded methods:
timeseries/plot
phytree/plot
commscope.plot
channel .plot
cfit/plot
darray/plot
fints/plot
idmodel/plot
idfrd/plot
iddata/plot
idnlhw/plot
idnlarx/plot
cgrules/plot
xregtwostage/plot
xregtransient/plot
xregmodel/plot
xregarx/plot
localmulti/plot
localmod/plot
localavfit/plot
sweepset/plot
mdevtestplan/plot
cgdatasetnode/plot
mpc/plot
rfckt.plot
frd/plot
dspdata.plot
wdectree/plot
ntree/plot
dtree/plot
wvtree/plot
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rwvtree/plot
edwttree/plot

Reference page in Help browser
doc plot

De exemplu, Plot (X,Y, 'ct+:') deseneazi o linie punctata de culoare cyan cu un
marker + in fiecare punct al graficului. Dacd comanda P1ot nu are culori specificate,
atunci preia implicit culorile axelor.

2.2.2. Formatul datelor

MATLAB® -ul afigseaza numerele cu 5 zecimale (setare implicitd). Aceasta setare se poate
modifica cu ajutorul comenzii format:
>>FORMAT Set output format.
All computations in MATLAB are done in double precision.
FORMAT may be used to switch between different output
display formats as follows:

FORMAT Default. Same as SHORT.
FORMAT SHORT Scaled fixed point format with 5 digits.
FORMAT LONG Scaled fixed point format with 15 digits.

FORMAT SHORT E Floating point format with 5 digits.
FORMAT LONG E Floating point format with 15 digits.
FORMAT SHORT G Best of fixed or floating point format with

5 digits.
FORMAT LONG G Best of fixed or floating point format with
15 digits.
FORMAT HEX Hexadecimal format.
FORMAT + The symbols +, - and blank are printed
for positive, negative and zero elements.
Imaginary parts are ignored.
FORMAT BANK Fixed format for dollars and cents.
FORMAT RAT Approximation by ratio of small integers.
Spacing:

FORMAT COMPACT Suppress extra line-feeds.
FORMAT LOOSE Puts the extra line-feeds back in.

Exemple:

» ¢=1.333456789233
CcC =
1.3335

» format long
» C

Cc =
1.33345678923300

» format short e
» C
c =

1.3335e+000
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» format long e

» C

Cc =
1.333456789233000e+000

» format

» C

C =
1.3335

2.2.3. Optiuni de salvare

Pentru salvarea variabilelor curente cu care se lucreaza in MATLAB la incheierea unei sesi-
uni de lucru se poate utiliza comanda save, aceasta comanda va salva toate variabilele
curente generate de catre utilizator intr-un figier numit matlab.mat . Daci se doreste se poate
da un nume fisierului de date in care se salveaza variabilele.

Exemplu:

» save date c determ A%

realizeaza salvarea datelor ¢, determ si A intr-un fisier date.mat .

Pentru restituirea variabilelor intr-o sesiune de lucru ulterioara se foloseste comanda 1oad.
Exemplu:

» load date

Daca se doreste aflarea variabilelor curente se pot utiliza comenzile who,whos:

» who

Your variables are:

A c determ

» whos
Name Size Bytes Class
A 2x2 32 double array
c 1x1 8 double array
determ 1x1 8 double array

is 6 Grand total elements using 48 bytes.
Pentru stergerea tuturor variabilelor curente din memoria de lucru se poate utiliza comanda
clear.

2.3. Crearea fisierelor MATLAB (.m files)

Deoarece este mult mai comod si util decét introducerea comenzilor linie dupa linie la
prompterul MATLAB®, se lucreazd cu fisiere text care contin aceste linii program cu
comenzile necesare.

Aceste fisiere contin cod in limbajul MATLAB® si sunt denumite .m files (sau M-files).
Fisierele se creeaza utilizand un editor de text i apoi se utilizeaza ca o comanda MATLAB®
obignuitd (Placeholderl) [16].

Sunt doua tipuri de figiere .m:
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e Fisiere Script, care nu acceptd argumente de intrare §i nu returneaza argumente de
iesire. Aceste fisiere opereaza cu datele din spatiul de lucru.
e Rutine (functii), care acceptda argumente de intrare si returneaza argumente de ie-
sire. Variabilele utilizate sunt variabile locale (interne) ale functiei.
Pentru a vedea continutul unui fisier MATLAB®, de exemplu balanta.m, se foloseste
comanda:
» type balanta

2.3.1. Fisiere Script

Atunci cand se apeleaza la un fisier script, MATLAB® -ul executd comenzile gasite in
figierul respectiv. Figierele script pot lucra cu date din spatiul de lucru (workspace) sau pot
crea date noi cu care opereaza. Script-urile nu furnizeaza argumente de iesire, iar variabilele
create raman in workspace, pentru a fi eventual folosite in calculele ulterioare.

Fisierele script pot furniza iesiri grafice folosind functii cum ar fi plot, bar.

Exemplu de fisier script [7] : magicrank.m, cu urmitoarele comenzi MATLAB®:

o

% Investigate the rank of magic squares

r = zeros (1,32);
for n = 3:32
r(n) = rank(magic(n)) ;
end
r
bar (r)

La tastarea numelui figierului script (fara extensia .m):

» magicrank

MATLAB® -ul executd comenzile, calculeazd rangul unor matrici (matricile magice), si
traseaza graficul cu rezultatele calculului. Dupa ce se termina executia figierului, variabilele
n si r raman in spatiul de lucru.

Graficul rezultat este prezentat in continuare:

35 T T T T T T

2.3.2. Functii (rutine)

Aceste fisiere accepta argumente de intrare si furnizeaza argumente de iesire. Numele
fisierului MATLAB® (M-file) si cel al functiei (subrutinei) respective trebuie sa fie iden-
tice. Functiile (subrutinele) lucreaza cu variabile proprii separate de spatiul de lucru uzual al
MATLAB® -ului.
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Exemplu: functia rank.

Fisierul M-file rank.m este disponibil in directorul
toolbox/matlab/matfun

Se poate vizualiza fisierul cu comanda:

» type rank

function r = rank (A, tol)

RANK Matrix rank.

RANK (A) provides an estimate of the number of
linearly independent rows or columns of a matrix A
RANK (A, tol) is the number of singular values of A
that are larger than tol.

RANK (A) uses the default

o o° o o o

o°

% tol = max(size(A)) * norm(A) * eps.
s = svd(d);
if nargin==

tol = max(size(A)) * max(s) * eps;
end
r = sum(s > tol);

Prima linie a unei functii M-file incepe cu cuvantul cheie function. Aceasta linie da nu-
mele functiei, ordinea §i numarul argumentelor.

Liniile urmatoare (care incep cu caracterul %) sunt linii de comentariu, care de fapt sunt
si liniile afisate atunci cand se apeleaza la comanda

» help rank

Restul liniilor sunt executabile. Variabila s, ca si r, A, tol sunt variabile locale ale
functiei si sunt separate de variabilele din workspace.

Functia rank poate fi utilizata in diferite moduri:
» rank (A)

» r = rank (A)

» r = rank(A,1.e-6)

2.3.3. Variabile globale

Daca se doreste ca mai multe astfel de subrutine sa utilizeze o anume variabild comuna, se
declara variabila respectiva ca globala utilizind comanda global in toate functiile respective.

Exemplu fisierul exg.m:

function h = exg(t)

global GB

h = 1/2*GB*t."2;

Se introduc apoi in mod interactiv liniile:
» global GB

» GB = 32;

» y = exg((0:.1:5)");

2.3.4. Functia eval

Functia eval lucreazi cu variabild text pentru implementarea unei facilitati puternice de tip
macro text.

Expresia eval (s) foloseste interpretor-ul MATLAB® pentru evaluarea expresiei sau ex-
ecutia declaratiei din sirul de caractere.
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2.3.5. Vectorizarea

Pentru a obtine o viteza de calcul mare, este foarte importantd agsa-numita vectorizare a algo-
ritmilor in figierele MATLAB®. Acolo unde alte limbaje folosesc bucle de tip for sau DO,
MATLAB-ul poate utiliza operatii matriceale sau vectoriale.

Un exemplu simplu este urmatorul:
X = 0;
for k = 1:1001
y(k) = loglo0 (x) ;
X =X + .01;
end

Versiunea vectorizata a aceluiasi program este :

X = 0:.01:10;

y = logl0 (x) ;

Atunci cand nu se poate elimina complet folosirea unei bucle se utilizeazad procedura de
prealocare.

2.3.6. Functii de functii

in MATLAB® existi o clasa de functii care lucreazi cu functii neliniare ca argument.
Functiile de functii includ:

e  Gasirea zerourilor

e  Optimizare

e Integrare numerica

e  Ecuatii diferentiale ordinare
MATLAB® -ul reprezinta functia neliniara ca o functie M-file care poate fi ulterior utilizata
ca argument de alte functii MATLAB®.

Exemplu:
Urmatorul fisier creeaza o functie neliniara:
function y = nelin(x)

vy = 1./((x-.3).%2 + .01) + sqgrt(1./((x-.9).%2 + .04) - 6);
Aceastd functie poate fi evaluata pentru un set de puncte in intervalul 0 <=x <=1 cu pro-
gramul:

X = 0:.002:1;

y = nelin(x);

si apoi se poate reprezenta grafic functia cu comanda:
plot (x,y); grid on; title('y=nelin(x)"')
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y(x)=nelin(x)
100

Daca dorim sa evaludm aceasta functie in
>>p =0.637;
0.637
>> nelin(p) ;
ans =
5.1192
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CAPITOLUL 3.

MEDIUL DE LUCRU MATLAB

MATLAB® [16] este, dupa cum s-a afirmat deja, atat un limbaj cét si un mediu de
programare. Ca mediu de lucru, MATLAB® include facilititi pentru manipularea varia-
bilelor in spatiul de lucru, pentru importul si exportul datelor, precum si instrumente pentru
dezvoltarea si manipularea figierelor (M-files) si a aplicatiilor MATLAB®.

Mediul de programare este utilizat in mod diferit in functie de platforma pe care ruleaza
MATLAB® -ul (este vorba de sistemul de operare care poate fi de tip Windows , Linux,
Unix).

3.1. Lansarea sesiunilor de lucru

Pe platformele de tip Windows, programul de instalare creeaza un “shortcut” la programul
executabil, shortcut care poate fi plasat pe desktop (pe display-ul de lucru al calculatorului).
Prin efectuarea unui dublu click pe icon-ul care reprezintd acest shortcut se starteaza
MATLAB® -ul.

Pentru startarea MATLAB® -ului pe un sistem UNIX trebuie tastat matlab la prompterul
sistemului de operare.

3.1.1. Fisiere de pornire (Startup Files)

La pornireMATLAB® -ul executd automat fisierul master matlabrc.m si, daca
existd, fisierul startup.m.

Fisierul matlabrc.m este rezervat pentru administratorul de sistem (retea), in timp ce figierul
startup.m este destinat utilizatorilor. De aici se pot seta cdile de acces, se pot defini setarile
implicite pentru instrumentele Handle Graphics si se pot predefini variabile in spatiul de
lucru.

De exemplu, daca in startup.m se introduce linia:

addpath /home/me/mytools

se adauga un director de instrumente proprii pentru calea implicita de cautare.

Pe platformele Windows, fisierul startup.m se plaseazd in directorul local din directorul
toolbox.

3.1.2. Optiuni de pornire

Se pot specifica optiuni de pornire, aceste optiuni fiind addugate pe calea shortcut-ului
MATLAB.
In continuare sunt prezentate cateva posibile optiuni.
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Optiunea de Descriere
Startup

Automation | Lanseazd MATLAB-ul ca un server automat, minimizat, fara “splash

screen”.

Logfile log- Scrie in mod automat iesirile din MATLAB intr-un “log file” specificat.
filename
Minimize Lanseaza MATLAB-ul minimizat si fara “splash screen”-ul MATLAB.
Nosplash | Starteazd MATLAB-ul fara afisarea “splash screen”-ului MATLAB.

r M file Ruleaza automat fisierul .m specificat imediat dupa lansarea
MATLAB.ului.

Regserver | Modifica registrii Windows cu intrari adecvate tip ActiveX pentru
MATLAB.

Unregserver | Modifica registrii Windows pentru stergerea intrarilor ActiveX.
Se utilizeaza pentru resetarea registrilor.

De exemplu, pentru a porni MATLAB® -ul si a rula imediat in mod automat un figier cum ar
fi de exemplu rezultate.m, se poate utiliza urmatoarea cale pentru shortcut:
C:\bin\nt\matlab.exe /r rezultate

3.1.3. Terminarea unei sesiuni de lucru

Pentru a parasi mediul MATLAB, se tasteazd quit la prompterul MATLAB®.
in cazul platformelor Windows, se poate termina sesiunea prin selectarea optiunii exit din
meniul File sau se poate utiliza butonul close vizibil in coltul din dreapta sus al ferestrei de
comandda MATLAB®.
Se pot include comenzi de tipul save in acest fisier, pentru a salva automat variabilele din
spatiul de lucru la incheierea sesiunii. O altd optiune este de a cere afisarea unei casete de
dialog pentru confirmarea terminarii sesiunii.
Aceste doud tipuri de optiuni se pot gési in directorul /toolbox/local:
finishsav.m: permite salvarea variabilelor curente
finishdlg.m: afiseaza o caseta de dialog pentru confirmarea opririi

3.2. Fereastra de comanda (fereastra principala)

Fereastra de comanda este fereastra principald prin intermediul céreia se poate comunica cu
MATLAB-ul.

§a Pe platformele Windows, MATLAB-ul furnizeaza o fereastra speciala, cu facilitati de
tip Windows.

X Pe sistemele UNIX, fereastra de comanda este fereastra terminal din care este lansat
MATLAB-ul.
Interpreterul MATLAB afiseaza un prompter (>>) indicand faptul cd este gata sa accepte
comenzile utilizatorului. De exemplu, pentru introducerea unei matrici 3 x 3 se poate tasta:
»A=[123;456;7810]
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si la apdsarea tastelor Enter sau Return, MATLAB-ul raspunde cu:

A =
1 2 3
4 5 6
7 8 10

Editarea liniilor de comanda in fereastra principala

Tastele de tip sdgeata si tasta Ctrl permit apelarea, editarea si eventual reutilizarea comen-
zilor editate anterior. De exemplu:

> rad = (1+ sqt(5))/2

Undefined function or variable 'sqt'.

Pentru eliminarea greselii de editare a numelui functiei radical (sqrt) nu se mai editeazd din
nou toati linia, ci se foloseste tasta T, apare din nou linia de comanda gresitd si apoi cu tasta
<« se deplaseaza cursorul pe linie §i se repard greseala.

Lista completd a sagetilor si tastelor care permit controlul asupra operatiunilor cu linia de
comanda este prezentata in tabelul urmator:

Arrow Key Control Key Operation
ll\ Ctrl-p Recall previous line.
J/ Ctrl-n Recall next line.
- Ctrl-b Move back one character.
— Ctrl-f Move forward one character.
Ctrl-r Move right one word.
ctrl-
Ctrl-1 Move left one word.
ctrl-
home Ctrl-a Move to beginning of line.
end Ctrl-e Move to end of line.
esc Ctrl-u Clear line.
del Ctrl-d Delete character at cursor.
backspace Ctrl-h Delete character before cursor.
Ctrl-k Delete (kill) to end of line.

3.2.1. Stergerea ferestrei de comanda

Pentru stergerea continutului (afisajul) ferestrei principale se poate folosi comanda cle,
care insa nu are ca efect stergerea variabilelor curente din spatiul de lucru.
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3.2.2. Controlul afisarii paginilor ecran in fereastra de co-
manda

Pentru a controla afisarea paginilor in fereastra de comanda se utilizeaza comanda more.
Setarea implicita este more off. Atunci cand setim more on, o pagind ecran este afigata.
Apoi se poate utiliza:

Return To advance to the next line
Space Bar To advance to the next page
q To stop displaying the output

Intreruperea unui program care ruleaza
Se poate Intrerupe un program care ruleaza prin apasarea pe tastele Ctrl+c.

EB Pe sistemele Windows se va astepta terminarea executiei functiilor de tip built-in sau a
figierelor de tip MEX-file.

Pe sistemele UNIX, executia programului se va incheia imediat.
Comanda format
Comanda format controleaza formatul numeric al valorilor afisate pe ecran si a fost deja
discutata intr-un paragraf anterior. Comanda are efect asupra afisarii numerelor, si nu asupra
modului intern de reprezentare a acestora.
Pe sistemele Windows, se poate schimba setarea implicita a formatului prin selectarea meni-
ului Preferences din meniul File si selectarea formatului dorit din General.

3.2.3. Suprimarea afisarii rezultatelor unei linii comanda

Deoarece la apasarea tastelor Return sau Enter MATLAB-ul afigeazd automat rezultatele
pe ecran, daca incheiem linia de comanda cu punct i virgula, va fi realizat calculul, dar nu
va mai fi afisat. Aceasta facilitate este importanta atunci cdnd avem de lucrat cu matrici mari
sau cu multe date.

Exemplu:
A = magic(100) ;

3.2.4. Linii de comanda lungi

Daca o declaratie nu incape intr-o linie de comanda, se pot utiliza trei puncte urmate de Re-
turn sau Enter pentru a indica faptul cé expresia continua pe linia urmatoare.
Exemplu:

s=1-1/2 +1/3 - 1/4 + 1/5 - 1/6 + 1/7
- 1/8 + 1/9 - 1/10 + 1/11 - 1/12;

Spatiile albe din jurul semnelor =, +, - sunt optionale si pot imbunatati citirea liniilor. Max-
imul numérului de caractere pe o singura linie este de 4096.
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3.2.5. Descrierea ferestrei de comanda

Fereastra de comanda permite rularea comenzilor MATLAB®, lansarea unor instrumente
cum ar fi Editor/Debugger si permite startarea toolbox-urilor.

Use Menus os an Alternative to Typing

<) MATLAB Command Window = [=] B3
File Edit View Window Help
UseToolbar —-D = | & B2 B | | @B | & 2 ‘
for Eusy b> magic(4) =
Access to
Popular ans =
Operations 16 2 3 13
5 11 18 8
9 7 6 12
n 14 15 1 |
| | 2
Status Bar o= HUM Z
v
Displays Description of Displays Status of Cap, N{Jm, and Serol

3.2.6. Toolbar (bara de instrumente)

Toolbar-ul din fereastra de comanda permite accesul la operatii simple:

Open Workspace New

::' File w GO Paste Undo Browser ;?;tser :::Lir;"k .
| ’ | | ’ ‘ | | i
T 1 1 + + + + ! I
FENS R
| orkspace Browser|_ Toolfip Desribes
viton

3.2.7. Meniuri

Meniurile fereastrei de comanda furnizeaza accesul la operatii care nu sunt accesibile din
toolbar.
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3 edt View Window Hep
New »
Open.

Bun Script.

Load Workspace...
Save Workspace As...
Show Workspace

Show Graphics Property E ditor
Show GUI Layout Tool

Set Path...
Preferences...

Print Setup...
Erinl
Prir

1 open.m

2 demoinsert.m

3 demoinsert2.m

4 insertproblem.mat

Exit MATLAB Cul+Q

3.2.8. Preferinte

Sunt utilizate pentru controlarea operatiilor si a modului de prezentare din fereastra de co-
manda. Pentru aceasta se selecteaza Preferences din meniul File, iar dupa aparitia casetei de
dialog Preferences se pot seta preferintele pentru General, Command Window Font si
Copying Options.

Preferences 2] X}
General |CommandWindow Font I Copying Options I
-~ Numeric Format ] Editor Preference 1
& Builtin Editor

i ol l— Browse...

€ Hex i
 Bank Help Directory

C Plus { D:\matiablhelp' Browse...

€ ShotE

€ LongE

C ShatG I~ EchoOn

£ Long G IV Show Toolbar

 Rational [V Enable Graphical Debugging

& Loose (default)

€ Compact

0K I Cancel Apply

General Preferences:

e Numeric Format — Specifica formatul numeric implicit.

e Editor Preference — Permite folosirea editorului MATLAB® sau specifi-
carea altui editor.

e Help Directory — Specifica directorul in care se afla fisierele de tip help.

e Echo On — Seteaza facilitatea de afisare a liniilor program in timp ce un program
MATLAB® este rulat.
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e Show Toolbar — Aratd sau ascunde toolbar-ul.

e Enable Graphical Debugging — Permite depanarea (Debugger) in mod au-
tomat la fiecare breakpoint.

e Command Window Font-Specificd caracteristicile fontului pentru textul afigat
in fereastra de comanda.

e Copying Options: -Specificd optiunile utilizate la copierea unor obiecte din
MATLAB® in clipboard pentru rescrierea in alte aplicatii.

3.2.9. Spatiul de lucru al MATLAB-ului (workspace)

Spatiul de lucru contine un set de variabie (numite tablouri sau matrice) care pot fi manevrate
din linia de comanda. Se pot folosi comenzile who si whos (deja prezentate) pentru a vedea
care sunt variabilele curente din workspace.

Pentru stergerea variabilelor din workspace se utilizeaza comanda clear.

Incarcarea si salvarea din workspace

Comenzile save si load descrise intr-un subcapitol anterior au rolul de a salva variabilele din
spatiul de lucru si respectiv de a le reincarca intr-o sesiune ulterioara. Aceste comenzi se pot
folosi si pentru a importa si exporta date.

i

"7 Pe platformele Windows, operatiile save,load sunt disponibile si prin selectarea optiu-
nilor Save Workspace As, respectiv Load Workspace din meniul File.

Citirea sau scrierea unor fisiere .mat din programe externe in C++ sau Java se poate

face cu Interfata de Aplicatii Program (API).
Formatul in care comanda save stocheaza datele poate fi controlat prin adaugarea unor flag-
uri in lista de nume de fisiere sau variabile:

-mat Utilizeaza formatul binar tip .MAT (implicit).

-ascii Utilizeaza formatul ASCII pe 8 digiti.

-ascii-double Utilizeaza formatul ASCII pe 16 digiti.

-ascii -double —tabs Delimiteaza elementele tablourilor cu tab-uri.

-vll Salveaza intr-un format pe care versiunea 11 MATLAB 1l poate
deschide.

-append Adauga datele intr-un figier MAT existent.

Observatie: Atunci cand se salveaza continutul spatiului de lucru in format ASCII trebuie
salvata cite o variabila pentru a permite reconstituirea ulterioard a acesteia.
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3.2.10. Incircarea unor fisiere cu date ASCII

Comanda load permite importul de figiere de date ASCII. Exemplu:

» load informatii.dat

creeaza o variabild cu numele diverse in workspace. Daca datele ASCII au m linii cu n valori
pe fiecare linie, rezultatul va fi o matrice numericd m x n.

Nume de fisiere ca siruri de caractere

Daca numele figierelor sau variabilelor cu care se lucreaza sunt stocate in variabile de tip sir
de caractere, se poate folosi dualitatea comandéd/functie pentru a apela load si save ca
functii.

De exemplu:

» save('fisl','VAR1', 'VAR2')
» A = 'fisl';

» load (A)

au acelasi efect ca
» save fisl VAR1 VAR2
» load A

Pentru incarcarea sau salvarea mai multor fisiere cu acelasi prefix si cu sufixe numere intregi
succesive se poate utiliza o bucla.

Exemplu:
file = 'prog';
for i = 1:10

A

j = 1.72;

save ([file int2str(i)],'j"');
end
Wildcards

Comenzile 1oad si save permit specificarea unui caracter special de tip wildcard (¥*).

Exemplu:
» save data x*%salveaza toate variabilele din workspace care Incep cu x in fisierul
data.mat.

3.2.11. Browser-ul Workspace

Browser-ul Workspace permite vizualizarea continutului spatiului de lucru curent (este de
fapt varianta graficd a comenzii whos). Pentru a deschide acest instrument, se selecteaza
Show Workspace din meniul File si apoi se face click din mouse pe tasta Workspace
Browser din toolbar.
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Workspace Browser -

| size | Bytes | Class |

1x1 8 double array
1x3 24  double array
243 48  double array
1x12 24 char array
545 84 sparse anay

4x3x2 192 double array
1x1 132 struct array
243 600 cell array
1«1 830 inline object

|Grand total is 108 elements using 1942 bytes

Open Delete I

Cii de cautare
MATLAB® -ul utilizeaza o cale de cautare (search path) pentru a gasi fisierele .m . Aceste
fisiere sunt organizate in directoare, din care unele sunt furnizate de MATLAB® si altele
sunt disponibile separat ca toolbox-uri.
Daca de exemplu tastaim numele £is1 la prompterul >>, interpretorul MATLAB va face
urmatoarea cautare:

e Cautd pe fisl ca pe o variabila.

e Verifica daca fisl este o functie tip buit-in.

e  Cauta in directorul curent figierul numit £is1 . m.

e  Cauta in directoarele aflate in calea de cautare fisierul fisl.m.

Schimbarea ciii de cautare
Calea de cautare poate fi afigatd sau schimbata folosind functiile path, addpath,
rmpath:
e Path determina reintoarcerea la calea curenta.
e path(s), unde s este un sir de caractere, seteaza calea la s.
e addpath /home/lib sipath (path,'/home/1ib"') adaugd noi directoare la
calea de cautare.
e rmpath /home/lib sterge calea /home/1lib.
Calea de cautare implicita este definita in fisierul pathdef.m in directorul local.
Fisiere pe calea de cautare
Pentru a afisa calea de cautare se poate folosi path. Dacd dorim sa vedem ce fisiere
MATLAB® sunt intr-un director se utilizeaza comanda what. Exemplu:
» what matlab/elfun
Pentru a vedea continutul unui fisier se foloseste comanda type (deja descrisa intr-un para-
graf anterior). Exemplu:
» type fis2
Pentru editarea unui figier M-file se poate utiliza edit. Exemplu:
» edit fis2
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Path Browser

MATLAB-ul furnizeaza si un browser al caii de cautare (Path Browser) cu o interfati grafica
pentru vizualizarea si schimbarea cdii de cautare [15]. Pentru startarea acestui browser se
utilizeazd pathtool, sau se selecteazd Set Path din meniul File, sau se face click pe

butonul Path Browser din toolbar.

Directories

I Path Browser

Double-click on a File to
Open It

File Edit View Path Tools Help

=

Current Directory

AN at labS\night at lab
\\DevtoolsimatlabS\nightly\toolbox\natlab\ops
\\Devtools\matlabS\nightly\toolbox\natlab\lang

on Search
Path

\\DevtoolsimatlabS\nightly\toolboximatlab)\elnat
\\Devtools\matlabS\nightly\toolbox\matlablelfun
\\DevtoolsimatlabS\nightly\toolboximnatlab\specfun
\\DevtoolsimatlabS\nightly\toolboximatlab\mat fun
\\DevtoolsimatlabS\nightly\toolboximnatlab\datafun
\\Devtools\matlabS\nightly\toolbox\matlab\polyfun
\\Devtiools\matlabS\nightly\toolbox\matlab\ funfun
\\DevtioolsimatlabS\nightly\toolboximatlab)sparfun

AN A

Ready

[KDevtools\matlabS\nighcly\bin\nc Browse...

Path

Files in general

=0 j
[ acdpath.n
@ binpatch.m
@ cd.m
B crear.n
@ computer.m
@ Contents.m
@ copyfile.m
@ dbclear.m
B awcone.m
B avaowm. m
@ dbuex.m

@ dbeuit.m

=
B G e DT T S
| ] »

@ dbstack.m ll
608 PM

To Move u Directory, Drag It to the Desired P osition

Meniurile din Path Browser pot fi folosite pentru:

Adaugarea unui director pe calea de cautare.

Stergerea (indepartarea) unui director din cale.

Salvarea setarilor in figierul pathdef.m.
Restabilirea setdrilor implicite.

3.2.12. Directorul curent

MATLAB® -ul mentine un director curent pentru lucrul cu fisiere de tip *.m si *.mat.

Pe platformele Windows, directorul curent initial este specificat in shortcut-ul utilizat
pentru pornirea MATLAB® -ului. Pentru schimbarea setérilor implicite se poate face click

cu butonul din dreapta al mouse-ului si se selecteaza meniul Properties.

Deschiderea fisierelor in MATLAB

Se pot deschide figiere in functie de extensiile lor prin folosirea functiei open, care este o

functie extensibila de catre utilizator.
Se pot include si alte tipuri de fisiere in afara fisierelor MATLAB® standard:
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Nume Actiune

Figure file (*.fig) || Deschide o figura intr-o fereastra tip figura.

M-file (daniel.m) || Deschide fisierul daniel de tip .m in Editor.

Model Deschide modelul daniel.m in Simulink.
(daniel.mdl)

P-file (daniel.p) || Deschide figierul corespunzator daniel.m, daca exista, in Editor.

Variable Deschide tabloul name in Array Editor (tabloul trebuie sa fie numeric);
open apeleaza openvar.

Alte extensii Deschide daniel.custom prin apelarea functiei helper opencustom, unde
(daniel.custom) || opencustom este o functie definita de utilizator.

3.3. Fereastra grafica (figure)

MATLAB® -ul directioneaza iesirile grafice spre o fereastra distincta de fereastra de coman-
da. Aceasta fereastra grafica este denumita figura (figure).

Functiile grafice creeaza in mod automat o noua fereastra grafica daca nu exista una curents.
Daca exista o astfel de fereastra MATLAB® -ul o va utiliza.

Daca existd mai multe ferestre de tip figurd, atunci una dintre ele este asignata ca fiind
fereastra curenta (in general este ultima fereastra figura utilizata).

Functia figure genereaza ferestre grafice. De exemplu,

>> figure

genereaza o noua fereastra si o face fereastra curenta.

O functie graficd, cum ar fi functia plot, genereaza un grafic in fereastra de tip figura. De
exemplu,

>>figure (1)

>>t = 0:p1/100:2*%pi;

y = cos(t);

plot (t,y)

traseaza graficul functiei cosinus de la 0 la 27 1n fereastra curenta de tip figurd, daca aceasta
exista, iar daca nu intr-una nou creata.

3.3.1. Prelucrarea graficelor cu Plot Editor

Dupa generarea unui grafic (plot), se pot face schimbari si prelucrari ale graficului cu inter-
fata grafica Plot Editor. Figura urmatoare ilustreaza principalele facilitati ale ferestrei grafice
si ale interfetei Plot Editor.

Pentru salvarea unei figuri se selecteaza Save din meniul File. Pentru salvarea intr-un format
diferit, cum ar fi EPS, necesar utilizarii in alte aplicatii se selecteazd Export din meniul File.
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In majoritatea cazurilor se pot utiliza facilititile MATLAB de a citi sau scrie fisiere (pentru
aplicatii complicate trebuie scrise programe in Java).

3.4.1. Importul de date

In tabelul urmitor sunt prezentate cateva metode de import date:

Metoda Cand trebuie utilizata metoda.
Introducerea || Atunci cand cantitatea de date este mica. Se tasteaza pur si simplu datele
unei liste utilizand parantezele drepte ([ ]).
explicite de
elemente
Crearea de Se utilizeaza un editor de text pentru generarea unui fisier .m.
date intr-un || Metoda este utild atunci cand datele nu sunt deja in forma digitala. Este
fisier .m intr-un fel similara cu prima metoda.
Incarcarea Fisierele ASCII stocheaza datele pe linii cu un numar egal de elemente
datelor dintr- || spatiate prin blanc-uri, linii incheiate cu Enter. Aceste fisiere se pot edita
un figier cu un editor de texte obignuit. Datele sunt introduse in MATLAB cu
ASCII functia load. Se poate utiliza dlmread daca este necesara specificarea

altor delimitatori.
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Citirea
datelor cu
fopen, fread
si cu functiile
de intra-
re/iesire

Metoda este folosita cand se incarca date de la alte aplicatii, date care au
propriul lor format.

Functii spe-
cializate de

DImread - Citeste fisiere de date ASCII.

citire a Wklread - Citeste fisiere de tip (WK1) (tip foaie de lucru)
fisierelor : : :
Imread - Citeste din fisiere grafice.
Auread - Citeste fisiere de sunet tip (.au).
Waveread - Citeste fisiere de sunet Microsoft WAVE (.wav).
Crearea de Este metoda potrivita daca sunt deja disponibile rutine C++ sau Java
fisiere tip pentru citirea datelor din alte aplicatii.
MEX pentru
citirea datelor
Dezvoltarea || Se utilizeazd in cazuri complexe pentru translatarea unor date in format
unor pro- .mat si apoi Incarcarea cu comanda load.
grame in Java
sau C++

3.4.2. Exportul datelor

in tabelul urmitor sunt prezentate citeva metode de export date:

Metoda

Mod de utilizare

Folosirea
comenzii diary

Pentru tablouri de date de mica dimensiune se foloseste comanda diary
pentru crearea unui figier de tip jurnal si afisarea variabilelor. lesirea diary
include comenzile MATLAB folosite intr-o sesiune de lucru.

Salvarea Se utilizeazd comanda save cu optiunea -ascii. Se poate folosi dlmwrite
datelor in for- || daca este necesara specificarea altor delimitatori.

mat ASCII

Scrierea Se folosesc fwrite si alte functii I/O de nivel scazut. Este utila la scrierea

datelor in for-
mate speciale

datelor 1n formate cerute de alte aplicatii.

Functii special-
izate de scriere
a fisierelor

Dlmwrite Scrie figiere in format ASCII.

wk1write Scrie figiere tip (WK1).

Imwrite Scrie imagini pentru fisiere grafice.

Auwrite Scrie ﬁsie-re de sunet tip (.au-).

Wavwrite Scrie figiere de sunet tip Microsoft WAVE (.wav).
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Crearea unor || Este metoda potrivitd daca sunt deja disponibile rutine C++ sau Java
figiere tip pentru scrierea datelor in formate cerute de alte aplicatii.

MEX pentru
scrierea datelor

Scrierea Se foloseste comanda save si apoi se scrie un program in Java sau C++
datelor in pentru translatarea figierului .mat in formatul dorit.

fisiere tip
.MAT

3.4.3. Fisiere de tip text cu delimitatori

Functiile d1lmread si dlmwrite amintite mai sus permit citirea §i scrierea unor valori
separate prin delimitatori int-un fisier de date ASCII. Un delimitator este orice caracter care
separa valorile.

Exemplu:
Consideram un fisier roger.dat ale carui componente sunt separate prin punct si virgula:

7.2;8.5;6.2;6.6
5.4;9.2;8.1;7.2
Citirea i transcrierea componentelor intr-un tablou (matrice) A se face folosind dimread:

A = dlmread('roger.dat', ';');
A =

1 2 3

4 5 6

in mod similar se foloseste dlmwrite pentru scrierea unui text cu delimitatori Intr-un figier
extern:

dlmwrite ('roger',A,';")

roger va contine:

1;2;3

4:5;6

Citirea fisierelor cu format uniform

Functia textread citeste date de tip caracter sau numerice dintr-un figier si le transcrie in
variabile MATLAB folosind specificatorii de conversie care definesc lungimea campului de
date si formatul acestora. Functia textread este utild pentru fisiere cu format uniform si cu-
noscut (de exemplu cu delimitatori de tip virgula sau tab).

Exemplu: Fie fisierul roger.dat :

Salv Type 25.74 65 Yes

Pentru citirea figierului roger.dat ca figier cu format liber se foloseste formatul de conversie %:
[names, types, x,y,answer] =textread('roger.dat', '$s %s %f %d
%$s',1),

unde %s citeste un gir de caractere separat prin spatii albe, %f citeste o valoare tip floating
point, si %d citeste un intreg cu semn.
MATLAB® va raspunde:
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names =
'Salv!
types =
lTypel
X =
25.74000000000000
y =
65
answer =
'Yes'

3.4.4. Schimbarea de date intre platforme (sisteme de
operare)

In unele situatii este necesar transferul de date si programe intre utilizatori care lucreazi cu
sisteme de operare diferite. Aplicatiile MATLAB constau in fisiere .m cu functii si script-uri
si figiere tip .mat cu date binare. Ambele tipuri de fisiere pot fi transportate direct intre difer-
ite computere:

e Fisierele *.m contin text simplu si sunt independente de “magina”.

=9

e Figierele .mat sunt binare §i dependente de “masind” dar pot fi transportate intre
computere deoarece contin semnatura de “masind” in antetul figierului.

Observatie Pentru utilizarea si transportul aplicatiilor MATLAB pe diverse computere

(sisteme de operare) trebuie sa ne asiguram cd fisierele .mat se transmit in binary file mode

si figierele .m in ASCII file mode.

Comanda diary

Comanda diary genereaza o copie a sesiunii de lucru MATLAB intr-un fisier disc (fara
grafice). Se poate vizauliza si edita textul rezultat cu orice procesor de texte.

De exemplu, pentru crearea unui fisier cu numele mai2013.out care contine comenzile si
iesirile (raspunsurile) MATLAB corespunzatoare, trebuie tastat:

diary mai2013.out

Pentru oprirea inregistrarii sesiunii se foloseste:

diary off

3.5. Utilizarea memoriei

MATLAB® -ul necesita o zond continud de memorie pentru stocarea datelor din
fiecare matrice. De asemenea, imaginile si filmele (animatia) cer o mare cantitate de memo-
rie.
in plus, harta de pixeli (pixmap) folositd pentru imagini cere o cantitate de memorie propor-
tionald cu suprafata imaginii de pe ecran. O imagine color de 500x500 pixeli cere
1 Mb de memorie. Pentru limitarea memoriei necesare trebuie limitatd dimensiunea imag-
inilor de pe ecran.
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3.5.1. Rezolvarea erorilor de memorie

Daca nu existd memorie suficientd, in cazul unor matrici de dimensiuni mari este posibila
aparitia unei erori de memorie de tip “out of memory”. Se poate incerca o defragmentare a
memoriei cu comanda pack.

Daca astfel de erori “out of memory” sunt dese se pot incerca si alte metode.

E:ﬂ in cazul sistemelor Windows se creste memoria virtuala folosind System Properties
pentru Performance, instrument accesibil din Control Panel.

X

Pentru sisteme UNIX trebuie cerut administratorului de sistem sa creasca spatiul swap
[14].
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CAPITOLUL 4.

PROGRAMAREA iN LIMBAJUL MATLAB

4.1. Fisiere MATLAB

Fisierele care contin cod MATLAB sunt numite M-files sau fisiere *.m . Dupa cum
s-a precizat in capitolul de Fundamente ale programarii in MATLAB, aceste fisiere pot fi
functii (functions) care accepta argumente de intrare si furnizeaza iesiri, sau pot fi fisiere
script care executd o serie de instructiuni MATLAB. Pentru ca MATLAB-ul sa recunoascéa
un figier ca figier M-file trebuie ca numele acestuia sd se termine cu extensia .m.
Fisierul * .m poate fi creat cu un editor de text si apoi poate fi folosit ca orice functie sau
comandd MATLAB:

1. Crearea unui fisier cu un Function © = myfile(a,b)
editor de text. € = sgrt{(a.*2)+(b.*2])
2. Apelarea figierului .m de 2=7.5
la linia de comanda sau b = 3.342
din alt figier .m. ¢ = myfile(a,b)

Caracteristicile celor doud tipuri de figiere sunt prezentate in tabelul urmaétor:

Fisiere Script Fisiere Function

Nu acccepta argumente de intrare || Accepta argumente de intrare si returneaza iesiri.
si nu returneaza iesiri.

Opereaza cu datele din work- Variabilele interne ale functiei sunt locale (implicit).
space.

Utile pentru automatizarea unei || Utile pentru extinderea limbajului MATLAB pentru di-
serii de pasi care trebuie ex- verse aplicatii.
ecutati de multe ori.

4.1.1. Script-uri

Fisierele script sunt cele mai simple fisiecre MATLAB® nu au argumente de intrare sau de
iesire si sunt utile pentru executarea secventiald a unor calcule care altfel ar trebui executate
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in mod repetat de la linia de comanda. Script-urile opereaza cu datele din workspace sau pot
crea date noi. Aceste date sunt disponibile dupa terminarea executiei fisierului.

Partile componente ale unui fisier de tip function
O functie .m are urmétoarele parti componente:
e Linia de definire a functiei
Linia de prim help H1
Textul Help-ului
Corpul functiei
Comentarii

Linia de definire

Aceasti linie informeazd MATLAB® -ul ci figierul contine o functie si specifica argumen-
tele.

Exemplu:

function y = average(x)
A

1 l L input aigument
L function name
autput aigument

keyword

Linia H1
Linia H1 este o linie de comentariu care incepe cu semnul "% " si furnizeaza prima linie text
atunci cand utilizatorul tasteaza help function_name la prompterul MATLAB®.

Textul Help-ului
Se poate crea un help online prin introducerea uneia sau mai multor linii de comentariu dupa
linia H1, fiecare linie incepand cu "%".

Corpul functiei

Corpul functiei contine toate instructiunile in cod MATLAB® care permit efectuarea cal-
culelor si asigneaza valori argumentelor de iesire. Declaratiile din corp pot contine apeldri de
functii, instructiuni de salt, intrari/iesiri interactive, calcule etc.

Comentarii

O linie de comentariu Incepe dupa cum s-a precizat cu semnul "%" si poate fi plasatad oriunde
intr-un figier.

Pot fi adaugate linii albe oriunde in fisier, acestea fiind ignorate.
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4.2. Tipuri de date si operatori

4.2.1. Tipuri de date

MATLAB® -ul are sase tipuri fundamentale de date (sau clase), fiecare putind fi considerata

ca tablou multidimensional. Cele sase clase sunt: double,
cell si struct. Versiunile bi-dimensionale ale acestor tablouri sunt numite

age,

char, sparse, stor-

matrici si de aici provine si numele de MATLAB.

array

char

numeric

ceLl

struct

double

sparse

user object

storage

(1nt8, uint8,1int16,
uint16, int32, uint32)

in tabelul urmator sunt prezentate detaliat tipurile de date:

Clasa Exemple Descriere
Array Tip de date virtual.
Cell {17'hello'ey || Tablou tip celuld. Elementele celulei contin alte tablouri.
e(2)}
Char 'Hello' Tablou de tip caracter (sau sir de caractere—string); fiecare caracter
are 16 biti lungime.
Double [12;34] Tablou numeric in dubla precizie (cel mai obignuit tip de variabila
5+61 MATLAB).
Numeric Tip de date virtual.
sparse Speye(5) Matrice de tip “sparse” in dubla precizie (doar 2-D). Tablourile de
tip “sparse” stocheaza matrici cu doar cateva elemente nenule intr-o
fractiune din spatiul necesar unei matrici normale echivalente.
storage Tip de date virtual.
struct a.day = 12; || Tablou tip structura, care contine nume de cAmpuri, cAmpuri care
a.color = contin alte tablouri.
'Red’;
a.mat =
magic(3);
uint8 Uint8(magi || Tablou de numere intregi fara semn pe 8 biti.
c(3)
User In- Tip de date definit de utilizator.
Object line('In(x)")
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4.2.2. Operatori

Operatorii MATLAB pot fi clasificati in trei categorii:
e  Operatori aritmetici
e  Operatori relationali care compara operanzii cantitativ
e  Operatori logici

Operatori aritmetici:

+ Adunare | ||Operatorul doud puncte |
- Scadere [~ ||Putere |
E Inmulgire K | | Transpusa |
J Impirtire la dreapta [ ||Transpusa complex conjugata |
Impirtire la stinga [* ||inmultire de matrici |

+ Plus unar ) [/ ||impér§ire matriceald la dreapta |
- Minus unar [\ ||impér§ire matriceald la stinga |
[~ ||Putere de matrice |

Cu exceptia unor operatori matriceali, operatorii aritmetici lucreazd cu elementele
corespondente ale unor tablouri de dimensiuni egale. Pentru vectori si tablouri dreptunghiu-
lare ambii operanzi trebuie sa aiba aceeasi dimensiune, cu exceptia situatiei in care unul
dintre ei este scalar. In acest caz MATLAB® -ul aplica scalarul fiecirui element al celuilalt
operand (proprietatea de expansiune scalara).

Operatori relationali:

< Mai mic

<= Mai mic sau egal
> Mai mare
>= Mai mare sau egal
== Egal cu }
~= Diferit de

Operatorii relationali compara elementele corespondente ale unor tablouri de dimensiune
egala.
Operatorii relationali lucreaza totdeauna element cu element.

Exemplu:
» A = [2 7 6;9 0 5;3 0.5 6];
» B = [87 0;3 2 5;4 -1 7];
» A == B
ans =

0O 1 0

0o 0 1

0 0 O
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Operatori logici:

& | AND (SD)
| OR (SAU)
~ NOT (NU)

O expresie care utilizeaza operatorul & este adevaratd daca ambii operanzi sunt adevarati. In
termeni numerici, expresia este adevarata dacd ambii operanzi sunt nenuli. Exemplu:
»u = [102 3 0 5];

»v = [56100 7];
» u &V
ans =

1 0 1 0 0 1
O expresie care utilizeaza operatorul | este adevaratd dacad unul dintre operanzi este logic
adevirat sau dacd ambii operanzi sunt adevarati. In termeni numerici, expresia este falsd daca
ambii operanzi sunt nuli.

Exemplu:
»u | v
ans =

1 1 1 1 0 1
O expresie care utilizeazi operatorul NOT, ~, neagd operandul. In termeni numerici, orice
operand nenul devine nul si orice operand nul devine unu. Exemplu:
» ~U
ans =

0 1 0 0 1 0

Operatorii logici lucreaza cu elementele corespondente ale unor tablouri de dimensiuni egale.
Pentru vectori si tablouri dreptunghiulare ambii operanzi trebuie sa aiba aceeasi dimensiune,
cu exceptia situatiei in care unul dintre ei este scalar. In acest caz, ca si la operatorii aritmeti-
ci, MATLAB® -ul aplica scalarul fiecarui element al celuilalt operand.

Functii logice

in plus fata de operatorii logici MATLAB-ul furnizeazi si functii logice:
Functie Descriere Exemple
XOr Realizeaza sau exclusiv. Returneaza logic »a=1;
adevarat dacd unul din operanzi este adevarat si ||» b=1;
celalalt fals. In termeni numerici, returneaza 1 » xor(a,b)
dacd un operand este nenul si celélalt este zero. ||ans =
0
all Returneaza 1 daca toate elementele unui vector [[» u=[01 2 0];
sunt adevarate sau nenule. Opereaza si cu » all(u)
matrici (pe coloane). ans =
0
»A=[012;350];
» all(A)
ans =
0 1 0
any Returneaza 1 daca oricare din elementele argu- ||» v=1[508];
mentului sunt adevarate sau nenule; in caz con- || » any(v)
trar returneaza 0. ans =
1
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Alte functii: isnan, isinf, find (ase folosihelp pentru detalii).

Prioritatea operatorilor

Deoarece se pot construi expresii cu diverse tipuri de operatori, nivelurile de prioritate de-
termina ordinea in care sunt evaluate expresiile. in cadrul fiecarui nivel, operatorii au priori-
tate egala si sunt evaluati de la stanga la dreapta.

Regulile de prioritate sunt prezentate in continuare, de la nivelul de prioritate cel mai mare
spre cel mai mic.

Operator Nivel de prioritate
0 Prioritate maxima
~ (negare)

.~ '~ +(plusunar) - (minus unar)
AN

+ (adunare) - (scadere)

< <= > >= == =

& | Prioritate minima

4.3. Instructiuni de salt si bucle

in MATLAB® existd mai multe tipuri de instructiuni de control al buclelor:
e if Tmpreund cu else si elseif executd un grup de instructiuni pe baza unei conditii
logice.
e switch, case si otherwise executd diverse grupuri de instructiuni in
functie de valoarea unei anumite conditii logice.
e while executd un grup de instructiuni de un numar nedefinit de ori, pe baza unei
conditii logice.
e for executd un grup de instructiuni de un numar fixat de ori.
e break termind executia pentru o bucld for sau while.
e try...catch schimba controlul buclei daci o eroare este detectatd in timpul executiei.
e return provoaca intoarcerea la functia care a apelat prcedura.
Toate instructiunile de salt folosesc comanda end pentru a indica sfarsitul blocului respectiv.
Exemple de utilizare a unor instructiuni de salt:

4.3.1. Instructiunile if si elseif:

if n < 0 % Daca n este negativ afiseaza un mesaj de eroare.
disp('Intrarea trebuie sa fie pozitiva');

elseif rem(n,2)= =0 %Daca n este pozitiv si par, imparte-1 la 2.
A = n/2;

else

A = (n+1)/2; %Daca n este pozitiv si impar incrementeaza si imparte
la 2

end
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4.3.2. Instructiunea for:

for 1 = 1:m
for j = 1:n
A(i,3) = 1/(1 + 3 - 1);
end
end

4.4. Evaluarea datelor de tip caracter

Evaluarea datelor de tip caracter asigura putere si flexibilitate limbajului MATLAB.

4.4.1. Functiile eval si feval

Functia eval evalueaza un sir de caractere care contine o expresie, o declaratie sau un apel
de functie. In cea mai simpla forma, sintaxa este urmatoarea:
eval ('string')

Exemplu:
Evaluarea unei expresii folosite la generarea unei matrice Hilbert de ordinul n:
t = '1/(i+3-1)";
for i = 1:n

for j = 1:n

a(i,j) = eval(t);

end
end
Alt exemplu de utilizare a functiei eval pentru o declaratie:
eval ('t = clock!')

Functia feval diferd de eval prin faptul ca executa o functie a carui nume este intr-un sir de
caractere. Se poate folosi feval si functia input pentru a alege din mai multe sarcini definite
de fisiere .m .

Exemplu:

fun = ['sin'; 'cos'; 'log'l;

k = input ('Choose function number: ');

x = input ('Enter value: ');

feval (fun (k, :),x)

Este indicata folosirea functiei feval in locul functiei eval, deoarece executia este mai
rapida.

4.4.2. Construirea sirurilor de caractere pentru evaluare

Se pot concatena sirurile de caractere pentru a crea expresii de intrare necesare functiei
eval. In continuare este prezentat un exemplu in care functia eval creeaza 10 variabile nu-

mite P1, P2, ...P10, sisecteaza fiecare variabila la o anumita valoare:
for i=1:10

eval (['P',int2str(i),'= i.%2'])
end
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4.5. Reprezentarea si manipularea informatiilor despre
data si timp

MATLAB® -ul furnizeaza functii pentru manipularea informatiilor despre data si timp,
functii grupate 1n directorul timefun.

Categorie Functie Descriere
Data si timpul curent || now Data si timpul curent ca numar serial.
date Data curenta ca sir de caractere.
clock Data si timpul curent ca vector.
Conversii datenum Conversia la numar serial al datei.
datestr Conversia la reprezentare de tip caracter.
datevec Componentele datei.
Utilitare calendar Calendar.
weekday Ziua din saptdmana.
eomday Ultima zi din luna.
datetick Etichete formatate de tip datd.
Timing cputime Timpul CPU in secunde.
tic, toc Start si oprire pentru timer.
etime Timp scurs.

4.6. Intrari utilizator

Pentru a obtine o intrare de la utilizator in timpul executiei unui figier existd urmatoarele
Afisarea unui prompter prin intermediul unei functii tip input si introducerea unor date de la
tastaturd.

Oprirea executiei cu o comanda pause (reluarea executiei la apasarea unei taste).

Construirea unei interfete grafice GUI completa [14] .

Functia input asigura afisarea unui prompter si asteapta un raspuns de la utilizator.

Sintaxa este:

n = input ('prompt string')

Functia determina afisarea sirului de caractere prompt_string, asteaptd o intrare de la tastat-
urd §i returneazd valoarea introdusa de la tastaturd. Functia este utild pentru implementarea
aplicatiilor de tip meniu. Aceasta functie poate sa returneze intrarea de la utilizator sub forma
de caracter.

Exemplu:

name = input ('Enter address: ','s');

Comanda pause, fard argumente, opreste executia pana la apasarea unei taste. Pentru a avea

o pauza de n secunde se foloseste comanda:
pause (n)
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CAPITOLUL 5.

EDITORUL/DEBUGGER-UL SI PROFILER-UL
MATLAB®

5.1. Editorul/Debugger-ul MATLAB®

MATLAB® -ul dispune de un editor propriu, editor care este asociat si cu un program de
depanare (debugger). Editorul/debugger-ul oferda posibilitatea de a efectua operatiunile de
editare de baza precum si accesul la instrumente de depanare a figierelor .m .

Pachetul Editor/Debugger [16] oferd si o interfatd grafica usor de utilizat. Pentru lansarea
editorului se tasteaza la prompterul MATLAB comanda edit. Se pot folosi si buto-
anele/meniurile accesibile din fereastra de comanda.

File Edit View Debug Tools Window Help |
RN EEEE |

- polynom.m - fhome/ron/polynom.m*
function p = polynom(a)
if nargin ==00
p.c= [1;
p = class(p,’polynom’)
elseilf isa(a,’polynom’)
p=a;
else
p.c =a(:).”;
p = class(p,’polynon’);

e
Unttled? | - thome..  polynom...|
Ready [ [ |13 AM 4

5.1.1. Setarea implicita a Editorului

Facilitatile de editare si depanare sunt setate sd fie active In mod implicit atunci cand
MATLAB-ul este instalat.

Daca se doreste instalarea altui editor sau nu se doreste apelarea la depanarea in regim grafic
se pot dezactiva aceste facilitdti prin setarea corespunzatoare.

De exemplu (in UNIX) se modifica ~home/.Xdefaults file:

matlab*builtInEditor: Off

matlab*graphicalDebugger: Off

Trebuie rulat

xrdb -merge ~home/.Xdefaults

inainte de pornirea MATLAB-ului.
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5.1.2. Debugger-ul MATLAB®.

Exemple de depanare a fisierelor MATLAB®

Debugger-ul permite identificarea erorilor de programare. Prin folosirea debugger-
ului se poate vizualiza continutul workspace-ului in orice moment in timpul executiei unei
functii si se poate executa programul (codul) MATLAB® linie cu linie. Pentru folosirea
acestui instrument de depanare se poate utiliza interfata graficd a debugger-ului sau se pot
folosi linii de comanda.
Depanarea permite corectarea a doua tipuri de erori:

e FErori de sintaxa, cum ar fi scrierea incorectd a numelui unei functii sau omiterea
unor paranteze. MATLAB® -ul detecteazd majoritatea acestor erori i afiseaza un
mesaj de eroare care descrie natura erorii i numarul liniei din programul .m in care
a aparut eroarea respectiva.

e  Erori de rulare (de calcul), care sunt mai mult de natura algoritmica. De exemplu es-
te posibil sa modificam o altd variabild decat trebuie sau s efectuam un calcul in-
corect. Aceste erori sunt observate atunci cand fisierul rulat furnizeaza rezultate
necorespunzatoare.

In timp ce erorile de sintaxi se corecteaza relativ usor pe baza mesajelor de eroare, erorile de
rulare sunt mai greu de depanat. Se pot utiliza in acest caz mai multe tehnici de depanare. Se
indeparteaza delimitatorii de tip punct si virgula de la sfarsitul liniilor program. Astfel la
rularea programului vor fi afigate si rezultatele intermediare corespunzitoare fiecarei linii.

Se adauga comanda keyboard in fisierele .m care sunt depanate. Aceastd comanda opreste
executia programului respectiv, da controlul la tastaturd si dd posibilitatea examinarii $i
schimbarii unor functii sau variabile. Acest mod de lucru este indicat printr-un prompter
special:

"K>>."

Pentru a continua executia, se tasteaza return si se apasa apoi tasta Return i

se folosesc in continuare comenzi ale Debugger-ul MATLAB® .

Debugger-ul este util deoarece permite accesul la functiile din workspace, examinarea i
eventual modificarea continutului acestora.

Debugger-ul permite setarea sau stergerea unor puncte de oprire: breakpoints, care sunt linii
speciale in programul MATLAB® la intilnirea cdrora executia se opreste si sunt posibile
operatii de schimbare si de executie a liniilor de comanda una cate una.

Exemplu de depanare:

Pentru a ilustra procedurile de depanare disponibile (indeosebi pentru cazul erorilor de rula-
re) vom folosi un exemplu preluat din MATLAB® User Guide [16]. Vom scrie un figier
denumit variance.m care este o functie avand ca intrare un vector §i ca iesire un scalar.
Fisierul apeleaza la o alta functie, numita sqsum, care calculeazd o suma medie patratica a
vectorului de intrare.

function y = variance (x)
mu = sum(x)/length(x) ;
tot = sgsum(x,mu) ;

y = tot/(length(x)-1);

in fisierul sqsum.m se strecoari intentionat o eroare:
function tot = sgsum(x,mu)
tot = 0;
for i = 1:1length(mu)
tot = tot + ((x(i)-mu).”2);
end
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Pentru verificarea corectitudinii calculelor, folosim functia MATLAB® std (calculeaza
deviatia standard) care permite efectuarea unui calcul echivalent.
Se introduce mai Intai un vector de intrare de test:
» v = [1 2 3 4 5];
apoi se utilizeaza functia std:
» varl = std(v)."2
varl =
2.5000

Incercam functia variance care apeleaza functia sqsum (scrisa eronat):
» myvarl = variance (v)
myvarl =

1
Raspunsul este gresit. Vom incerca cu debugger-ul sd gasim si sa corectdm greseala.

5.1.3. Depanarea cu ajutorul interfetei grafice a Debugger-

ului

A. Pentru startarea procedurii de depanare

Daca fisierul .m (adicd variance.m) a fost creat cu editorul MATLAB si suntem in fereastra
Editor/Debugger, se continua din acest punct. Daca fisierul a fost creat cu un editor extern,
se starteaza Editor/Debugger-ul si apoi se face click pe butonul Open M-file din toolbar.
Toolbar-ul Editor/Debugger contine o serie butoane descrise in continuare:

Buton Scop Descriere Co.mandav
Echivalenta
Toolbar
Seteaza/ Seteazd sau sterge un breakpoint pe linia pe care Dbstop/
&) Sterge este pozitionat cursorul. Dbclear
Breakpoint
Sterge P A
@ toate Sterge toate breakpoint-urile care sunt setate in Dbclear all
( mod curent.
Break-
point-urile
Step In Executa linia curen}a a ﬁs}emlul .m si daca lmla Dbstep in
53 (Pas in) este o apelare la alta functie sare (face un pas) in
functia respectiva.
Single Step
i2) (Un singur Executa linia curentad a figierului .m . Dbstep
pas)
@ Continus Continua execu:;law figierului pana la terminare sau Dbcont
pana la alt breakpoint.
@ Sfarsit Iesirea din starea de depanare. dbquit
depanare
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Prin apdsarea butonului din dreapta al mouse-ului in fereastra editorului se poate
obtine un meniu cu toate aceste optiuni.

B. Setarea Breakpoint-urilor

Punctele de oprire (breakpoint-uri) determina oprirea executiei figierului la linia
specificata si permit evaluarea si schimbarea variabilelor din workspace inainte de reluarea
executiei. Breakpoint-ul este indicat printr-un semn rosu de stop (® ) inainte de linia respec-
tiva.

Pentru exemplul considerat, la inceputul depanarii nu se stie unde ar putea fi eroarea, insa un
loc logic de amplasare a unui breakpoint pentru a face verificari este in linia 4 a functiei
variance.m:

y = tot/(length (x)-1);

MATLAB Editor/Debugger - [C:\WINDOWS\Desktop\variance.m]

File Edit View Debug Window Help =ls] x|
DR 2|=e &2 a 1@] Z|42| stack: [variance =1
function y = variance (x)
mu = sum(x)/length(x):;

tot = sgsunix,nu);
@® vy = tot/(length(x)-1):

Ready Line 4 511 PM 4

Pentru setarea breakpointului se pozitioneaza cursorul pe linia 4 si se face click pe
butonul din toolbar sau se alege Set Breakpoint din meniul Debug.

C. Examinarea variabilelor

Pentru verificarea variabilelor, se executa mai intdi functia din fereastra de comanda:
variance (v)

Atunci cand executia programului ajunge la breakpoint, o sageata galbena orizontala (=>)
aratd urmatoarea linie care va fi executatd. Daca sdgeata galbena este verticald , atunci aceas-
ta indicd o pauza la sfarsitul unui script sau a unei functii i permite examinarea variabilelor
inainte de reintoarcerea la functia principala.

= MATLAB Editor/Debugger - [C:\WINDOWS\Desktop\variance.m] =] B3
[J File Edt View Debug Window Help (]
DS s|=e 82| @ BlB[E[E)| stack:[vatiance =]

function y = variance (x)
ru = sum(x)/length(x):
tot = sgsum(x,wu):

@Dy = tot/ (length(x)-1):

Ready [Gred  [924 &M
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Acum putem verifica valorile variabilelor mu si tot. Se selecteaza textul care contine varia-
bilele si se face click din butonul drept al mouse-ului dup care se alege din meniu Evaluate
Selection.
In fereastra de comanda va fi afisat atat textul selectat cét si rezultatul:
K>> mu
mu =
3
K>> tot
tot =
4
Din analiza acestor valori se observa cé eroarea se afld in sqsum.

D. Schimbarea contextului spatiului de lucru

Se poate folosi meniul Stack pentru schimbarea contextului spatiului de lucru, adica pentru
iesirea din functia variance §i vizualizarea continutului workspace-ului, prin selectarea din
meniu a optiunii Base Workspace:

® MATLAB Editor/Debugger - [C:\WINDOWS\Desktop\variance.m] _ (O] x|

[2) File Edt View Debug Window Help =& x|

Dl[;lﬂl Xl ”Iﬁl él?l |‘@| @l@ 3 ﬁl Stack: IBaseWork:pace |

vanance
function y = wvariance (x) Base 0 pa

ru = sum(x)/length(x):
tot = sgswa(x,mu);
@Oy = tot/(length(x)-1);

Ready 10:54 &AM

Prin utilizarea comenzii whos sau a Browserului Workspace se vor vizualiza varia-
bilele v si myvarl, ca de altfel si celelalte variabile create. Pentru intoarcerea la contextul
spatiului de lucru local al functiei variance se selecteaza Variance din meniu.

E. Executarea pas cu pas a programului si continuarea executiei

Se sterge breakpoint-ul din linia 4 din variance.m prin plasarea cursorului pe linie si selec-
tarea optiunii Clear Breakpoint din meniul Debug. Se continud executia programului
cu Continue din meniul Debug.

Se deschide sqsum.m si se seteaza un breakpoint la linia 4 pentru verificarea buclei si a cal-
culelor. Se ruleaza din nou variance.

Executia se va opri acum la linia 4 din sgsum.
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" MATLAB Editor/Debugger - [C:\WINDOWS\Desktop\variance.m]

File Edt View Debug Window Help 1 x|
Dl@lﬂl %laﬁlﬁl él?l al‘@l @l@l@l@l Stack: Ivaliance Ll

function y = variance (x)

mu = swa(x)/length(x);
Dtot = sgswum(x,mu);

y = tot/ (length(x)-1):

Ready 337 AM 4
Se poate acum evalua indicele buclei i:
K>> i
i =

1

dupa care prin selectarea optiunii Single Step din meniul Debug se executa linia urmatoare.
Se evalueaza variabila tot:
K>> tot
tot =
4

Se selecteaza din nou Single Step:
for i = 1:length (mu)
Se observa ca bucla este iteratd numai pana la lungimea lui mu, care este scalar, si nu pana la
lungimea lui x, vectorul de intrare (aceasta este de fapt greseala).
O data eroarea gasita se selecteazd Quit Debugging si se termind executia programului. Se
sterge breakpoint din sqsum si se pune un breakpoint la linia 4 din variance.m, dupa care
rulam din nou:
variance (v)
La oprirea executiei se seteaza valoarea lui tot la valoarea corecta 10:
K>> tot = 10
tot =

10
Selectam Continue Execution si obtinem rezultatul corect.

F. Terminarea sesiunii de depanare

Se selecteaza Exit Editor/Debugger din meniul File si se termina sesiunea de depanare.
Pentru corectarea definitiva a erorii se foloseste editorul si se ruleazd din nou programul
pentru o ultima verificare.

G. Depanarea in linia de comanda
Folosirea facilitatilor de depanare se poate realiza si direct din linia de comanda, prin inter-

mediul unui set de comenzi. Aceste comenzi sunt prezentate in forma lor generala in tabelul
urmator:
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Descriere

Setarea unui breakpoint.

dbstop at line_num in file name

Stergerea unui breakpoint.

dbclear at line_ num in file name

Stop la atentionare, eroare
sau generarea de NaN/Inf.

dstop if warning
error

naninf

infnan
Reluarea executiei. Dbcont
Listarea apelarii de functii. | Dbstack

Listarea tuturor breakpoint-
urilor.

dbstatus file name

Executarea a una sau mai
multe linii.
Descriere

Dbstep nlines
Sintaxa

Listarea fisierelor M-file cu
liniile numerotate.

dbtype file_ name

Schimbarea contextului

spatiului de lucru local dbdown
(down).

Schimbarea contextului dbup
spatiului de lucru local (up).

Parasirea modului de dbauit

depanare.

Pentru informatii suplimentare privind utilizarea acestor functii se poate apela la comanda
help urmatid de numele comenzii respective.

Observatie: Exemplul de depanare a unui fisier cu erori prezentat anterior poate fi reluat,
utilizandu-se in locul interfetei grafice a debugger-ului comenzi corespunzatoare in linia de
comanda.

5.2. Profiler-ul MATLAB®

Pentru imbundtatirea performantelor fisierelor MATLAB® se utilizeazd un instrument
MATLAB® numit Profiler. Acest instrument furnizeaza informatii utile privitoare la timpul
alocat calculelor efectuate de fiecare linie program.

Cu ajutorul Profiler-ului se masoara modul in care programul consuma timp, si 0 masura
este evident mai buna decat ghicitul rutinelor sau functiilor care consuma mult timp de cal-
cul.

Programarea eficienta presupune folosirea Profiler-ului pentru determinarea “strangulérilor”
din programul creat si apoi modificarea programului pentru optimizarea timpului de calcul.
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Programele MATLAB® au in general o structurd multistrat generata de faptul ca functiile
utilizate apeleaza deseori alte functii §i aga mai departe. De aceea este important sa fie iden-
tificate acele functii consumatoare de timp si inlocuite daca este posibil.
Profiler-ul permite:
e Evitarea calculelor inutile.
e Schimbarea algoritmilor pentru evitarea folosirii unor functii consumatoare de timp.
e Eyvitarea recalculdrilor prin stocarea unor rezultate ce pot fi utilizate ulterior.

5.2.1. Comanda profile
Pentru a crea un profil al programului (fisierului) MATLAB® se foloseste comanda profile
pentru a genera si vizualiza statisticile despre programul respectiv. In tabelul urmitor sunt
prezentate formele posibile ale acestei comenzi.

Sintaxa | Optiuni Descriere
Profile on Lanseaza profiler-ul si sterge statisticile inregistrate anterior.
-detail Specifica nivelul functiei analizate.
level
_histo Specifica secventa exacta a apelurilor facute de functia care va fi
Y inregistrata.
Profile Suspenda activitatea profilerului dupa care genereaza un raport in
report format HTML pe care 1l afiseaza in browserul Web.
Base-
name Salveaza raportul in figsierul basename din directorul curent.
Suspenda activitatea profiler-ului dupa care afiseaza un grafic in
Profile - .. oo . .
lot fereastra figura cu functiile care consuma majoritatea timpului de
p executie.
Profile < - VRSN . .
resume Restarteaza profiler-ul fard a sterge statisticile Inregistrate anterior.
Profile TSN .
clear Sterge statisticile Inregistrate.
Profile off Termina activitatea profiler-ului.
l:;(?ﬂf;lie Afiseaza o structura care contine starea curenta a profiler-ului.
stats = < . < < e
pro- Suspenda profiler-ul si afiseaza o structura cu rezultatele activitatii
file('info’) de analiza.

Exemplu de utilizare a Profiler-ului:
Se starteaza profiler-ul:
profile on -detail builtin -history
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Optiunea -detail builtin determind profilerul s intocmeasca statistici §i pentru functiile
built-in.
Se executa un figier .m .
In exemplu urmdtor este preluat programul care ruleazia modelul Lotka-Volterra pentru popu-
latii tip pradator-prada (lotkademo pentru demo).
[t,y] = ode45('lotka', [0 2], [20;20]);
Se genereaza un raport si se salveaza rezultatele in fisierul lotkaprof.
profile report lotkaprof
Se restarteaza profiler-ul fara stergerea statisticilor existente.
profile resume
Se opreste profiler-ul.
profile off

5.2.2. Vizualizarea rezultatelor

A. Rapoarte

Pentru afisarea unui raport cu rezultatele statistice obtinute se tasteaza profile report

Raportul care rezulta apare in fereastra browserului Web si incepe cu un rezumat al rapor-
tului din care se pot accesa un raport detaliat si un raport al apelarilor de functii (o cronicd).

e Raportul rezumat. in figura urmatoare este prezentat raporul rezumat pentru exem-
plul Lotka-Volterra [20].

e Raportul detaliat. Acest raport furnizeaza detalii despre functiile de tip “parinte” si
“copil” ale unei functii. Este prezentat raportul detaliat pentru functia lotka din ex-
emplul considerat.

e Raportul apelarilor de functii. Acest raport afigeaza secventa exactd a functiilor
apelate. Pentru a vizualiza acest raport, trebuie startat profiler-ul cu optiunea -
history.

profile on -history
Este prezentat un exemplu de astfel de raport.
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View Summary  View Details for View Sequence of
(shown here) All Fundtions Function Calls

1
Summg\g | Eunction D}:taﬂs | Function Call History

MATLAB Profile Report: Summary

Report generated 07-Aug-1998 17:38:33
Total Time that the

Profiler was Rm’di"u——Total recorded time: 020s
Number of M-functions: 4
Number of M-subfunctions 1
Number of builtins: 23
Clock precision: 0.010s

Function List

View Details for Each ~] [Mame [Time Calls [Time/call [Self time _[Location
Funetion ode23 [o20[1000% [ 1| 02000 [0.13 [650% [\\bevtools\mat1abs\night
fodec g [ode23/evalopefile [004[200% | 34 [ 00012 o1 [50% [\\pevtools\matlabs\night
nclules Buff-in [lotka [003[150% | 34 [ 00009 002 [100% \\Devtools\matlabs\night
Functions Because p 0
-detail builtin feval [003[150% | 34 [ 00009 0.00[00% [buaitin
Option was Used for lodeget [p02[100% [ 11 [ 00018 001 [50% [\\Devtools\matlabs\night
profile on [i!m_ [opr[50% [ 34 00003 o m%l[buunn
4
& [Document: Dlone E 7
Time Per Function, Time Per Function
Including Time Spent Not Including Time Spent
in Child Functions in Child Functions Called
MATLAB Profiler Report - Netscape | _ |O] x|

Eie Edit View Go Communicator Help

Summary | Function Details | Function Call History

Totka

\Devtools\matlab5\nightlvi\toolbox\matlabi\demos\lotka.m
Time: 0.03s  (15.0%)

Calls: 34
Selftime: 0.02s  (15.0%) Iy
[Function: [Time Calls [Time/call
lotka 003 34 | 00009
IPmmﬁuwﬁons:
Ifeva'l 34 I
|Child functions:
diag [001 [333% | 34| 00003

66% of the total time in this function was spent on the following lines:

6:
0.0Z 67% 7: yp = diag([l - .017y(2), -1 + .027y(1)])~y:

/ \
A/ 0\ |
=l 7L | §ocument: Done,
Time in Seconds Percentage of the  Line Number

Function’s Time
Spent on that Line
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}?{MATLAB Profiler Report - Netscape
File Edt View Go Communicator Help

I [=] B3

Summary | Function Details | Function Call History

MATLAB Profile Report: =
Function Call History

Exact Sequence of Calls

+display

ode?3

(\\Devtools\matlab5\nightly\toc

nargin
isstr
nargin
nargin
nargin
isempty
isempty

K

=l

[Document: Done

B. Reprezentarea grafica a rezultatelor Profiler-ului
Pentru a obtine o reprezentare grafica trebuie s tastam in linia de comanda:

>> profile plot.

In fereastra grafica va apare un grafic de forma din figura urmatoare:

4 |Figure No. 1

File Edit Tools Window Help

D@8 YA~/ 2P0

ode23
ode23/evalODEfile
lotka

feval

odeget

diag

isempty

abs

callstats

profile

19 [=] B3

L

0.2 0.4 0.6
Total time {seconds)

0.8 1
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CAPITOLUL 6.

GRAFICE SI INTERFETE GRAFICE iN MATLAB

6.1. Tehnici de reprezentare grafica

In general, pentru a realiza o reprezentare grafici, trebuie parcurse etapele urmitoare [13] :

Etapa Instructiuni

1.Pregatirea datelor x=0:0.2:12;

y1 = bessel(1,x);

y2 = bessel(2,x);

y3 = bessel(3,x);
2. Selectarea ferestrei figure(1)

grafice i pozitonarea subplot(2,2,1)
graficului in fereastra

3. Apelarea unei functii h = plot(x,y1,x,y2,X,y3);

elementare de plotare
4. Selectarea caracteristici- || set(h,'LineWidth',2,{'LineStyle'},{'--';":";'-."})
lor liniei si markerului. set(h,{'Color'},{'r';'g";'b'})

5. Setarea limitelor axelor, | axis([0 12 -0.5 1]) B
gridare (caroiere) grid on

6. Completarea graficului xlabel('Time'")

cu etichete pe axe, legendd, || ylabel('Amplitude")

text legend(h,'First','Second','Third")

title('Bessel Functions')

[y.ix] = min(y1);

text(x(ix),y, First Min \rightarrow',...
'Horizontal Alignment','right")

7. Export grafice print -depsc -tiff 1200 myplot

Functiile de baza folosite la reprezentarea graficd sunt prezentate in tabelul urmator:

Functie Utilizare

Plot Genereaza grafice 2-D cu scalare liniard a axelor
Plot3 Genereaza éraﬁce 3-D cu scalare liniara a axelor
loglog Genereaza éraﬁce cu scalare logaritmica a axelor

semilogx || Genereaza grafice cu scalare liniard a axei y si cu scalare logaritmica a axei x

semilogy || Genereaza grafice cu scalare liniard a axei x si cu scalare logaritmica a axei 'y

plotyy Genereaza éraﬁce cu dubla reprezentare a axei y (pe sténga-si pe dreapta)
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6.1.1. Reprezentari grafice 2-D

Generarea graficelor

Functia plot are diferite forme in functie de argumentele de intrare.
Daca de exemplu y este un vector, plot (y) produce un grafic liniar al elementelor lui y

versus indexul elementelor sale.
Daca se specifica doi vectori ca argumente, plot (x, y) produce graficul lui y versus x.

Exemplu:

t = 0:p1i/100:2*%pi;
y = sin(t);
plot(t,y) ;grid

. A\ /
o \

_ I\ /
) AN

o 1 2 3 4 5 3 7

Se pot realiza grafice multiple utilizind un singur apel al functiei plot MATLAB® -ul
realizeaza automat o reprezentare cu culori diferite pentru a permite distingerea graficelor.

Exemplu:

y2 = sin(t-0.25);
y3 = sin(t-0.5);
plot(t,y,t,y2,t,y3)
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Specificarea stilului de linie
Se pot crea diferite tipuri de linii pentru fiecare set de date prin folosirea unor identificatori
de tip string in functia plot.

Exemplu:
t = 0:p1/100:2%pi;
y = sin(t);

y2 = sin(t-0.25);
y3 = sin(t-0.5);
plot(t,y,'-',t,y2,'--",t,y3,"':")

Functiile de plotare accepta deci argumente de tip caracter care specifica stilul liniei, simbo-
lurile utilizate pentru marker, culoarea etc. Forma generala este:
plot (x,y, 'linestyle marker color'),
unde linestyle marker color este un sir de caractere construit din:
e Un stil de linie (de exemplu linie punctata, plina etc.)
e  Un tip de marker (de exemplu x, *, o, etc.)
e Un specificator de culoare (c, m, y, k, 1, g, b, w)
Se poate folosi un specificator sau mai multi, in orice ordine.
De exemplu,
'go--"' % defineste o linie intrerupta, cu markere circulare, ambele colorate in verde.

Specificarea culorii si dimensiunii liniilor
Caracteristicile liniilor se pot controla prin specificarea unor valori pentru proprietatile
linilor:

e LineWidth — specifica latimea unei linii.

e MarkerEdgeColor — seteaza culoarea markerului sau culoarea marginilor mark-

erului in cazul anumitor forme (cerc, patrat etc.)
e MarkerFaceColor - seteazd culoarea interiorului markerelor.
e MarkerSize — specifica dimensiunea markerului.

Exemplu:

X = -pi:pi/10:pi;

y = tan(sin(x)) - sin(tan(x));
plot(x,y,'--rs', 'LineWidth',2, ...

'MarkerEdgeColor!', 'k', ...
'MarkerFaceColor', 'g', ...
'MarkerSize',10)
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Suprapunerea unor grafice peste un grafic existent
Se pot adauga grafice peste unul existent cu comanda hold. Dacid se seteaza hold on,

MATLAB® -ul nu inlatura graficul existent, ci suprapune noul grafic in aceeasi fereastra

grafica.

Exemplu:

semilogx (1:100, '+")

hold on
plot(1:3:300,1:100,"'--")
hold off

Reprezentarea graficd simultana a markerelor si liniilor
Pentru reprezentarea grafica a markerelor (care indica punctele corespunzatoare datelor) si a
liniilor (care unesc aceste date) se specifica atat tipul markerului cat si stilul liniei.

Exemplu:

X = 0:pi/15:4*pi;

y = exp(2*cos(x));
plot(x,y,'-r',x,y,'ok")
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Reprezentarea grafica a datelor din matrici
Atunci cand functia plot este utilizatd cu un singur argument de tip matrice:

plot (y)
va fi realizat un grafic pentru fiecare coloana a matricii, cu axa x reprezentand indexul de

linie 1:m, cu m numarul liniilor din Y.
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Exemplu:

Cu instructiunea z = peaks;

este creata o matrice 49 x 49 obtinuta printr-o evaluare de functie.
Daca plotam matricea cu plot (Z) vom avea un grafic cu 49 de linii.

Reprezentarea grafica cu axa Y dubla
Comanda plotyy permite crearea unor grafice pentru doud seturi de date si cu reprezentare
dubla a axei Y, pe partea stdnga si pe partea dreapta.

Exemplu

t = 0:pi/20:2%pi;

y = exp(sin(t));
plotyy(t,y,t,y, 'plot', 'stem')

25 125

0.5 o5

Setarea parametrilor axelor

MATLAB® -ul seteaza automat limitele axelor si gradarea acestora. Se pot insd folosi si
setarile utilizatorului, cu comenzile:

axis — seteazd axele pentru fereastra grafica curenta.

axes — creeaza axe noi cu caracteristici specificate.

get si set — permit obtinerea si setarea unor proprietati ale axelor.

gca — returneaza identificatorul axelor curente.

Se pot parcurge in detaliu aceste comenzi prin apelarea la help.

Ferestre de tip figura

MATLAB® -ul directioneaza iesirile grafice spre o fereastra distincta de fereastra de coman-
da. Aceasta fereastra grafica este denumita figura (figure). (a se vedea paragraful 3.3).
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Functia figure genereaza ferestre grafice. De exemplu,
>> figure ( )% genereazd o noud fereastrd si o face fereastra
curentd.

Afisarea unor in aceeasi fereastra grafica a mai multor grafice

Se poate realiza o afisare a mai multor grafice in aceeasi fereastra prin intermediul functiei
subplot.

Functia subplot (m,n, i) desparte fereastra de tip figurad intr-o matrice m x n de mici
subgrafice si selecteaza subgraficul i ca grafic curent.

Exemplu:

t = 0:pi/20:2%pi;
[x,y] = meshgrid(t);
subplot(2,2,1)

plot (sin(t),cos(t))
axis equal

subplot (2,2,2)

z = sin(x)+cos(y);
plot (t, z)

axis ([0 2*pi -2 2])
subplot (2,2, 3)

z = sin(x).*cos(y);
plot (t, z)

axis ([0 2*pi -1 1])
subplot (2,2,4)

z = (sin(x)."2)-(cos(y)."2);
plot (t, z)

axis ([0 2*pi -1 1])

1
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Comenzi de marcare, etichetare si gradare a graficelor

MATLAB® -ul furnizeaza comenzi de etichetare a fiecarei axe si de plasare a unui text in
orice loc din grafic.

Comenzile sunt prezentate in tabelul urmator:

Comanda Descriere
title Adauga un titlu
xlabel Adauéé o etichetd pe axa x
ylabel Adauéé o etichetd pe axa 'y
zlabel Adauéé o etichetd pe axa z
legend Adauéé o legenda
Text Aﬁsegzé un text 1a o locatie specificata
Gtext Plaseaza textul pe grafic utilizind mouse-ul

Etichetarea axelor
Se pot adauga etichete pe axe cu comenzile : xlabel, ylabel, zlabel.

Exemplu:
xlabel ('t = 0 to 2\pi', 'FontSize',b16)
ylabel ('sin(t) ', 'FontSize',16)

title('Value of the Sine from Zero to Two

Pi', 'FontSize',16)
The Sine of 0 to 2n

3 4
1=0t02n

MATLAB® -ul interpreteaza caracterele care urmeaza dupa backslash "\" ca si comenzi
LaTeX. Aceste comenzi permit reprezentarea unor simboluri cum ar fi literele grecesti sau
sagetile.

Adaugarea textelor
Prin utilizarea functiei text se poate plasa un text (sir de caractere) oriunde pe grafic.

Exemplu:

text (3*pi/4,sin(3*pi/4), ...
"\leftarrowsin(t) = .707',...
'FontSize',16)

text (pi,sin(pi), '\leftarrowsin(t) = 0', ...
'FontSize',16)

text (5*%pi/4,sin(5*pi/4), 'sin(t)=-.707\rightarrow’, ...

'HorizontalAlignment', 'right', ...
'FontSize',16)
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The Sine of 0 fo 2n.

sin(t) = .707

sin(t) =0

sin(t)

sinft) = -.707

4
1=0t02n

Plasarea textului in mod interactiv

Daca utilizdm functia gtext se poate plasa un text in mod interactiv, cu mouse-ul, oriunde
pe grafic. Aceastd functie accepta ca argument un sir de caractere si asteaptd pana cand utili-
zatorul selecteaza un loc pe grafic cu ajutorul mouse-ului.

Se poate utiliza si Plot Editor pentru plasarea textului.

6.1.2. Grafice 2 D specializate

MATLAB® -ul permite lucrul cu o mare varietate de tipuri de grafice, astfel incat in-
formatiile sa poata fi prezentate eficient. Tipul de grafic selectat depinde in mod esential de
natura datelor prelucrate.
Graficele de tip bare sau arie (bar, area) sunt utile pentru vizualizarea unor rezultate, com-
pararea lor i afisarea unei contributii individuale din total.
e Graficele de tip statistic (pie charts) indica contributiile individuale dintr-un total.
e Histogramele (histogram) sunt utile pentru a indica distributia valorilor datelor.
e QGraficele de tip stem si stairstep sunt utile pentru date discrete.
e QGraficele compass, feather, quiver sunt utile pentru plotarea vectorilor de tip di-
rectie si viteza.
e QGraficele de tip contur (contour) sunt utile la reprezentarea unor regiuni de valori
egale ale datelor.
e Plotarile interactive (interactive) permit selectarea unor puncte de plotare in mod in-
teractiv.
e QGraficele de tip animatie (animations) adauga date la grafice consecutive si creeaza
0 animatie.
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Grafice de tip Bar si Area

Functie || Descriere

Bar Afiseaza coloanele unor matrici mxn ca m grupe de n bare verticale

Barh Afiseaza coloanele unor matrici mxn ca m érupe de n bare orizontale

bar3 Afigeaza coloanele unor matrici mxn ca m érupe de n bare verticale 3-D

bar3h Afiseaza coloanele unor matrici mxn ca m érupe de n bare orizontale tridimen-
sionale 3-D

Area Afiseaza datele din vectori ca suprafete

Grafice Bar grupate

Ca setare implicitd, un grafic cu bare reprezinta fiecare element dintr-o matrice cu o singura
bari. In cazul unui grafic 2-D, barele create cu functia bar sunt distribuite de-a lungul axei x,
cu fiecare element dintr-o coloana desenat la alta locatie. Toate elementele dintr-o linie sunt
reprezentate grupat la aceeasi locatie pe axa x.

Exemplu:
Y =[521
8 7 3
9 8 6
555
4 3 2];
bar (Y)

Grupele de coloane
reprezinta linii din

Grafice Bar 3-D separate

Functia bar3, in cea mai simpla forma, traseaza fiecare element ca un bloc separat
de tip 3-D, cu elementele fiecarei coloane distribuite de-a lungul axei y. Barele care re-
prezintd elementele din prima coloand a unei matrice sunt centrate la 1 pe axa x s.a.m.d.
Barele care reprezintd elementele din ultima coloand sunt centrate la valoarea size(Y,2) de pe
axa X.
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Exemplu: bar3 (Y) .

Z Aviz

Ultimul grup de
bare reprezinta
ultima linie din Y

Grafice Bar 3-D grupate
Pentru a realiza un grafic de bare grupate 3 D se specificd argumentul 'group":
bar3 (Y, 'group')

- Ultimul grup de bare
-~ reprezinta ultima linie .

TR ETES

[4 3 2]

¥ AXE

Grafice statistice - pie charts
Graficele pie afiseazd procentul cu care fiecare element al unui vector sau matrice con-
tribuie la suma tuturor elementelor. Functiile pie si pie3 creeaza grafice 2-D si 3-D.

in continuare prezentim un exemplu de vizualizare a ponderii a trei produse din
totalul vanzarilor. Se considera o matrice X, pentru care fiecare coloana reprezintd vanzarile
anuale pentru cate un produs, pe o perioada de Inregistrari de 5 ani:

X = [19.3 22.1 51.6;
34.2 70.3 82.4;
61.4 82.9 90.8;
50.5 54.9 59.1;
29.4 36.3 47.0];

Se pot calcula vanzarile pentru fiecare produs in cei 5 ani cu ajutorul functiei:

>>x = sum(X) ;

Daca utilizam argumentul de intrare explode putem reprezenta intr-un mod explodat care
dintre produse a avut o contributie mai mare la vanzari (de exemplu).

Programul are urmatoarea forma:
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explode = zeros(size(x));

[c,offset] = max(x);

explode (offset) = 1;

h = pie(x,explode); colormap summer

Product Z: 42%

Crearea de grafice tip contur

Functiile contour si contour3 afiseaza contururi 2-D si 3-D. Functiile cer un singur argu-
ment, §i anume o matrice, ale carei date sunt interpretate ca 1ndltimi fata de un plan.

Pentru a seta numarul de niveluri de contur (implicit se realizeaza automat pe baza valorilor
minime §i maxime) se foloseste un argument suplimentar optional. De exemplu,

[X,Y,Z2] = peaks;

contour (X,Y,Z,20)% afiseazd 20 de contururi ale functiei peaks intr-o vedere bidi-
mensionala.

Twenty Contours of the peaks Function

Daca dorim o reprezentare 3 D putem folosi comenzile:
[X,Y,2] = peaks;

contour3 (X,Y,Z,20)

h = findobj ("Type', 'patch');

set (h, 'LinewWidth', 2)

title('Twenty Contours of the peaks Function')
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Twenty Contours of the peaks Function

6.2. Miscarea si Animatia imaginilor

Se pot crea secvente animate in MATLAB [7] pe doud cai:
e  Salvarea unui numar de imagini si rularea lor ca pe un film.
e Stergerea continud si redesenarea unor obiecte pe ecran, facand schimbari in mod
incremental la fiecare redesenare.
Pentru a realize miscarea i animatia imaginilor (cadrelor) reprezentate intr-o matrice M,
trebuie ca intr-o prima etapd sa se creeze o noud matrice cu coloanele deplasate, utilizand
functia getframe care se apeleaza cu una din urmatoarele sintaxe:

M=getframe $%returneazd un vector coloand cu un cadru miscat, care re-
prezintd o fotografiere instantanee (pixel cu pixel)
M=getframe (h) $returneaza un identificator care permite modificarea
proprietdtilor obiectului figurd sau a obiectului axe;
M=getframe (h,poz) $returneazd un cadru miscat al obiectului h din zona
incadratd de dreptunghiul cu dimensiunile (L,H) situate la distanta
(1,h) de coltul din stdnga jos al ferestrei grafice. Parametrul poz
trebuie sd fie unn vector linie cu patru elemente: poz=[1 h L H]

Pentru a evita utilizarea unei memorii considerabile, este preferabila prealocarea unei matrici
de miscare capabild sa memoreze cele n cadre succesive, acest lucru se realizeaza cu functia:
M=moviein(n) ;

Dupa aceste prelucrdri asupra matricei ce reprezinta imaginea de animat, se utilizeaza functia
movie pentru a misca cadrele intr-o anumita ordine, cu o anumita frecventd i un interval
de timp precizat.

Exemplu (7 ,pag. 257]
Sa se scrie un program care sa realizeze vibratia functiei predefinite vibes (mem-
brana in forma de L)
Codul Matlab :
load vibesdat
n=max (size (L1l)) ;nh=fix(n/2);
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x=(-nh:nh) /nh;
clear c;clf; view(3);
for k=1:12
eval (['c(k)=L" num2str(k) '(24,13)/3'])
end
colormap (prism(6)) ;
delt=0.1;ncadre=10;
M=moviein (ncadre) ;
for k=1:ncadre
disp (k) ;
t=k*delt;s=c.*sin(sqgrt (lambda) *t) ;
L=s(1)*L1l+s(2)*L2+s(3) *L3+s (4) *L4+s (5) *L5+s (6) *L6+s (7) *L7+. .
s(8)*L8+s(9) *L9+s(10) *L10+s(11) *L11l+s(12) *L12;
s=g.*lambda;
V=g (1) *L1+s(2) *L2+s (3) *L3+s(4) *L4+s (5) *L5+s(6) *L6+s (7) *L7+. ..
s(8)*L8+s(9)*L9+s(10)*L10+s(11)*L11l+s(12)*L12;
V(1l:nh,1:nh)=NaN*ones (nh,nh) ;
cla;surfc(x,x,L,V);

axis ([-1 1 -1 1 -1 1]);
grid on
M(:,k)=getframe;

end

movie (M,20,100) ;

Concluzie
Pentru realizarea unui film se parcurg trei etape:
1. Se foloseste moviein pentru initializarea memoriei pentru o matrice suficient de
mare.
2. Se utilizeaza get frame pentru a genera fiecare cadru de film, care este returnat ca
un vector coloand cu care se poate construi o matrice de tip film.
3. Se foloseste movie pentru rularea “filmului” de un numar specificat de ori cu o vi-
tezd specificata.

Stergere si redesenare
Pot fi create diferite efecte prin selectarea unor moduri de stergere.
Pentru crearea unei animatii sunt utile trei moduri de stergere:
e none - MATLAB® nu sterge obiectele.
e background - MATLAB® sterge obiectul si il redeseneaza in background. Acest
mod sterge obiectul si tot ce este sub el (linii de grid etc.).
e xor — Acest mod sterge doar obiectul si este cel mai folosit la animatie.
Pentru vizualizarea unor efecte de animatie i construirea unor exemple proprii este indicatd
utilizarea facilitatii demo a MATLAB-ului.
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6.3. Reprezentari grafice tridimensionale (3 D)

Pasii tipici care trebuie parcursi pentru trasarea unor grafice tridimensionale sunt prezentati
in continuare.

Etapa

Instructiuni

1.Pregatirea datelor

Z = peaks(20);

2. Selectarea ferestrei
grafice si pozitionarea
graficului in fereastra

figure(1)
subplot(2,1,2)

3. Apelarea unei functii de
plotare 3-D

h = surf(Z);

4a. Setarea unei harti de
culori si a unui algoritm
de umbrire

colormap hot
shading interp
set(h,'EdgeColor','k")

4b. Adaugarea unei
iluminari

light('Position',[-2,2,20])
lighting phong
material([0.4,0.6,0.5,307)
set(h,'FaceColor',[0.7 0.7 0],...
'BackFaceLighting','lit")

5. Setarea unui punct de
vizualizare

view([30,25])
set(gca,'CameraViewAngleMode','Manual')

6. Setarea limitelor axelor
si a marcajelor

axis([5 155 15 -8 8])
set(gca'ZTickLabel','Negative||Positive")

7. Setarea proportional-
itatii

set(gca, PlotBoxAspectRatio',...
[2.52.51])

6.3.1. Reprezentarea unei matrice ca o suprafata

MATLAB® -ul defineste o suprafatd prin coordonatele z ale punctelor de deasupra unui
caroiaj dreptunghiular in planul x-y. Graficul este format prin unirea punctelor adiacente
cu linii drepte. Plotarile de suprafete sunt utile pentru vizualizarea matricilor care sunt prea
mari pentru a fi afisate In forma numerica si pentru trasarea graficelor functiilor de doua
variabile.

MATLAB® -ul poate crea diferite forme de trasare a suprafetelor:
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Functie Utilizare

mesh, surf Trasare a unei suprafete

meshc, surfc || Trasarea suprafetei, inclusiv conturul

meshz Trasarea suprafetei, inclusiv planul de referinta

pcolor Plotare plana a suprafetei (valorile sunt proportionale doar cu culoarea)
surfl Trasarea suprafetei luminata din directia specificata

surface Functie de nivel scazut pentru crearea unor obiecte tip grafice suprafata

6.3.2. Grafice realizate cu mesh si surf

Comenzile mesh si surf genereaza suprafete 3-D din datele provenite de la matrici. Daca Z
este 0 matrice pentru elementele careia Z(i,j) se defineste indltimea unei suprafete peste un
caroiqj (i,j), atunci:

mesh (Z) $genereazd o imagine coloratd, caroiatd a suprafetei si
o afiseazad in vedere 3-D.

Similar,

surf (Z) % genereazd o imagine coloratd, continuda a suprafetei
si o afiseazd In vedere 3-D.

in cazul comenzii mesh se pot folosi comenzi de tipul shading pentru eliminarea liniilor de
tip mesh (shading flat) sau pentru interpolarea umbririlor de-a lungul fatetelor su-
prafetei (shading interp).

6.3.3. Vizualizarea functiilor de doua variabile

Primul pas care trebuie parcurs pentru trasarea graficului unei functii de doud variabile,
z = f(x,y), este de a genera matricile X si Y care definesc domeniul in care va fi vizualizata
functia. Apoi se utilizeaza aceste matrici pentru evaluare si trasarea graficului functiei.
Functia meshgrid transforma domeniul specificat prin doi vectori, X §i y, in matricile
X si Y. Liniile matricei X sunt copii ale vectorului x si coloanele matricei Y sunt copii ale
vectorului y.
Pentru a vedea cum se foloseste meshgrid, vom considera functia f(r)= sin(r)/r
(numitda functia sinc).

Pentru a evalua functia intre -8 si 8 si pentru x si pentru y, este necesar doar un ar-
gument de tip vector pentru meshgrid, care va fi utilizat in ambele directii:
[X,Y] = meshgrid(-8:.5:8);
R = sgqrt(X.”2 + Y.*2) + eps;
Matricea R contine distantele de la centru (originea), iar eps este addugat pentru a evita
impartirea la zero. Acum se poate forma functia sinc si se poate realiza plotarea cu mesh.
Z = sin(R) ./R;
mesh (Z)
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=10 -10

Se poate realiza o Tmbunatatire a reprezentarii grafice in conditiile utilizarii acelorasi date,
prin folosirea unor facilitati de iluminare §i ajustare a imaginii (daspect, axis, cam-
light, view).

Exemplu:
surf (X,Y,Z, 'FaceColor', 'interp', 'EdgeColor', 'none', ...
'FaceLighting', 'phong')
daspect ([5 5 1]);axis tight;view(-50,30) ;camlight left

6.3.4. Harta culorilor

Fiecare fereastra grafici MATLAB® are asociata o harta a culorilor (colormap), care es-
te o matrice cu trei coloane a caror lungime este egala cu numarul de culori definite.

Fiecare linie a matricii defineste o culoare particulara prin specificarea a trei valori in
domeniul 0 — 1. Aceste valori definesc componentele RGB (red, green, blue) (adicad inten-

sitatile componentelor video rosu, verde si albastru).
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Functia colormap fard argumente returneaza harta figurii curente. Functia colorbar
afiseaza in fereastra graficd harta curentd a culorilor, sub forma unei bare asezate langa
grafic.

Exemplu:
[x,y] = meshgrid([-2:.2:2]);Z = x.*exp(-x."2-y."2);
surf (x,y,2Z,gradient (Z) ) ;colorbar

6.2. Handle Graphics si Interfete Grafice in MATLAB
(GU))

Crearea si manipularea graficelor in MATLAB® se realizeaza cu ajutorul unui sis-
tem de grafica orientata pe obiecte denumit Handle Graphics [13]. Acest sistem furnizeaza
componentele necesare generarii unor grafice: comenzi de trasare a liniilor, textelor, grafice
3-D, poligoane etc. precum si instrumente interactive de tipul meniurilor, butoanelor, ferestre
de dialog etc.

Cu Handle Graphics se pot manipula direct elementele grafice (asa cum o fac functiile
MATLAB® de nivel inalt descrise in capitolul anterior) pe doua céi:

e fie de la linia de comandi MATLAB® ,

e fie cu ajutorul unor figiere MATLAB® create special.

6.2.1. Ierarhia graficelor private ca obiecte

Obiectele grafice sunt de fapt elementele grafice de baza utilizate de MATLAB® pentru
afisarea datelor si pentru crearea Interfetelor Grafice Utilizator (Graphical User Interfaces -
GUI) [13]. Fiecare stare a unui obiect este asociata unui identificator unic numit handle, care
poate fi folosit pentru manipularea caracteristicilor obiectului respectiv (caracteristici care
sunt numite proprietatile obiectului).

Obiectele grafice sunt structurate intr-o ierarhie pe trei nivele:
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l l |

‘ Axes | |Uioonnol | | Uimenu

| Uicomtextmenu |

| Light | | Line | Patch |

Rectangle | |Surfaoe |

‘ Image Text |

Ierarhia este bazata pe interdependentele dintre diferitele obiecte grafice. De exemplu, pentru
trasarea unui obiect linie, MATLAB® utilizeaza un obiect de tip axe pentru orientarea si
furnizarea unui sistem de referinta liniei. Obiectul de tip axe are nevoie la randul sau de o
fereastra grafica pentru afisarea liniei.

Obiectele grafice sunt interdependente si prin urmare un ecran grafic contine o mare varietate
de obiecte care impreund furnizeazd o imagine sau un grafic care are o semnificatie clara.
Pentru exemplificare se poate analiza urmatoarea fereastra grafica, fereastra care confine mai
multe obiecte grafice.

Line Figure Text
N\ / {
= Figure N, | -1
File Edit Windows Help AN f

\ Value ofthe Sine from Zero to Two Pi
1

3 Notoe =
/

Surface ™

7///,
eSS X
=K {"lllf"%’?‘:“t“ g

OSS
%

PSS
{ l)',,‘o:::‘
% =

sin(t)

0 K‘ -
05

Axes  — snf) = 7o7&
(3D) P
o 1 2 3 4 5 6 7
1=0 to 2pi

Image

Axes Patch

Fiecare tip de obiect grafic are o functie generatoare corespunzitoare, functie care
este utilizatd pentru crearea unui obiect din clasa respectiva de obiecte. Functiile de generare
a obiectelor au aceleasi nume ca si obiectele pe care le creeaza (functia text pentru obiecte de
tip text, functia figure pentru obiecte de tip figura etc.).
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Tipurile de obiecte grafice sunt descrise pe scurt in continuare [19].

6.2.2. Radacina (Root)

in fruntea ierarhiei este obiectul radicind, care corespunde cu ecranul calculatorului. Acest
obiect nu trebuie creat, el existd, este unic si toate celelalte obiecte sunt descendentii
acestuia. Se pot modifica anumite proprietati ale obiectului radacina.

Obiectele figura (Figure)

Obiectele de tip figura sunt ferestre individuale pe ecranul radacina pe care MATLAB® -ul
afiseazd graficele. Nu exista limitd pentru numarul de ferestre grafice (decat cele datorate
limitelor calculatorului). Toate obiectele figurd sunt “copii” ai radécinii si celelalte obiecte
grafice sunt descendenti ai figurilor.

Obiectele de tip Uicontrol

Obiectele Uicontrol sunt elemente de control ale interfetei utilizator care executd subrutine
de apel atunci cand utilizatorul activeaza un obiect. Exista mai multe stiluri de control cum ar
fi butoane, liste etc. Fiecare astfel de instrument este proiectat sd accepte un anumit tip de
informatie de la utilizator. De exemplu, listele sunt de obicei folosite pentru pentru furnizarea
unei liste de nume, din care utilizatorul poate selecta unul sau mai multe articole.

Obiectele Uicontrol pot fi utilizate in diferite combinatii pentru construirea unor ecrane de
control si a unor ferestre de dialog. in exemplul urmitor sunt prezentate astfel de combinatii:

e meniuri “pop-up”,

e ferestre de tip text editabile,

e ferestre de verificare (check boxes),

e  butoane,

e text static,

e  cadre etc.

Euler

— Integration Cptio EE:Z: y E Mepiurile pop-up permit al;gerea dintre
Al None mai multe articole predefinite
Min Step Size: lnm—
MaxStepSizee [ || Utilizatorul poate introduce valori
Tolerance: [fe-4a | » numerice in astfel de ferestre de tip text
Start Time: oo editabile

Stop Time: B0

— Data Logging Options ————————————————
W Time (T) | M Scopes |

= = T Ferestrele de verificare (check boxes)
- States (%) | ! To Workspace | indica alegerea facuta de utilizator
_l Outputs (¥) | _I Interactive |
Output File: Emndel.mat
File Format: Binary = \
Cadrele realizeaza grupdri logice pentru

Template Makefile: unix.tmf diverse tipuri de comenzi
Target hiakefile: Emodel.mk

Build Command: Textele statice permit etichetarea

diverselor tipuri de controale

[make_nrt
Buid | Help | Revert| Done |+—Butoanele indicd o anumita actiune
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Obiectele Uicontrol sunt copiii obiectelor de tip figura si sunt independente de obiectele de
tip axe.

Obiectele de tip Uimenu

Obiectele Uimenu sunt meniuri “pull-down” care executa rutine de apelare atunci cand utili-
zatorul selecteaza un articol individual dintr-un meniu. MATLAB-ul plaseaza obiectele
Uimenu pe bara de meniuri a ferestrei grafice, la dreapta meniurilor existente definite de
sistem.

Imaginea urmatoare [14] aratd partea de sus a unei figuri MS-Windows care are definite trei
meniuri de top Uimenu (intitulate Workspace, Figure, si Axes). Doud niveluri de submeniuri
sunt vizibile in meniul Workspace.

=| Figure No. 1 Iv I A
File Edit Windows Help BRYLLE LN Figure Axes

List Variables Short Listing

Clear Yariables Long Listing
Save Variables

Obiectele Uimenu sunt descendente directe ale obiectelor de tip figura si deci sunt inde-
pendente de axe.

Obiectele de tip axe (Axes)

Obiectele de tip axe definesc o regiune intr-o fereastra de tip figura si orienteaza descendentii
lor spre aceastd regiune. Obiectele de tip axe sunt copiii obiectelor de tip figurd si sunt
parintii obiectelor de tip imagine, luminozitate, linie, patch, suprafata si text.

Toate functiile care traseaza grafice (plot, surf, mesh, bar etc.) creeaza un obiect de tip axe
daca nu existd deja unul.

Uicontrol si Uimenu nu sunt descendenti ai obiectelor de tip axe.

Obiectele de tip Imagine (Image)

O imagine in MATLAB consta intr-o matrice de date si o hartd a culorilor. Exista trei tipuri
de baza de imagini care diferd in functie de modul in care elementele matricii de date sunt
interpretate ca pixeli color — indexati, intensitate si “truecolor”.

Obiectele de tip lumina (luminozitate) (Light)

Aceste obiecte definesc surse de lumina care influenteaza toate obiectele de tip patch si su-
prafata dintre axe. Se pot seta proprietatile care determind tipul sursei de lumind, culoarea,
localizarea si altele.

Obiectele de tip linie (Line)

Obiectele de tip linie sunt elemente grafice de bazd care sunt folosite pentru a genera cele
mai multe plotari 2-D si unele 3-D. Functiile de nivel nalt plot, plot3, loglog etc. genereaza
obiecte de tip linie. Sistemul de coordonate al obiectului parinte — obiectul de tip axe —
pozitioneaza si orienteaza linia.
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Obiectele de tip Patch

Aceste obiecte sunt contururi poligonale cu muchii (laturi), umplute. Un singur obiect patch
poate contine mai multe fete, fiecare coloratd independent. Functiile fill, fill3, contour3
creeaza obiecte patch. Ca si in cazul liniei, sistemul de coordonate al obiectului parinte (ax-
ele) pozitioneaza §i orienteaza obiectul patch.

Obiectele de tip dreptunghi (Rectangle)

Aceste obiecte sunt arii 2-D umplute, cu o forma care poate varia de la un dreptunghi la o
elipsa.

Obiectele de tip suprafata (Surface)

Obiectele de tip Surface sunt reprezentari 3-D ale matricilor de date create prin plotarea
fiecarui element al matricii ca o 1naltime deasupra planului x-y. MATLAB-ul poate trasa
suprafete pline, colorate sau doar o retea de linii (mesh) care conecteaza punctele respective.
Sistemul de coordonate al axelor pozitioneaza si orienteazd obiectul de tip suprafata.
Functiile de nivel inalt pcolor, surf, mesh genereaza obiecte de tip suprafata.

Obiectele de tip Text

Obiectele de tip text sunt de fapt siruri de caractere. Sistemul de coordonate al axelor
pozitioneaza textul. Functiile de nivel fnalt: title, xlabel, ylabel, =zlabel,
gtext genereaza obiecte de tip text.

6.2.2. Proprietatile obiectelor grafice

Proprietatile obiectelor grafice determind aspectul si comportamentul acestora. Proprietatile
includ informatii generale (tipul obiectului, parinte, copii, daca obiectul este vizibil etc.) si
informatii specifice unei anumite clase particulare de obiecte.

MATLAB® -ul organizeaza informatiile intr-o ierarhie si salveaza aceste informatii in pro-
prietati ale obiectelor. De exemplu, proprietatile radacinii contin identificatorul (handle)
figurii curente si locatia curentd a pointerului (cursorului), proprietatile figurii contin liste cu
descendentii si evenimentele din fereastra, proprietatile axelor contin informatii despre cum
fiecare din obiectele copil foloseste harta culorilor etc.

Valoarea curentd a oricarei proprietati poate fi aflata, iar unele valori pot fi modificate.
Valoarea unei proprietati este aplicatd numai unui obiect particular si nu intregii clase de
obiecte. Se pot seta valori implicite care sa fie valabile pentru toate obiectele create ulterior.
Anumite proprietati sunt comune tuturor obiectelor grafice.

Proprietate Informatii continute

BusyAction Controleaza modul in care MATLAB-ul apeleaza rutinele de intre-
ruperi definite pentru un anumit obiect.

ButtonDownFcn Rutind executata la apasarea unui buton.

Children Manipuleaza toate obiectele copil ale obiectului.

Clipping Activare/dezactivare mod tdiere.

CreateFen Rutind executata atunci cand acest tip de obiect este creat.
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DeleteFen

Rutina executata atunci cand se da o comanda de distrugere
(stergere) a obiectului.

HandleVisibility Permite controlul obiectului de la linia de comanda sau din rutine de
apelare.

Interruptible Determind cand o rutina poate fi intrerupta printr-o rutina invocata
ulterior.

Parent Périntele obiectului.

Selected Indica daca obiectul este selectat.

SelectionHighlight || Specifica daca este indicata starea de selectare.

Tag Etichetd a unui obiect specificatd de utilizator.
Type Tipul obiectului (figura, linie, text etc.)
UserData Orice data care se d-oreste a fi asociata obiectului.
Visible Determind daca obiectul este vizibil sau nu.

6.2.3. Functii de generare a obiectelor grafice

Fiecare obiect grafic, mai putin radacina, are o functie de generare corespondenta:

Functie Descriere obiect

axes Sistem de coordonate carteziene care scaleaza si orienteaza obiectele copil:
imagine, lumina, linie, patch, suprafata si text.

figure Fereastra pentru afisare grafica.

image Imagine 2-D definita prin indicarea hartii culorilor sau valori RGB. Datele
pot fi pe 8 biti sau dubla precizie.

light Sursa directionata de lumina, localizata intre axe, care influenteaza su-
prafetele si obiectele patch.

line Linie formata prin conectarea coordonatelor prin segmente drepte intr-o
secventa specificata.

patch Forma poligonala creata prin interpretarea fiecarei coloane din matricile de
coordonate ca un poligon separat.

rectangle Arie 2-D umpluta (plind), cu forma de la dreptunghi la elipsa.

surface Suprafata cu fete dreptunghiulare, definite prin interpretarea elementelor
matricei ca inaltimi deasupra planului.

text Sir de caractere localizat in sistemul de coordonate al axelor.

uicontextmenu Meniu context ce poate fi asociat cu alt obiect grafic.

uicontrol Interfata utilizator programabila (butoane, liste etc.).

uimenu

Meniu programabil care apare in partea superioara a figurii.

Toate functiile de generare a obiectelor au un format similar:
handle=function ('propertyname', propertyvalue, ...)
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Exemplu de generare a obiectelor grafice

in exemplul urmator este evaluata o functie matematica si sunt create trei obiecte grafice

folosind valorile proprietatilor specificate ca argumente ale comenzilor figure,
si surface, celelalte proprietati avand valori implicite.

[x,y] = meshgrid([-2:.4:2]1);

Z = x.*exp(-x.72-y."2);

fh=figure('Position', [350 275 400 300], 'Color','w');

ah=axes('Color',[.8 .8 .8],'XTick',[-2 -1 0 1 27,

'YTick',[-2 -1 0 1 2]);

sh = surface('XData',x, 'YData',y, 'ZData',Z, ...
'FaceColor',get (ah, 'Color')+.1, ...
'EdgeColor!', 'k', 'Marker', 'o', ...
'MarkerFaceColor',[.5 1 .85]);

= Figure No. 1 ==
Filr Eilil Winilluw::  Help

000D DNNN
T
........ (T
L T T
LT T ]
See0eeeeen
T ]
S T T T
.-......--

axes

Functia surface nu foloseste o vedere 3-D ca functia de nivel inalt surf. Se poate schimba

vederea intr-una 3-D cu camera commands sau cu comanda view:
view (3)

= Figure No. | [~]«]
File Edit Windows Help

.....

2 2
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6.2.4. Constructia interactiva a unei interfete grafice cu utili-
zatorul folosind GUI

Pentru a construi o interfatd grafica cu utilizatorul de tip GUI se poate face apel la fa-
cilitaitile MATLAB® dezvoltate in acest sens i prezentate in Matlab Guide (Graph-
ical User Interfaces Development Environment) .

Tastam in linia de comanda
>> guide
in cutia de dialog se selecteazd Blank GUI (Default) in campul GUIDE Templates. Se ac-
tiveaza optiunea Save on startup as, iar in fereastra aldturatd se introduce roger.fig si apoi
tastam butonul OK al casutei de dialog.

In urma acestei actiuni va apare o fereastrd ce reprezintd mediul de dezvoltare
Matlab Guide. In zona din stinga ecranului sunt dispuse obiectele predefinite disponibile in
Matlab . Fiecare stare a unui obiect este asociatd unui identificator unic numit handles, care
poate fi folosit pentru manipularea caracteristicilor obiectului respective (caracteristici care
sunt numite proprietdtile obiectului).
Etapa 1
Salvarea interfetei grafice roger.fig se face printr-un clic pe meniul File+Save As. in urma
acestei operatiuni de salvare Matlab creaza doua figiere roger.fig si roger.m cel de-al doilea
fiind automat deschis.
Acest ultim figier contine codul specific interfetei grafice unde trebuiesc adaugate instructi-
unile de executie a anumitor comenzi de interactiune a utilizatorului cu programul.
Pentru a schimba proprietatile obiectele se va executa dublu click pe rand pe fiecare obiect
pentru a deschide fereastra Property Inspector specific fiecarui obiect grafic.
Etapa 2
Scrierea liniilor de program pentru obiectele GUI (Callbacks), in continuare salveaza modi-
ficarile efectuate in fisierul M si de pe linia de comanda a ferestrei Command Window se
tasteaza
>> roger
care va lansa 1n executie interfata grafica astfel creata.
Observatie: Codul MATLAB® se poate modifica dupa preferintele utilizatorului.
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CAPITOLUL 7.
ALGEBRA
7.1. Matricile in MATLAB®

Definite: In Matlab, o matrice este un tablou dreptunghiular de numere. Scalarii de exemplu
sunt matrici 1 x 1, iar matricile cu o singura linie sau coloana sunt de fapt vectori.

7.1.1. Introducerea matricilor

Matricile se pot introduce In mai multe moduri:

e Introducerea unei liste explicite cu elementele matricei.
o Incircarea unor date din fisere externe de date.

e Generarea de matrici utilizand functii built-in.

e  (Crearca de matrici in fisierele M-files.

Vom da exemple folosind matricea lui Diirer cunoscutd ca si matricea magica, deoarece
suma elementelor pe linii §i coloane este egald cu suma elementelor de pe diagonala princi-
pala si secundara.
Trebuie respectate cateva conventii simple:

e FElementele unei linii sunt separate prin virgule sau spatii. Sfarsitul unei linii se

marcheaza cu punct si virgula.

e Lista de elemente care formeaza matricea se delimiteaza cu paranteze drepte [ 7 ]:

Pentru introducerea matricii lui Diirer tastdm:

» A = [1l6 3 2 13; 5 10 11 8; 9 6 7 12; 4 15 14 1]

MATLAB® -ul va afisa matricea:

A =
16 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1

O data introdusa, matricea este memorata in workspace (spatiul de lucru) si poate fi apelata
simplu, ca A.Verificdim proprietatile fundamentale ale matricei A folosind comenzile
MATLAB®:
sum, transpose, diag
Suma elementelor de pe cele 4 coloane se calculeaza rapid cu:
» sum(A)
ans =
34 34 34 34

Pentru calcularea sumelor pe linii, efectudm intai transpunerea matricii si apoi aplica din nou
comanda sum.
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Transpusa se calculeaza cu:

> A'
ans =
16 5 9 4
3 10 6 15
2 11 7 14
13 8 12 1
si apoi
» sum(A')'
ans =
34
34
34
34

Suma elementelor de pe diagonala se calculeaza cu tot cu functia sum, dar dupa ce in preala-
bil vom sorta cu functia diag elementele de pe diagonala principala:
» diag(a)
ans =
16
10
7
1

» sum(diag(a))
ans =

34
Un anume element al matricii, de exemplu elementul din linia i coloana j se noteaza A(i,j).
Prin urmare o altd cale (mai putin rapidd) de a calcula suma de pe patra coloana de exemplu
este urmatoarea:
» A(1,4) + A(2,4) + A(3,4) + A(4,4)
ans =

34

Daca specificam un element care nu existd in matrice, primim un mesaj de eroare:
»> t = A(4,5)
Index exceeds matrix dimensions.

7.1.2. Operatorul :

Operatorul "' este foarte important. De exemplu, expresia

» 1:10
este un vector linie
ans =
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Alte exemple:
» 100:-7:50
ans =
100 93 86 79 72 65 58 51
» 0:pi/4:pi
ans =
0 0.7854 1.5708 2.3562 3.1416
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7.1.3. Expresia :

A (1:k, j) se refera la primele k elemente ale coloanei j a lui A.
Daca este utilizat in paranteze operatorul : atunci inseamna ca ne referim la toate elementele
unei linii sau coloane
» sum(A(:,3))
calculeazd suma elementelor din coloana a treia a lui A:
ans =
34
O altd proprietate interesantd a patratului magic este cd suma magica 34 este obtinuta si prin
insumarea elementelor matricii si prin impartirea la dimensiunea matricii (4):

» sum(1l:16) /4
ans =
34

Observatie:

Suma magica pentru orice patrat magic n X n este (n3 + n)/2 (se poate calcula si cu ajutorul
Symbolic Math Toolbox) [17]. MATLAB-ul opereaza cu matricile cu aceeasi usurinta cu
care lucreaza cu scalarii. Pentru adunarea a doud matrici de exemplu se foloseste pur si
simplu semnul + ca la o adunare obignuita. Bineinteles cd matricile trebuie sa aiba aceleasi
dimensiuni pentru a putea fi adunate.

Exemplu:
» A=[2 3;15 -3]
A =
2 3
15 -3

» B=[11 -21; 12 4]

B =
11 -21
12 4
» C=A+B
C =
13 -18
1

Pentru Tnmultirea a doud matrici se foloseste operatorul * , valabil de altfel si pentru
operatiile cu scalari.

Exemplu:
» D=A*B
D =
58 -30
-327
Daca dimensiunile matricilor care se Tnmultesc nu sunt corespunzatoare, atunci va fi furnizat
un mesaj de eroare:

» E=[1 23; -12 2;1 2]
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1 23
-12 2
1 2
» F=A*E
??? Error using ==> *

Inner matrix dimensions must agree.

Pentru “depanarea” programului in cazul unor astfel de greseli se poate utiliza comanda size
care ne dd informatii despre dimensiunile matricilor respective si permite corectarea erorilor:
» size (A)

ans =

2 2
» size (E)
ans =
2

O facilitate interesantd a MATLAB-ului este aceea cd lucreaza cu matricile cu operatori
logici si relationali Intr-un mod asemanator acestor operatii efectuate cu scalari.
De exemplu, pentru operatiunea scalard. Daca dorim de exemplu sd comparam fiecare ele-
ment al matricii A cu elementul corespunzétor din matricea B, proceddm asemanator:
» L=A<=B
L =

1 0

0 1

Operatorii logici, adica & pentru §I (AND), | pentru SAU (OR), ~ pentru NU (NOT), vor
returna valoarea 1 pentru ADEVARAT si 0 pentru FALS.

Exemplu:
» A&B
ans =
1 1
1 1
» ~A
ans =
0 0
0 0

MATLAB® -ul lucreaza direct cu multe operatii matriceale: aritmetica matricilor,
ecuatii liniare, valori proprii, factorizari etc , ele sunt localizate in directorul matfun.
In continuare sunt prezentate cateva din functiile care lucreaza cu matrici.
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Categoria Functia Descriere
Analiza matri- norm Norma unei matrice sau a unui vector.
ceala

normest || Estimeaza norma-2 a matricei.
rank Rangul matricei.
det Determinant.
trace Suma elementelor de pe diagonala.
null Spatiul Nul.
orth Ortogonalizare.
subspace || Unghiul dintre 2 subspatii.
Ecuatii liniare \si/ Utilizate la calculul solutiilor ecuatiilor liniare.
inv Inversa matriceli.
cond Numarul de conditie pentru inversare.
chol Factorizarea Cholesky.
lu Factorizarea LU.
qr Decompozitia ortogonal-triunghiulara.
pinv Pseudoinversa.
Iscov Cele mai mici patrate cu covariantd cunoscuta.
Valori proprii si eig Valori proprii §i vectori proprii.
si vectori proprii
svd Decompozitia in valori singulare.
poly Polinomul caracteristic.
hess Forma Hessenberg.
qz Factorizarea QZ.
schur Decompozitia Schur.
Functii de matrice || expm Exponentiala de matrice.
logm Logaritmul de matrice.
sqrtm Raédacina patrata de matrice.
funm

Evaluarea unei functii generale de matrice.
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Operatiile elementare cu matrici au fost deja prezentate (adunarea matricilor, inmultirea
acestora, transpusa unei matrice, functiile sum, diag etc.).

Teorema (29, pag 120)

Fie Ae R™" cu m>n. Atunci existd o singurd matrice mxn Q orthogonali si o unici
matrice nxn R triunghiulard superior, cu elementele de pe diagonala principala
pozitive astfel ca: A=QR.

Vom da un exemplu descompunere QR (Cholesky Decomposition)

Codul Matlab (29, pagl21)
function Cholesky (A)
%apel R=Cholesky (&)
$R= matrice triunghiular superioara
[m,n] =size (A) ;
for k=1:m
if A(k,k)<=0
error('matrix is not HPD')
end
for j=k+l:m
A(j,j:m)=A(]j,j:m)-A(k,j:m)*A(k,j)/Ak,k);
end
A(k,k:m)=A(k,k:m) /sqgrt (A(k,k));
end
R=triu(a);

In continuare sunt prezentate cateva matrici speciale utile in toate tipurile de reprezentari
matematice:

7.1.4. Matrici speciale
Matricea identitate (unitate)

Este o matrice cu elementele de pe diagonala principala egale cu 1 iar restul elementelor sunt
nule. Notatia matematici [ provine de la denumirea matricii §i nu este folosita in
MATLAB®), pentru evitarea unor confuzii.

Se utilizeaza sintaxa:

eye (m,n)

Aceasta functie returneaza o matrice identitate mxn. Daca se foloseste:

eye (n)

atunci este vorba de o matrice identitate patratica nxn.

Matricea ones
Este o matrice care are toate elementele egale cu 1. Forme posibile:
ones (n) este o matrice nxn cu elemente de 1

ones (m, n) sau ones ( [m,n] ) sunt matrici mxn cu elemente de 1.
ones (size (A)) are aceeasi dimensiune cu o matrice A si are elemente de 1

Matricea zeros
Este o matrice care are toate elementele egale cu 0.

Forme posibile:
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zeros (n) este o matrice nxn de zerouri
zeros (m, n) sau zeros([m,n]) sunt matrici mxn de 0
zeros (size (A) ) are aceeasi dimensiune cu o matrice A si are elemente de 0.

7.2. Rezolvarea ecuatiilor liniare

Una din cele mai importante probleme ale calculului din domeniul tehnic este solutionarea
sistemelor de ecuatii liniare.
Definirea problemei este pe scurt urmatoarea [24] :
Daca se dau doud matrici A si B, exista o matrice unica X astfel incat
AX=Bsau XA=B?
MATLAB® utilizeaza notatia din cazul scalar si pentru descrierea solutiei unui sistem de
ecuatii liniare. Cele doud simboluri utilizate in cazul scalar al diviziunii (impartirii) si anume
slash, /, si backslash, \, sunt folosite pentru definirea solutiei:

X = A\B este solutia ecuatiei matriceale AX = B.

X = B/A este solutia ecuatiei matriceale XA = B.
in practica, ecuatiile liniare de forma AX = B sunt mai des intilnite.
Deoarece matricea A, care contine de fapt coeficientii sistemului, poate sa nu fie patratica ci
de tipul general mxn, exista trei cazuri posibile:

m=n. Sistem patratic. Se poate cduta o solutie exacta.

m>n. Sistem supradeterminat (incompatibil). Se cauta o solutie de tip cele mai mici
patrate.

m <n. Sistem nedeterminat. Se poate cauta o solutie cu cel mult m componente nenule.

in multe cazuri MATLAB-ul di un diagnostic (o solutie) automat prin examinarea coefi-
cientilor matricelor.
Cateva din aceste cazuri:
e  Permutarea matricilor triunghiulare
Matrici simetrice, pozitiv definite
Matrici patratice nesingulare
Sisteme rectangulare supradeterminate
Sisteme rectangulare nedeterminate

7.2.1. Sisteme patratice

Cel mai simplu caz este cel corespunzator unei matrice patratice A si a unui vector coloana b.
Solutia x = A\b are aceeasi dimensiune ca b.

Daca A si B sunt patratice de aceleasi dimensiuni atunci solutia X = A\B are aceeasi di-
mensiune ca A sau B.

Observatie: Dacd matricea A este singulard (determinant nul) atunci solutia ecuatiei AX =
B nu existd sau nu este unica.

7.2.2. Sisteme supradeterminate (incompatibile)

Aceste tipuri de sisteme sunt des intélnite in diverse situatii, cum ar fi de exemplu aproxima-
rea unor curbe din date experimentale.
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7.2.3. Sisteme nedeterminate

Sistemele liniare nedeterminate au mai multe necunoscute decét ecuatii. Daca exista si con-
strangeri (restrictii) suplimentare, atunci este vorba de o problema de programare liniara.
Operatorul backslash din MATLAB® permite cadutarea solutiei in cazul fara restrictii.
Solutia nu este niciodatd unicAMATLAB® -ul gaseste o solutie de baza (care are cel mult m
componente nenule).
Gasirea solutiei particulare se bazeazd pe factorizarea QR (decompozitia ortogonal-
triunghiulara).
Vom prezenta un exemplu (care utilizeaza functia matriceald random - rand).

» R = fix(10*rand(2,4))

R =
6 8 7 3
3 5 4 1
» b = fix(10*rand(2,1))
b =
1
2

Sistemul liniar Rx = b implicd doua ecuatii cu 4 necunoscute. Solutia se poate afisa in format
rational (coeficientii sunt numere intregi).
Solutia particulara se obtine astfel:

» format rat

» p = R\b
p:
0
5/7
0
-11/7

Solutia completa a sistemului nedeterminat se obtine prin addugarea unui vector arbitrar din
spatiul nul folosind functia null:
» Z = null(R,'r")

7 =
-1/2 -7/6
-1/2 1/2
1 0
0 1

Orice vector de forma: x=p+Z*q pentru g vector arbitrar satisface R*x=b.

7.3. Inverse si determinanti

Daca matricea A este patraticd si nesingulara, ecuatiile AX =1 si XA =1 au aceeasi
solutie X. Aceasta solutie este chiar inversa lui A, notatd matematic prin A-1, si poate fi
calculata cu functia inv.

Determinantul unei matrice se poate calcula cu functia det (trebuie acordatd atentie
problemelor de scalare §i rotunjire care apar in calcule).
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Exemple:
» A=[1 1 1;1 2 3;1 3 6];
» d = det(d)

d =
1

» X = inv (A)

X =
3 -3 1
-3 5 -2
1 -2 1

7.3.1. Pseudoinverse
Matricile dreptunghiulare (rectangulare) nu au inverse sau determinanti. Atunci cel putin una
din ecuatiile AX =1 sau XA = I nu are solutie. Se poate utiliza in acest caz o pseudoinversa
care poate fi calculata cu functia pinv:

» Al=[A; [1 3 5]]

Al =

B e
w w N -
Ul W R

» X=pinv (Al)

X =
1.5000 -0.0000 1.0000 -1.5000
-0.8333 0.6667 -2.0000 2.1667
0.1667 -0.3333 1.0000 -0.8333

7.4. Functii de matrice. Valori proprii

7.4.1. Puteri de matrice

Dacd A este o matrice patratica si p este un numdr intreg pozitiv, atunci A”p multiplica pe A
cu ea Insdsi de p ori.

» X = A"2

X =
3 6 10
6 14 25
10 25 46

Dacad A este patratica i nesingulard, atunci A” (-p) multiplicd pe inv (A) cu ea insasi de p
ori.
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>  Y=A"(-2)
Y =
19.0000 -26.0000 10.0000
-26.0000 38.0000 -15.0000
10.0000 -15.0000 6.0000

Ridicarea la putere element cu element se face utilizand operatorul (functia) .». De exemplu:

A =
1 1 1
1 4 9
1 9 36

7.4.2. Radacina patrata de matrice

Functia sgrtm(A) permite calculul lui A™ (1/2) printr-un algoritm mai precis decat uti-
lizarea puterii de matrice.

7.4.3. Exponentiala de matrice

Un sistem de ecuatii diferentiale ordinare cu coeficienti constanti poate fi scris:

dy

o Ax(t),

unde x = x(t) este un vector de functii de timp si A este o matrice independenta de timp.
Solutia sistemului poate fi scrisa prin intermediul exponentialei de matrice

x(t)=e" x(0).

Functia expm (A) permite calculul exponentialei de matrice.

Exemplu.

Urmatorul program calculeaza: norm (exp (tA)) pentru valori mari ale timpului. Dato-
ritd ne-normalitatii matricei A are loc o crestere importantd a acestei marimi pentru valori
mici ale lui t.

Codul Matalab este:
eps=0.001;
A=[-eps,0.;1.,-2*%eps];
n=100001;
% Programul calculeaza numarul lui Henrici pentru A
HA=sqrt (norm (A'*A-A*A')) ;
% Calculeaza si traseaza exp(t*A) pentru matricea A ne-normala
£=0.:.1:10000;
for i=1:n

c (i) =norm(expm(t (i) *A)) ;
end
plot (t,c);
grid on
title('Cresterea normei exp(tA)")
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In urma executiei acestui program obtinem urmatorul rezultat:

Cresterea normei exp(tA)

300

0 2000 4000 6000 8000 10000

7.4.4. Valori proprii

O valoare proprie si un vector propriu ale unei matrice pétratice A sunt un scalar A si un
vector v care satisfac egalitatea :

Av=lv
Cu valorile proprii pe diagonala unei matrice de tip diagonal G §i cu vectorii proprii
corespunzatori care formeaza coloanele unei matrice V vom avea :

AV=VG
Daca V este nesingulara obtinem descompunerea pe baza valorilor proprii:
A=VG V!
Exemplu:
» A=[-1 -3 1;2 -2 -1;0 1 -3]
A =
-1 -3 1
2 -2 -1
0 1 -3
» lambda=eig(A)
lambda =

-1.7593 + 2.48471
-1.7593 - 2.48471
-2.4814
Lambda va fi un vector care contine valorile proprii ale matricei.
Daca functia eig este utilizatd cu doua argumente de iesire vom obtine vectorii proprii si
valorile proprii (acestea sub forma diagonald):
» [V,D]l=eig(A)
vV =
0.2233 + 0.68351 0.2233 - 0.68351 0.3160
0.6481 - 0.08621 0.6481 + 0.08621 0.4368
0.0765 - 0.22271 0.0765 + 0.22271 0.8422
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D =
-1.7593 + 2.4847i 0 0

0 -1.7593 - 2.4847i1 0
0 0 -2.4814

» [X,J]=jordan (A)

X =

0.1121 0.4440 + 0.16911 0.4440 - 0.16911

0.1549 -0.0775 + 0.4250i -0.0775 - 0.42501

0.2987 -0.1494 + 0.0434i -0.1494 - 0.04341

J =

-2.4814 0 0
0 -1.7593 - 2.48471
0 0 -1.7593 + 2.48471

Forma canonica Jordan este un concept teoretic important, dar nu este indicatd folosirea in
cazul matricilor mari sau pentru matricile cu elemente afectate de erori de rotunjire sau de
alte incertitudini.

MATLAB® -ul poate folosi in astfel de cazuri descompunerea Schur (functia schur).

Observatie:

1. Toolbox-ul Symbolic Math extinde capacitatea MATLAB-ului prin conectarea la
Maple, care este un sistem de calcul algebric performant. Una din functiile toolbox-
ului permite calculul formei canonice Jordan.

2. Valorile proprii sunt utilizate de exemplu in studiul portretului de faze la sistemele
dinamice.

7.5. Reprezentarea polinoamelor.
7.5.1. Polinoame

Polinoame
Polinoamele sunt descrise in MATLAB prin vectori linie ale caror elemente sunt de fapt
coeficientii polinoamelor 1n ordinea descrescatoare a puterilor.

Exemplu: Polinomul p (x) =x>+5x+6 este reprezentat in MATLAB astfel:
p = [105 6]
Un polinom poate fi evaluat pentru o valoare a lui x cu ajutorul functiei polyval:
» polyval (p,1l)%polinomul p in punctul x =1.
Ans =
12

» r=roots (p)
r =

0.5000 + 2.39791

0.5000 - 2.39791

-1.0000
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Existd numeroase alte functii §i comenzi care se ocupd cu operatii asupra polinoamelor,
functii care vor fi abordate intr-un capitol special. Dintre acestea amintim comanda care
permite Tnmultirea a doud polinoame, §i anume conv:

» pl=[1 3 5]

pl =
1 3 5

» p2=[2 0 1 0 5]

p2 =
2 0 1 0 5
» p3=conv (pl,p2)
p3 =
2 6 11 3 10 15 25
» r=17>55
r =
0

MATLAB® -ul raspunde cu r = 0, adici fals.

Functiile polinomiale se afld in directorul polyfun:

Functie Descriere

conv Multiplica polinoamele.

deconv Imparte polinoamele.

poly Returneaza coeficientii daca se dau radacinile; Po-
linomul caracteristic.

polyder Calcul derivatei unui polinom.

polyfit Gasirea coeficientilor unui polinom din aproximarea
unui set de date.

polyval Evaluarea unui polinom.

polyvalm Evaluarea unui polinom cu argument matriceal.

residue Descompunere 1n fractii simpl-e.

roots Gésirea radacinilor unui polinom.

Dupa cum s-a precizat deja, MATLAB® -ul reprezintd polinoamele ca vectori linie care
contin coeficientii polinoamelor in ordinea descrescétoare a puterilor.
In continuare sunt parcurse alte cateva exemple utile.

Functia poly returneaza coeficientii unui polinom dacad dispunem de radacinile acestuia (este
o functie inversa fata de roots):
» p=[1 -1 2 4 1];
» r=roots (p)
r =
1.0529 + 1.72481
1.0529 - 1.72481
-0.7995
-0.3063
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» coef=poly(r)
coef =
1.0000 -1.0000 2.0000 4.0000 1.0000
O alta utilizare a functiei poly este aceea de calculare a coeficientilor polinomului caracter-
istic al unei matrice:

» A
A =
-1 -3 1
2 -2 -1
0 1 -3
» poly (A)
ans =
1 6 18 23

Radacinile acestui polinom sunt chiar valorile proprii ale matricii A.

Functia polyval evalueazd un polinom pentru o valoare specificatd a argumentului.

Functia polyvalm permite evaluarea unui polinom in sens matriceal.

in acest caz polinomul p din exemplul anterior: p (x) = x* - x*> + 2x°® + 4x + 1
devinep (X) = X* - X* + 2X*> + 4X + I, unde X este o matrice patratica i | matri-

cea unitate.

Exemplu:

» C=polyvalm(p,3)

Cc =
-75 -61 81
58 -130 75
52 -23 49

Functiile conv si deconv implementeaza operatiile de inmultire si impartire a polinoamelor.

Exemple:
Fiea(x) = x> + 2x +3 §i b(x) = 4x* + 5x + 6.
»a = [123]; b= 1[456];
» ¢ = conv(a,b)
Cc =

4 13 28 27 18
» [g,r] = deconv (c,a)
q =

4 5 6
r =

0 0 0 0 0

Functia polyder permite calculul derivatei unui polinom.

Exemplu:
» p=[1 -1 2 4 1];
» pderivat=polyder (p)
pderivat =
4 -3 4 4
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Functia polyfit gaseste coeficientii unui polinom (o curbd) care aproximeaza un set de date
in sensul algoritmului celor mai mici patrate:

p = polyfit(x,y,n)

X §i y sunt vectorii care contin setul de date iar n este ordinul polinomului ai carui coeficienti
vor fi furnizati la apelarea functiei.

Exemplu:

»x = [12 3 45]; y= [5.543.1 128 290.7 498.4];
» p = polyfit(x,y,3)

p =

-0.1917 31.5821 -60.3262 35.3400
Pentru plotarea rezultatului se utilizeaza mai intéi functia polyval pentru o trasare cit mai
exactd a graficului polinomului §i apoi se reprezintd graphic estimarea versus datele reale
pentru eventuale comparatii.

» X2 = 1:.1:5;

» y2 = polyval(p,x2);
» plot(x,y,'o',x2,y2)
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&
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Functia residue se utilizeaza pentru descompunerea in fractii simple. Se aplicd in cazul
raportului a doud polinoame b(x) si a(x).

Exemplu:
—4+8/s
1+6/s+8/s"2

» b = [-4 8];
»a = [16 8];
> [r,p,k] = residue(b,a)
r =

-12

8

p =

-4

-2
k =

[1]
Daca se folosesc trei argumente de intrare (r, p, si k), functia residue asigurd conversia Tnapoi
in forma polinomiala:
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» [b2,a2] = residue(r,p, k)

b2 =
-4 8
az =
1 6 8
7.5.2. Interpolarea

Interpolarea este un proces de estimare a valorilor dintre date (puncte) cunoscute.
Aplicatiile interpolarii sunt numeroase in domenii cum ar fi procesarea numericad a semnale-

lor si imaginilor , rezolvarea ecuatiilor diferentiale si cu derivate partiale.

MATLAB® -ul dispune de mai multe tehnici de interpolare, (29 ,pp. 209:215) alegerea unei
metode sau alteia facandu-se in functie de acuratetea necesara, de viteza de executie si de

gradul de utilizare a memoriei.
Functiile de interpolare se afla in directorul polyfun.

Functie Descriere

linear Linear interpolation.

interpl Mono-dimensional interpolation

interp2 Bi-dimensional interpolation.

interp3 Tri-dimensional interpolation.

nearest Nearest nighbor interpolation.

spline B-spline cubic interpolation
Exemplu

Alegem cinci puncte de pe graficul functiei £ (x) =x+sin m*x"2.
Vom calcula un interpolant folosind metodele nearest, linear,

Codul Matlab este:

x=[-1,-3/4,-1/3,0,1/5,1]1;

y=x+cos (pi*x."2);

xi=linspace(-1,1,60);

yi=xi+cos (pi*xi.”"2);

yn=interpl (x,y,x1, 'nearest') ;

yl=interpl (x,y,x1, 'linear');

ys=interpl (x,y,x1i, 'spline');
plot(xi,yi, 'r:',x,y, 'bo', '"MarkerSize',5); hold on
plot(xi,yl,'g--',xi,ys, 'k-")
stairs(xi,yn, 'm-"')

set (gca, 'XTick',x) ;

set (gca, 'XTickLabel', '-1|-3/4|-1/3|0|1/5]1")
set (gca, 'XGrid', 'on")
axis([-1.1,1.1,-1.1,2.1]1)

cubic-spline.

legend (' f (x)=x+cos (pi*x."2)','data', 'linear', 'spline', 'nearest',4)

title('Metode de interpolare')
hold off
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In urma executiei programului obtinem urmatorul grafic:

Metode de interpolare

S T T T T —]
15 b
1l 4
0.5 4
of J
f(x)=x+cos(pi*x.%)
-0.5F O data |
linear
spline
nearest
e ‘ L =
-1 -3/4 -1/3 0 1/5 1

7.5.3. Interpolarea prin metoda transformatei Fourier

Functia interpft interpoleaza datele cu o singurd variabila utilizand metoda FFT ( Fast
Fourier Transform) care se apeleaza cu sintaxa:

y=interpft (x,n)
care returneaza un vector y de lungime n obtinut din vectorul x. Numarul n trebuie sa
fie mai mare decat numérul de elemente ale vectorului x, iar rezultatul are periodicitatea
circularad data de utilizarea transformatei Fourier.
Concluzie: Diferenta maximd inre valorile interpolate si cele reale este egali cu ordinul de
mdarime al celui mai mic numdr reprezentabil in calculator.

7.5.4 Compararea unor metode de interpolare bi-dimen-
sionala

Exemplu.

Folosirea unor metode de interpolare bi-dimensionala pentru o matrice de date 7 x 7.
Generarea functiei peaks (cu rezolutie mica) se face folosind urmatoarele comenzi:
[x,y] = meshgrid(-3:1:3);

z = peaks(x,vy);

Surf (x,y,2);
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Generarea uneil suprafete mesh fine pentru interpolare:

[xi,yi] = meshgrid(-3:0.25:3);

Interpolarea cu metoda celei mai apropiate vecindtdti:

zil = interp2(x,y,z,xi,yi, 'nearest');

Interpolarea cu metoda biliniara:

zi2 = interp2(x,y,z,xi,yi, 'bilinear');

Interpolarea cu metoda bicubica:

zi3 = interp2(x,y,z,xi,yi, 'bicubic');

Compararea graficelor corespunzatoare precum si a contururilor suprafetelor in cazul diferi-
telor metode de interpolare sunt prezenatate in figurile de mai jos:

L e v s -

-

surf (xi,yi,z11) surf (xi,yi,z12) surf(xi,yi,z13)
% nearest % bilinear % bicubic
- { F ! ( - a4 - — ¢ h ' ' {
F— 0 0 7 l ; -1‘ W .'- g Y 'l = = . .j I.
contour(xi,yi, zil) contour(xi,yi,zi2) contour(xi,yi, zi3)
% nearest % bilinear % bicubic

Se observi cd metoda bicubicd produce cele mai netede contururi. O metodi cum ar fi cea
a celor mai apropiate vecindtati este preferatd insd in anumite aplicatii, cum ar fi cele
medicale unde nu trebuie generate date noi.

7.5.5. Aproximarea prin metoda celor mai mici patrate

Ideea este de an aproxima un set de date printr-o linie dreapta si apoi aproximarea printr-un
polinom. Pentru ca aproximarea sa fie consideratd cea mai bund suma patratelor distantelor
de la fiecare punct la curba aproximanta (linie sau polinom) trebuie sa fie minima [4].
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Cu aceasta conditie este posibil ca nici un punct al setului de date sd nu se gaseasca pe curba
aproximantd. Acest lucru separa net aproximarea de interpolare, la care toate punctele sunt
situate pe curba.

Regresia liniard

Este o metodd de aproximare unui set de date printr-o dependenta liniard care minimizeaza
suma patratelor dintre dreapta de aproximare si punctele date. Masura calitatii unei aprox-
imdri liniare este datd de suma patratelor distantelor de la fiecare punct la estimatia liniara
care se poate evalua astfel:

sum_p=sum( (y-y,) ."2)
Determinarea parametrilor m si n ai dreptei de aproximare y = mx+n se face utilizdnd
functia polyfit.

Regresia polinomiali

Este o metoda de aproximare a unui set de date printr-un polinom de grad N. Daca setul de
date are N elemente, toate datele se afla pe curba de aproximare. Pentru un grad al
polinomului mai mic decat numarul de date, aproximarea este cu atdt mai buna cu cat gradul
polinomului este mai apropiat de numarul de date. Utilizarea unui polinom de aproximare cu
grad mai mare decat setul de date poate conduce la erori de aproximare considerabile.
Determinarea celei mai bune aproximari a unui set de date (x,y) cu un polinom de ordin n
se foloseste functia polyfit, care se apeleaza cu sintaxa :

p=polyfit (x,y,n)
Functia polyfit returneaza coeficientii polinomului p(x) care in punctele precizate de
vectorul x are, in sensul celor mai mici patrate , valorile date de vectorul y.
Exemplu
Sa se scrie o secventa de program care sd aproximeze prin polinoame de grad 3, 4, 5 si prin
functii B- spline 5 perechi de puncte de coordonate cunoscute. Sa se reprezinte grafic
aproximarile determinate.
Cu secventa de program Matlab:
close all
clear all
x=[-3 -2 -1 02 4 6 7];
y=[-27 -19 -3 1 -3 17 23 35];
c2=polyfit(x,y,3);% coef. polinom. de grad 3
c5=polyfit(x,y,4) ;% coef polinom. de grad 4
c7=polyfit(x,y,5) ;% coef polinom. de grad 5
X1=-3:.1:7;
y2=polyval (c2,x1) ;% evaluarea polinomului de grad 3
y5=polyval (c5,x1) ;% evaluarea polinomului de grad 4
)
)

o° oe

o\°

y7=polyval (c¢7,x1) ;% evaluarea polinomului de grad 5
yi=spline(x,y,x1) ;% interpoleaza spline

plot (x1,yi,x1,y2,x1,y5,x1,y7,%x,y,'o")

grid on

se obtine graficul urmator:
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7.6. Rezolvarea ecuatiilor neliniare

Reamintim cateva metode analitice de rezolvare a ecuatiilor neliniare:

- Metoda Iui Newton

- Metoda lui Broyden

- Metoda Secantei

- Metoda Falsei Pozitii

- Metoda Punctului fix
Sistemul Matlab pune la dispozitia utilizatorilor o functie care permite calculul zerourilor
ecuatiilor neliniare.
Aceasta este £zero, care se apeleaza astfel:

[x,fvall=fzero (‘fun’, [a,b],optimset) unde

‘fun’= functia neliniara
[a,b]= este intervalul In care se cautd solutia aproximativa
optimset function = functie care controleazd rezolvarea acestor

ecuatii astfel:
daca display option ,0ff’ ,nu genereazad nici un raport
iter’,la fiecare iteratie afiseazd un raport

= ,final’,afisieazd un raport doar la sfarsitul

executiei
='notify’,afiseazd un raport final dacd metoda
este divergentd (optiune implicitad)
Tolx option = toleranta impusd pentru convergentd
FunValCheck = determind si solutii complexe

Exemplu
>> 0s = optimset (‘Display’,’Final’);
>> [x,fvall=fzero(‘tan(x)-x',[-1,1],0s8);
Zero found in interval:[-1,1].
x =0
fval=a
0

Daca in linia de comanda tastam:
>> ezplot ('tan(x)-x', [-1,1]),grid
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Se obtine graficul:

tan(x)—-x

0.4 b

0.3 T

0.2 T

0.1 b

-1 -0.5 0 0.5 1

Daca in linia de comanda tastam:
>>ezplot ('tan(x)-x', [-pi,pil),grid
Si deoarece functia £ (x) =tan (x) are singularita{iin £ pi/2 se obtine graficul:

tan(x)—x

Deci 1n acest caz este indicat de a gasi solutiile unor astfel de ecuatii scriind functii proprii.

Exemplu [29, p. 294]
Folosind metoda lui Newton sa se rezolve sistemul neliniar:

1
3x,-cos (x1x,) - 5= 0,

%,%2-81 (%X,+0.1) +sin x;+1.06=0
1x2 -3

e +20x5+

Vom incerca sd scriem o functie proprie pentru aceasta metoda astfel:
function [y,ni]=Newton (f,fd,x0,ea,er,nmax)
$Metoda lui Newton
$apelul se face astfel: call[z,ni]=Newton(f,fd,x0,ea,er,nmax)
$Intrdari sunt: f-functia
$fd-derivata
$x0-valoarea de start
%ea,er-eroarea absolutd si relativa
gnmax-numdarul maxim de iteratii
$Iesiri
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$z- solutia aproximativa
$ni-numdrul curent de iteratii
If nargin < 6, nmax=50;end
If nargin < 5, err=0;end
If nargin < 4, ea=le-3;end
xp=x0(:) ;% valoarea obtinutd la iteratia anterioara
for k=1:nmax
xc=xp-£d (xp) \f (xp) ;
if norm(xc-xp,inf)<ea+er*norm(xc, inf)
Z=XC; %succes
ni=k;
return
end
Xp=XC;
end
error(‘s-a depasit numarul maxim de iteratii ’)
Apoi trebuie scrisa functia care contine ecuatiile sistemului neliniar care se mai numeste si

campul vectorial.

function y=ecs3 (x)

%aici se dau ecuatiile neliniare ale sistemului
y=[3*x (1) -cos (x(2)*x(3))-1/2;..

x(1)"2-81* (x(2)+0.1) "2+sin(x(3))+1.06;..

exp (-x(1)*x(2))+20*x(3)+(10*pi-3)/3];

si Jacobianul in Matlab:

function y=decs3d(x)

y=1[3,%x(3) *sin(x(2)*x(3)),x(2)*sin(x(2) *x(3)) ;..
2*x(1),-162* (x(2)+0.1) ,cos (x(3)) ;..

-x(2)*exp (-x(1)*x(2)),-x(1)*exp (-x(1)*x(2)),20];
Apelul pentru o valoare de start x°=[0.1,0.1,-0.11" se face astfel:

>> [z,ni] =Newton (@ecs3,@decs3,x0,1e-9)
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CAPITOLUL 8.

ANALIZA MATEMATICA
8.1. Reprezentarea grafica a functiilor matematice

Functiile matematice uzuale sunt furnizate de MATLAB® ca functii built-in (cum ar fi
gin,cos, logl0, log, atan etc.).

Pentru reprezentarea altor functii matematice se utilizeaza exprimarea in figiere tip .m .

De exemplu, o functie cum este urmatoarea:

f(x)=1/((x-0.3)% 40.01)+ 1/((x-0.9)%+0.04) -6

poate fi creata intr-un fisier MATLAB de tip function si poate fi utilizatd ulterior ca intrare
in alte functii (asa-numitele functii de functii).

function y = nelin(x)

y = 1./((x-0.3).72+0.01)+1./((x-0.9) .72+0.04) -6;

O alta posibilitate este crearea la nivelul liniei de comanda a unui obiect inline prin folosirea
unei expresii tip sir de caractere:

» f=inline("1./((x-.3)."2+.01)+1./((x-.9).%2+.04)-6");

Pentru a evalua aceasta functie f 1n 2.0 tastam simplu:

» £(2.0)

ans =
-4.8552

Alt exemplu:
» £ = inline('y*sin(x)+x*cos(y)','x','y")
» £(pi,2*pi)
ans =
3.1416

8.1.1. Reprezentarea grafica a functiilor
Pentru reprezentarea graficd a functiilor se poate utiliza functia fplot. Se pot controla
limitele axelor de reprezentare grafica.
Exemplu: Trasarea graficului functiei nelin pentru limitele [-5 5] ale axei x:
fplot ('nelin', [-5 5])
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Daca dorim si precizarea limitelor de reprezentare pe axa y (realizarea unui zoom) folosim

comanda:
fplot ('nelin', [-5 5 -10 25])
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Un alt exemplu de folosire directa a functiei fplot:

fplot ('2*sin(x+3) ', [-1 1]);

Se poate realiza si reprezentarea mai multor functii pe acelasi grafic:
fplot (' [2*sin(x+3), nelin(x)]',[-1 11);

100
80,
60
a0

20
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Exemplu [6]

S& se scrie un program in MATLAB care sa reprezinte grafic un
semnal sinosoidal cu amplitudinea A = 2V, frecventa

f=100Hz, faza initiala fi=0, esantionat cu frecventa fe =
1000hz, peste care ,peste care se suprapune un zgomot uniform
distribuit [-0.25, 0.25]V.

S& se calculeze raportul semnal/zgomot.

Codul Matlab

fe=1000;

£=100;

a=0.25;

N=200;

A=2;
RSZdB=10*1ogl0 ( (A%2/2)/((2*a)*2/12)) ;
t=(0:N-1)*1/fe;

s=A*sin (2*pi*f*t)+ (2*a*rand(size(t))-a);
plot(t,s,'g-")

title('Sinusoida cu zgomot') ;

xlabel ('t [secunde] ') ;

ylabel ('Amplitutidinea’') ;

grid;

in urma executiei acestui exemplu rezultd graficul:

Sinusoida cu zgomot
25 T T T

Amplitutidinea
o
T
i

0.05 0.1 0.15 0.2
t [secunde]

8.2. Minimizarea functiilor si gasirea zerourilor

MATLAB® -ul furnizeaza o serie de functii de nivel 1nalt care realizeaza sarcini de optimi-
zare a functiilor. Aceste functii sunt grupate in principal pe urmatoarele domenii:

e  Minimizarea functiilor de o variabila

e  Minimizarea functiilor de mai multe variabile

e  Setarea optiunilor de minimizare

e  (Gasirea zerourilor unor functii
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Pentru exemplificare vom considera minimizarea unei functii de o singura variabila si gasi-
rea zerourilor pentru aceasta functie.

8.2.1. Minimizarea unei functii

Pentru gasirea unui minim local al unei functii scrise intr-un fisier function , se utilizeaza
functia fminbnd.
Pentru gasirea minimului functiei nelin in intervalul (0.3, 1) folosim instructiunea:
» X = fminbnd('nelin',0.3,1)
X =
0.6370
Daca dorim o afisare detaliatd a pasilor facuti de prodedura de minimizare se utilizeaza
urmatoarea sintaxa:

» x = fminbnd('nelin',0.3,1,optimset ('Display', 'iter'))
Func-count x f (%) Procedure
1 0.567376 12.9098 initial
2 0.732624 13.7746 golden
3 0.465248 25.1714 golden
4 0.644416 11.2693 parabolic
5 0.6413 11.2583 parabolic
6 0.637618 11.2529 parabolic
7 0.636985 11.2528 parabolic
8 0.637019 11.2528 parabolic
9 0.637052 11.2528 parabolic
X =
0.6370

8.2.2. Gasirea zerourilor

Functia fzero permite gasirea zerourilor unei functii (este vorba de fapt de o ecuatie cu o
singurd necunoscuta).

Daca se da un punct de plecare x0 pentru procedura de cautare, fzero va cauta un interval in
jurul acestui punct in care functia schimba semnul. Daca un astfel de interval este gasit, fzero
returneaza valoarea pentru care functia schimba semnul (adica zeroul), iar daca un astfel de
interval nu este gasit returneaza NaN.

Alta varianta permite cdutarea Intr-un interval specificat de utilizator.

Exemplu: Gasirea unui zerou al functiei nelin in apropiere de -0.2:
» a = fzero('nelin',-0.2)
a =
-0.1316
Pentru verificare evaluam functia in punctul -0.1316 si gasim intr-adevar o valoare foarte
aproape de zero:
» nelin(a)
ans =
8.8818e -16

Se poate folosi si varianta cu interval de cautare precizat de utilizator.
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in continuare este prezentati aceasti varianti plus folosirea unor optiuni suplimentare pentru
afisarea detaliatd a informatiilor despre procedura si a pasilor:

» options = optimset ('Display', 'iter');

» a = fzero('nelin', [-1 1],options)

Func-count X £ (x) Procedure
1 -1 -5.13779 initial
2 1 16 initial
3 -0.513876 -4.02235 interpolation
4 0.243062 71.6382 bisection
5 -0.473635 -3.83767 interpolation
6 -0.115287 0.414441 bisection
7 -0.150214 -0.423446 interpolation
8 -0.132562 -0.0226907 interpolation
9 -0.131666 -0.00114092 interpolation
10 -0.131618 1.88371e-007 interpolation
11 -0.131618 -2.7935e-011 interpoation
12 -0.131618 8.88178e-016 interpolation
13 -0.131618 -9.76996e-015 interpolation

Zero found in the interval: [-1, 1].

a =
-0.1316

8.3. Integrarea si derivarea numerica a functiilor

Integrarea si derivarea sunt concepte fundamentale in rezolvarea unui numéir mare de
probleme in inginerie si in stiintd. In multe situatii nu se pot da solutii analitice, deci este
nevoie de aplicare a unor metode de integrare si derivare numerica .

8.3.1. Integrarea numerica

Aria subgraficului unei functii f(x) poate fi determinata prin integrarea numerica, proces care
se numeste quadraturd (quadrature). Pentru rezolvarea integrarii numerice in cazul monodi-
mensional existd urmatoarele functii MATLAB:

e quad, care foloseste un algoritm de tip Simpson

e quads, care utilizeaza un algoritm de tip Newton

e trapez, calculeaza integrala prin metoda trapezelor.

Observatie

Functiile quad, quads se utilizeaza, daca integrantul este exprimat sub forma unei functii
analitice.

Functia trapez, presupune ci integrantul este dat prin valori numerice in noduri echidis-
tante ale intervalului de integrare.

Functiile quad, quad8 pot trata unele singularitati care se gasesc la unul din capete, insa
nu rezolva singularitati in interiorul intervalului.

Exemplu: Pentru integrarea functiei nelin intre 0 §i 1 folosim comanda
» g = quad('nelin',0,1)
q =

29.8583
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Functiile quad sau quad8 permit i alte argumente de intrare care specificd eroarea tolerata
pentru integrare si alte optiuni (a se vedea cu help).

Exemplu de integrare numericd:

Calculul lungimii unei curbe

Vom considera o curba data de ecuatiile:

x(t)=sin(2t), y(t)= cos(t), z(t)=t,

cu: te[0,3n]

O plotare tridimensionala a acestei curbe poate fi obtinuta cu
» t = 0:0.1:3*pi;

» plot3(sin(2*t),cos(t),t)

Lungimea acestei curbe este datda de formula urmatoare:

an(\/él cos(2t)? + sin(t)? + 1)dt
0

Pentru calculul lungimii trebuie integratd numeric integrala de mai sus. Pentru aceasta se
creeaza mai intdi o functie MATLAB® care descrie integrantul pe care o numim fcurba:
function £ = fcurba (t)
f = sgrt(4*cos(2*t).”2 + sin(t).”2 + 1);
si apoi se integreazd cu ajutorul functiei quad:
lungime = quad('fc',0,3*pi)
lungime =
1.7222e+01

Exemplu

$Calculul integralelor cu metoda trapezelor

function z=trapez

x=.5:0.1:2.5; %$limita inferiocara: pasul: limita superiocara
y=sin(x.”2); % integrandul

z=0.1l*trapz(y); % se inmulteste cu pasul, implicit pasul fiind 1
disp('Valoarea aproximativa a integralei');

Apelarea se face scriind trapez, iar valoarea afisata este 0.3924 .
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8.3.2. Derivarea numerica

Derivarea unei functii f(x) este viteza de variatie a functiei in raport cu variabila x. Inter-

pretarea geometrica a derivatei Intr-un punct este panta tangentei la graficul functiei in punc-

tual considerat. Punctele cu derivata nula (puncte critice) pot reprezenta fie o regiune orizon-

tala a functiei, fie un punct de maxim, sau un punct de minim local al functiei.

Daca derivata a doua in punctul critic este pozitiva, atunci valoarea functiei in punctual re-

spective este un minim local, iar dacd derivata a doua a punctului critic este negativa, atunci

valoarea functiei in acel punct este un maxim local. De regula derivarea numeric amplifica

micile erori, uneori indepartandu-se semnificativ de la solutia analitica.

Functia diff permite aproximarea derivatei numerice a unei functii y(x) cu relatia:
dy=diff (y)./diff (x)

Exemplu

Sa se calculeze derivata functiei:
f(x)=x-4x°+16x>+2x%+3x-11

pe intervalul [-5,5] utilizdnd aproximarea cu diferente progressive.

Programul MATLAB este:

x=-5:0.1:5;

f=x."8-4*x.76+16%x."3+2*%x."2+43*x-11;

df=diff (f)./diff (x);

xd=x(2:1length (x));

plot(x,£f, 'm-");

hold on

plot (xd,df, 'b-")

title('Aproximarea numerica a unui polinom') ;

legend (' functia', 'derivata') ;
grid;
Se obtine urmatorul grafic:
x10° Aproximarea numerica a unui polinom
6 T
functia
derivata
4t il
\
20\ /A
\ /
\. /
AN /
ol = |
oL ]
—al ]
-6 i
-5 0 5
Observatie

Folosind functia diff se poate efectua derivarea numerica bazatd pe polinomul de inter-
polare Newton.
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8.3.3. Aproximarea numericd a laplaceanului si a
gradientului

Functia MATLAB® del2 calculeaza Laplaceanul discret in cinci puncte. Se apeleaza cu
sintaxa :
V=del2 (U) ;
Functiile Matlab :
gradient -aproximeaza gradientul unei functii
quiver- reprezinta orientarea unui cémp de vectori

Exemplu
Sa se reprezinte grafic gradientul unui camp de vectori asociat functiei:
SX*X-YRY
z (x,y)=x*e
in domeniul [-2,2] X [-2,2].
Programul Matlab:
% Gradient
Xp=-2:.2:2;
yp=-2:.2:2;
[x,y]=meshgrid (xp, yp) ;
z = x.*exp(-x."2-y."2);
[px,py]l = gradient(z,.2,.2);
contour (x,y,z); hold on;
quiver (x,y,px,py,1.5,'go");
title('Reprezentarea grafica a gradientului unui camp de vectori');
grid on
hold off
Se obtine urméatoarea reprezentarea grafica:

Reprezentarea grafica a gradientului unui camp de vectori
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8.4. Functii speciale

8.4.1. Ecuatia si functiile Bessel

Ecuatia diferentiala:

X2y (%) + xy +(x*-v?)y(x)=0, pentru x > 0 si v=constant = 0.
este ecuatia lui Bessel . Aceastd ecuatie apare in rezolvarea unor probleme de camp cu
simetrie cilindrica.

Solutia generala a acestei ecuatii diferentiale pentru v ¢ Z este :

vy (%) =C1Jy (%) +C; Ty (%)
unde C,, C, sunt constante reale este functia Bessel de spefa I si ordin v.
Solutia generala a ecuatiei Bessel pentru v=n=intreg este :

v (x) =C1Jy (x) +C, Y, (%)
unde C;, C, sunt constante reale, iar Y,(x) este functia Bessel de speta II si de ordin n.
Ecuatia diferentiala:
x*y (x) + xy - (x*+v?)y(x)=0, pentru x > 0 §i V=constant si pozitiv.
este cunoscuta sub numele de ecuatia lui Bessel modificata.
Solutia generala a acestei ecuatii diferentiale pentru v ¢ Z este :

y(x)=CI,(x)+Cy I.,(x)
unde C;, C, sunt constante reale, iar I, este functia Bessel modificata de speta I si ordin v.
Solutia generald a ecuatiei Bessel pentru v=n=1Intreg este :

y (%) =C1I,(x) +C; Ky(x)
unde C,, C, sunt constante reale, iar I,, si K, sunt functiile Bessel modificate de
speta I si II siordinn.
Sistemul MATLAB® pune la dispozitie urmatoarele functii:
Besselj=calculeazd functiile Bessel de speta I
Bessely=calculeaza functiile Bessel de speta II
Besseli=calculeazd functiile Bessel modificate de speta I
Besselk=calculeazd functiile Bessel modificate de speta II.

Exemplu

Sa se reprezinte grafic functiile Bessel de speta I si de ordin 1.
in urma executarii urmatorului program Matlab :
x=0:.25:20;

J=besselj (1,x);

plot (x,J);

grid

title('Functiile Bessel de speta I')

rezultd graficul:
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Functiile Bessel de speta | si ordin 1
0.6 T T T

Exemplu

Sa se reprezinte grafic functiile Bessel modificate de speta I si ordin 1.

In urma executirii programului

x=0:.1:2;

N=besseli (1,Xx) ;

plot (x,N) ;

grid

title('Functiile Bessel modificate de speta I si ordin 1')
rezultd graficul:

Functiile Bessel modificate de speta | si ordin 1
1.6 T T T

141 1

12p q

08r q

061 q

0.2 1

8.4.2. Functia Gamma
Functia Gamma este definita de integrala:

l“(a):fomta‘1 e 'dt , aeR

Daca argumentul a este intreg , functia Gamma este identica cu factorialul.
Functia Matlab care calculeaza functia I (a) se apeleaza cu sintaxa:
G=gamma (a) ;

Functia Gamma incompleta :
_ 1 X (O 41 ¢
P(X,a)_—r(a)fo J, tt7heTtdt  x,aeR, a > 0.
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Se apeleaza cu functia Matlab:

P = gammainc(x,a)
Argumentul x trebuie sa fie real (scalar sau vector), iar a trebuie sa fie scalar real si pozitiv.
Functia gammaln returneaza logaritmul natural din valorile Iui lui gamma, se apeleaza cu
sintaxa :

Gl=gammaln(a) ;

8.4.3. Functia Beta
Functia Beta este descrisa de expresia:
B (z,w) = B(w,z) =
Z,wo= w.z) = ['(z+a)

Se apeleaza cu sintaxa :

B = beta(z,w)
iar functia Beta incomplecta se apeleaza cu sintaxa:

I =betainc(x,z,w)

Functia Matlab betaln returneaza logaritmul natural din valorile lui beta si se
apeleaza cu sintaxa:

Bl=betaln(z,w)
Variabilele z si w pot fi vectori sau matrice de aceleasi dimensiune.

Exemplu:
Daca tastam in linia de comanda:
>> format rat
>> beta((0:10)',3)
Se obtine rezultatul:
ans =

1/0

1/3

1/12

1/30

1/60

1/105

1/168

1/252

1/360

1/495

1/660

8.4.4. Functia eroare

Functia eroare erf i complementara functiei eroare sunt cazuri speciale ale functiei Gam-
ma incomplecte si sunt definite de relatiile:

—txt
Erf (x)=[re dt

si
_ 2 0 st
E:rfc(x)——\/nfX e”dt
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Relatia dintre functia eroare si functia Gamma incomplectd este:
Erf (x)=P(x%,0.5), x = 0.
Functiile erf si erfc se apeleaza cu sintaxele:
y=erf (x), y=erfc(x);

Inversa functiei eroare, erfinv, returneaza valoarea lui x pentru valori cunoscute ale lui
y si se apeleazi cu sintaxa:

x=erfinv(y).

Valorile lui y trebuie sa fie in intervalul [-1 1]= X € (-0, o0).
Pentru a calcula valoarea functiei eroare generalizata se utilizeaza secventa:
E=erf (y) -erf (x)
Argumentul x poate fi scalar, vector sau matrice, rezultatul fiind de aceleasi dimensiuni.

8.4.5. Functia de repartitie Laplace

Functia densitatii de probabilitate a repartitiei normale normate este definita de relatia:

£ 1 72

(z) =Von e >

Exemplu
Daca ze [-4,4] , £ (z) reprezinta densitatea de probabilitate cu repartitie normala pentru
care utilizam secventa Matlab:
z=-4:0.01:4;
f=1./(sqgrt (2*pi)) *exp(-z."2/2);
plot(z,f); grid on
title('Densitatea de probabilitate cu repartitie normala normata')
se obtine graficul:

Densitatea de probabilitate cu repartitie normala normata
0.4 T T T T T T

0.3

0.25

0.2

0.15

Pentru calculul functiei de repartitie Laplace se foloseste secventa Matlab:

F=trapz(z, 1./(sqrt(2*pi))*exp(-z.%2/2);
Limita de integrare -oo se va lua egala cu un numar intre -5 si -10, fara ca prin aceasta sa se
introduca erori semnificative.
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CAPITOLUL 9.

ELEMENTE DE TEORIA PROBABILI'I:ATILOR
SI STATISTICA MATEMATICA

9.1. Legi de probabilitate de tip discret
Mentionez ca urmatoarele definitii ,teoreme, proprietati si unele din programe sunt preluate
din lucrarea [1] cu acceptul autorului.
Definitie. Dacad variabila aleatoare X este de tip discret, adica are un numar cel mult
numarabil de valori, fie acestea x;€R, 1€ I, atunci functia de repartitie F atagata este o
functie in scara si este data prin:

F(x) =Yl pi, VxeR

unde p;= P (X=x;) .
Definitie. Numim distributia sau repartitia variabilei aleatoare X de tip discret tabloul:
X=(xip;) unde x;€ R, 1e I, sunt valorile pe care le ia variabila aleatoare X ia valoarea x;,
adica p= P (X=x; ), pentru fiecare icl. Evenimentele (X=x; ), formeazd un sistem
complet de evenimente, daca Y. pi = 1.
Forma cea mai generald a unei variabile aleatoare apartinand unei clase se numeste lege de
probabilitate de tip discret.
In MATLAB® distributia variabilei aleatoare X poate fi precizati prin functia de
probabilitate pdf, sau prin functia de repartitie cdf .

Functia pdf
Doua moduri de apel pentru calculul valorilor functiei pdf avem :

P=pdf (‘legea’,x,parl,par2,..)

P=numef (x,parl, par2,..)

unde legea este un sir de caractere predefinit pentru fiecare din legile de probabilitate
definite in Statistic toolbox, numef este un un sir de caractere din care ultimele
trei sunt pdf iar cele ce le preced sunt cele care dau numele predefinit al legii de
probabilitate ( ca si cele din parametrul 1egea).
In urma executdrii uneia din cele doud instructiuni, se calculeazdi matricea p a
probabilitatilor legii precizatd prin parametrii legea respectiv numef corespunzitoare
valorilor date prin matricea X si avand parametrii dati prin matricele: parl,par2,
Aceste matrici trebuie sa fie de aceleasi dimensiuni, cu exceptia ca daca unele din acestia
sunt scalari, caz in care acestia se extind la matricele constante de aceleasi dimensiuni cu
celelate si care iau valorile scalarilor corespunzatori.

Functia cdf
Exista doua forme de apel:

Cp=cdf (‘legea’,x,parl,par2,..)

Cp= numef (x,parl,par2,..)

unde legea este un sir de caractere predefinit pentru fiecare din legile de probabilitate
definite In Statistic toolbox, numef este un un sir de caractere din care ultimele
trei sunt cdf, iar cele ce le preced sunt cele care dau numele predefinit al legii de
probabilitate ( ca si cele din parametrul 1legea).
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in urma executirii uneia din cele doud instructiuni, se calculeazi matricea cp a probabili-
tatilor cumulate legii precizatd prin parametrii legea respectiv numef corespunzitoare
valorilor date prin matricea X si avand parametrii dati prin matricele: parl,par2,
.. .Aceste matrici trebuie sd fie de aceleasi dimensiuni, cu exceptia ca daca unele din
acestia sunt scalari, acestia se extind la matricele constante de aceleasi dimensiuni cu celelate
si care iau valorile scalarilor corespunzatori.

Urmatoarele legi de probabilitate de tip discret au implementate functii Matlab:

Legea lui Bernoulli, Legea uniforma discretid (unid, Legea binomiala (bino),
Legea hypergeometrica (hyge, Legea lui Poisson (poiss),

Legea binomiala negativa (nbin),Legea geometrica (geo).

Exemplu

Sa se scrie un program Matlab care sa reprezinte grafic functia de probabilitate (prin puncte
si bare) si functia de repartitie ale legii de probabilitate binomiala (bino).
Executia programului pentrun=10 p=0.6:

n=input('n=");

p=input ('p=");

x=0:1n;

f=pdf ('bino',x,n,p) ;

subplot(1,3,1),plot(x,£,'0")

axis([-0.5 n+0.5 0 max(p)+0.02])

title('Functia de probabilitate')

subplot(1,3,2) ,bar(x, f)

axis([-0.5 n+0.5 0 max(p)+0.02])

title('Functia de probabilitate')

f=cdf ('bino',x,n,p) ;

subplot(1,3,3),stairs(x,£f)

title('Functia de repartitie')

axis ([0 n 0 1])

realizeaza graficele urmatoare:
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9.2. Legi de probabilitate continue

Definitie Fie variabila aleatoare X avand functia de repartitie F. Vom spune ca X este
variabila aleatoare absolut continud, daca functia de repartitie F este absolut, sau echivalent
se poate reprezenta sub forma:

F(x)=/" f(t)dt,

Pentru V xeR, functia £: R—R, numindu-se densitatea de probabilitate a variabilei

aleatoare X.

Definitie Fie vectorul aleator X avand functia de repartitie F. Spunem ca X este vector

aleator de tip continuu, daca functia de repartitie F se poate reprezenta sub forma:
F()=F(x1,%, %)= .. [ £(t1,t2, ...tn) dt1 ... dtn

V xeR", functia f: R"—R, numindu-se densitatea de probabilitate a vectorului aleator X.

Forma cea mai generald a densitatii de probabilitate a unei variabile aleatoare din clasa

respectiva, ne da o lege de probabilitate de tip continuu.

Functiile pdf, edf prezentate in paragraful anterior se utilizeaza si in acest caz.

Urmdtoarele legi de probabilitate continue clasice pentru care sistemul Matlab are

implementate functii sunt:

Legea uniforma (unif), Legea normala (norm) , Legea lognormala (1ogn) ,

Legea gamma (gam) , Legea exponentiala (exp) , Legea beta, Legea Weibull

(weib) Legea Rayleight (rayl) , Legeat (Student) necentrati.

Exemplu

Sa se reprezinte pe acelasi grafic, densitatile de probabilitate pentru legile normala si gamma.

Executand programul pentru a=100 si b=10 obtinem:

Codul Matlab

clf; a=input('a="') ;b=input('b=");

m=a*b;s=b*sqgrt (a) ;

X=m-3*s5:0.01:m+3*s;

fn=pdf ('norm',x,m,s) ;

fg=pdf ('gam',x,a,b) ;

plot (x,fn, 'k-."',x,fg, 'r-")
grid
legend ('Legea normala', 'Legea gamma')

rezulta graficul:
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9.3. Legi de probabilitate continue statistice

Legile de probabilitate continue statistice denumite astfel in sistemul Matlab prin pachetul de
programe Statistics toolbox, deoarece utilizarea este strans legata de statistica.

Matlab-ul are implementate functii pentru urmatoarele legi de probabilitate:

Legea t (Student) (t), Legea Hemert-Pearson (chi2),Legea F (Fisher-
Snedecor) (£), Legea F(Fisher-Snedecor) necentrata (ncf).

Exemplu

Sé se scrie un program Matlab care sa reprezinte pe aceasi figurd graficele densitatilor de
probabilitate pentru legile normala si chi2.

Prin executia programului Matlab pentru n=10:
clf;

n=input ('n="); s=sqgrt(2*n);
X=n-3*s5:0.01:n+3*sg;
fn=normpdf (x,n,s) ; fchi=chi2pdf (x,n) ;
plot(x,fn, 'b-."',x,fchi, 'r-")

grid

legend ('Legea normala', 'Legea chi',2);
se obtine graficul:
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9.4. Functia Matlab disttool

Functia (comanda) disttool este un program demonstrativ. Lansarea in executie a
acestuia se face din linia de comanda :

>> disttool

in urma cireia se produce o fereastra grafica interactiva ( demonstrativa) privind functia de
repartitie cdf si functiile de probabilitate pdf .
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9.4.1. Functia Matlab normspec

Functia normspec reprezintd grafic densitatea de probabilitate a legii normale de parametrii
mu §i sigma si umbreste aria marginita de dreptele perpendiculare pe axa absciselor ce trec
prin punctele axei precizate prin cele doud componente ale vectorului sp, curba ce reprezinta
grsficul densitatii de probabilitate si axa absciselor.

Parametrul p, dupa executia functiei, contine valoarea ariei umbrite, adicd probabilitatea ca
variabila aleatore sa ia valori in intervalul precizat prin sp.

Moduri de apel:

Normspec (sp, mu, sigma)

P=normspec (sp, mu, sigma)

Exemplu de program Matlab care reprezintd grafic densitatea de probabilitate a legii

normale bidimensionale pentru m1=m2=0, s1=1,s2=2 si r=-0.5.

$date de intrare

clf,clear

ml=input ('mul=");% in workspace se introduce 0

m2=input ('mu2=") ;% in workspace se introduce 0

sl=input ('sigmal=") ;

s2=1input ('sigma2=")

r=input ('r(-l<r<l):');

x=ml-3*sl:.2:ml1+3*sl;

y=m2-3*s2:.2:m2+3%*s2;

$trasare grafic

[X,Y]=meshgrid(x,y) ;

Z=1/ (2*pi*sl*s2*sqgrt (1-r"2)) *exp (-1/(2* (1-r"2)) ...
*((X-ml)."2/81%2-2*r* (X-ml) .* (Y-m2) / (s1*s2) ...
+(Y-m2) .%2/8272)) ;

mesh (X,Y, 2Z)

title('Legea normala bidimensionala') ;

Se obtine graficul:
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9.5. Caracteristici numerice

Definitie Numim valoare medie sau speranta matematica caracteristica numericd
E(x) =/ xdF(x)
Unde integrala Stieltjes se impune sd fie absolut convergentd pentru ca valoarea medie si
existe.
Definitie Numim dispersie sau variantd caracteristica nhumerica atasatd variabilei aleatoare
X definita prin:
Var(x) = E [(X-E(X))?]
Definitie Dacd se considerda vectorul aleator bidimensional (X,Y) numim covariantd sau
corelatie caracteristica numerica :
Cov(X,Y)=E[(X-E (X)) (Y-E(Y))]
Respectiv coeficient de corelatie, raportul :

r(X,Y) = Cov(X)Y)

VVar(X)Var(Y)
Sistemul Matlab dispune de proceduri pentru calcul valorilor medii si ale dispersiilor legilor
de probabilitate implementate prin Statistics toolbox [15].
Se apeleaza astfel:

[m,v] =numef (x,parl,par2,...)
Unde numef este un sir de caractere, care definesc legea de probabilitate din care ultimele
patru sunt stat, iar cele ce le preced sunt cele care dau numele legii.
In urma executirii instructiunii, se calculeazd matricile m si v ale valorilor medii si ale
dispersiilor pentru legea consideratd, avand parametrii precizati prin matricile
parl,par2, ...
Aceste matrice trebuie sa fie de aceleasi dimensiuni, cu exceptia ca dacd sunt scalari, acestia
se extind la matricele constante si care iau valorile scalarilor corespunzatori.
Definitie Numim functie caracteristica atasatd variabilei aleatoare X, respectiv vectorului
aleator X, functia definita prin:

¢ (t)=M(e'™™), V ter

Utilitatea functiei caracteristice este datd de netezimea ei, care este superioara functiei de repar-
titie, acesta din urma putand fi discontinud, pe cand functia caracteristica este uniform
continua. In plus, pe baza formulei de inversiune, existd o caracterizare completd a distribu-
tiei unei variabile aleatoare sau a unui vector aleator cu ajutorul functiei caracteristice.
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Definitie Fie variabila aleatoare X . Numim moment initial respectiv moment centrat de
ordin n, caracteristicile numerice:
Vo= E(X") ,Up= E [(X-E(X)"]=E[(X-Vv1)"].
Definitie Fie variabila aleatoare X, care are functia de repartitie F. Numim mediand
caracteristica numerica m, care
satisface conditiile:
P(X2m)<-<P (X<m)

Avand in vedere proprietatile conditiile de mai sus se pot scrie echivalent:

F(m-0)< ~< F(m)
Definitie Fie variabila aleatoare X, care are functia de repartitie F. Numim cuantild de ordin
7€ (0,1) caracteristica numerica x, care satisface conditiile :

P(X2x) 21-y, P(X<mz2y

Ca i in cazul medianei aceste conditii se pot scrie echivalent sub forma :

F (x,0) < <F (x;)

N | =

Functia Matlab icdf
Pentru calculul cuantilelor este necesard inversarea functiei de repartitie. Sistemul Matlab
prin Statistics toolbox dispune de functii pentru inversarea functiei de repartitie ale legilor de
probabilitate implementate.
Apelarea acestor functii se poate face cu una din formele:

x=icdf (‘legea’ ,P,p1, P2, -)

x=numef (P,p;, P2, -...)
unde legea este un sir de caractere predefinit pentru fiecare din legile de probabilitate
disponibile in Statistics toolbox, numef este un sir de caractere din care ultimele trei sunt
inv, iar cele ce le preced sunt cele care dau numele predefinit al legii de probabilitate (ca
si parametrul legea) .
In urma executirii uneia din cele doud instructiuni, se calculeazi matricea x a cuantilelor
legii precizatd prin parametrii legea, respectiv numef, corespunzatoare
valorilor date prin matricea P §i avand parametrii dati prin matricele parl,par2, ...
Aceste matrice trebuie sa fie de aceleasi dimensiuni, cu exceptia ca, daca sunt scalari, caz in
care acestia se extind la matricele constante si care iau valorile scalarilor corespunzatori.

Exemplu

Sa se scrie un program Matlab care calculeazd mediana pentru legea uniforma discreta si
reprezintd acest lucru pentru doua valori distincte ale parametrului N, precum si cuartilele
legii normale .

Executarea programului Matlab urmator pentru N=5 i N=6, respectiv mu=0, sigma=2,
clf,clear

Nl=input ('N1="') ;N2=input ('N2=");

m=input ('mu="') ;s=input ('sigma=") ;
xul=0:N1+1;yul=unidcdf (xul,N1) ;
xu2=0:N2+1;yu2=unidcdf (xu2,N2) ;
xn=m-3*s:0.01l:m+3*s;yn=normcdf (xn,m, s) ;
mel=icdf ('unid',1/2,N1) ;

me2=icdf ('unid',1/2,N2) ;

Q=icdf ('norm', [1/4,2/4,3/4],m,s) ;
subplot(3,1,1),stairs (xul,yul) ;

set (gca, 'X1im', [0,N1+1]),set (gca, 'xtick', mel)
set (gca, 'xticklabel',mel) ,h hold on

plot ([0, mel], [1/2,1/2],'k:',mel,1/2,'0")
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plot ([mel,mell, [0,1/2], 'k-.")
subplot(3,1,2),stairs (xu2,yu2) ;

set (gca, 'X1im', [0,N2+1]),set (gca, 'xtick', me2)
set (gca, 'xticklabel',me2) ,hold on

plot ([0,me2],[1/2,1/2], 'k:',me2,1/2,'0")

plot ([me2,me2], [0,1/2], 'k-.")

i)

subplot (3,1,3),

plot (xn,yn, [Q(1),Q(2),0(3)]1,[1/4,2/4,3/4]1,'0")
set (gca, 'Xtick', [Q(1),Q(2),Q(3)])

set (gca, 'xticklabel', [Q(1),0Q(2),Q(3)]),hold on
X=[m-3*s,Q(1) ;m-3*s,Q(2) ;m-3*s,Q(3)];

plot (X, [1/4,1/4;1/2,1/2;3/4,3/4],'k:")

plot ([Q(1),Q(1)1,[0,1/4]1, 'k-")

plot ([Q(2),Q(2)1,[0,2/4]1, 'k-")

plot ([Q(3),Q(3)1,[0,3/4]1, 'k-")

are ca rezultat :

05

-1.34898 0 1.34898

9.6. Statistica Matematica

Statistica matematica se ocupd cu descrierea si analiza numerica a fenomenelor de masa,
dezvaluind particularitatile lor de volum, structurd, dinamicd, conexiune, precum §i
regularitatile sau legile care le guverneaza. Recomand lucrarea de referintd [28].

Etapele principale ce se disting in cercetarea statistica a unui fenomen aleator se pot
considera ca fiind:

a) Definirea (conceptia) obiectului studiat, care contine definirea unitatilor statistice,
conceperea chestionarului (intrebarilor), planificarea culegerii datelor.

b) Observarea fenomenului (culegerea datelor) conform criteriilor stabilite la etapa
precedenta.

c) Descrierea statisticd, ce cuprinde reprezentarea grafici a  datelor statistice,
sistematizarea acestora, precum si calcularea indicatorilor numerici pentru punerea
in evidentd a unor proprietati i pentru sugerarea unor ipoteze referitoare la legile
care guverneaza fenomenul cercetat.

d) Modelarea probabilisticdi a fenomenului cercetat, care are ca obiectov principal
cercetarea fenomenului folosind ca instrument de lucru teoria probabilitatilor.
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9.6.1. Concepte de baza ale statisticii

Definitie Numim colectivitate (populatie) o multime C de elemente cercetatd din punct de
vedere auneia sau mai multor proprietati, elementele componente numindu-se indivizi sau
unitati statistice.
Definitie Numim caracteristica sau variabila a colectivitatii C proprietatea supusa
investigarii statistice relativa la C.
O caracteristicd X ce ia o multime cel mult numarabila de valori o numim caracteristica de
tip discret, iar daca ia valori dintr-un interval finit sau infinit o numim caracteristica de tip
continuu.
Modurile de culegere si colectare a datelor statistice utilizate sunt:
a) Observarea totala (exhaustivd, recensamdnt) cand toti indivizii colectivitatii C sunt
inregistrati.
b) Observarea partiald (sondaj,selectie)) cand dupa criterii bine stabilite sunt
inregistrati o parte din indivizii colectivitatii C, numim esantion sau selectie.
¢) Observarea curentd, cand inregistrarea indivizilor se efectueaza odata cu aparitia
(producerea lor).
d) Observarea periodica, cand inregistrarea fenomenului se efectueaza la intervale de
timp stabilite.

9.6.2. Functii Matlab

Functia random

Instructiunile prin care sunt generate numere aleatoare ce urmeaza una din legile de
probabilitate recunoscute de sistemul MATLAB® prin Statistic toolbox sunt de forma:
X=random(’legea’,parl,par2,.., m,n)
X=numef (parl,par2,...,m,n)
unde ‘legea ' este un sir de caractere predefinit pentru fiecare din legile de probabilitate
disponibile prin Statistic toolbox, nume f este un sir de caractere din care ultimele trei sunt
rnd, iar cele care le preced sunt cele care dau numele predefinit al legii de probabilitate.
Executarea uneia din cele doua forme ale instructiunii, are ca efect generarea matricei X, cu
m linii si n coloane, de numere aleatoare ce urmeaza legea de probabilitate corespunzatoare
cu parametrii precizati prin: parl,par2, ...
Aceste matrici trebuie sa fie de aceleasi dimensiuni cu matricea X, cu exceptia cd daca
unele din acestia sunt scalari, caz in care acestia se extind la matricele constante de aceleasi
dimensiuni cu celelate si care iau valorile scalarilor corespunzatori. Daca toti parametrii sunt
scalari, cand lipsesc parametrii m §i n se genereazd un numar aleator, cand lipseste
n,atunci trebuie ca m sa fie un vector cu doud componente, care contine dimensiunile
matricei X.

Functiile mvnrd si mvtrnd

Functiile mvnrd si mvtrnd suntsingurele functii din Statistic toolbox prin care se
genereaza legi de probabilitate multidimensionale, respectiv legile normala si legea Student
(t). Apelurile se fac:

X=mvnrnd (mu, v, m)

X=mvtrnd(r,n,m)
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In primul caz, sunt generati m vectori aleatori ce urmeazi legea normala multidimensionala,
avand vectorul valorilor medii mu §i matricea covariantelor v (matrice pozitiv
definitd) .

Cei m vectori aleatori generati sunt obtinuti in matricea X care va vea m linii, iar
numdrul coloanelor este dat de dimensiunea legii de probabilitate si care trebuie sa coincida
cu lungimea vectorului mu si cu ordinul matricei patrate v.
in al doilea caz vor fi generati m vectori aleatori ce urmeazi legea Student
multidimensionala, parametrul r reprezintd matricea coeficientilor de corelatie, care este
matrice pozitiv definita avand pe diagonala principala toate elementele 1, iar parametrul n
reprezintd numarul gradelor de libertate, putand fi un scalar sau un vector de lungime
m. Trebuie remarcat faptul c& o linie a matricei X se obtine dintr-un vector aleator ce
urmeaza legea normald multidimensionald, avand valoarea medie 0 i matricea covariantelor
datd prin parametrul r, ale cédrui componente se Impart la un numar aleator ce urmeaza
legea .

Functiile rand , randn, randperm

Sistemul Matlab de baza contine doud functii pentru generarea de numere aleatoare ce
urmeaza legea uniforma U (0, 1) prin rand, respectiv legea normala standard N (0, 1),
prin randn.

Unele situatii impun regésirea unui anumit §ir de numere aleatoare generat prin aceste doud
legi avem la dispozitie ceea ce se numeste starea generatorului.

Obtinerea starii generatorului la un moment dat se face astfel:

S=rand(’state’);

S=randn (’'state ’);

Pentru reinitializarea sau schimbarea stdrii generatorului se poat utiliza parametrul
sum (100*clock) care este resetat la fiecare apel in functie de tipul calculatorului.
Generarea unei permutari a primelor n numere naturale se realizeaza prin instructiunea
Perm=randperm(n.

9.6.3. Tabele statistice

Definitie Numim fabel statistic (simplu, nesistematizat) un tablou in care inregistrarile sunt
trecute 1n ordinea aparitiei lor.
Definitie Numim tabel statistic (sistematizat) relativ la caracteristica X de tip discret,
tabloul in care sunt trecute valorile distincte ale caracteristicii in care sunt trecute valorile
distincte ale caracteristicii si frecventele cu care au aparut aceste valori.
Definitie Fie caracteristica de tip continuu X, care ia valori in intervalul (a, b) descompus in
diferite intervale disjuncte, numite clase, prin punctele care satisfac relatiile:

a=ag<a <. . .<a,=b
Numim tabel statistic (sistematizat) relativ la caracteristica X, tabloul ce contine clasele
caracteristicii si frecventele cu care au aparut aceste clase.
Definitie Numim amplitudinea clasei definitd de intervalul [a;, a;;] lungimea acestui

. . o . fi
interval, iar frecventa relativa a clasei Xx;, raportul p;= N

Definitie Fie colectivitatea C relativ la care sunt cercetate doua caracteristici X si Y. Numim
tabel de comtingentd, un tablou care contine clasele caracteristicilor X si respectiv Y,
impreuna cu frecventele absolute ale acestor clase.
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9.6.4. Functii Matlab

Obtinerea de tabele sistematizate, In Matlab este posibild cu ajutorul unor functii din Statistic
toolbox.

Functiile tabulate, crosstab, caseread, casewrite, tblread, tblwrite
Prin apelul functiei:
t = tabulate (x)
se obtine in t (in lipsa acestui argument pe ecran ) un tabel statistic sistematizat avand trei
coloane care contine pe prima coloana contine valorile distincte x , a doua frecventele
absolute ale acestor valori distincte, iar ultima reprezinta frecventele relative in procente.
Prin executarea functiei:
t = crosstab(x,y,z, ...)
se obtine pe ecran respectiv in t un tabel statistic sistematizat cu atdtea intrari cati vectori
existd. Dacd sunt doi parametrii X,y se obtine tabelul de contingenta.
Pentru complectarea tabelului de contingenta se utilizeaza functiile Matlab:
caseread, casewrite,tblread, tblwrite.
Apelul :
casewrite (obs, 'file’)
are ca efect scrierea datelor din matricea obs de tip caracter in figsierul cu numele
file.

Citirea datelor se face prin apelul:

obs=caseread(’'file’)
si care ca efect citirea datelor din figierul cunumele ' £ile’ in matricea obs de tip
caracter.

Apelul :
tblwrite(t,va,obs, ’'file’)
are ca efect scrierea in figierul cu numele ' £ile’ a matricelor va, obs de tip caracter i a
datelor din matricea numerica t .
Prin apelul:
[t,va,obs]l=tblread(’'file’)
Se va citi din figierul ' £ile’a matricelor va, obs de tip caracter si a datelor din matricea
numerica t .
Exemplu [1,pag 126]
Sa se scrie un program Matlab care genereaza N vectori aleatori ce urmeaza legea normala
bidimensionala, dupa care sa se construiasca tabelul de corelatie cu m clase in raport cu prima
variabila, respectiv n clase in raport cu a doua variabila.
Codul Matlab este:
clear,mu(l)=input ('ml=") mu(2)=input('m2:');
v(l,1)=input ('sigmal”2="
v(2,2)=input ('sigmal”2="
v(l,2)=input ('Cov(X,Y)="
N=input ('N=") ;m=input ('m
if det(v)<=0
error ('Matricea v nu este pozitiv definita ');
end
X=mvnrnd (mu,v,N) ;xx=X(:,1) ;yy=X(:,2);
xmin=min (xx) ; Xmax=max (xXx) ;
ymin=min (yy) ; ymax= max(yy)
(
(

,V(2 1)=v(1,2);
') ;n= 1nput( n="

)i

cx=xmin: (xmax-xmin) /m:xmax;
cy=ymin: (ymax-ymin) /n:ymax;
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for k=1:N

for i=1:m-1

1f (ex (1) <=xx(k)) &(xx(k)<cx(i+1))
x(k)=1;

end

end

if (ex(m) <=xx(k)) & (xx (k) <cx (m+1))
x (k) =m;

vy (k))& (yy (k) <cy(j+1))

end
if (cy(n)<=yy(k))&(yy(k)<cy(n+l))
y (k) =n;
end
end
t=crosstab (x,y) ;
disp(t);

Pentru: m1=5, m2=10, sigmal”2=2, sigmal”2=3, Cov(X,Y)=1, N=100, m=6, n=4 se obtine
tabelul:

1 0 0 0 0
0 1 3 0 0
0 3 5 4 0
0 2 13 8 2
0 4 15 8 1
0 1 7 12 2
0 0 3 5 0

9.6.5. Reprezentari grafice

Vom da in continuare citeva din cele mai importante definitii, necesare acestui paragraf care
se pot regasii de exemplu in [1, pag: 129-228].

Definitie: Numim diagrama prin batoane (bare) a unei distributii statistice X de tip
discret, reprezentarea grafica intr-un sistem de axe rectangulare a segmentelor (batoanelor)
date prin {(x;, y)/ 0 <y <af; },i=l,...n, o > 0 fiind un factor de proportionalitate, iar f; este
frecventa absoluta a valorii x;.

Definitie Numim diagrama cumulativa (ascendentd) a unei distributii statistice X de tip
discret, linia poligonala care uneste punctele de coordonate (x;, oF; ), unde F; este frecventa
cumulatd (ascendentd) atasatd valorii x; , iar o. > 0 fiind un factor de proportionalitate.
Definitie Numim histograma unei distributii statistice X de tip continuu, diagrama obtinuta
prin construirea de dreptunghiuri avand drept baze clasele distributiei statistice si inalfimile
astfel considerate incat ariile dreptunghiurilor §a fie proportionale cu frecventele claselor.
Daca factorul de proportionalitate este 1/N , atunci se obtine histograma frecventelor rela-
tive. Vom nota cu f; functia in scard ce delimiteaza aceste dreptunghiuri.

Definitie Numim poligonul frecventelor al unei distributii statistice X de tip continuu,
poligonul obtinut prin unirea punctelor de coordonate (x;, of;), i=1,...n, unde o; fiind un
factor de proportionalitate, iar f; este frecventa clasei x;.

Definitie Numim diagrame integrale (cumulative) ale frecventelor cumulate ascendente,
respectiv descendente, relative la distribufia statisticd de tip continuu liniile poligonale
obtinute prin unirea punctelor de coordonate (o ,Fy) ,respective: (o ,F’y), k=1,2,...n.
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Definitie Numim nor statistic atasat caracteristicilor X si Y, punctele din plan obtinute prin
reprezentarea grafici a datelor primare si este utilizat pentru observarea formei legaturii
functionale care exista intre cele doud caracteristici.

Functii Matlab pentru reprezentarea grafica a datelor statistice
Reprezentarile grafice pentru distribufia statistica a unei caracteristici (variabile) de tip con-
tinuu se obtin prin utilizarea functiilor plot,bar,hist,histc.

Functiile scatter, scatter3, gscatter

Primele doud realizeazd norului statistic in cazul bidimensional (respectiv tridimensional),
iar a treia este disponibila in Statistic toolbox, dar in plus reprezinta norul statistic in cazul
bidimensional pe grupe de puncte.

Exemplu

Sa se scrie un program Matlab care genereaza n vectori aleatori ce urmeaza legea normala
bidimensionald §i n numere aleatoare ce urmeaza legea uniforma discreta.

Folosind aceste date sd se reprezinte norul vectorilor aleatori bidimensionali, efectuand gru-
parea conform numerelor aleatoare uniforme generate.

Codul Matlab
clear,mu(l) =input ('ml=") ;
v(l,1)=input ('sigmal”2=");
v(2,2)=input ('sigmal”2=");
v(1l,2)=input ('Cov(X,Y)=");v(2,1)=v(1,2);
if det(v)<=0

error ('Matricea v nu este pozitiv definita ');

end
N=input ('N (parametrul legii uniforme)=');
n=input ('n=") ;X=mvnrnd (mu,v,n) ;

x=X(:,1);y=X(:,2);

g=unidrnd(N,n, 1) ;

gscatter (x,y,g, 'b','o*.+")

grid

title('Nor statistic pe grupe')

Pentru valorile de intrare : m1=5, m2=10, sigmal”2=2, sig-
mal®2=3,Cov(X,Y)=-1, N(parametrul legii uniforme)=4,n=25se
obtine graficul:

Nor statistic pe grupe

. L2
12
. + * 3
+ 4
11+ o
*
*
10 y *
[ : +
* L] L]
+ L]
L o:0 o :
> 9 + .0
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9.6.6. Functia randtool

Aceasta este o functie demonstrativa pusa la dispozitie de Matlab care dupa ce se lanseaza in
executie prin comanda:

>> randtool

produce o fereastra grafica intercativa (demonstrativa) privind generarea numerelor aleatoare
si ilustrarea acestora cu histograme. Fixarea legii de probabilitate in scop demonstrativ se
face prin alegerea din meniul legilor de probabilitate situat in partea stdngd sus a a ferestrei,
iar volumul numerelor aleatoare, ce urmeaza a fi generate, se precizeaza prin introducerea
acestuia in fereastra din partea dreaptd sus. Limitele pentru parametrii legii de probabilitate
considerate pot fi precizate prin introducerea acestora in ferestrele considerate.

Activarea butonului output are ca effect salvarea numerelor aleatoare ans sau in varia-
bila precizata de utilizator, iar butonul resample permite repetarea generarii de numere
aleatoare cu acelasi volum si aceasi parametric.

Distribution ~ |Normal v Samples 100
25 T T T T T T T
20 -
i 15¢ -
=
=
o
O
10 =
5F 4
O 1 1 1 1
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
Values
Upper = Upper ~
bound 2 “—] bound 2 _] A
M Si
u 0 | igma 1 ]
Lower | Lower |
bound 2 | bound 05 L‘ I~
[ Resample | | Export ... ]
Functiile pie, pie3

Aceste functii realizeaza reprezentarea datelor prin sectoare circulare in plan, respective in
spatiu.

Exemplu

Sa se scrie un program Matlab care genereaza n numere aleatoare ce urmeaza legea uniforma
discreta, construieste tabelul sistematizat, dupa care reprezinta datele sistematizate folosind
functiile pie, pie3.

Codul Matlab

n=input ('n=") ;N=input ('N="') ;

x=unidrnd(N,1,n);
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t=tabulate (x) ;

d=length(t(:,3));

ex=zeros (1,d);

ex(1)=1;

subplot (2,1,1), pie(t(:,3)/100,ex)
subplot (2,1,2), pie3(t(:,3)/100,ex)
colormap winter

Pentru n=50, N=4 obtinem graficul:

20%

9.6.7. Parametrii distributiilor statistice

Parametrii statici ce masoara tendinta
Definitie
Media aritmetica a distributiei statistice a caracteristicii X este data prin:

Xo" = Xe=1Pk Xk

Definitie

Media geometrica a distributiei statistice a caracteristicii X este data prin:
logX," = Xik—1 Pk logx,

Definitie

Media armonica a distributiei statistice a caracteristicii X este data prin:

1
X =
TRy pkg
Intre cele trei medii are loc ingalitatea :
Media armonicd < Media geometricd £ Media aritmetica

Functiile mean, geomean , harmean, trimmean, median

Matlabul contine functia mean, iar Statistic toolbox cele doud functii geomean
si hartmean siau ca efect calculul mediilor corespunzatoare pentru un vector dat x, iar
daci x este o matrice are ca efect calculul mediilor pentru fiecare coloana a matricei.
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Functia trimean are ca efect calculul mediei aritmetice a vectorului x, dupa ce au fost
eliminate cele mai mici p% componente, respectiv p% cele mai mari elemente, iar dacd x
este 0 matrice are ca efect calculul mediilor pentru fiecare coloand a matricei.
Apelul este:

M=trimean (x,p)
Definitie
Numim mediana distributiei statistice a caracteristicii X, valoarea numericd m care imparte
datele statistice ordonate crescitor in doud parti.
Functia median ale sistemului de baza Matlab are ca efect calculul medianei corespun-
zatoare pentru un vector dat x, iar dacd x este o matrice are ca efect calculul mediilor pentru
fiecare coloana a matricei.

Parametrii statistici ce masoara dispersia

Statistic toobox contine functia prctile care calculeaza pentru componentele vectorului
x, dupd ce acesta a fost ordonat crescator, centilele precizate prin parametru p care contine
unul sau mai multe numere intregi de la 1 la 99.

Definitie
Numim moment de ordin k vy a distributiei statistice a caracteristicii X, valoarea numerica :
n k
Vi=Xi=1Pi Xi
Definitie

Numim amplitudine (interval de variatie) a a distributiei statistice a caracteristicii X,
valoarea numerica:
O =Xpax~Xmin

lar abatere medie (absoluta) a distributiei statistice a caracteristicii X valoarea numerica:

8 =3y Pic | x|
unde: x =x,
Definitie
Numim moment centrat de ordin k v, a distributiei statistice a caracteristicii X, valoarea
numerica :

e = Xt (xi —%)"
Functia moment
Apelul functiei moment se poate face prin:

S = moment (x,k)

Si are ca efect calculul, pentru un vector dat x a momentului centrat de ordin k, iar dacad x
este o matrice are ca efect calculul mediilor pentru fiecare coloana a matricei.

Functia grpstats
Functia grpstats din Statistic toolbox are ca efect determinarea unor
parametri statistici pentru date clasificate dupa o anumita variabila de grupare.
Apelul se face astfel:

[m,, s, fr,nume] =grpstats (x,g)
unde g este un vector numeric sau de tip caracter, de aceasi lungime cu numarul liniilor
matricei x si care permite gruparea datelor. In plus de mai calculeazi abaterile standard s,
numarul datelor £r si etichetele nume pentru fiecare grupa.

Exemplu [1, pag163]

Sa se scrie un program Matlab care genereaza 100 de numere aleatoare ce urmeaza legea
uniforma discretd , cu N=4. In matricea x cu 100 linii si 3 coloane, vor fi generate numere
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aleatoare ce urmeaza legea normald, unde parametrul 6 =1, iar parametrul | este respectiv
1,2 si 3 pentru cele trei coloane.

Apoi folosind vectorul de grupare g se calculeaza valorile medii, abaterile standard,
frecventele absolute si sa se precizeze numele grupelor, pentru coloanele matricei x.

Codul Matlab

g=unidrnd(4,100,1) ;

t=1:3;

t=t (ones (100,1),:);

x=normrnd (t,1) ;

[ma, s, fr,nume] =grpstats (x,9) ;
fprintf (' Mediile pe grupe \n')

disp (ma)

fprintf (' Abaterile standard pe grupe \n')
disp(s)

fprintf (' Frecventele pe grupe \n')

disp (fr)

fprintf (' Etichetele pe grupe \n')
disp (nume)
In urma executiei programului se obtin urmatoarele rezultate:

Mediile pe grupe
1.0161 1.9818 3.1427
0.9819 1.9379 3.0399
1.0187 2.1575 3.0173
1.4505 2.6751 2.9265

Abaterile standard pe grupe
0.1442 0.1588 0.1948
0.1712 02311 0.1766
0.2323 0.2369 0.1876
0.3279 0.1940 0.3269

Frecventele pe grupe

34 34 34
26 26 26
24 24 24
16 16 16
Etichetele pe grupe
lll
|2|
|3|
|4|
Functia boxplot

Sistemul Matlab, prin Statistics toolbox , dispune de functia boxplot, efectul executarii
ecstei instructiuni este reprezentarea grafica prin dreptughiuri cu prelungiri de segmente
pentru fiecare coloand a matricei x.
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Exemplu

Sa se scrie un program Matlab care genereaza n vectori aleatori care urmeaza legea normala bi-
dimensionala, in matricea x de tipul nX2, dupa care folosind functia boxplot, reprezinta
datele pentru prima variabila si respectiv pentru cea de a doua variabila.

Codul Matlab

clear,mu(l)=input ('ml="') ;mu(2)=1input ('m2=") ;
v(1l,1)=input (' 51gma1 2=");

v(2,2)=input ('sigma2”2=") ;
v(l,2)=input('Cov(X,Y)=");v(2,1)=v(1,2);

if det(v)<=0
error ('Matricea v nu este pozitiv definita ');
end
n=input ('n=");
X=mvnrnd (mu, v, n) ;
boxplot (X) ;
grid
xlabel ('Numarul variabilelor'),
ylabel ('Valorile variabilelor')

in urma executirii programului cu valorile:
m1=10, m2=15, sigmal”2=4, sigma2"2=5, Cov(X,Y)=-3, n=100 se obtine graficul :

¥
20 — 4
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1
*
st * |
1 2

Numarul variabilelor

9.6.8. Corelatie si regresie

Corelatia poate fi inteleasd ca fiind legatura care existd intre o caracteristica dependenta si
una sau mai multe caracteristici independente, iar regresia este metoda prin care se stabileste
aceasta legatura.

in acest paragraf ne vom limita prin a prezenta cteva definitii esentiale, iar pentru detalii
suplimentare se poate consulta [28].
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Definitie
Numim moment de ordin (k,k,) al distributiei statistice a caracteristicii bidimensionale
(X,Y) valoarea numerica :

Viikz = 2:’;1 Z?=1 Pij x{‘lyf‘z ,unde p;; = % este frecventa relativa a clasei (x;, ;)
Definitie

Numim moment centrat de ordin (k;,k;) al distributiei statistice bidimensionale (X,Y),
valoarea numerica

ﬁkl,kz = Z:il Z;l=1 pl] (Xi_f)kl( yi_y_)kz unde
- _lem
X=Vio =N2i=1 fi x

- 1
y=Vo1 =NE]¥1=1 fi yi

Definitie
Numim coeficient de corelatie Pearson al distributiei statistice bidimensionale (X,Y) ,
raportul:

Biq

r=—H1
v H20Ho02

Definitie

Numim valoare medie conditionatd a distributiei statistice a caracteristicii Y in raport cu X
= xj, valoarea numerica:

Vi=y¥ (x;), respectiv valoarea medie conditionata a distributie statistice a caracteristicii X in

raport cu Y=yj, valoarea numericd xj=x (y;).

Definitie

Curba de ecuatie y = f(x) pe care se situeazd punctele de coordonate (x;, ¥;) , i=1,2,...m se
numeste curba de regresie alui Y in raport cu X, iar curba de ecuatie x = g(y) pe care se
situeaza punctele de coordonate (¥X;y;j), j= 1,...,n se numeste curba de regresie a lui X in
raport cu Y.

Pentru determinarea curbelor de regresie se poate folosii de exemplu metoda celor mai
mici patrate [1, pag 172].

Observatie
Tipuri de curbe de regresie care pot fi liniarizate :
e y=ab" care prin logaritmare se liniarizeaza astfel: log y=log a+xlog b, 1and z=log y,
A=log a, B=log b.
e y=a/x+b (hiperbolicd)
=1 iniari 5 =1 =1
o y= g care se liniarizeaza cu u VT3
e y=alogx+b (logaritmicd), care se liniarizeaza cu z=log X;
y=be™ (exponentiald), care se liniarizeazi Iny= In b+ ax, ludnd z= Iny;
y=bx" care se liniarizeazd log y=logb+a logx luand u=logx, v=logy;
. §=a e™+b, (caz particular al legdaturii logistice) care se liniarizeaza daca se ia
u=ev= L
y
Exista functii ce nu pot fi liniarizate:
e y=ax"+clogx,
e y=ax"+e™
o y=atbx+ce™
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Definitie
Centrul de greutate al distributiei statistice (X,Y) este punctul de intersectie a doua drepte de
regresie.

Functiile cov, corrcoef,isline,refline, gline, nlifit

Functia cov calculeaza matricea covariantelor pentru matricea X, unde fiecare coloana este
considerata a fi o variabila.

Instructiunea diag(cov (X)) genereaza vectorul variantelor fiecdrei coloane a matricei
X, iar sgrt (diag(cov (X)) ) este vectorul abaterilor standard pentru fiecare coloana a
matricei X.

Functia corrcoef calculeazd matricea coeficientilor de corelatie pentru matricea X.

Exemplu

Sa se genereze n vectori aleatori, care urmeaza legea normald bidimensionald, in matricea X
de tipul nX2, dupa care folosind functiile cov si corrcoef, calculeaza matricele
covariantelor i a coeficientilor de corelatie, pentru cele doud coloane ale matricei X.

Codul Matlab:

clear,mu(l) =input ('ml="') ;mu(2)=input ('m2=") ;
v(l,1)=input ('sigmal”2=");

v(2,2)=input ('sigmal”2=") ;
v(l,2)=input('Cov(X,Y)=");v(2,1)=v(1,2)

n=input('n=");
if det(v)<=0
error ('Matricea v nu este pozitiv definita ');
end
X=mvnrnd (mu, v, n) ;
v=cov (X) ;
r=corrcoef (X) ;
fprintf ('Matricea covariantelor \n'),disp (v)
fprintf ('Matricea coeficientilor de corelatie \n'),disp(r)
Pentru mul=100,mu2=-100, v=[5 4; 4 4], n=1000 se obtin rezultatele:
Matricea covariantelor
4.7652 3.8133
3.8133 3.8659

Matricea coeficientilor de corelatie
1.0000 0.8885
0.8885 1.0000

Functia isline reprezintad grafic in figura curentd dreptele de regresie, obtinute cu metoda
celor mai mici patrate pentru fiecare curba a figurii , care a fost reprezentata cu instructiunea
plot, dar nu prin linie continud sau de tipul linie continua.

Functia refline reprezintd grafic in figura curenta dreapta de ecuatie y = mx+n,daca
lipsesc argumentele efectul functiei coincide cu isline.

Functia gline reprezinta grafic in figura precizata prin parametrul f, iar daca acesta lipseste in
figura curentd, segmentul de dreaptd prin marcarea cu ajutorul mouse-ului a capetelor
segmentului.

Functia nlifit pusd la dispozitie de Statistics toolbox pentru ajustarea neliniard, bazatd pe
metoda celor mai mici patrate.
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Exemplu

Sé se scrie un program Matlab, care genereaza N vectori aleatori ce urmeaza legea normala
bidimensionald, reprezinta norul statistic pentru aceste date, precum si cele doua drepte de
regresie, a lui Y in raport cu X , respectiv a lui X in raport cu Y.

Codul Matlab:
clear,mu(1l)=input (' ml—'),mu( ) =input ('m2=") ;
v(l,1)=input ('sigmal”2=");
v(2,2)=1input (' 51gma1 2 '),
v(1l,2)=1input ('Cov (X "Y;v(2,1)=v(1,2);
N=input ('N=") ;
if det(v)<=0
error ('Matricea v nu este pozitiv definita ');
end
Z=mvnrnd (mu,v,N) ;
X=Z(:,1);Y¥=Z(:,2);
ma=mean (Z) ;
s=std (Z) ;
r=corrcoef ([X,Y]);
m=s (2) /(r(1,2) *s(1));
n=ma (2) -m*ma (1) ;
plot(X,Y,'."),1lsline,refline (m,n)
text (ma(l),ma(2),'o Centrul de greutate')
Cu datele de intrare:
ml=10, m2=-10, sigmal®2=8, sigmal”®2=3, Cov(X,Y)=-4, N=50
Se obtine graficul:

-10r : .+ SgCentrul de greutate 1

2 4 6 8 10 12 14 16 18

9.6.9. Functia interactivi nlintool

Se lanseaza in linia de comanda prin:

>> nlintool (x,y,numef,al) ;

in urma lansarii se produce un grafic interactiv privind ajustarea datelor continute in vectorul
coloand y si matricea x, avand tipul legdturii precizat prin nume f, care poate fi o functie
Matlab proprie.

Pe figura este reprezentat graficul de ajustare cu linie continua. Prin introducerea valorii unui
argument x in fereastra de jos sau prin deplasarea dreptei verticale pe pozitia abscisei X, pe
axa ordonatelor se obtine valoarea corespunzatoare pentru y.
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Elementele obtinute, prin lansarea acestei functii, pot fi salvate in spatiul de lucru,
workspace, partial sau in totalitate, prin utilizarea butonului export .

Pe langa aceste elemente, graficul demonstrativ contine si alte elemente printre care
intervalele de incredere.

Exemplu preluat din Help

Daca tastam in linia de comanda:

>>load reaction

>>nlintool (reactants, rate, @hougen, beta, 0.01,xn,yn)
Se obtine :
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9.7. Teoria Selectiei

9.7.1 Tipuri de selectie

Definitie
Numim esantion ( selectie, sondaj ) relativ la colectivitatea C o submultime de indivizi € €
C, care urmeaza sa fie cercetati din punct de vedere a uneia sau mai multor caracteristici, iar
numarul indivizilor din esantionul € se numeste volumul esantionului.
Clasificare
Dupa modul de obtinere :
1. metode nealeatoare
2. metode aleatoare
de selectie.
Metode nealeatoare:
1. Selectia sistematica , cand indivizii care intrd in esantion sunt considerati dupa o
anumita regula, de exemplu din 10 in 10.
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2. Selectie tipica, cand, cunoscandu-se informatii anterioare la colectivitate, sunt
considerati indivizi cu valori medii apropiate de valoarea medie a Iintregii
colectivitati.

3. Selectie stratificatd, cand colectivitatea este stratificatd (clasificatd) dupa anumite
criterii, cunoscandu-se proportia indivizilor pentru fiecarea strat. Egantionul se ia
astfel incat sa fie respectate aceste proportii pentru fiecare strat.

Metodele aleatoare de selectie = fiecare individ al colectivitatii C poate si intre in esantion
cu aceasi probabilitate sau cu probabilitati diferite.

1. Repetate (bernoulliene) cand individul ce intra in esantion, dupa ce a fost cercetat,
este reintrodus in colectivitate.

2. Nerepetate cand individul care intrd in esantion, dupa ce a fost cercetat, nu este
reintrodus in colectivitate

Observatie

Daca volumul colectivitatii este mult mai mare decat volumul esantionului, atunci o

selectie nerepetatad poate fi considerata ca fiind de tip repetat.

Aceasta are la bazd rezultatul privind comportarea asimptotica a legii hipergeometrice

ca si o lege binomiala.

9.7.2. Functii de selectie

Vom considera in cele ce urmeaza ca avem de fiecare data o selectie repetata.
Definitie
Fie colectivitatea C cercetatd din punct de vedere al caracteristicii X. Numim date de
selectie relative la X datele statistice x;,Xy, ...,X, privind indivizii care intrd in esantion.
Definitie
Numim functie de selectie sau statistica variabila aleatoare
Zo=h, (X{,X5, ..., Xu)
Unde h, : R* >R este o functie masurabila, iar z,=h, (x;,X,, ...,X,) s¢ numeste valoarea
functiei de selectie.
Definitie
Numim medie de selectie functia de selectie
% YR X=X, iar i Yhe1 Xk =X
Se numeste valoarea medie de selectie.
Demonstratia acestor proprietati se poate gasii in lucrarea (1, pag 199 : 200).
Proprietate
Fie caracteristica X avénd valoarea medie m = E(X) si dispersia 6°=Var (X), atunci
E (X)=m, Var(X) =~ ¢’
Proprietate
Fie caracteristica X avand valoarea medie m = E(X) si dispersia 6°=Var (X), atunci
statistica
X —m
Zn :ﬁ
Converge in repartitie la legea normala N (0,1), cand n—eo, iar cand X urmeaza legea
normald N (m,c ) afirmatia are loc pentru orice valoare a lui n.
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9.7.3 Momente de selectie

Definitie
Numim moment de selectie de ordin k functia de selec;ie :

Xk Vi , lar Vie=- Z}le{‘ ,

se numeste valoarea momentulul de selectie de ordm k.

Definitie
Numim moment centrat de selectie de ordin k functia de selectie:
1 . — . 1 . —
— YL Xi = X8 =T dar — XL (xi -0 =
se numeste valoarea momentului centrat de selectie de ordin k.

Definitie
Numim dispersie de selectie functia de selectie:

2
% Yhoi(Xk—X)2 =Gy , iar valoarea numericd ﬁ Yho1(xk —x)? =G

Se numeste valoarea dispersiei de selectie.

Exemplu

Sa se scrie un program Matlab care genereaza de N ori cite n vectori aleatori, ce urmeaza
legea normala bidimensionald, avand coeficientul de corelatie dintre cele doud componente
nul, adicd r=0. Folosind aceste date se vor calcula N numere aleatoare dupa regula precizata
prin statistica :

T=Vn-2 =

iar histograma corespunzatoare acestor noi date va fi reprezentata grafic impreuna cu
densitatea de probabilitate a legii Student cu n-2 grade de libertate.

Codul Matlab
clear,clf,
mu(l)=input ('ml=");mu(2)=1input ('m2=");
v(1l,1)=input (' 51gmal f2=1);
v(2,2)=input (' 51gma1 2=");

")

v(1l,2)=input ('Cov (X
if det(v)<=0
error ('Matricea v nu este pozitiv definita ');
end
N=input ('N=") ;n=input ('n=");
for k=1:N
Z=mvnrnd (mu,v,n); r=corrcoef (Z);rl2=r(1,2);
t(k)=sqgrt (n-2)*rl2/sqrt (1-r12°2);
end
x=-3:0.01:3; f=tpdf(x,n-2);
nn=fix (1+10/3*1ogl0(N)) ;
[fr,cl]l=hist (t,nn); h=cl(2)-cl(1);
bar(cl,fr/(h*N),1),hold on, plot(x,f, 'k-')
grid
colormap winter

;vi(2,1)=v(1,2);
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Pentru: ml1=5, m2=10, sigmal®2=2, sigmal”2=3,Cov(X,Y)=0,N=50,n=20
rezultd graficul:

Legea student n=18

0.5

0.45

0.4
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CAPITOLUL 10

REZOLVAREA ECUATIILOR DIFERENTIALE ORDI-
NARE

10.1. Metode numerice pentru problema Cauchy

Consideram problema cu valori initiale ( problema Cauchy ).
Sa se determine o functie cu valori vectoriale y € X ' o Bl, v: [aB] — RY astfel
fincat

dy
—=f(ty),te[ab
— = f(ty),t€ [ab]
y(a)=yo
Vom evidentia doud clase importante de astfel de probleme:
1) pentrud = 1 avem o singurd ecutie diferentiald scalard de ordinul I
vy = f(ty)
y(a) = yo

2) pentrud>1 avem un sistem de ecuatii diferentiale ordinare de ordinul I
dy' .
—=fi(tyly? ..y, i=1,..d
o ~ )
y' (@)=yo

Reamintim urmatoarea teorema clasica referitoare la existenta si unicitate.
Teorema [4]
Presupunem ca 0(§ ) este continud in prima variabild pentru T € [o.B] si in raport
cu cea de-a doua variabila satisface o conditie Lipschitz uniforma:

kf(t,y) — f(t, y*)k < Lky—- y*k Vy,y* € RY,
unde k - k este o anumita normad vectoriala. Atunci problema Cauchy are o soutie unica ,
y(t), o0 1< BV y, € RY. Mai mult, v (1) depinde continuu de o. i o.
Se face distinctie intre metode de aproximare analitice i metode discrete.
In cadrul primei categorii se incearci si se giseasci aproximatii ya(T) = y(t) ale
solutiei exacte, valabile pentru orice T € [o B]. Acestea de obicei au forma unei dezvoltari
intr-o serie trunchiata, fie dupa puterile lui 7, fie in polinoame ortogonale Cebasev, Laguerre
etc. fie 1intr-un alt sistem de functii de bazd de exemplu B-splines. In cazul metodelor
discrete, se Incearcd sa se gidseascd aproximatii Vv € R? ale lui v (1v) pe o grila de
puncte € [oB].
Abscisele tvpot fi predeterminate (de exemplu puncte echidistante pe [ ]), sau mai

convenabil sunt generate dinamic ca parte a procesului de integrare.
Cea mai simpld metoda numerica , cunoscutd ca metoda lui Euler provine dintr-o
dezvoltare in serie Taylor prin trunchiere dupa termenul liniar :

y(t+h) =y (t) +h¥
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ceea ce conduce la formula de baza :

Yn=¥Yn-1 +hf (tnfll Ynfl)
unde y, = y(nh), t, = nh, h esteun pas ales.
Daca derivata a doua a solutiei este marginitd in modul de M, Dormand in lucrarea [5]
aratd cd eroarea pe pas este de ordin h?, iar eroarea totald pe intervalul (a,b) este limitatd de

M*E*h.
2
Metoda lui Euler ia drept valoare medie a pantei valoarea ei in t. O valoare mai buna este

L . .., h .
valoarea pantei in mijlocul intervalului t + <> adica

y(t+h):y(t)+hf(t+g,y(t+g))

Aceasta valoare in mijlocul intervalului se poate aproxima cu metoda Iui Euler cu un pas
astfel:

h h
y(t+2)=y(O+ f(ty(1)
si se obtine un algoritm (Runge) de forma:

K=f(t,y(t))
Ko= £(t+2,y(t)+2 Ky)
y (t+h) =y (t) +hK,
iar eroarea pe pas este de ordinul lui h’.
Metoda Iui Heun de ordin 3
a:=kf (tHIYn) i
b:=kf (ty+k/3,ya+a/3) ;
c:=kf (t,+2k/3,y,+2b/3) ;
VYne1=Yat+l/4 (a+3cC) ;

Metodele generate de acest tip, numite metode Runge-Kutta constau dintr-o succesiune de
stagii, fiecare evaland o valoare aproximativa a pantei solutiei exacte. Pasul final avanseaza
solutia din t la t+h prin utilizarea unei unei sume ponderate de pantele calculate anterior.
Deci:
Ki=£(t,y(t))
K,= f(t+cyh,y(t)+hay ;s K;p)
K;= f(t+csh,y(t)+has,; Ki+ has , Kp)

K= f(t+csh,y(t) +has,; Ki+ hag,, Ko+...+ hag,s1 Keo1)
y(t+h) =y (t) +h(b; K+ b, Ky+...+bgKg)

unde s este numarul de stagii.
Aceste metode utilizeazd un pas fix h. Prin micsorarea lui creste precizia, dar si timpul de
calcul. Se poate ca acest pas sa fie micsorat numai acolo unde solutia aproximativa variaza
rapid si sa-1 mentinem mai mare in zonele cu o variatie mai lenta, deci pasul h trebuie sa
poata fi modificat in urma calculelor si in concordantd cu comportarea solutiei.
T. Petrila si D.Trif in lucrarea [21, pag. 187[ sugereaza rularea a doua metode diferite in
paralel, una pentru propagarea solutiei, iar cealalti numai pentru a estima §i a controla
eroarea.
Fehlberg a descoperit cd existd perechi de metode Runge-Kutta cu ordine diferite de
trunchiere in care liniile principale din tabelele de tip Butcher atasate coincid.
Prin aceasta, ajustarea pasului h se poate face utilizind numai o singura evaluare in plus a
functiei f.
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Pentru formulele de aproximare de tip Runge-Kutta, un aspect esential este cd sunt metode
cu un pas , adica solutia aproximativa la un nivel ulterior de timp t+h se calculeazd numai
din solutia la nivel current de timp t .
Vom da in continuare cateva notiuni legate de stabilitatea metodelor cu un pas, pentru detalii
suplimentare recomandam lucrararile [4], [5].
O diviziune (grild) a intervalului [a,b] este o multime de puncte {x,},_o.y care verifica:

a = Xy < Xi <. <Xy.1 <Xy = Db
cu pasul :

h,=xp,1-%, , n=0,1,..,N-1.

Finetea grilei este data de relatia :
| h |= max h, n=0,1,2,..N-1.
Functiau ={u,},u, € R? definitd pe grila de mai sus se numeste functie grili.
O metoda cu un pas produce o functie grila astfel cau = y,unde y ={y,} este o functie
grila indusa de solutia exactd a unei probleme Cauchy. Notam cu I, multimea grilelor care se
pot defini pe intervalul [a,b].

Definitie
O metoda cu un pas de forma:
Xn+1=Xn+hn
Un,1=Un+hy®@ (Xn, Un; hy)

se numeste stabila pe intervalul [a,b], daca exista o constantd K pozitiva care nu depinde de
h, astfel incat pentru orice doua functii grila v, w € T, are loc:
lv—wil < K(llvo — wollew + [IRn v — Ry wlle)
(Ry, v) este operatorul residual:
(Rpv) === (Vs = Vo) = OCkn, Vi hp) s
se numeste convergenta daca:
[lu — yll = 0, dacd 1h1- 0 unde y este solutia exacta a problemei Cau chy.

L.N. Trefeten demonstreaza ca stabilitatea metodei Euler este multimea punctelor z, astfel

2+z . .
incat |1 — z| > 1, pentru regula trapezului este: | =l < 1, iar pentru metoda lui Heun

este:
Z2
| 1+z+ ?| <1.
Pentru a intelege mai bine rolul stabilitdtii vom da un exemplu din (8, pag:15):

Exemplu
Solutia urmatoarei probleme Cauchy:
vy =5(y-t?)
v (0)=0.008
este :
y(t)=t?+0.4t+0.008
Dar pentru o constantd arbitrara C solutia generala este:
y(t)=(t?+0.4t+0.008) +Ce®"
Solutia este instabild deoarece pentru doud constante arbitrare C;, C, cele doud solutii
difera prin (C,-C,) e°" . Aceasta cantitate diferd foarte mult pentru valori mari ale lui t
vizibila in exemplul urmator:
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Codul Matlab
function Stab

)

% Diferenta dintre eroarea locald si cea globala

t = [1;
le = [1;
ge = [];
tn = 0;
yn = 0.08;
h=0.1;

for i = 1:20
tnpl = tn + h;
ynpl = yn + h*ode(tn,yn);
len = localsol(tn,yn,tn+h) - ynpl;
gen = globalsol (tn+h) - ynpl;
t = [t tnpll;

le = [le len];
ge = [ge gen];
tn = tnpl;
yn = ynpl;
end
plot(t,le,'o',t,ge, '*")
grid
axis ([0 2 -10 70]1)
legend ('Eroarea locala', 'Eroarea globala',?2)

function dydt = ode(t,y)
dydt = 5*(y - t*2);
function gy = globalsol (t)
% solutia globala.

gy = £%2 + 0.4*t + 0.08;

function ly = localsol (tn,yn,t)

% solutia locala.

ly = globalsol(t) + (yn - globalsol(tn))*exp(5*(t - tn));

Rezulta graficul:
70 T
O Eroarea locala r
6ol %  Eroarea globala |

50 q

30 : * 1

20+ % 1
*
10 ¥ 4
*
*
*
o @@ & ®6 6668565000 005
o
o

-10 i i i
0 0.5 1 15 2

Dupai efectuarea catorva pasi cu asemenea metode, se poate utilize metode multipas, [30] la
care se utilizeaza informatia de la mai multe nivele de timp anterioare.
Cele mai utilizate procedee sunt :
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e  Metoda Adams-Bashforth
Upa=Utrs (23, = 16651 +56,5), £a= £(ta, va)

care este o metoda explicitd de ordin trei n raport cu pasul h.
e Metoda Adams-Moulton

Ua =ty Ofnes + 196 = 560 + foz)

este 0 metoda implicita, tot in trei pasi, dar de ordinul patru de exactitate in raport cu h.
Zona de stabilitate pentru Metodele Adams-Bashforth si Adams-Moulton este:

|1+Z+Z2 |<1.

Vom scrie un program care stabileste zona de stabilitate pentru Metoda Adams-Bashforth
de ordin 3.

Cod Matlab
function adabash
c = [ 1 0 0
-3/2 3 -1/2 1;
d=[ 23/12 -16/12 5/12
3 0 0 1;

maxerror = zeros(10,2);
for m = 1:2
for i = 2:10

N = 2%1;
h = 1/N;
tn = 2*h;

sy = ly_n, y_{n-1}, y_{n-2}]
y = lexp(-2*h), exp(-h), exp(-0)];
£ = -y;
for n = 3:N
tnpl = tn + h;
ynpl = dot(c(m,:),y) + h * dot(d(m,:),£f);

maxerror (i,m) = max(abs(ynpl - exp (-
tnpl) ) ,maxerror (i, m)) ;

y = [ynpl, y(1:2)];

£f=-vi

tn = tnpl;

end
end

end
fprintf ('\nFor h = 1/2%i, the maximum errors were\n\n')
fprintf (! i AB3 Unstable\n')
fprintf (' ----------mme - \n')

for 1 = 2:10
fprintf ('%$51i %10.2e %10.2e\n',i,maxerror(i,:))
end

In urma executiei acestui program obtinem:
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Pentru h = 1/2%i, errorile maxime sunt:

i AB3 Unstable

2 1.34e-003 9.68e-004

3 2.31e-004 6.16e-003
4 3.15e-005 1.27e+000
5 4.08e-006 6.43e+005
6 5.18e-007 2.27e+018
7 6.53e-008 4.23e+044
8 8.19e-009 2.27e+098
9 1.03e-009 1.03e+207
10 1.28e-010 Inf

Detalii asupra acestor metode precum si asupra problemelor de convergenta si stabilitate se
pot gasi in lucrararile [4], [5].

10.2. Rezolvarea numerica a problemelor cu valori ini-
tiale

MATLAB® -ul dispune de rezolvitori numerici care pot rezolva problema Cauchy atat
pentru ecuatii diferentiale de ordin I (d=1) cat si pentru sisteme de ecuatii diferentiale ordi-
nare (d>1).

in tabelul urmitor sunt prezentate succint cativa dintre acesti rezolvitori [29, pp. 374:395]

Categorie Functie Descriere

Functii care

< ode45 Rezolvi ecuatii diferentiale nonstiff, metoda de ordin mediu.
rezolvd ODE

ode23 Rezolvi ecuatii diferentiale nonstiff, metoda de ordin scazut.

odel13 | Rezolvi ecuatii diferentiale nonstiff, metoda de ordin variabil.

Rezolva ecuatii diferentiale stiff i ecuatii algebrice

odel5s diferentiale, metodd de ordin variabil.

ode23s | Rezolvi ecuatii diferentiale stiff, metoda de ordin scazut.

Ecuatii diferentiale stiff i ecuatii algebrice diferentiale,

ode23t metoda trapezelor.

ode23tb | Rezolva ecuatii diferentiale stiff, metoda de ordin scazut.

Optiuni ODE odeset | Creeaza sau schimba optiuni de structurd ale ODE.

odeget | Permite obtinerea parametrilor din optiunile ODE.

Functii de iesire

ODE odeplot | Reprezentarea grafica a solutiilor ODE (in functie de timp).
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Acesti rezolvitori se apeleaza cu una dintre sintaxele:

[x,y] = ode xxx ('yprim', X,,X:,Yo)

[x,v]= ode xxx ('yprim', X,,Xf, Yo, tol, trace)
unde

xxx = poate fi 23, 45, 113, 15s, 23tb.

[X0,X:] = intervalul de integrare

Vo = este un vector coloand contindnd conditiile initiale.

tol = este precizia doritd a solutiei (optionald), implicit
tol =10 pentru ode23 si tol = 10°° pentru ode45.

trace = este un parametru care asigurd tipdrirea rezultatelor
intermediare optional.

Functiile ode23, ode45 apeleaza la metode de integrare Runge-Kutta-Fehlberg cu stabilirea
automata a pasului. Algoritmul Runge-Kutta cu pas automat isi alege pasul functie de
gradientul solutiei, respectiv un pas mai mare, atunci cand gradientul y'(x) are o valoare mai
mica.

10.2.1. Probleme nonstiff

Definitie
Se numeste solutie neoscilanti a unei probleme Cauchy o solutie care are cel mult un zero
in intervalul [a,b] si oscilanta daca are mai multe zerouri.
Observatie
De interes sunt si timpii de executie, de aceea alegerea rezolvitorului este esenetiala . Timpii
de executie se pot obtine folosind functiile Matlab tic-toc.
Exemplu 2: (solutie neoscilanta)
Consideram problema Cauchy (P.V.I):

dy/dt+ y(t)=3, y(0)=5.
cu solutia exacta:

y(t)= 3+2exp(-t).

Aceasta modeleaza un proces de nastere-moarte pentru o populatie de marime y(t) .
Problema este preluata din lucrarea [23, pag. 171].
Rata de nagsteri este 3, iar variatia populatiei este proportionala cu populatia. Procesul este
dominat de decese ( dy/dt=- y(t)+3) , iar populatia initiald 5 devine repede irelevanta.
Se creaza un fisier functie:
function dy=£f1(x,y)
dy=-y(t)+ 3
cu numele f1.m care se apeleaza cu secventa MATLAB:
[x,yl=ode 45( 'f1',[0,7], [0,5]1);
ya=3+2* exp(-t)%solutia analitica
plot (x, vy, 'o', x, vya);
grid on
title('Solution using ODE45');
xlabel (' x');
ylabel ('solution y');
legend ('Numerical Solution',' Aprox solution');
obtindndu-se solutia numerica comparativ cu cea analitica.
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Solution using ODE45
T T

T T
O Numerical Solution
Aprox solution &

3

solution y
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Daca se doreste evaluarea erorii :
semilogy (x,abs (ya-y),'-r")

xlabel ('x', 'FontSize',10)

ylabel ('abs (va(x)-y) ', 'FontSize',10)
grid on

title('Error ')

obtinandu-se urmatorul rezultat:

Error
-3

10

abs(ya-y)

Exemplul 3 (solutie oscilanta)
S& se determine o solutie numericd pentru urmitoarea problemd IVP  (problema
pendulului) :
0” +sin (08)=0, Oe [0,107]
0(0)=0, 0(0)=1
Deoarece solutia oscileaza de foarte multe ori in intervalul de integrare este obligatoriu de
luat RelTol=107, si AbsTol=10"".

Codul Matlab

function pendul

tic;

options = odeset ('Events', @event, 'RelTol',le-5, 'AbsTol',1le-10);
[t,y,te,ye,ie] = ode45 (@odes, [0 10*pi], [0; 1],options);
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plot(t,y(:,1),te,ye(:,1),'ro")
grid on
spacing = diff (te)

function dydt = odes(t,y)

dydt = [y(2); -sin(y(1))];
function [value,isterminal,direction] = event(t,y)
isterminal = 0;

direction = 0;
value = y(1);
Executand acest script se obtine graficul:

15

-15 . > : . : .
0 5 10 15 20 25 30 35
in cazul rezolvitorului ode 45, timpii de executie sunt: 0.190349 seconds.
Daca schimbam rezolvitorul in ode113, vom obtine: 0.764025 seconds.
Iar daca rezolvitorul este ode23, atunci:0.781178 seconds.

Concluzie
Rezolvitorul ode 45 are timpii cei mai buni, deci sugeram folosirea acestui rezolvitor.

10.2.2. Probleme Stiff

La ecuatiile diferentiale ordinare de tip stiff (rigide) solutiile pot avea variatii foarte rapide
in timp in raport cu intervalul de integrare §i este necesara folosirea unor pasi de integrare
foarte mici, ceea ce nu este indicat la ecuatiile nonstiff. Sugeram folosirea rezolvitorului
odelS5s.

Pentru a ilustra modul de utilizare a acestui rezolvitori ddm in continuare urmatoarele exem-
ple:

Exemplul 4.
O problema stiff cunoscuta in literatura de specialitate este modelul lui O'Maley :
Fie problema Cauchy :
y' = v (1-y)
y (0) =€,
care trebuie rezolvata numeric pe intervalul [0, 2/€] .
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O'Maley fololoseste metoda perturbatiei pentru a analiza comportarea solutiei pentru:
e>0.

Codul MATLAB este:

function dydt = ode(t,y)

dydt=y”2* (1-y) ;

end

9%%%%%%%%

epsilon =le-4;

options = odeset('Stats', 'on');

[t,y]=odel5s (@ode, [0,2/epsilon] ,epsilon,options) ;

plot(t,y, 'r*")

title('The concentration of a reactant in combustion process')
grid on

Rezolvand aceastd problema pentru € =107 si folosiind solverul odel5s bazat pe metode
BDF ( backward differentiation formula) obtinem urmatorul rezultat.

The concentration of a reactant in combustion process
T

1.4
1.2F ,
1 g*** * * * *- %
*
0.8} * ,
*
*
06} ,
*
*
0.4} ,
*
S
0.2t } ,
Otk okk ‘ ‘
0 05 1 15 2
x 10

Exemplul 5

In lucrarea [5] Dormand J. propune un studiu comparativ al aplicarii rezolvitorilor ode45
si odel5s pentru urmatorul sistem de ecuatii diferentiale cunoscut in literatura de special-
itate ca modelul lui Robertson.

Acest model se mai numeste si modelul reactiilor chimice consecutive si este folosit ca
model matematic in biologie si medicina [23, pag. 154]:

d 1
% = —ay:1(8) + By (Dy3(©),
d
% = —ay;(8) = By2(Dy3 (&) — yy3(©)
d
% = yyi(0)

Acesta modeleaza o reactie chimica intre trei reactanti.
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title('odel5s', 'FontSize',14)

Codul Matlab

Campul vectorial

function yprime=chem(t,y,alpha,beta,gamma)

yprime=[-alpha*y (1) +beta*y(2) *y(3) ;
alpha*y (1) -beta*y (2) *y (3) ~-gamma*y (2)
gamma*y (2) *2] ;

end

Scriptul Matalab

alpha=0.04;

beta=1e4;

gamma=3e7;

tspan=[0,3];y0=[1;0;0];

opts=odeset ('Stats', 'on') ;

[ta,ya]l =ode45 (@chem, tspan,y0,opts, alpha,beta,gamma) ;

subplot(1,2,1) ,plot(ta,ya(:,2),"'*")

ax=axis;ax(1l)=-0.2;axis(ax) ;

xlabel ('t'),ylabel('y 2(t)")

title('ode45', 'FontSize', 14)

[tb,yb] =odel5s (@chem, tspan,y0,opts,alpha,beta,gamma) ;

subplot(1,2,2),plot(tb,yb(:,2),"'-*")

axis (ax) ;

xlabel ('t'),ylabel('y 2(t)")

A

2;

In urma executiei programului rezulta graficul:

v10®  0de45 x10® 0delbs
4

35 35t

25

¥ Kk K F %
¥,0
N

*

o
"
~
w
-
N
w

2052 successful steps

440 failed attempts

14953 function evaluations

33 successful steps

5 failed attempts

73 function evaluations

2 partial derivatives

13 LU decompositions

63 solutions of linear systems

>> disp([length(ta),length(tb)])
8209 34
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10.2.3. Singularitati

Exemplul 5 [5 p. 130].
Davis ( 1962) foloseste ecuatia lui Emden:
d?y 2 dy | ,
o Tx ax Y0
pentru a modela comportarea termica a unui nor de gaz. O astfel de problema are o singu-
laritate evidenta in x=0, deci pentru a o putea rezolva decat daca vom lua x = 0.1, iar pentru
aceastd valoare vom utiliza o aproximare analitici pentru y (0.1), y (0.1).

Codul Matlab pentru n=3 este :

function Emden

% Problema lui Emden

global n

options = odeset ('Events', @events, 'RelTol',le-8, 'AbsTol',1le-10);

n = 3;

xend = 10;
xinit = 0;
yinit = 1;
ypinit = 0;
[x,y,xe,ye,ie] = odelS5s(@f, [xinit xend], [yinit; ypinit],options);
if isempty(ie)
fprintf (' y(x) was never 0.')
else
fprintf (' y(x)=0 for x = %g.\n',x(end))
end

plot(x,y(:,1),x,v(:,2))
title('Problema lui Emden n=3')
grid on

legend('y 1(t)','y 2(t)")

global n
dydt = zeros(2,1);
dydt (1) = y(2);

dydt (2) = -1/3;
if x > 0
dydt (2) = -(2/x)*y(2) - (y(1))"n;
end
function [value,isterminal,direction] = events(x,y)
value = y(1);
isterminal = 1;
direction = 0;

Obtinem rezultatul:
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Problema lui Emden n=3
1 T T

y,®
—Y,0]

0.8

0.6 1

041 1

0.2 . q

Exemplul 6 [8, p. 131].
Fie modelul lui Kamke (1971) :
y(y’’)?=e®, y(0)=0,y’ (0)=0,
care descrie modificarea curentilor intr-un condensator cilindric.
Shampine , Gladwell si Thompson in lucrarea [25] sugereaza aproximarea solutiei acestei
probleme Cauchy folosind o dezvoltare in serie de forma:
v (x)= xP(a+bx+...).
Se observa ca aceasta problema are o singularitate in x = 0, deci ei sugereaza ca trebuie sa
completdm rezolvarea numerica a acesteia pentru valori mici ale Iui x luand:
b=—a",
mai mult ei demonstreaza ca in aceasta conditie suplimentara exista o singura solutie de
aceasta forma.
Vom studia comparativ solutiile obtinute folosind o dezvoltare in serie, apoi folosind
rezolvitorul ode45.
Codul Matlab
function kamke
x0 = 0.001;
[ys0,ysp0] = series(x0);
[x,y] = ode45(@odes, [x0 0.1]1, [ys0; yspO]);
xs = linspace(x0,0.1,10);
[ys,yspl = series(xs);
plot (x,y,xs, [ys; yspl,'o')
title('Modelul lui Kamke') ;
grid on
legend ('ode45"', 'series', 2)

function [ys,ysp]l = series(x)

a = (81/16)7(1/3);

b = (27/40)/a*2;

ys = a*x.”(4/3) + b*x.*(7/3);

ysp = (4/3)*a*x.”(1/3) + (7/3)*b*x.%(4/3);

function dydx = odes(x,y)

dydx = [ y(2); sqrt(exp(2*x)/y(1)) 1;

function dfdy = Jacl(x,y)

dfdy = [ © 1
-1/2/sqrt (exp(2*x) /y (1)) *exp (2*x) /y(1)"2 0 1;
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function res = F2(x,y,yp)
res = [ yp(1l) - y(2)
yp(2) - exp(x)/sqgrt(y(1)) 1;

function [dfdy,dfdyp]l = Jac2(x,y,yp)
dfdy = [ 0 -1
0.5*%exp (x)*y (1)~ (-3/2) 0 1;
dfdyp = [ 1 0
0 11;

in acest exemplu am luat x = 0.001 si am dezvoltat in serii de puteri pentru a obtine o
aproximare acceptabildain y (0.001) siy’ (0.001) . Am integrat in intervalul
[0.001, 0.1] si am obtinut rezultatul:

Modelul lui Kamke
1.4 T T T
ode45
series

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

10.2.4. Optiuni de structura a rezolvitorului

Cu ajutorul functiei odeset se poate stabili o structurd de optiuni ale rezolvitorului.
Forma generala este:
Options=odeset ('namel’,valuel, 'name2’,value2,..)

Exemplul 7

Sa se rezolve sistemul: y(1)'=y(2), y(2)'=-y(1)exp(-t)-y(2)

y(0)=0,y'(0)=1, si apoi sa se traseze portretul de faze, fara a folosii optiunea odeset curbay
in funtie de y parametrizata de t.

$subprogram care descrie sistemul

function yp=fctd(t,y)

yp=zeros (2,1) ;

yp(1)=y(2);

yp(2)=-y (1) *exp(-t)-y(2);

>

160



o\°

0000000
6660000

o\°

o°

apelul functiei fctd
[t,y]=0de45 (@fctd, [0,50], [0,1]);
subplot(2,1,1)

plot(t,y(:,1)); grid
title('Solutia aproximativa');
subplot (2,1, 2)
plot(y(:,1),v(:,2));
title('Portretul de faze')

grid

In urma executiei programului rezulta graficul:

Solutia aproximativa

0.8 T T T T
0.6 E
0.4 d
0.2 4
0 i i i i
0 10 20 30 40 50
Portretul de faze
1 T T
0.5 B
or d
05 i i i i i i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Exemplu 8
Sa se reprezinte in planul fazelor modelul torului folsind optiunea de rezolvare

odephase3 dat de urmatorul sistem de ecuatii diferentiale:

, Y.
Y1i=- Y2~ _3}’1

r

’

y
Y2= Y1 - T3YZ

Y;— %%
unde r=\/y? + y?
Conditiile initiale sunt :y; (0) = 3, y,(0)=0, y3(0)=0, te[0,10]

Codul Matlab

function torus

options = odeset ('OutputFcn', @odephas3, 'Refine',10) ;
ode45 (@f, [0 10], [3; 0; O0],options);

function dydt = f(t,y)

dydt = zeros(3,1);

r = sqgrt(y (1) *y (1) +y(2) *y(2));

dydt (1) = -y(2) - (y(1) * y(3)) / r;
dydt(2) = y(1) - (y(2) * y(3)) / r;
dydt (3) = y(1) / x;
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in urma executiei acestui script Matlab obtinem graficul:

Spatiul fazelor pentru problema torului

Exemplu 9 [29, p. 378]
Fiind dat modelul lui Rosseller guvernat de urmatorul sistem de ecuatii diferentiale care
apare in chimie si modeleaza raportul dintre 3 reactanti:

% = —y,(t) —y3(©

d
D2 = yy (1) +ay(0),

D= b4y (D) - ©)
a,b,ce R.
Sa se reprezinte in planul fazelor (y;(t), y2(t)) si ((y1(t), y2(t)),y3(t)).

Campul vectorial este definit prin functia:

function yd = Roessler(t,y,a,b,c )

yd=[-y(2) -y (3) ;¥ (1) +a*y (2) ;b+y (3) *(y (1) -c) ] ;
end

Sursa Matlab

tspan=[0,100] ;y0=[1;1;1];

options=odeset ('AbsTol',1le-7, 'RelTol',le-4);
a=0.2;b=0.2;cl=2.5;c2=5;

[t,y]=0de45 (@Roessler, tspan,y0,options,a,b,cl) ;
[t2,y2] =ode4’ (@Roessler, tspan,y0,options,a,b,c2);
subplot(2,2,1 plot3(y(:,1),y(:,2),y(:,3))

)
title('cl= 2 5‘), grid
xlabel (' t) ') ,ylabel('y 2(t)"'),zlabel('y 3(t)"');
subplot(2 2 2), plot3(y2(:,1),y2(:,2),y2(:,3))
title('cl=5"'), grid

xlabel ('y 1(t

;'),ylabel('yﬁ2(t)‘),zlabel('ny(t)');
subplot (2,2, 3)
)
)

plot(y(:,1),y(:,2))
title('cl=2.5"), grid

xlabel ('y 1(t)'),ylabel('y 2(t)"');
subplot (2,2,4 plot(y(:,1),y(:,2))
title('cl=5"'), grid

xlabel ('y 1(t)'),ylabel('y 2(t)');

)
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In urma executiei obtinem graficul:

c1=2.5 cl=5

20

VAVl

10

20
o 0
yz(l) -10 -20 ¥,

cl=5

Y,

10.2.5. Functiile deval, odextend

Daca rezolvitorul se apeleaza cu comanda:
Sol=solver (odefun, tspan, z0,options)

Atunci acesta returneaza o structurd sol care poate fi evaluatd cu ajutorul functiei
deval.

Exemplul 10
Se da problema Cauchy:
v'=y*-t, tel0,3].
Cu valori initiale y(0)=-5,-4,...,0.
Codul Matlab
fd=e(t,y) v 2-t;
t=1linspace(0,3,150);
y=zeros (150,6) ;
y0=-5:0;
for k=1:1length(y0)
sol=ode45 (fd, [0,8],y0(k));
y(:,k)=deval(sol,t,1);

end

plot (t,y)

title('Solutie evaluata cu deval')
grid
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Se obtine graficul:

Solutie evaluata cu deval

-2 V . . 4

In acest exemplu observim cé nu este necesar sa definim o functie pentru cdmpul vectorial
intr-un fisier separat, ea poate fi inclusa in scriptul pe care-1 lansdm in executie.

Functia odextend expandeaza solutia unei probleme Cauchy. Pentru a exemplifica modul
de lucru cu aceastd functie vom scrie urmatorul program Matlab.
fd=e(t,y) y 2-t;

sol=ode45 (£d, [0,3],0) ;

sol=odextend (sol, £d, 8) ;

t=1linspace(0,8,150) ;

y=deval (sol, t) ;

plot (t,y)

title('Exemplu de utilizare odextend')

grid

fn urma executiei programului obtinem graficul:

Exemplu de utilizare odextend

-25r b

-3
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10.2.6. Ecuatii implicite

Rezolvitorul ode15i rezolva probleme PVI implicite de forma:

F(t,y,y)=0
Utilizand o metoda BDF.
Sintaxa minimali este:

[t,y]l=0del5i (odefun, tspan,y0,yp0)

Exemplu 11:
Sa se rezolve problema lui Cauchy :

y/2+y2_1:0
cu conditia initiala:

y(m/6)=1/2;
Cod Matlab
Campul vectorial este definit de:
function z= implic(t,y,yp )
z=yp 2+y"2-1;
end
in spatiul de lucru a Matlabului tastim:
>>tspan=[pi/6,pi/4];
>>[t,y]l=odel5i (@implic,tspan,1/2,sqrt(3)/2);
>>plot (t,y)
>>grid
>>title('Utilizare rezolvitor odel5i ')
Graficul rezultat este:

Utilizare rezolvitor ode15i
0.75 T T

0.7

0.6

0.55

5 i i i
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8
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10.3. Sisteme dinamice

10.3.1. Prezentare generald

in cele ce urmeaza vom considera un sistem dinamic definit de:

d p

S =fW,u =0, UeR, (PN)
U(t)eRP este o apllicatie cu valori vectoriale u: R— 97, iar fe C(9F, #*) este neliniari si
nu depinde explicit de timp si este de fapt campul vectorial care defineste problema.
In cele ce urmeaza nu solutiile acestui sistem ne intereseaza, ci orbitele sau traiectoriile
punctelor (u;(t),uy(t), ...up(t)".
Vom da in continuare o serie de definitii utile pentru a intelege acest tip de sisteme de ecuatii.

Definitie

Problema Cauchy (PN) se spune ci defineste un sistem dinamic pe o submultime E & 97,
dacé pentru fiecare data initiala Ue E, existd o solutie unica a acestei problemei si care este
definitd pentru te [0,00) si ramane inclusa in E pentru aceste momente de timp.

Teoreme de existenta si unicitate se gasesc de exemplu in lucrarea [9 pp. 22:25].

Definitie
Pentru sistemul dinamic generat de (PN) definim semigrupul de evolutie ca fiind aplicatia
S(t): E-E astfel incat u(t)=S(t)u(0)pentru toti t = 0 . Acest operator are
proprietatile :

a) u(t+s)=S(s)u(t)=S(t)u(s), pentru t,s 20,

b) S(0)=I,, I, fiind operatorul identic In RP.

Definitie
Pentru orice submultime B i 97, definim actiunea semigrupului de evolutie asupra acesteia
prin:
S(t)B:=ES(t)U, UeB.

Definitie
Pentru sistemul dinamic S(t)(.) corespunzator (PN) definim orbita pozitiva respectiv orbita
inainte pentru data U ca fiind mul{imea :

I'"={ S(t)(U): t = 0}, iar orbita negativi I'={ S(t)(U): t £ 0}.

Definitie
Un punct xe R" se numeste punct o limita corespunzitor datei U pentru un sistem dinamic ,
dacd existd un sir t;, 1=1,2, ..., astfel ca S(t)U—x, pentru i—eo. Multimea acestor

puncte pentru o data initiald U se numeste multimea ® limita alui U.
Folosind orbitele negative, cand acestea existd se introduc in mod analog punctele o limita
si multimi o limita.

Pentru sisteme dinamice unidimensionale singurele mul{imi limitad pentru solutii
mirginite, sunt puncte critice. In cazul celor bidimensionale, tot pentru solutii marginite, pe
langa punctele critice ca multimi limitd pot apare si solutii periodice (cicluri limita).
Teorema lui Poincare-Bendixon [33]

Consideram cé pentru sistemul dinamic (PN) cu p=2 si presupunem ca pentru o data initiala
Ue R exista K > 0 astfel incét :

[IS(U]|| < K, pentru toti t > 0
Daca w (U) nu contine nici un punct critic, atunci aceastd mulfime este o solutie periodica
numita ciclu limita.
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Definitie

O aplicatie p(t)e C' (RxR) se numeste o solutie periodici cu perioada T a problemei (PN),
daca este o solutie a acesteia si p(£)=p (£+T) , V teR, iar p(t)#p(t+s),
se (0,T) .

Corolar
Sistemele dinamice liniare nu pot avea solutii periodice, deci nu exista cicluri limita.

in studiul unui sistem dinamic, un pas esential este determinarea punctelor critice,
adica a zerourilor sistemului algebric £ (x,y) =0 . Dacéd dorim sa exploram dinamica unui
astfel de sistem care depinde de un parametru folosim observatia ca punctele critice al
acestui sistem sunt multimile o si ® corespunzitoare acestora. Astfel putem obtine valori
aproximative ale punctelor critice trasand cateva orbite selectate folosind pasi de integrare in
timp pozitivi sau negativi.
in anumite situatii aplicarea repetatd poate fi destul de ineficients.

10.3.2. Aplicatii ale sistemelor dinamice in rezolvarea unui
sistem neliniar

C.I Gheorghiu in lucrarea [9, pp:129-130] sugereaza un procedeu practic si sistematic de
determinare a zerourilor lui £ (x, ) =0 folosind sisteme dinamice.

Algoritm
e Pasull
Fixdm un W =Y, si folosim ecuatia scalara x’=f (x, W) cu diferite date initiale pentru a gasii
multimea zerourilor lui
f (X, Uo)=0 pe care o notam cu EL.

e Pasul2
Pentru fiecare xoe E, calculdm numeric solutia problemei:

of
n= “ax (X, H) ’
ot

x' =5 (K

u(0)= WU

x(0) =xq

integrand inainte si Tnapoi folosind pasi de timp pozitivi respectiv negativi.
e Pasul3

Se repetd, daca este necesar Pasul 1pentru alte valori ale parametrului p deoarece pot exista
componente ale curbelor zerourilor lui £ (x, 1) care nu intersecteaza dreapta [=|l, .

10.3.3. Bifurcatii Hopf pentru prototipul unei ecuatii

diferentiale cu argument intarziat
Argumentul 1intarziat apare in sistemele cu feedback din stiinte medicale si
inginerie. Feedbackul cu argument intarziat poate avea o influenta considerabild asupra
comportarii calitative a acestor sisteme [11].
Prototipul unei ecuatii diferentiale cu argument intarziat este descris astfel:
y'(t)= £(t,y(t),y(t-11) ,y(t-T2) , ..,y (£-T) ) (PEDR)
unde 0 < T; < T, <.. < Ty suntconstante positive numite Intarzieri.
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Prezenta unui parametru implicd in multe cazuri comportari diferite ale traiectoriilor unui
astfel de sistem, ceea ce in literatura de specialitate sunt cunoscute ca bifurcatii Hopf.

Bifurcatii dintr-o valoare proprie simpla

Forma normala pentru bifurcatia de tip flip

Vom trata urmatorul sistemul dinamic unidimensional depinzand de un parametru:
x— (1+0) x+x3=f (x, o)

Pentru orice o sistemul are un punct fix xo= 0, cu multiplu p= - (1+0). Punctul fix este

stabil, daca o < 0 si instabil

daca o> 0. Daca a = 0 punctul fix xo= 0 nu este hiperbolic deoarece u = £,(0,0) =- 1, deci

in acest caz apare o bifurcatie flip.

Forma normala pentru bifurcatia de tip fold.
Fie sistemul dinamic unidimensional depinzand de un parametru:

x—>o+x+x%=f (x,0)
Pentru 0=0 sistemul dinamic are un punct fix xy =0, cu multiplu p=f; (0,0)=1. Pentru o <0
sistemul are doud puncte fixe : X, = —/—a este stabil, iar x, = v/—a este instabil.
in cazul unui sistem dinamic discret neliniar (PEDR) care depinde de un parametru real
U si dorim sa vedem cum este influentatd dinamica lui de variatiile parametrului L procedam
astfel:

e Consideram Jacobianul aplicatiei depinzand de de un parametru in vecinitatea

punctelor fixe.

e Daci o valoare proprie a acestuia trece prin 1, cand parametrul variaza apar unul sau

mai multe puncte fixe,

e Daci in schimb o valoare proprie trece prin -1 apare o solutie periodica de perioada 2.
Existd doud metode practice care pot duce la intelegerea mai profunda a comportarii unor
astfel de sisteme dinamice :

- Diagrame panza de paianjen
- Metoda seriilor temporale , aceastda metoda inseamna vizualizarea lor in
sistemul de coordonate nOx,, .

Exemplu 1 [9,p:130]
Sa se studieze diagrama de bifurcatie de tip ‘flip’ pentru ecuatia:
x’ =+x-x°, ueR.

Codul Matlab
%campul vectorial introdus
function yp = bifur(t,y )
$Parametrii
lambda=-10;
$Ecuatia
yp=lambda+y (1) -y (1)
return
% functia
function [ t,y ] = ecdifn( odefun, tspan,y,Nh,varargin )
$Metoda lui Euler simpletica
h=(tspan(2) -tspan (1)) /Nh;
tt=1linspace(tspan(l),tspan(2),Nh+l) ;
for t=tt(l:end-1)

y=[y,y(:,end) +h*feval (odefun, t,y(:,end),varargin{:})]1;

A

3;

end
t=tt;
hold off
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v=[-10 10 -10 10];
axis(v) ;

axis square;
drawnow;

u=y (1, :) ;% reprezentam grafic
1

plot (t,u,
grid on
return

$Apelul din linia de comanda

.', 'markersize',10)

[t,y]l=ecdifn('bifur', [0,10],0.,100);

In urma executirii acestui program pentru £ =-10 va rezulta urmitorul grafic:

0

—05}

—1tfe

—2fe

-25
0

10

Este interesant de observat instabilitatea acestei metode, solutia numerica prezinta acel zig-

zag inainte de a converge la -2.3089.

Exemplul 2 [9, pag. 130]

Sa se studieze diagrama de bifurcatie de tip fold pentru ecuatia:

X’ =pu+x*-1; U=-8.

Folosind codul Matlab de la exemplul 1 se obtine graficul:

0

-15F

-2k

Aceasta este o bifurcatie de tip sa.
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Exemplul 3 [9, pag.135]

Sa se studieze diagrama de bifurcatie de tip flip pentru urmatoarea ecuatie:
X’ =+Ux-x>; U=5;

Folosind codul Matlab de la exemplul 1 se obtine graficul:

3

05 1

10.3.4. Aplicatii ale sistemelor dinamice
A) Metoda diagramei panzi de paianjen [11]

Exemplu 4
Folosind metoda diagrame pdnza de paianjen, sa se studieze gradul de imprastiere a unui
proiectil dat de ecuatia diferentiala:

x'= ax(l-x), x(0.1)=0; pentru ae[0,2.5].

Cod Matalb
clear all
close all
itermax=100;
finalits=30; finits=itermax- (finalits-1);
for a=0:0.0025:2.5
x=0.1;y=0;
x0=x;y0=0;
for n=2:itermax
xn=a*x0* (1-y0) ;
yn=x0;
x=[x,xn] ;y=[y,ynl;
x0=xn;y0=yn;
end
plot3 (a*ones (finalits) ,x(finits:itermax) ,y(finits:itermax),'."', ...
'Markersize',5)
hold on
end
fsize=10;
axis on
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xlabel('a', 'Fontsize',6 fsize)

ylabel ('x(n) ', 'Fontsize', fsize)

title('Diagrama de bifurcatie Hopf a aplicatiei logistice!')
In urma executiei acestui cod Matlab se obtine graficul:

Diagarama de bifurcatie Hopf aplicatiei logistice

0.8 .

0.6

0.4

0.2

B) Cicluri limita

Exemplul 6
Sa se scrie un program Matlab pentru trasarea unor traiectorii din planul fazelor pentru
modelul prada-pradator cunoscut in literatura de specialitate ca modelul Lotka-Voltera si
dat de sistemul :

Y1 =Yi-a*y1*ys

Yo' =-Yotb*yi*y;
Un studiu analitic §i numeric detaliat precum si aplicatii in modelarea matematica in
medicind (interactiunea parzit- gazda) se poate gasii in lucrarea [23, pag:229-236].

Codul Matlab
% program care implemeteaza metoda Euler-progresiva
function [ t,y ] = ecdifn( odefun, tspan,y,Nh,varargin )

$Metoda Euler progresiva
h=(tspan(2) -tspan (1)) /Nh;
tt=linspace (tspan(l),tspan(2),Nh+1) ;
for t=tt(l:end-1)
y=[y,y(:,end) +h*feval (odefun,t,y(:,end),varargin{:})];
end
t=tt;
hold off
v=[-10 10 -10 10];
axis(v) ;
axis square;
drawnow;
u=y(1,:);
v=y(2,:);
plot(u,v,'.', 'markersize',1l5)
title ('O traiectorie a modelului L-V a=2,b=3")
grid on
return
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Campul vectorial corespunzitor

function yp = bifur(t,y )

$Parametrii

a=2.;

b=3.;

$Ecuatiile

yp=[y (1) -a*y (1) *y(2); -y(2)+b*y(1)*y(2)];

return

in urma apelul din linia de comanda:

>>[t,yl=ecdifn ('bifur"', [ty, tel, [V1;Vv2] Ny);

to, si t: sunt momentele in care se integreaza, iar y; si vy, sunt datele initiale, Ny,
sunt numarul pasilor de integrare
>>[t,yl=ecdifn('bifur', [0,120], [1;2],10000);
Pentru y;=1, y,=2 se obtine graficul:

O traiectorie a modelului L-V a=2,b=3

Pentru y;=3, y,=2 se obtine graficul:

Ciclul limita din modelul prada pradator y1=3,y2=2

Observatie
Metoda Euler explicita NU este capabili sa realizeze figura de mai sus datorita instabilitatii
sale.
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Exemplul 7
Sa& se scrie un program Matlab pentru trasarea unor traiectorii din planul fazelor pentru
modelul Brusselator [26].
y1'=a- (b+1)y1.y1" 2%y,
y2' =byi- yi72*y,
Sa se arate ca acesta prezintd o bifurcatie Hopf.

Solutie
Unicul punct critic al acestui sistem este x=a, y=b/a . Liniarizand in jurul acestuia, ecuatia
pentru valorile proprii este:

A+A (a?-b+1) +a=0
Bifurcatia Hoph este posibild numai dacd in planul parametrilor a,b un punct curent
traverseazi parabola b=a’+1.
Atunci valorile proprii devin = ai.
Daca de exemplu a=1, b=3 avem un ciclu limita, iar pentru a=1, b=1 punctul critic este
stationar §i nu mai exista solutii periodice.
Un studiu matematic detaliat al ciclurilor limitd se pot gésii de exemplu in monografia [27] .

Solutia periodica pentru Brusselator a=1,b=3,0<t<100
T T T T T

45F 4
35r 4
25 . 4
15F . . N . . 4

05F Ei

Punct stationar pentru Brusselator a=1,b=-1,0<t<100

Exemplul 8

in lucrarea : Nonlinear models of reaction-diffusion in rivers vol IV , pp. 217-219 New
Brunswick, NJ: IMACS, 1981, W.Ames si E.Lohner studiazd urmatoarea problema care
apare 1n studiul poludrii apelor raurilor curgatoare:
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yi' (x) = y2(x)
y2' (X) = 100*%y;(x)-10%y;"2
y1(0) =1, y1'(0) = oo
Acesta este un sistem dinamic neliniar cu punctele fixe (0,0) si (10,0) . Un studiu analitic
simplu demonstreaza ca punctul fix (10,0) este un nod stabil, iar traiectoriile genereaza un
ciclu limitd.

COD MATLAB

clear all;

close all;

tspan=[0,100] ;

y0=[9.9,0.001];

opts = odeset ('OutputFcn',@odephas2, 'Refine',10) ;

a=10;b=10;

tic;
[t,y]=0dell3 (@Amesloh, tspan,y0,opts,a,b);
toc;

plot(y(:,1),y(:,2),'9*",[9.9,0.001], 'k*");
axis ([0.0001 20 0.0001 51);

grid on

xlabel ('x(t) "), ylabel('h(t)")

Se poate observa in graficul urmator prezenta unui astfel de ciclu limita in jurul punctului
critic (10,0).

15

05

L L L L L L
9.9 9.95 10 10.05 10.1 10.15 10.2

10.4. Aplicatii ale sistemelor de ecuatii diferentiale cu
argument intirziat in medicina

10.4.1. Modelul Corvin, Sarafyan si Thomson

Vom considera modelul Corvin, Sarafyan, & Thomson 1997, care descrie cum se

transmite virusul HIV la o populatie omogena. In acest model x reprezinta numarul

indivizilor succeptibili de infectare, y numdrul efectiv de indivizi efectiv infestati , A este
rata de imbolnavire pe o unitate de timp , D durata relatiei , ¢ este numarul contactelor
sexuale de lungd durata intre parteneri, G este rata de insanatosire a celor infectati, n este

numdrul indivizilor populatiei omogene.
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in scrierea acestor coduri Matlab am folosit ideile prezentate in lucrarea [25, pag 213-230]:

Pentru t < D ecuatiile sunt:

x (t)=-x(t)A(t)

n=x(t)+y(t)

M= < { [ [ exp(=G(t — w)x(W)r(w)dwds + ] exp(=G(t —s)) y(s)ds}

JlarpentruD <t:

x' () =-x(t)A(t)

n=x(t)+y(t)
{

A(t) = —; f:_D fst exp(—G(t — w)x(w)A(w)dwds +ftt_D exp(—G(t—s)) y(s)ds}

Codul Matlab este:

function sol = HIV

global ¢ D G n

c=0.5; D=5; G=1; n=100;

y0=[0.8*n; 0.2*n; 0; 0; 0; 0];

options = ddeset('RelTol',le-5);

sol=dde23 (@odes, [],y0, [0, D],options) ;
sol=dde23 (@ddes, D, sol, [D,4*D] ,options) ;
plot(sol.x, [sol.y(1:2,:); 100*sol.y(3,:)]);

grid
title('HIV multiple partnership problems') ;
legend ('x(t)','y(t)','100\lambda (t)',0);

function dydt=odes(t,vy,2)
global ¢ D G n

dydt=zeros (6,1) ;

dydt (1) =-y (1) *y (3) +G*y (2) ;

dydt (2) =-dydt (1) ;

dydt (4) =exp (G*t) *y (2) ;

dydt (5) =t*exp (G*t) *y (1) *y (3) ;
dydt (6) =exp (G*t) *y (1) *y (3) ;

dydt (3)=(c/n) *exp (-G*t) * ( (dydt (4) +dydt (5) ) -G* (y (4) +y (5))) ;
function dydt=ddes(t,vy,2)

$folosim rezolvitorul ddes deoarece existd ami multi parametrii
global ¢ D G n

dydt=zeros (6,1) ;

dydt (1) =-y (1) *y (3) +G*y (2) ;

dydt (2) =-dydt (1) ;

(2)
dydt (4) =exp (G*t) *y (2) -exp (G* (t-D) ) *Z (2) ;
dydt (5) =D*exp (G*t) *y (1) *y (3) -y (6) ;
dydt (6) =exp (G*t) *y (1) *y (3) -exp (G* (t-D) ) *Z (1) *Z(3) ;
dydt (3) =(c/n) *exp (-G*t) * ( (dydt (4) +dydt (5) ) -G* (y (4) +y (5))) ;

In urma executiei acestui program obtinem rezultatul :
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HIV multiple partnership problems
160 T T T

140 /

120 /

x(t)
()
—— 100A()

10 15 20

10.4.2 Modelul lui Genik si van den Driessche

in lucrarea “ An Epidemic Model with Recruiment-Death Demographics and Discrete
Delays” Differential Equations with Application to Biology pp237-249, Providence,
R.I:American Mathematical Society 1999, Genik & van den Driessche considerd ca
numarul total al unei populatiei N(t) poate fi impartit in patru submultimi:

e S(t) suspecti de imbolnavire,

e  E(t) expusi la imbolnavire,

e I(t) infectati,

e R(t) recuperati in urma unui tratament adecvat.
Deci :

N(t)= S(t)+E(t)+I(t)+ R(t)

Cei cinci parametrii ai acestui model pentru virusul Pasteurella muris sunt: A=0.330 rata
nasterii, d=0.006 rata de mortalitate, rata de imbolnavire in urma unui contact individual
A = 0.308, rata de ins@ndtogire y = 0.040, iar = 0.060 reprezinta rata de maortalitate ex-
cesiva. Exista doud valori care pot Intirzia aceste rate : imunitatea 1= 42.0 si timpul de ex-
punere , ®=0.15.
Deci acest model se poate descrie sub forma unui sistem de ecuatii diferentiale cu argument
intarziat astfel:

BO = A—das® - x% +1(t — t)exp(—dr)

dE(H) _ , SOI®) . St-0)l(t-o) N

- = A N A Ni—o) exp(—drt) — dE(t)
di(t) _ | s(t-o)I(t-o)

e N exp(—dt) — (y + ¢ + d)I(v)
dR(t)

= =7 I(t)- v I(t-1)exp(—dr)—dR(t)

Vom rezolva acest sistem pe [0, 350], iar ca valori initiale vom lua S (t) =15, E(t)= 0,

I(t)= 2, R(t)=3 pentru t £ 0.
Codul Matlab este:

function sol = genik

global tau omega

176



tau=42.0; omega=0.15;
sol=dde23 (@ddes, [tau,omegal , [15; 0; 2; 3]1,[0,350]);
plot (sol.x, sol.y)

grid
title('The SEIRS epidemic model') ;
legend ('S(t)', '"E(t)','I(t)','R(t)");

function dydt=ddes(t,y,2)
global tau omega
$parametrii
A=0.330; d=0.006; lambda=0.308;
gamma=0.040; epsilon= 0.060;
S=y(1); E=y(2); I=y(3); R=y(4);
Itau=z(3,1);
Somega=Z(1,2) ;Eomega=Z(2,2) ;
Iomega=Z(3,2); Romega=Z(4,2);
Noft= S+E+I+R;
Nomega=Somega+Eomega+Iomega+Romega;
dsdt=A-d*S-lambda* ( (S*I) /Noft)+gamma*Itau*exp (-d*tau) ;
dEdt=1lambda* ( (S*I) /Noft)-...
lambda* ( (Somega*Iomega) /Nomega) *exp (-d*omega) -d*E;
dIdt=lambda* ( (Somega*Iomega) /Nomega) *exp (-d*omega) . . .
- (gamma+epsilon+d) *I;
dRdt=gamma*I-gamma*Itau*exp (-d*tau) -d*R;
dydt=[dSdt; dEdt; dIdt; dRdt];

in urma executiei acestui script obtinem rezultatul:

The SEIRS epidemic model
16 T T T T T T

[¢] 50 100 150 200 250 300 350

10.4.3. Modelul Cardiovascular

Urmatorul model cardiovascular datorat lui Ottensen J.T., si prezentat in lucrarea:
Modelling the dynamical baroreflex-feedback control, Mathematical and computer
modelling, 31: 167-173, 2000, implica urmatoarele functii P, (t) =y, (t), presiunea
arteriala, P, (t) =y, (t) , presiunea venoasa, pulsul inimii H (t) =y; (t) .

El sugereaza rezolvarea acestui model folosind urmatorul sistem de ecuatii diferentiale cu
argument intarziat :
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v’ (t)=‘_ 1(t)+ Yz(t)+ Vstry3(t)
" e yl(t) (R*C — )y2(®)

I'*Cy

Y2' (t)= f(TSITp)
unde :

£(Ts, Tp) % Ts — BuTp

Ottesen studiaza conditiile in care intdrzierea cauzeaza diferente calitative in solutie si in
special oscilatii in P, (t) .
Pentru t < 0 solutia este constanta.

y1(t)= Py
( ) = r/r+R Py
Y, =(1/r+ (Py/Vstr)

Dacic, = 1.55, ¢, = 519, R = 1.05, r= 0.068, Oy = O = Op= 93,
Oy =0.84, Bo=Ps=Pp=7,Pu= 1.17,Yu= 0 Vgr = 67.9, P¢=93
te {1 7.5}

Folosind urmatorul cod Matlab se obtin rezultatele:
function sol = ottensen
global R r Vstr

R = 1.05;

r = 0.068;

Vstr = 67.9;

PO = 93;

Paval = PO;

Pvval = (1 / (1 + R/xr)) * PO;

Hval = (1 / (R * Vstr)) * (1L / (1 + r/R)) * PO;

history = [Paval; Pvval; Hvall;
opts = ddeset ('RelTol',le-5, 'AbsTol',1le-8);
for tau = [1 7.5]

sol = dde23 (@ddes, tau,history, [0, 350],opts) ;

figure

plot(sol.x,sol.y (1, :))

title(['Modelul Ottensen'

" \tau = ',num2str(tau)l)

xlabel ('time t')

ylabel ('P a(t) ")

axis ([0 350 70 105])

function v = ddes(t,y,2)
global R r Vstr
ca = 1.55;

cv = 519;
gammaH = 0;
alpha0 = 93;
alphas = 93;
alphap = 93;
alphaH = 0.84;
betad = 7;
betas = 7;
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betap 7;
betaH = 1.17;
yvlag = Z(:,1);
Patau = ylag(1l);
Paoft = y(1);
Pvoft = y(2);

Hoft = y(3);

dPadt = - (1 / (ca * R)) * Paoft + (1/(ca * R)) * Pvoft
+ (1/ca) * Vstr * Hoft;

dpvdt = (1 / (ev * R)) * Paoft
- (1 /) (ev *R) +1 / (cv * r) ) * Pvoft;

Ts =1 / (1 + (Patau / alphas)“betas ) ;

Tp =1 / (1 + (alphap / Paoft)“betap ) ;

dHdt = (alphaH * Ts) / (1 + gammaH * Tp) - betaH * Tp;

v = [ dPadt; dpvdt; dHdAt 1;

Modelul Ottensen t= 1
105 T T

100
95

Al |

85

X0

80

751

70 i i i i i i
0 50 100 150 200 250 300 350
time t

Modelul Ottensen 1= 7.5
105 T T

100

95

90

P,

85

80

75

70 i i i i i i
0 50 100 150 200 250 300 350
time t

Daca t=600, presiunea periferica R se reduce exponential de la valoarea constanta
R=1.05 lavaloarea constanta R=0.84 si T=4 in intervalul de intarziere [0, 10007 .
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Folosind urmiitorul program Matlab:
function sol = ottesenl

global r Vstr

R =1.05; r = 0.068; Vstr = 67.9;

PO = 93;
Paval = PO;
Pvval = (1 / (L + R/xr)) * PO;

Hval (1L / (R * Vstxr)) * (1 / (1L + r/R)) * PO;
history = [Paval; Pvval; Hvall;
tau = 4;
opts = ddeset ('Jumps',600, 'RelTol',le-4, 'AbsTol',le-7);
sol = dde23 (@ddes,tau,history, [0, 1000],opts) ;
plot (sol.x,s0l.y(3,:))
grid
title(['Ottesen'
" \tau = ',num2str(tau)])
xlabel ('time t')
ylabel ('H(t) ")

function v = ddes(t,y,2Z)

global r Vstr

ca = 1.55; cv = 519; gammaH = 0;

alpha0 = 93; alphas = 93; alphap = 93; alphaH = 0.84;

betad0 = 7; betas = 7; betap = 7; betaH = 1.17;
if t <= 600
R = 1.05;
else
R = 0.21 * exp(600-t) + 0.84;
end

ylag = Z(:,1);
Patau = ylag(l);
Paoft = y(1);
bpvoft = y(2);

Hoft = y(3);

dPadt = - (1 / (ca * R)) * Paoft + (1/(ca * R)) * Pvoft
+ (1/ca) * Vstr * Hoft;

dpvdt = (1 / (cv * R)) * Paoft
- (1 /) (ev *R) +1 / (cv * r) ) * Pvoft;

Ts =1 / (1 + (Patau / alphas) “betas ) ;

Tp =1 / (1 + (alphap / Paoft)“betap );

dHdt = (alphaH * Ts) / (1 + gammaH * Tp) - betaH * Tp;

v = [ dPadt; dpvdt; dHdAt 1;

pentru t= 4 se obtine rezultatul:
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Ottesent=4
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time t

10.4.4. Modelul lui Plant

In lucrarea Biological Delay Systems: Linear Stability Theory, Cambridge University
Press 1989, N.MacDonald propune urmatorul sistem de ecuatii diferentiale cu argument
intarziat care modeleaza matematic interactiunea dintre doi neuroni din sinapse cunoscut
ca: Plant’s neuron interaction model model folosit in studiul retelelor Neuronale.

3
2/ (£8)=-y1(®) =y, = 22+ m(y; (t— 1) = y1.0)
y2' (£) =r (y:i(t) +a-by,(£))

unde y; o este prima componenta a solutiei de echilibru (y; o, Y2, ) -

Daca parametrii: a = 0.8, b = 0.7, r = 0.08, t=20, m = 10,si
rezolvam acest sistem de ecuatii diferentiale cu argument intarziat in intervalul: [0, 60]
obtinem rezultatele:

yl(t)= 0,4 yi0

y2(t)= 1,8 ¥z,
Alegem y; o =-1.22764016121492, si vom rezolva cu ajutorul Matlab-ului aceastd prob-
lema pentru T = 20, separat pentru m = 10 si m = -10.
Pentru m = 10 obtinem graficul:
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Plant's Neuron Interaction Model with m = 10
10 T T T T T

0 10 20 30 40 50 60
time t

Tar pentru m = -10 obtinem graficul:

Plant's Neuron Interaction Model with m = -10
10 T T T

time t

10.4.5. Modelul matematic al raspunsului imunitar

Sistemul imunitar este format dintr-o mulfime de celule si molecule care contine cel
putin 10° clone ale celulelor ce actioneaza intre ele. Sistemul imunitar depinde de sistemul
nervos si de sistemul endocrin . Existd in permanentd o competitie intre sistemul imunitar i

agentii infectiosi [34].

Modelul raspunsului imunitar asupra unui agent infectios descrie rezultatul com-
petitiei dintre cele doud sisteme, considerand la un moment te R o caracteristicd a unui
agent infectios ce cuantifica raspunsul sistemului imunitar (microorganisme, macromolecule,
celule de tumori imunogene ) ca fiind x (t) si concentratia agentilor imunitari cei mai im-
portanti (anticorpi, celule NK, T-citotoxice) ca fiind y (t . Efectul raspunsului imunitar la un
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moment dat este dat de —~kx (t)y (t), k>0, rata medie de producere a celulelor infectioa-
seestede rx (t) ,r>0.
Variatia caracteristicii agentului infectios este data de:

x'(t)=rx(t)-kx(t)y(t) (1)
Interactiunea dintre variatia concentratiei agentilor imunitari (durata medie de viata a
acestora ) si caracteristica agentului infectios este descrisa cu ajutorul functiilor f,g: R, — R,
derivabile si este data de:

y'(O=pilax()+(1-a)x(t-1)+sg(y(D)-y(1),  (2)

unde T >0, p>0, s>0, ae[0,1] si =x(t-T) reprezintd caracteristica agentului
infectios din momentul t-7.

Considerarea functiilor £, g si a argumentului intarziat T corespunde din punct de vedere
biologic raspunsului imunitar, unde :
y
2 9(y)=

£x) T14x 1+y3’

x(0)=¢(0), 6e[-T,0],y(0)=yo.
Analiza modelului raspunsului imunitar cu argument intarziat, consta in stabilirea variatiei in
raport cu timpul a variabilelor de stare x(t), y(t), In vecinitatea unei stari normale a
fenomenului prin existenta unor valori constante a caracteristicilor agentului infectios si a
concentratiei agentilor imunitari.
Deci din punct de vedere matematic trebuie determinat punctul de echilibru si de efectuat un
studiu al stabilitatii in jurul acestui punct. Urmatoarea teorema ne ajuta in acest sens.
Teorema
Urmatoarele afirmatii sant echivalente:

4 3

atunci valorile :

. 1 , sys
. Daca0<s<?+y0 S1 P > Yo~ 3
0 0

yot+1

Yo(1+¥3)—sy3 r . »
Xo= |7/—/—————— , = — sunt coordonatele punctului de echilibru (punctul fix
Noyani) YTk P U

al sistemului (1)+(2)) (3).
e Dacit=0siy, >V2 si s < y_lg+ Yo atunci punctul de echibru este
asimptotic stabil (4).
e Dacit=0s5i 0<y,< V2 si 8 <§ (y—12+ y0)3 , atunci punctul de
echilibru (Xo,Yo) ’

este asimptotic stabil (5)

e Dacdauloc (3)sau (4), atunci pentru orice T€ [0,7.], punctul de echilibru
(X0, yo) este asimptotic stabil unde

(1+y3)*-3sy3
c 3 12 (6)
(1-a)pp1kxo(1+y3 )
Pentru: k=2.5, r=0.9, s=0.25, p=0.55, a=0.25 suntemin cazul (6).

Scriind cod Matlab am obtinut punctul de echilibru x,= 1.147584637, vy,=0.36 si
T.=1.144486805

si reprezentarile grafice:
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Dinamica sisternulul pe varietate centrala

10.4.6. Modelul epilepsiei

Epilepsia (in greaca veche: énilnyig, epilépsis) este o boald a sistemului nervos central,
caracterizatd prin crize, accese convulsive intermitente, insotite de pierderea cunostintei, de
halucinatii si de alte tulburari psihice.

Cauza precisa a bolii nu este cunoscuta, se presupun predispozitii ereditare, infectii cu infla-
matii acute sau intoxicatii care pot sa declanseze accese epileptiforme. Accesele epileptice ar fi
produse de o descarcare simultana a fluxului nervos la nivelul unor grupe de neuroni din creier.
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Aceastd diagnoza se poate pune cu ajutorul ajutorul electroencefalogramei. Medicatia epi-
lesiei este simptomatica, adica se cautd combatrea simptomelor cu medicamente antispastice
si relaxante. S-au facut si interventii chirurgicale pe creier, obtindndu-se rezultate
indoielnice.
Simptome epileptiforme asemanatoare s-au depistat si la animale.
Sa se studieze gradul de imprastiere al modelului epilepsiei, dat de ecuatia:

x'= 4*a*x™3-6%a*x™2+ (1+2*%a)*x; x(0.1)=0; pentru ae [0,10].

Scriind cod Matalb obtine graficul:

Diagarama de bifurcatie Hopf a modelului asupra epilepsiei

) 0 0

10.4.7. Modelul matematic al testului IVGTT

Relatia dinamica dintre glucoza si insulind se stabileste folosind testul de tolerantd al
glucozei administratd intravenos cunoscut in literatura de specialitate ca testul IVGTT [12].
Trebuie mentionat ca aceasta problema este studiatd la Universitatea Louisville — Kentucky
U.S.A, iar eu in acesastd lucrare am preluat unele din aceste rezultate.

Variabile de stare ale modelului sunt: cantintatea de glucoza plasma la momentul t, notata
G(t) [mg/t] si concentratia de insulind notatd I (t) [UUI/me] functii presupuse
derivabile. Modelul matematic este dat de sistemul de ecuatii diferentiale :
G (t)=-f(G(t))-g(G(t),I(t))+ by
I'(t) =-p(I(t))+g(G(t-T)), (EDRI)
Cu conditia initiala :
G(0)=p(0), 6e[-1,0], I(0)=I, +bsb,, T > 0. (CI)
©:[-7,0] >R este o functie derivabilicu @ (0) = Go+ by, unde Gy, by, I,, bs, bg
reprezintd parametrii
modelului si se obtin prin analize de laborator. in continuare se considera functiile:

txy, p(x)=b, (x) ,q(x) =bex, (FI)

f(x)=bix, g(x,y)=
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unde b;, b, bg suntnumere positive ce se obtin din analize de laborator si o > 0 este
un parametru .

Teorema
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
e Sistemul de ecuatii (EDRI) cu conditia initiala (CI) si functiile (FI) are un unic
punct de echibibru
(To, Go)e R,? este dat de:

b
IO = b_z Go,
by (aby—by)+VA

Go = 2(bybyoc+byby)

unde A=bZ(b; — ab;)?*+4b,b, ((b;b,  +b,b,)

e Daci 1 =0 punctul de echilibru (I, Go)e R.> este asymptotic stabil .
e Pentru orice T€[0,7.] punctul de echibru (I, Go)e R,> este asimptotic stabil daca:
T.= (a+b;) /bybg

Utilizand un program Matlab pentru coeficientii b;=0.0002, by=209, b,=0.042, b;=1.64,
b,=0.68, 0=0.001,

bs=1.09E-0.4, bs=23, bs=0.033, se obtin urmatoarele rezultate:

Daca in urma testului de glicemie se obtine Gy=133.87, in urma administrarii cu insulind cu
o medie zilnicd (APIDRA) de 1,=104.69, se observa din graficul urmator echilibrarea
organismului.

Concluzie:

Din reprezentarea grafica de mai sus se observa prezenta unui centru stabil (din punct de
vedere al unui sistem dinamic), iar din punct de vedere al medicinei o echilibrare a raportului
glicemie-insulina.
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10.5. Sisteme de ecuatii diferentiale cu aplicatii in
dinamica fluidelor

in continuare vom da citeva exemple sugestive preluate din lucrarea de referinta [3].

10.5.1. Caderea libera a unui corp sferic

Sé consideram un corp sferic de masa m si diametru d plasat la r=0 in originea axei
verticale descendente Oz, cu o vitezd v, in directia verticala care se deplaseaza sub actiunea
fortei gravitationale mg pe axa Oz.

La momentul ¢ corpul se gaseste la distantd z(?) de origine §i are viteza v(z) marimi
care verifica urmatorul sistem de ecuatii diferentiale:

& _ (t)
a
&2 e ()]
% A cv|v|eq(v
Unde A=1+pz—2, B=(1-p2)g, C=1—‘LZ, iar p2 = py /p este raportul dintre densitatea

fluidului si cea a corpului,

cg este coeficientul de rezistentd la Tnaintare ( drag coefficient ) datorat viscozitatii
fluidului.

El depinde de numarul lui Reynolds R si este dificil de evaluat analitic, determinandu-se
experimental sau utilizdind codul Matlab urmator :

Exemplu

Urmatoarele coduri Matlab sunt preluate din lucrarile [10], [21].

% functie care determina coeficientul Reynolds:

function cd = drag(Re)

if Re==0 cd=0;

elseif Re>=0 & Re<=1 cd=24/Re;

elseif Re>1 & Re<=400 cd=24/Re™0.646;

elseif Re>400 & Re<=3.e5 cd=0.5;

elseif Re>3.e5 & Re<=2.e6 cd=3.66e-4*Re™0.4275;

else cd=0.18;

end

Vom face urmitorul experiment cu o minge de ping-pong (cu densitatea egala cu a aerului )
cu diametrul d=0.036m in apd , unde densitatea fluidului se poate lua p; =1000 kg/m’,
v=1X10"°*m?*/s, p =1.22kg/m?,

g=9.81 m/s?.

Vom scrie urméatoarele programe Matlab.
1.Campul vectorial

function yprim = corpsf (x,y)

global ro d rof nu;
yprim=zeros (2,1) ;
g=9.81;robar=rof/ro;
a=1l+robar/2;b=(l-robar) *g;c=3*robar/4/d;
r=abs(y(2))*d/nu; cd=drag(r) ;
yprim(1) =y (2);

yprim(2) = (b-c*y(2) *abs (y(2)) *cd) /a;
end
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2. Programul principal este:

function [t,x] = cadlib( ro,d,rof,nu,Tf,z0,v0 )
$cazul unei mingi de ping-pong

global ro d rof nu;
ro=1.22;rof=1000;nu=0.000001;d=0.036;T£=20;2z0=0;
v0=0.5;%viteza de cadere libera

[t,x]=0de45 ('corpst', [0,20], [z0,Vv0]) ;
plot(t,x(:,2),"'."', 'MarkerSize',12);

grid on

xlabel('t(s) ') ;ylabel ('v(m/s)"');

title('Viteza de cadere libera a unei mingi de ping-pong cu ro=1.22
kg/m*3 si diametrul d=0.036")

end

In urma executiei acestui program rezulti graficul:

Viteza de cadere libera a unei mingi de ping—pong cu ro=1.22 kglm3 cu diametrul d=0.036
0.5 T T T

v(m/s)

1
Il
o

+~—r

i

-1 . . .
0 5 10 15 20

t(s)

10.5.2 Miscarile verticale ale unei aripi de avion

Studiul vibratiilor unei aripi de avion fixate elastic, in anumite conditii de zbor, poate fi

facut tot prin simulare numerica, deoarece studiul analitic este dificil iar cel experimental
costisitor.
Presupunem ca greutatea aripii mg este suportatd de un resort elastic de constantd k,
echivalent cu fixarea elastica a aripii de avion. Daca vantul lipseste centrul de masa se afld in
starea de echilibru in z=0 , iar arpa face un unghi o cu orizontala. La deplasarea verticala a
aripii, miscarea este descrisd de cota z(?) si viteza v(?) si presupunem existenta unui vant
orizontal de viteza u. Dacé ludm in considerare si viteza v, unghiul de atac al aripii devine
o=0j-arctg(v/u), iar o [-18° ,18°]. Dacd tinem cont de forta elastica generatd de resort si de
cea ascensionala generata de vant, ecuatiile miscarii devin:

dz
vy
d dt
md—‘t’ =—kz + %pfScluZ\/u"Z +vh2

unde pr este densitatea aerului, S este proiectia pe orizontala a ariei aripii , iar ¢/=27o.
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Aceste ecuatii contin mul{i parametrii, de aceea T.Petrila si D.Trif [21 pag360-362]
sugereaza rezolvarea sistemului de mai sus in forma adimensionald pentru a reduce numarul
parametrilor. Ei sugereaza folosirea unor marimi de referintd : timpul, lungimea si viteza,
alegand ca timp de referintd perioada oscilatiilor libere ale aripii 27,/ m/k, deformatia aripii
datorita greutdtii mg/k ca lungime de referint , iar raportul lor ca viteza de referinta.
Definim marimile adimensionale astfel:

_ _zk _,/8 /8 m
T=t/2m/m/k, Z—mg, U—u/ZR\ﬁ 'V_v/Zn\ﬁ

In aceste conditii ecuatiile sistemului devin:

dz_
dT
= —(2m)’Z+BeUVUZ + V2
Unde: § = %.

Vom scrie un program Matlab in care vom lua: pr = 1.22kg/m’, m=3kg,
k=980kg/s?, g = 9.81m/s?, S=0.3 m?, O=1.

Exemplu .

Coduri Matlab

function yprim = aripv(x,y)

global U;

yprim=zeros (2,1) ;

UU=U* (1+0.1*sin (2*x)) ;

V=y(2)+0.14*U*sin (0.5%*x) ;

alpha0=10*pi/180;

beta=0.00183;

alpha=alphaO-atan (V/UU) ;

cl=0;

if abs(alpha)<=pi/10
cl=2*pi*alpha;

end;

yprim(1) =y (2);

yprim(2)=-4*pi®2*y (1) +beta*cl*UU*sqrt (UU*2+V"2) ;

end

Campul vectorial:

[t,x]=0de45 ('aripv', [0,30], [0,0]);

plot(t,x(:,1));

title('Vibratiile unei aripi de avion');

grid
xlabel ('T");
ylabel ('Z') ;

Apelul din linia de comanda:
>>global U;U=100;aripvp;
Rezulta graficul:
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Vibratiile unei aripi de avion

10.5.3. Modelul descompunerii termice a ozonului

in lucrarea Lapidus L. The occurence and numerical solution of physical and chemical
systems widely varyng time pp.187-200 in Stiff Differential Systems editura Penum,
New-York 1973 propune urmatorul sistem de ecuatii diferentiale care simuleaza acest
fenomen:

dx_ + ek
i X — Xy + €ky
dy_ "
edt—x xy — eky

Aici variabila x reprezintd concentratia de ozon, variabila y concentratia de oxigen, iar pentru
parametriireali ¢ = 1/98 si k=3.

Rezolvam aceast sistem de ecuatii diferentiale folosind valorile initiale : x(0) = 1, y(0) = 0 iar
intervalul de integrare este [0,240].

Exemplul 3.

Codul Matlab

function lapidus

global epsilon kappa

epsilon = 1/98;

kappa = 3;

options = odeset ('Stats','on');

[t,y] = odel5s(@f, [0,240],[1;0],options) ;
semilogx(t,y(:,2))

grid on

axis([0.01 100 0 11])

title('Modelul Lapidus pentru epsilon = 1/98.');

function dydt = f(t,y)

global epsilon kappa

dydt = [0; 0];

dydt (1) = - y(1) - y(1)*y(2) + epsilon*kappa*y(2);

dydt (2) = (y(1) - y(1)*y(2) - epsilon*kappa*y(2))/epsilon;
Sugeram folosirea rezolvitorului ode15s datorita faptului ca y’(t) este multiplicat cu €.
in urma executirii acestui program rezulta graficul:
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Modelul Lapidus pentru epsilon = 1/98.
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10.6. Rezolvarea numerica a problemelor cu valori pe
frontiera

10.6.1. Metode numerice
Metoda cu diferente

Fie problema cu valori pe frontiera:

AR P +BEY =€), xE[abl  (BVE)

y(a)=0, y(b) =P
Pentru a rezolva acest tip de probleme in prima faza ele se discretizeaza de exemplu prin
diferente finite.
Se considera grila:
a=Xg,...,xij=ih,.. ;x,,,=b,1=0,1,..,n+1.

Unde: h=i.
n+1

Valorile lui y pe aceste puncte vor fi notate prin y;, iar din formula lui Taylor avem pentru
h mic:

mh)?
Yim=Yit+mhy;’ + 2!) yi' !+
Rezulta:
, 2w
Yi-1=yi- hy:’+ 2 Yi s Yi +...
, 2, e
Yia=yit Dy +5- yil T v e

Scazand aceste relatii obtinem formula cu diferente finite progressive:

' Yiti-yiy _h e

Yi h 2 Yi
Procedand analog se obtine formula cu diferente finite regresive:
, Yiti-yj_; , h _egll
Vi'=—F T3V

si cea cu diferente centrate:
, Yiti-y_ hZ ...
T
Erorile de aproximare sunt O (h), pentru primele doud metode si O (h?) pentru ultima. Deri-
vata de ordin II se aproximeaza prin:

Vi' "= (Yia-2yi+yioa) /B*+h%/12 vyt 4
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inlocuind aceste formule in ecuatia diferentiald si ordonand termenii avem:
(l—g Aj)yia+ (h*Bi-2) v+ (1+g A;) yi,i=h?C; i=1,...n.

Ceea ce reprezintd conditia de verificare a ecuatiei diferentiale in nodurile
interioare, unde prin A;, B;, C; se inteleg valorile lor in x;.
in ceea ce priveste conditia la limitd avem:

Yo=Yn s Yn+1=¥YuM

valori cunoscute care trec deci iIn membrul drept. Rezolvand acest sistem cu tehnicile de
matrici rare, se obtin valorile aproximative ale solutiei y in nodurile interioare ale grilei
(matricea sistemului este diagonal dominanta, deci inversabila).
Similar se procedeaza si la sisteme de ecuatii diferentiale.

Metode de colocatie

Aceste metode fac parte din metodele numerice de aproximare analitice. De obicei acestea au
forma unei dezvoltari intr-o serie trunchiata, fie dupa puterile lui x, fie in polinoame
otogonale Cebdsev, Laguerre etc. fie intr-un alt sistem de functii de baza ( de exemplu B-
splines).
L S . . . b- . .

Fie intervalul [a,b] si o diviziune uniforma a lui , cu pasul h = Ta , N arbitrar i in fiecare
subinterval [X;, X;+1] inseram k puncte ce reprezintd radacinile unor polinoame ortogonale :
Cebasev, Legendre, etc , astfel se obtin n=N*k+2 puncte de colocatie ale intervalului ( se
adauga si capetele intervalului).

Metodele de colocatie pe care le vom folosi in continuare constau in a determina solutii
aproximative ux(x) ale solutiei exacte y(x) ale problemei bilocale valabile pentru orice
x€[a,b] sub forma:

up (x) = ]p=1 G s (%),

unde ¢j(x) € Pian unde Pyu, este multimea polinoamelor de grad cel mult k definite pe
diviziunea A, a intervalului [a,b] , ¢j(x) j=0,1,2,..n sunt functii liniar independente, iar c;
sunt parametrii reali. Acesti parametrii sunt determinati, astfel incat wu, (x)sa satisfaca
ecuatia diferentiala pe punctele de colocatie a intervalului [a,b] si in plus sd verifice
conditiile la limita.

Detalii privind existenta si unicitatea acestor solutii se pot regasii in lucrarea [22].
Observatie

Malabul pune la dispozitia utilizatorilor un rezolvitor eficient bvp4c,imbunatdtit prin
bvp5c datorat lui Carl de Boor si bazat pe functii B-splines.

Controlul erorii in cazul aplicérii rezolvitorului bvp4c
Se face evaluand:
|uA(xi) - J/A,il < tlua(x)] +1
Unde prin y, ; am notat valorile solutiei exacte a problemei BVP pe punctele de colocatie, iar
prin T toleranta.
Evident daca |ua(x; )| < 1 controlul devine:

|uA(xi) - yA,il <7,

iar dacd |ua(x; )| > 1 atunci:
|uA(xi) - yA,i' < tlua ()l
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10.7.2. Forma liniara

in continuare vom trata problema BVP cu conditii in interiorul intervalului, considerind
ca problema clasica se poate obtine pentru a=c, b=d.
Acest lucru este motivat de faptul ca daca intervalul de integrare este infinit, sau conditiile
la limita sunt infinite apar foarte multe probleme de aceea vom trata 1in continuare si
problemele bilocale de urmatoarea forma:
v (x)+g(x)y (x)=r(x), a<x<b
cu conditii in interiorul intervalului de integrare:
y(c)=y, y(d)=08; a<c<d<b
in continuare vom considera ca sunt indeplinite conditiile de existenta si unicitate a
solutiilor acestor probleme.
In lucrarea [22] am rezolvat aceste probleme cu metoda colocatiei cu functii B-spline si
polinoame ortogonale de tip Cebdsev .Vom da cateva exemple sugestive in acest sens , mai
multe exemple se pot regési in lucrarea mai sus mentionata.

Exemplu 1

Problema lui Burden [2 pag.48], care apare in calculul structurii de rezistenta a anumitor
constructii:

'Y"'Y = X, €(0 11)

(1/4))=((81n 1/4))/(sinl))-(1/4),
(1/2))=((sin(1/2))/(sinl))-(1/2).

Codul Matlab este:
$numdrul punctelor de colocatie N=nk+2,k=gradul B-spline
$metoda de colocatie cu functii B-spline si Runge-Kutta.

= @(x) -ones(size(x));

= @(x) X;

Solutia exacta

solex= @(x) -x+sin(x)/sin(1);

a=0; b=1;d=1/4;e=1/2;

alpha=solex(d) ;

beta=solex (e) ;

t=linspace(a,b,100) ;

gnumdarul punctelor de colocatie

n=3;k=3;

% Apelul functiei tic pentru contorizarea timpului de executie
tic;

[x,y]=BVPcollocRK(q,r,a,b,d,e,alpha,beta,n, k,t);

toc;

subplot (2,1,1)

% Solutia

plot (t,solex(t),x,vy, [d,e]l, [alpha,betal, 'o")

xlabel ('t")

ylabel ('solex(t) ")

title('Burden BVP problem for alpha=y(1/4) and beta =y(1/6)
legend ('Approximate solution', 'Exact solution', 'd=1/4,e=1/2"',0)
% Erorile

subplot (2,1,2)

semilogy (x,abs (solex (x)-y),'-")

title('Errors in semilogarithmic scale ')

grid on

o K Q
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In urma executiei acestui program rezulta graficele:

Burden BVP problem for alpha=y(1/4) and beta=y(1/6)

0.08 T

solex(t)

i

Approximate solution
d=1/4,e=1/2

0 0.2

0.4

Errors in semilogarithmic scale

t
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0.8 1
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Daca a=d, e=b problema de vine o problema clasicd (BVP), rezultatele se pot vedea in

graficul urmator:

Burden BVP probl

0.08 T

lem for alpha=y(0)

and beta=y(1)

0.06
0.04

solex(t)

0.02
od

-0.02 :
0

10°
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Errors in semilogarithmic scale

t
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-10

10

0 0.2

Un alt exemplu este cazul liniar in care solutia este oscilanta,

zerouri 1n intervalul de integrare.

0.4
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Exemplu 2

Fiind datd problema bilocalda cunoscutd in literatura de specialitate ca problema lui
Greengard §i Rohlin sau ecuatia cuardei vibrante intr-un domeniu de frecventd

12, pp.68J:

y''+86%y=5*sin (9*t) ;
y (pi/54)=1/2;y(pi/12) =sqrt (3) /2.

Codul Matlab este:

tic;

g = @(x) -86*ones(size(x));

r = @(xX) -5*sin(9*x);

solex= @(x) sin(9*x);

=0; b=1;

%$conditii in interiorul intervalului

alpha=solex(d) ;

beta=solex (e) ;

t=1linspace(a,b,100) ;

n=3;

k=3;

tic;
[x,y]=BVPcollocRK(qg,r,a,b,d,e,alpha,beta,n, k, t);
toc;

subplot (2,1,1)

plot (t,solex(t),x,vy, [d,e], [alpha,betal, 'o")
grid on

title('Problema Greengard-Rokhlin')
subplot(2,1,2),semilogy (x,abs (solex(x)-y),'-")
xlabel ('x', 'FontSize',10),

ylabel ('1n |y(x)-y {\Delta}(x)|', 'FontSize', 10)
grid on

title('Erocarea la scara semilogaritmica')

in urma executiei acestui program Matlab obtinem rezultatul:

Problema Greengard—Rokhlin

0.5

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Eroarea la scara semilogaritmica

In ly(x)=y, (4

Analog dacé a=e, b=d obtinem rezultatul :
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Problema Greengard-Rokhlin y(0)=0, y(1)=sin(9)
T

1 T T
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Eroarea la scara semilogaritmica
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10.6.3. Forma neliniara
Formularea problemei:

Fie ecuatia diferentiald de ordin II neliniara §i neomogend cu conditii in interiorul
intervalului [a,b].
y''(x)=f(x,y(x)); x €la,bl
cu conditii la limita de tip Dirichlet neomogene date in interiorul intervalului de integrare.
yv(c)=a, y(d)=B, a £ c £ d <b.

Unele din aceste tipuri de probleme nu au solutii analitice, deci singura posibilitate de
rezolvare a lor sunt metodele numerice. Amintim cateva dintre aceste metode (31) :

e metoda shutting,

e  metoda lui Newton,

e metoda colocatiei.

in aceasta lucrare ne vom ocupa sa prezentim exemple de utilizare ale urmitoarelor

metode de colocatie :

e metoda globala cu functii B-splines,

e metoda combinatd polinoame ortogonale Cebasev si Runge-Kutta,

e metoda combinatd B-splines si Runge-Kutta.
Metodele combinate presupunem descompunerea intervalului de integrare in [a,c], [c,d],
[d,b], astfel :

e peintervalele [a,c] si [d,b] tratim problema (IVP) cu rezolvitorul ode45,

e [c,d] folosim metode de colocatie cu B-spline sau polinoame ortogonale Cebasev.

De asemenea suntem interesati de costurile de executie ( run-times ).

Exemplu 3

Urmatoarea problema cunoscutd in literatura de specialitate ca Problema lui Bratu [22,
pag. 42], si apare in modelul combustiei spontane este:

u''+exp(u)=0;

u(0.2)=u(0.8)=0.08918993462883;

folosim ca solutie de start:

y (x)=x(1-x)

197



Pentru calculul valorilorinu (0.2)=u(0.8)=0.08918993462883; am folosit cod

Maple.

Codul Matlab este:

% Problema lui BRATU

$Folosim pentru metodele C.C+R.K si B.s+R.K aceasi solutie de start:

sy (x)=x(1-x%)

$Pentru metoda B.S. Globala solutia de start este:

$y(x)=3.9x(1-x)/7;

Fu''+exp(u)=0; u(0.2)=u(0.8)=0.08918993462883;

f=e(x,y) -exp(y);

df=e(x,y) -exp(y);

err=1le-10;%criteriul de stop

NMAX=50; $numarul maxim de iteratii

N=15; %numarul punctelor de diviziune

fo=@(x) x.*(1-x);%solutia de start

a=0; b=1;

conditii din interirul intervalului (0,1)

=0.2
.8

o°

7
7

Q0

$valorile alpha si beta sunt calculate cu Maple
alpha=0.08918993462883; bet=0.08918993462883;
¥metoda pseudospectrala+Runge-Kutta

tic;
[x,y,ni]=solvepolylocalceb(N,f,df,a,b,c,d, alpha,bet, f0, err,NMAX) ;
toc;

ni;%numar de iteratii

subplot (3,1,1) ;

plot(x,vy, [c,d], [alpha,bet],'o")

grid on

title('Problema lui Bratu CC+RK'")

$metoda B-splines+Runge-Kutta

k=3;d=0.2;

e=0.8;N=15;

t=1linspace(a,b,100) ;

tic;
[x,y]=polycalnlinRK(f,df,a,b,d,e,alpha,bet,N,k,f0,t,err);
toc;

subplot(3,1,2);

plot(x,y, [d,e]l, [alpha,bet], 'x")

grid on

title('Problema lui Bratu BS+RK')

$metoda globala B-spline

N=15;

startv=@(x) 3.9*%*x.*(1-x)/7;
[x,y]=polycollocnelin(f,df,a,b,d, e, alpha,bet,N, k,startv, t,err);
toc;

subplot(3,1,3);

plot(x,y, [d,el, [alpha,bet], '*")

grid on

title('Problema lui Bratu globala BS')

in urma executiei scriptului de mai sus rezulta graficul:

198



Problema lui Bratu CC+RK

0.2 T T T T
o /@/”’f\@\
0
01 i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Problema lui Bratu BS+RK
0.2 ‘ ‘
T ]
0
_0.1 Il Il Il Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Problema lui Bratu globala BS
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Am folosit pentru compararea costurilor functiile Matlab tic-toc, iar rezultatele se pot
vedea in tabelul urmator:

€ C.C+RK B.S+R.K Global B.S
1075 0.0540 0.035 0.021
107 0.077 0.043 0.023
1077 0.049 0.025 0.024
1078 0.055 0.031 0.031
107° 0.054 0.036 0.030
1071 0.058 0.028 0.026

Unde prin € am notat eroarea.

Problema clasica cu valori pe frontiera:

u''+exp(u)=0;

u(0)=u(l)=0;
Folosind codul Matlab din lucrarea [8,pag:168-169] care foloseste rezolvitorul BVP4c se
obtine graficul:

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Costurile de executie furnizate de functiile MATLAB tic si toc sunt: 0.629355
seconds.
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Concluzie

Costurile mai mari se datoreaza faptului cd pentru a obtine solutia aproximativa autorii
aplicd de mai multe iteratii rezolvitorului BVP4c si extrapoleazd de fiecare data rezulta-
tele intermediare cu BVPINIT.

10.6.4. Conditii la limita infinite

Acest tip de probleme a inceput sa fie studiat in ultimii 50 ani, deoarece ele apar in modele
matematice din medicind, chimie, biologie, retele Neuronale , reactoare nucleare, compresia
si criptarea datelor etc.

Pentru a se Intelege mai bine acest tip de probleme vom da cateva exemple:

Exemplul 1 [8, pag. 155]
Vom trata in continuare modelul lui Thomas-Fermi care apare in procesul de dezintegrare a

atomului de uraniu in reactoarele nucleare:

y’ '=Xfl/2 3/2

Y
cu conditii pe frontiera:

y(0)=1, y(=2)=0
Se observa ca x = 0 este un punct singular, mai mult y(e) =0, deci abordarea unei astfel de
problema este foarte dificila. Davis (1962 ) reuseste folosind o dezvoltare in serii de puteri sa
determine o solutie rationala aproximativa :
y(x)=144x? |y (x) =-432x7%.
Vom incerca o rezolvare numerica folosind o metodd combinata adica pe [0.15, 27] o
metoda de colocatie bazata colocatie cu B-spline, iar pe [0, 0.15] si [27,00) 0 metoda Runge-
Kutta-Fehlberg (ode45).

Codul Matlab

% Modelul Thomas Fermi: y''=x"(-1/2)*y"(3/2)
$Conditii la limitd y(0)=1;y(infinity)=0;
%BS+RK method

f=e(x,y) x.7(-1/2) .*y."(3/2);
df=@(x,y) 3/2*x.7(-1/2).*y."(1/2);
err=1e-10;
NMAX=5;
fo=@(x) 144*x.
infty=10"25;
$interval
a=0.0001; b=30;

$number of collocation points

k=3;N=128;

$inner points

d=0.15;e=27;

alpha=0.978608879909728;

bet= 0.0073;

t=1linspace(a,b,100) ;

tic;
profile on
[x,y]=polycalnlinRK(f,df,a,b,d, e, alpha,bet,N,k,f0,t,err);
toc;
profile viewer
profsave (profile('info'), 'profile results');

figure (3) ;
plot (x,y, [d,e], [alpha,bet], '*")

A

(-3);
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axis=[0 30 0 1];
grid on
title('modelul Fermi-Thomas B-splines+Runge-Kutta')

in urma executiei codului Matlab de mai sus se obtine graficul:

Fermi-Thomas equation B-splines+Runge-Kutta
1.4 T T T T T

12 b

0.8

0.6

0.4

0.2

0 5 10 15 20 25 30

Costurile de executie sunt: 1.077779 seconds.
Aceasi problema tratatd dupa ideea lui Gladwell [8 p. 155:156] folosind codul Matlab:
function sol = FermiShampine
$Rezolvare Bvp4c ideea propusd de Shampine
global d D
left = [1 0.1 0.01 0.01 0.001];
right = [20 30 40 50 60];
hold on
profile on
for i = 1:5
tic
d left (i) ;
D right (i) ;
if 1 == 1
solinit = bvpinit (linspace(d,D,5),@guess,-1.6);
else
solinit = bvpinit(sol, [d,D]);
end
sol = bvp4c(@odes,@bcs,solinit) ;
tt (i) =toc;
figure (1)
plot(sol.x,sol.y(1,:),sol.x(end),sol.y(1l,end), ' 'xro', ...
sol.x(1),sol.y(1,1),'ko");
title('Shampine-bvp4c-5(iterations) ')
axis ([0 70 0 1]);
grid on
drawnow

end

profile viewer
hold off

figure (2)

x = [0 sol.x];

y = [1 sol.y(1,:)];
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plot (x,vy)
title('Shampine-bvp4c-final')
axis ([0 70 0 1])
grid on
sum(tt)
function v = guess(x)
if x <=1

v = [1; 0];
else

v = [ 144/x"3; -432/x™4 1;
end
function dydx = odes (x,y,p)
dydx = [ y(2); max(y(1),0)"(3/2) / sqrt(x) 1;
function res = bcs(ya,yb,p)

global d D

res = zeros(3,1);

res(l:2) = ya - series(d,p);
res(3) = vb(1) - 144/D*3 ;

function y = series(x,p)

yx = 1 + p*x + (4/3)*x7(3/2) + (2/5)*p*x*(5/2);
ypx = p + 2*x™(1/2) + p*x*(3/2);

y = lyx; ypxl;

Se obtine rezultatul:

Shampine-bvp4c-5(iterations)

30 40 50 60 70

Costurile sunt 1.7644 seconds (mult mai mari deoarece se fac cinci iteratii pentru a obtine
solutia aproximativa).

Exemplul 2 [8, p. 153]
Un al doilea exemplu este problema cunoscuta in literatura de specialitate ca modelul
Ames & Lohner giaparein fenomenul de poluare a apelor curgétoare:

y''-100y+10y"2=0; in [0, infint]
y(0)=1, y(infinit)=0;
Autorii determina o solutie aproximativa exponentiala, obtinuta eliminand din ecuatia
diferentiald termenul 10y”*2, deci:
-10x

y(x) =e

Vom descompune problema astfel:
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e O zona tranzitorie [0,a] in care vom folosii 0 metodi de colocatie cu functii B-

spline,
e O zona exponentiala [a,40] in care vom folosi 0 metoda Runge-Kutta-Fehlberg.
In alegerea punctuluix = a < 40, trebuie avut in vedere zona de stabilitate a metodei B-
spline.
Codul Matlab este:

clear all

close all

f=@(t,y) 100*y-10*y."2;

fd=@(t,y) -20*y+100;

fe=@(x) exp(-10*x);%solutia exacta

startv=@(t) 1./(1l+t).”"3;
NMAX=5; $Numdrul maxim de iteratii

$Datele initiale

a=0; b=40;

d=a; e=10;% puncte interioare
g=0.1;% punct de control

alpha=fe(a) ;
beta=0;

gama= fe(e);

delta=fe(qg);

% numdr grade de libertate p=N*k, unde k este gradul functiei B-
spline
N=100;

k=3;

t=1linspace(a,b,100) ;

err=1le-15;

tic;
[x,y]=polycalnlinRK(f, fd,a,b,d, e, alpha,beta,N, ...

k,startv,t,err) ;

toc;

$Plotam solutia de start si solutia aproximativa
Subplot(2,1,1)
plot (t,startv(t),'--',x,y,"'-

r',[a,g,e,b]l, [alpha,delta,gama,betal, '*k');
xlabel ('x', 'FontSize',10); grid;
title('B-splines+Runge-Kutta')

axis([0.0001 40 0.0001 11);

legend('Start solution',' Aprox solution',' Inner points')
text (a,alpha, '\leftarrow(a,alpha) ',

'FontSize',7)
text (g,delta, '\leftarrow (g,delta)', ...

'FontSize',7)

text (e,gama, '\rightarrow (e,gama)’', ...
'HorizontalAlignment', 'right', ...
'FontSize',7)

text (b, beta, '\rightarrow (b,beta) ', ...

'HorizontalAlignment', 'right', ...
'FontSize',7)
hold on

o

% Eroarea
subplot (2,1, 2)
axis ([0.00001 40 0.00001 11);
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semilogy (x,abs (fe(x)-y),'-r') ;grid;

xlabel ('x', 'FontSize',10)

ylabel ('abs (fe(x)-y) ', 'FontSize',10)

grid on

title('Exrror ')

Functia polycalnlinRK este:

function

[x,y]=polycalnlinRK(f, fd,a,b,d,e,alpha,beta,N, k, startv,t,err)

o oe

o\°

N -

k
s

# numdrul de subintervale

- # numdrul punctelor de colocatie

tartv -

functia de start

$err -

eroarea

ti=t(t>=d & t<=e);
tright=t (t>e);
sp=BVPcollocnelin(f, fd,d, e,alpha,beta,N,k, startv, err) ;
yi=fnval (sp,ti);
ydi=fnval (fnder (sp), [d,e]);
x=ti';
y=yi';
opts=odeset ('AbsTol',le-12, 'Reltol',le-11, 'Stats', 'on');
if ~isempty(tright)
tright=[e, sort (tright)];
[tr,wr] =ode45 (@erhs, tright, [beta,ydi(2)],opts) ;
x=[x;tr(2:end)];
y=[y;wr(2:end,1)];

fprintf ('ydi(2) '' (0) is about
%6.4f.\n',sol.parameters, 'Stats', 'on') ;
end
function dy=rhs(x,u)
dy=[u(2); £(x,u(1))];
end
end

In urma executarii programului rezulta graficele:

B-splines+Runge-Kutta

1—taratphay T T T T T T
— — — Start solution
0.8F Aprox solution ||
0.6 * Inner points
|
0.4 (g.delta) 1
\
0.2 N b
~
i (e-gamak i i i i by
10 15 20 25 30 35 40
X
o Error
10 T
=
|
=
2
@
=}
<
10750 I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40
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Costurile de executie sunt : 1.047822 seconds.
Aceasi problema poate fi tratatd conform lucrarii [8 p. 153] cu ajutorul codului Matlab:
function sol = AmesShampinel

clear all

close all

global d D

fe=@(x) exp(-10*x);

startvv=@(x) 1./(l+x)."3;

left = [0.1 0.01 0.001];

right = [10 20 401 ;

hold on

$profile on

for i = 1:3

tic
d = left(i);
D = right(i);
if 1 ==
solinit = bvpinit (linspace(d,D,5),@startv,-1.6);
else
solinit = bvpinit (sol, [d4,D]);
end
sol = bvp4dc(@odes,@bcs,solinit) ;
tt (i) =toc;
t=1linspace(0,40,100) ;
figure (1)
plot (t,startvv(t), 'r-
soll.x,sol.y(1,:),s0ol.x(end),sol.y(1,end), 'ko', ...
sol.x(1l),sol.y(1,1),'ko")
legend('Solutia de start',' Solutia aproximativa')

title('Shampine-bvp4c-3 iterations ')
axis ([0.0001 40 0.0001 11);
grid on
drawnow
end
x = [0 sol.x];
y = [1 sol.y(1,:)];
figure (2)
axis([0.0001 40 0.0001 11);
semilogy (x,abs (fe (x)-y),'-m') ;grid;
xlabel ('x', 'FontSize',10)
ylabel ('abs (fe(x)-y) ', 'FontSize',10)
grid on
title('Error ')
sum(tt)

function v = startv(x)
if x <=1
v = [1; 0];
else
v
end
function dydx = odes (x,y,p)
dydx = [ y(2); 10*max(y(1l),0)*(10-max(y(1),0));]1;
function res = bcs(ya,yb,p)

[ 1/(1+x)7%3; -3/(1+x)%4 1;

global d D
res = zeros(3,1);
res(1l:2) = ya - series(d,p);
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res(3) = yb(1l) - 1/(D+1)"3 ;

function y = series(x,p)

yx = 1 + p*x + (4/3)*x7(3/2) + (2/5)*p*x*(5/2);
x = p + 2*x7(1/2) + p*x*(3/2);

y = lyx; ypx];

Dupa trei iteratii se obtine rezultatul:

S

Shampine—bvp4c-3 iterations

Solutia de start
Solutia aproximativa

Costurile sunt: 6.1895 seconds acest lucru se datoreste faptului ca sunt aplicate trei iteratii
pentru a se obtine solutia aproximativa.

Exemplul 3 [18]
Se da problema bilocala:
y''+2*pi*2*exp (-y)=0; in [0,1]
Solutia acestei probleme este :
y=1n(sin (pi*x)"2)
Observam ca: y (0) = -oo, y(1l)=-e,de aceea nu o vom putea trata cu rezolvitorul

bvp4c, ciluand drept conditii in interiorul intervalului [0,1] astfel:
y(1/6)=-2*1n(2), y(1/4)=-1n(2)
Folosind codul Matlab din lucrarea [22 pag 50:60] vom obtine urmatorul grafic:

solutia aprox
* d=1/6; e=3/4

i i i i
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Eroarea de aproximare
-10 T T
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Exemplu 4 [8, p. 189:190]
Vom da un alt exemplu cunoscut in literatura de specialitate ca problema lui Fischer,
Kolmogorov, Petrovski, Piscunov (1937) (FKPP) problema care apare in fenomenul de
propagare a flacirii in reactoarele nucleare.
Este cea mai simpla ecuatie de reactie-difuzie provenitd din ecuatia caldurii prin adaugarea
unei functii neliniare £ (u) :
Ue= Au+f (u)

Daca: u(x,t)=u(z),cu z=x-ct; unde c= viteza undei, atunci:

u"+cu'+u(l-u)=0.
Kolmogorov, Petrovski, Piscunov 1in lucrarea Study of the diffusion equation with
growth of the quantity matter and its application to a biological problem Bull. State Univ.
Moscow (1937) demonstreaza ca solutia acestei ecuatii depinde de data initialda u, (z) ,
functie monotona si continud, u,(z)=1, dacd x < a si uy(z)=0, dacd x > b,
unde - < a < b < oo. Mai mult ei aratd ca pentru ¢ > 2 solutia acestei probleme
pentru un ¢ fixat este unica si u(0) =1/2.
In mod natural se impun conditii la limita

U (-00)=1,u(e0)=0.
in lucrarea Mathematical Biology , J.D. Murray in capitolul Biological Waves: Single —
Specis Models p: 438 -445 Editura Berlin-Springer Verlag 1993 , studiaza aceastd
problema in planul fazelor (u, u'). Evident punctele fixe sunt (0,0) si (1,0).

Studiind stabilitatea acestui sistem dinamic el demonstreazd ca pentru ¢ > 2
punctul critic (0,0) este nod stabil, iar (1,0) este punct sa. Examinand traiectoriile in planul
fazelor, J.D. Murray justifica ca pentru ¢ = 2 existd o solutie unica astfel incat intr-o
vecindtate a punctului (0,0) :

u'(z) ~ B u(z).
unde B= (-c+Vc?-4) /2, iar in vecinatatea puctului (1,0):
(u(z)-1)" ~ o( u(z)-1).
unde 0= (-c+Vc2+4) /2.

Folosind aceste rezultate Shampine-Gladwell-Thomson in lucrarea [8, pp. 183-189] scriu
urmatorul cod Matlab pentru urmétoarele valori ale parametrului
c € {5,20,35,50,65,80,100}.
function Fisher
global ¢ alpha beta infty
options=1[];
$optiuni
options=bvpset (options, 'Vectorized', 'on') ;
options=bvpset (options, 'FJacobian', @odedac) ;
options=bvpset (options, 'BCJacobian', @bcJac) ;
color= ['y','r','b','g','m','k"'",'c'];
ws=[5,20,35,50,65,80,100] ;
hold on
for i=1:7
c=ws (i) ;
alpha= (-c+sqgrt (c®2+4))/2;
beta=(-c+sgrt (c®2-4))/2;
infty=10*c;
solinit=bvpinit (linspace (-infty, infty,20),@guess) ;
tic;
sol=bvp4c (@ode,@bc,solinit,options) ;
toc;
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figure (1)
plot(sol.x,sol.y(1,:),color(i));
title('Fisher BVP') ;
axis ([-400 400 0 1]);
grid on
hold on
drawnow
end
legend('c=5','c=20",'c=35"','c=50"', 'c=65"', 'c=80"', 'c=100"',7);
hold off
function v = guess(z)
global ¢ alpha beta infty

if z>0

v=[exp (beta*z); beta*exp(beta*z)];
else

v=[(l-exp(alpha*z)); -alpha*exp(alpha*z)];
end

function dydz = ode(z,vy)
global ¢ alpha beta infty
dydz = [y(2,:);-(c*y(2,:)+y(1,:).*(1-y(1,:)))];
% Functia care calculeazda Jacobianul
function dFdy = odeJac(z,y)
global ¢ alpha beta infty
drFdy = [0,1
(-1+2*y (1)), -cl;
function res = bc(ya,yb)
global ¢ alpha beta infty
res = [ya(2)/(ya(1l)-1)-alpha
yb (1) /exp (beta*infty) -11;
function [dBCdya,dBCdyb] = bcJac(ya,yb)
global ¢ alpha beta infty
dBCdya = [-ya(2)/(ya(l)-1)"2,1/(ya(1l)-1 0 0];
dBCdyb = [0 0 1/exp(beta*infty),0];
In urma executiei acestui program rezulta graficul:

Fisher BVP
1 .
c=5
0.9 c=20
c=35
0.8 c=50
c=65
0.7 c=80
c=100
0.6
0.5
0.4+
0.3
0.2
0.1r
0 i i i e ——
-400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400

Se observa cd pentru diferite valori ale lui ¢ toate curbele trec prin punctul (0 ; 1/2)
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Exemplul 5
in articolul Numerical Solution of Boundary Value Problems for Ordinary Differential
Equations, SIAM, 1995, pp: 336-337, Uri Ascher, Robert Mattheij, Robert Russell
propun rezolvarea urméatoarei probleme (BVP):
u'' o+ (2/x)*y' + [u-(1+2/x72)1*u = 0, xe[0,)
Daca folosim substitutia: u=v¥*x i inlocuim [0,0) prin [0, L] obtinem urmatoarea
problema (BVP):
v'' + (4/x)*v' + (x*v-1)*v = 0, xe€[0,L]
v'(0)=0, v(L)+v'(L)=0
Folosind metoda sugeratd de Shampine, Gladwell si Thomson in lucrarea [8] scriem
urmadtorul program Matlab.

function Elmagbvp
close all, clear all
profile on

L=20;
S=1[0 0
0 -41;
options = bvpset ('Singular-Term',S) ;

solinit = bvpinit (linspace(0,L,300),@ascherinit) ;
sol = bvp4c (@ascherode,@ascherbc,solinit,options) ;
profile viewer

plot(sol.x,sol.y(1,:),'g',s0l.x,s0l.x.*sol.y(1,:),'b',s0l.x,s0l.x."2.
*sol.y(1l,:),'r');
grid on

title('Problema lui Ascher', 'Color', 'g');
legend ('v','u','w");

xlabel ('x'");

ylabel('y') ;

function dydx = ascherode (x,y)
dydx = [ y(2)
- (x*y (1) -1)*y (1) ];

function res = ascherbc(ya,yb)
res = [ ya(2)
yb(1)+ yb(2) 1;

3

function yinit = ascherinit (x)
% solutia de start
yinit = [ 2*(x<=3/2)+2*%exp(3/2-x).*(x>3/2);

0* (x<=3/2) -2%exp(3/2-x) .* (x>3/2) 1;

end
In urma executiei acestui program obtinem:
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Problema lui Ascher — L=20

N

I I
10 15 20

Timpul de executie stabilit folosind functiile Matlab este: 1.453751 seconds.
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CAPITOLUL 11

REZOLVAREA ECUATIILOR
CU DERIVATE PARTIALE

11.1. Metode numerice pentru ecuatii cu derivate
partiale

Marea parte a problemelor fizicii (i nu numai) conduc la la ecuatii cu derivate partiale ale
caror solutii analitice sunt in general dificil de gasit si utilizat . Metodele numerice reduc
problema data la diferite probleme standard, dar oferd numai rezultate discrete , adica valori
in punctele unei grile sau coeficientii unei serii trunchiate. Principalul aspect cantitativ avut
in vedere este acuratetea unei metode date , adica capacitatea ei de a aproxima solutia
analitica atunci cand instrumentele de aproximare devin suficient de fine. Alt aspect calitativ
avut in vedere este stabilitatea metodei, adica capacitatea ei de a nu propaga si acumula
erorile din calculele anterioare.

Vom trce in revistd cateva din cele mai utilizate metode numerice , iar pentru detalii
suplimentare care vizeaza aceste metode sugeram lucrarea [21, pp. 192:214].

11.1.1. Modele continue si discrete

Modelele de baza , care vor fi utilizate in exemplele prezentate in capitolul urmator sunt:
e Ecuatia nestationara de advectie-difuzie, cazul bidimensional:
Ug+aux+bu,-vAu=£
sau cazul unidimensional :
Ur+aUy-VUgx=f
cu a,b coeficienti constanti sau variabili, cu conditii initiale si la limita asociate.
o Ecuatia stationara de advectie-difuzie, cazul bidimensional
auyx+bu,-vAu=f
respectiv
AUy -VUy,=£f
cu conditii la limita de tip Dirichlet sau Neumann.

Ponderea termenilor convectivi fata de cei difuzi se masoara cu numarul lui Peclet:
|a|L

P.= "

unde L este lungimea domeniului de calculat.
e Legi liniare de conservare
Uc+ (au) x- (vuy) x=£
pentru cazul unidimensional si
uc+ (au) x+ (bu) ,-vV- (Vu) =£

Vom reprezenta forma continud a acestor modele prin:

Au=b
in practicd nu se pot gisii solutii analitice, deci se pune problema gisirii unei solutii
aproximative, care sa descrie suficient de bine fenomenul fizic, acesta trebuie sa fie un
element uy, dintr-un spatiu finit dimensional, calculabil printr-un efort finit dintr-un sistem
finit dimensional de ecuatii:

Apup=Dby
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11.1.2. Metoda cu diferente finite (MDF)

Metoda este bazatd pe seriile Taylor si descrie derivatele unei functii ca diferente dintre
valorile acesteia pe diferite puncte. Cu alte cuvinte, inlocuieste operatorul de derivare din A
cu combinatii de operatori de translatie in Ay,

Cunoscand valorile functiei u si a derivatelor acesteia in punctul x se pot aproxima valorile
lui u in punctele vecine x+h sau x-h.

du h2 42 h3 a3
u(x+h) =u(x) +h—+——u+—-—u
( ) (x) dx 2 dx? 6 dx3
du h? d2 h3 a3
x-h)=u(x) -h—+——u———u+--
u )=u(x) dx 2 dx? 6 dx3 +

unde h este mic, iar derivatele lui u se calculeaza in x.
Folosind formulele de mai sus se pot obtine derivatele aproximative de ordin I sau II in x:

%=%[u(X+h)—u(x)]+O(h) sau

L h h) ]+0 (h?

dX—Zh[u(X+ ) -u(x-h)]+0(h?)
;%u=h—12 [u(x —h) — 2u(x) + ux + h)]+ o(h?

Unde O (h) si O (h®) reprezintd ordinul de eroare.
Introducand aceste formule in ecuatia Au-f = 0 se obtine :
Au h *fh :Zﬁzl agu (X + kh) - Zﬂzl bk f(X + kh) =0

Prin acest procedeu o ecuatie cu derivate partiale valabila intr-un numar infinit de puncte, se
transforma intr-un sistem cu un numar finit de ecuatii, care descriu relatiile dintre valorile
functiei necunoscute pe un numar finit de puncte din domeniu.

Daca u este solutia exacta si u, cea numerica, Auy, - £, se numeste reziduu.

dacd Auy,-£,=0 (hP) ,iar cand h—0 se numeste ordin de trunchiere.

Daca eroarea de trunchiere tinde la zero, cand 2—0 procedeul de discretizare se numeste
consistent.

11.1.3. Metoda elementului finit (MEF)

Ideea acestei metode este ca domeniul pe care se defineste ecuatia cu derivate
partiale se descopune intr-un numar finit de subdomenii numite elemente.

Pe fiecare element se presupune o variatie de forma simpla a functiilor necunoscute, iar apoi
rezultatele sunt asamblate pentru a descrierea solutiei numerice pe intreg domeniul.

in cazul unidimensional si presupunem ci pe elementul respectiv functia necunoscuti u
variazd liniar. Aceastd functie se poate exprima deci pe elementul respectiv cu ajutorul
valorilor ei pe capetele acestui element numite noduri , daca variatia ei este patraticd se mai
utilizeaza valoarea lui u pe inca un punct din element de exemplu in mijlocul lui.

Cu aceasta reprezentare derivata lui u pe acel element este constanta, iar derivata a
doua este nula i nu mai poartd informatii despre u. Pentru a elimina aceastd situatie,
ecuatiile unde apare si derivata a doua se transforma in ecuatii in care apare numai derivata
intdia. Tehnica este cunoscuta sub numele de deducere a formularii variationale i consta in
inmultirea ecuatiei diferentiale cu o functie test, integrarea ecuatiei obtinute pe domeniul
respectiv si apoi aplicarea unei formule de integrare prin parti a termenilor continind
derivate de ordin superior, cu scopul reducerii ordinului de derivare.
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11.1.4. Metoda volumelor finite (MVF)

in esenta discretizarea se efectueazi prin transformiri legate de fizica fenomenului
studiat, prin conservarea unor marimi in timpul calculelor numerice. Pentru aceasta se
utilizeaza formularea integrala a legilor de conservare.

Domeniul fizic este considerat divizat in celule. Intre momentele de timp t, §i o
variatia unei anumite mérimi fizice, de exemplu a masei intr-o celuld C; notata cu

masa;=vol (Cy) *densitatea,
este datd de suma fluxurilor flux ; dintre C; si celulele vecine Cy
masa; "= masa; "™ +Ykey() fluxj
Conservarea masei totale este asigurata de conditiile:
ﬂuX]'k = -ﬂuX]‘k

11.1.5. Metode spectrale

Aproximarea functiilor necunoscute se face cu ajutorul unor serii trunchiate de functii or-
togonale, serii Fourier pentru probleme cu conditii de periodicitate sau de polinoame Ce-
basev sau Laguerre pentru probleme neperiodice:

uy (x) :Z]IL() Oy ¢
unde valorile {iy sunt necunoscute de determinat.
in cazul problemei:

Lu=f, xe (a,b)

u(a)=u(b)=0

un mod de determinare a coeficientilor necunoscuti este de a cere verificarea ecuatiei date pe
un anumit sistem de noduri, la care se adauga conditiile la limita:

Luy (xx) - £ (xx

obtinand astfel metoda colocatiei.
Din interpretarea expresiei uy (x)ca polinom de interpolare Lagrange pe noduri x;,
Uy (%) =Yoo Uy (%) L ()
unde Iy (xj)=08y; necunoscutele de determinat sunt de fapt valorile uy (xy) .
Metodele spectrale se bucura de mult interes datorita faptului ca eroarea dintre solutia exacta
u si cea aproximatd uy este de ordin 1/N° adica:
C

lu-un|< 55

Unde s este legat de numarul de derivate continue pe care le admite u(x).

11.2. Aplicatii in dinamica fluidelor

Sa consideram problema:

9%u  9%u .
@4_@: f(x,y), InQ
ulao=0

Prin discretizare se ajunge la un sistem mare de ecuatii algebrice, liniare.
Dam cateva exemple de migcéri care conduc la o asemenea problema (ecuatia lui Poisson).
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11.2.1. Domeniu rectangular cu vorticitate interna

Consideram o migcare generata de o vorticitate distribuitd in cuva dreptunghiulara
[-3 ,3] X [-2, 2]. Vorticitatea este vectorul in directia Oz de modul q, definit de
rotationalul vitezei:

VxV=q
Utilizand relatia dintre componentele vitezei si functia de curent ¢ relatia vectoriald de mai
sus se pune sub o forma scalara ( trecand la modul):

(pxx+(pyy: 'q(X9Y)

Codul Matlab
plot(1,1,'bo',1,0,'ro");
hold off;

% programul este preluat din [21 pag 374]
x=-3:0.1:3;y=-2:0.1:2;

c=zeros (59,39); c(40,30)=-100;c(40,20)=-50;
el=ones (59,1);

e2=ones (39,1);

D23=spdiags([el -2*el el],[-1 0 1],59,59)*100;
D15=spdiags ([e2 -2*e2 e2],[-1 0 1],39,39)*100;
[U,L]=eig(full (D23)) ;
[V,Pl=eig(full(D15"')) ;
PSI=zeros(59,39);
C=1inv (U) *c*V;
for i=1:59
for j=1:39
PSI(i,3)=C(i,3)/(L(i,i)+P(3,3));
end
end

psi=U*PSI*inv (V) ;

S=zeros (61,41) ;

S(2:60,2:40) =psi;

cs=contour(x,y,S',[0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.3 0.4]);

title('Linii de curent generate de doua virtejuri');

clabel (cs, 'manual') ;axis('equal') ;

hold on;

in cazul unui domeniu [-3 3] X [-2 2], cu vorticitatea generatd de vartejuri de intensitate 100 res-
pectiv -50 plasate in punctele (1 1), respectiv (1 0) se obtin liniile de current din figura urmatoare

Linii de curent generate de doua virtejuri
T
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S-a utilizat procedeul exact de rezolvare a sistemului discret, iar functia de curent ¥ a
fost aleasd sa ia valoarea O pe linia de curent coincizand cu frontiera cuvei.

11.2.2. Curgerea fluidelor prin canale si conducte

Sa consideram problema [21, pag 378] miscarii unui fluid stationar, incompresibil, printr-o
conducta rectilinie, de o sectiune constantd. Miscarea este generatd fie de un gradient de
presiune, fie de forta gravitationald sau de miscarea unor pereti ai conductei in raport cu
ceilalti.

De asemenea, fluidul poate fi inchis intr-o conductd sau poate avea o suprafata libera.

Sa presupunem ca conducta este infinit de lunga in directia axei Ox si ca de-alungul ei

ov N . . . - . . N . .
Pl 0, aceasta inseamna cd fluidul are numai componenta nenula a vitezei u in directia

axiald. Atunci ecuatia continuitatii este satisfacuta automat, iar cea a momentului devine:

9%2u , 9%u _ 1 .dp

9x2  9y?  pdx x)
Unde f, este componenta fortei gravitationale pe unitate de volum in directia Ox. in absenta
unui gradient de presiune, singura fortd aplicata este f;=p g sin® , generatd de acceleratia
gravitationala.
Introducand marimile adimensionalizate :

Y=y/L, Z=z/L, U = ———
LxLpgsin®

Ecuatia devine:
9°U  9°U
— + —
9Y? 977
Conditiile la limita atasate sunt cele de aderenta la peretii ficsi si tensiunea de forfecare nula
pe suprafata libera.

Ulz=0 =0, Ulz-; =0
U|Y :0, 2_3 |Y:1 :0
T. Petrila si D. Trif in lucrarea [21] sugereaza discretizarea cu diferente finite centrate de
ordinul II pe o grila de pas h care acopera domeniul [0,1]x[0,1]. Avand calculate vitezele in
nodurile grilei se poate estima debitul de fluid trecand prin canal.
Codul Matlab este :
m=51;
n=m;
uv=zeros (m,n+1) ;un=uv;
h=1/(m-1) ;y=0:h:1;z=y;
alpha=cos (pi/m) +cos (pi/n) ;
omega= (8-4*sqrt (4-alpha”2)) /alpha”2;
un(2:m-1,2:n)=0.04*ones (m-2,n-1) ;
iter=0;
while 1
uv=un;
for i=2:m-1
for j=2:n

if j==n

un(i,j+1)= un(i,j-1);
end;
un(i,j)=(l-omega)*un(i,j)+omega/4*. ..

(h*2+un(i-1,3)+un(i+1,j)+un(i,j-1)+un(i,j+1));
end;
end;
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error=sum(sum(abs (un-uv))) ;

disp([iter errorl]) ;

$test daca s-a indeplinit conditia de eroare
if error<l.e-3

break;
end;
iter=iter+1;
end

volrat= sum(sum(un(2:m-1,2:n-1))*h"2+...
(sum(un(2:m-1,1)+un(2:m-1,n))+sum(un(l,2:n-1) "+...
un(m,2:n-1) ")) *h*2/2+ (un(1,1)+un(1l,n)+un(m, 1) +un(m,n))*h*2/4) ;
cs=contour(y,z,un(l:m,1:m)"', [eps,0.01,0.02,0.04,0.06,0.08,0.1,0.111);
title(’Curgerea unui fluid printr-un canal deschis’);
clabel (cs, 'manual') ;

% cu ajutorul comenzii clabel se vor marca cu mouse-ul valorile
Rezultatele sunt prezentate in figura urmatoare:

Curgerea unui fluid printr—un canal deschis
1 ‘ T \ 0.1 T “

*9.1 ’\ 4

11.2.3. Miscarea unui fluid intre doua placi plane

Miscarea nestationara a unui fluid pus in migcare de o placa care se deplaseaza in planul sau,
placd normala axei Oy, cu miscare 1n directia axei Ox [21, p. 406].

Ecuatia continuitatii se satisface imediat, iar ecuatia Navier-Stokes se reduce la ecuatia
difuziei de forma:

du 9%u
—_— =V —
ot Jy?
Aceasta ecuatie este satisfacuta de vorticitatea :
_ du
9y

a unei migcari nestationare plane.

Daca se trece la coordonate cilindrice, aceasi situatie apare la miscari de fluide intre cilindrii
concentrici, iar gasirea campului vitezelor acestor miscéri se numeste problema Rayleigh
generalizatd.
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Exemplu
Fie un strat de apa continut intre doud placi plane in repaus , distanta de 1m. La t=0 placa de
mai sus sda 0 punem {n migcare cu viteza constantd up = 1 m/s. Aceasta creazd o vorticitate
care difuzeaza in jos, conducand la redistribuirea corespunzatoare a vitezelor.
Pentru api vom lua v~ 10° m?/s, R = %, ceea ce conduce la un pas de timp T = 625s, iar
pentru pasul h vom lua h=0.05m.
Codul Matlab
h=1/50;r=0.25;u0=1;
y=0:h:1;
uv=zeros (51,1) ;
uv (51) =u0;
un=uv;
e=ones (49,1) ;
p=plot (y,uv, 'EraseMode', 'None') ;
title('Miscarea unui fluid intre doua placi');
axis([0 1 0 11);
grid
xlabel('y') ;ylabel ('viteza') ;pause;
T=spdiags ([r*e 1-2*r*e r*e], [-1 0 1],49,49);
b=zeros(49,1) ;b (49)=r*ul;
for i=1:400
un (2:50) =T*uv(2:50) +b;
set (p, 'Color', 'k'") ;
drawnow;
set (p, 'Ydata',un, 'Color','g');
drawnow;
uv=un;
end
Acest program ne oferd o animatie descriind evolutia in timp a profilului vitezei.

Miscarea unui fluid intre doua placi
1 T T

09} . 4

0.8 B

viteza
o
(%))
T
|

0.4 b

0.3+ . i

0.2 B

0.1 N

Exemplu
Vom rezolva problema determinarii migcarii unui fluid intr-un canal intre doua placi plane,

. . dp, . L
prin aplicarea brusca a unui gradient de presiune d—z in lungul acestuia. Ecuatia miscarii este:
sdu  d%u 1dp

ot Voy? px
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Daca distanta intre placi este 2L, conditiile initiale si la limita atasate sunt:
Ulteo, -L £y <L, ul|yen=0, t > 0
Codul Matlab
r=0.4; h=0.05;
Y=(-1:h:1)"';
wv=1-Y."2;
e=ones (39,1) ;wn=zeros (41,1) ;
T=spdiags ([r*e -(1+2*r)*e r*e],[-1 0 1]1,39,39);
p=plot (Y¥,1-Y.*2-wv, 'EraseMode', 'none') ;
axis([-1 1 -0.1 1]);
hold on;
for 1=1:1000
wn(2:40) =T\ (-wv (2:40)) ;
set (p, 'Color', 'w') ;

drawnow;
set (p, 'vYdata',1-Y."2-wn, 'Color', 'b');
drawnow;
wWvV=wn;
end
plot (Y,1-Y.%2,'r");
grid

title('Miscarea sub influenta unui gradient de presiune');
hold off;
Care realizeaza evolutia in timp al profilului de viteza conform graficului urmator:

Miscarea sub influenta unui gradient de presiune

——

-1 -0.5 0 05 1

Observatie

Pentru domenii si ecuatii de o formd mai complicatd se poate face apel la PDE toolbox
(bazate pe metoda elementului finit)din Matlab prezentat in capitolul
12.
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CAPITOLUL 12

RETELE NEURONALE

12.1. Introducere

In acest capitol ne propunem si prezentim ideile de bazi ale calculului neural aldturi
de principalele modele conexioniste ale inteligentei artificiale si am folosit lucrarea de refer-
inta: M.Beale, H.Demuth - Neural Network Toolbox. User Guide, 2008,

In retelele Neuronale informatia nu mai este memorati in zone bine precizate, ca in ca-
zul calculatoarelor standard, ci este memorata difuz in toatd reteaua. Memorarea se face
stabilind valori corespunzatoare ale ponderilor conexiunilor sinaptice dintre neuronii retelei.

Un alt element important, care este, probabil, principalul responsabil pentru succesul
modelelor conexioniste, este capacitatea retelelor neuronale de a invata din exemple.

In mod traditional, pentru a rezolva o problema, trebuie si elabordim un model (ma-
tematic, logic, lingvistic etc.) al acesteia. Apoi, pornind de la acest model, trebuie sa indicam
o succesiune de operatii reprezentand algoritmul de rezolvare a problemei. Existd, insa,
probleme practice de mare complexitate pentru care stabilirea unui algoritm, fie el si unul
aproximativ, este dificild sau chiar imposibila.

in acest caz, problema nu poate fi abordati folosind un calculator traditional, indiferent
de resursele de memorie si timp de calcul disponibil. Caracteristic retelelor Neuronale este
faptul ca, pornind de la o multime de exemple, ele sunt capabile sa sintetizeze in mod implic-
it un anumit model al problemei. Se poate spune cé o retea neurala construieste singura algo-
ritmul pentru rezolvarea unei probleme, daca 1i furnizim o multime reprezentativd de cazuri
particulare (exemple de instruire).

12.2. Procese de invitare in sisteme cu inteligenta artifi-
ciala

Inteligenta artificiald, ca si in cazul inteligentei biologice se dobandeste printr-un
proces continu si de durata de invatare, de aceea problema invatarii ocupa un loc important
in cercetarea masinilor auto-instruibile (machine learning).

Prin Invatarea automata se intelege studiul sistemelor capabile sa-si imbunatateasca
performantele, utilizand o multime de date de instruire.

Sistemele cu inteligenta artificiala obisnuite au capacitati de invatare foarte reduse
sau nu au de loc. In cazul acestor sisteme cunoasterea trebuie sa fie programata in interiorul
lor. Daca sistemele contin o eroare , ele nu o vor putea corecta, indiferent de cate ori se ex-
ecuta procedura respectiva. Practic aceste sisteme nu-si pot Imbunatatii performantele prin
experienta si nici nu pot invdta cunostinte specifice domeniului, prin experimentare. Aproape
toate sistemele cu inteligentd artificiald sunt sisteme deductive. Aceste sisteme pot trage
concluzii din cunoasterea Incorporatd sau furnizata, dar ele nu pot sa genereze singure noi
cunostinte.

Pe masura ce un sistem cu inteligenta artificiald are de rezolvat sarcini mai com-
plexe, creste si cunoasterea ce trebuie reprezentati in el (fapte, reguli, teorii). In general un
sistem functioneaza bine, in concordanta cu scopul fixat prin cunoasterea furnizata, dar orice
miscare in afara competentei sale face ca performantele lui sa scada rapid. Acest fenomen
este numit si fragilitatea cunoasterii.
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Una din directiile de cercetare 1n privita maginilor instruibile este modelarea neu-
rald care dezvoltd sisteme instruibile pentru scopuri generale, care pornesc cu o cantitate
mica de cunostinte initiale. Astfel de sisteme se numesc retele neuronale sau sisteme cu auto-
organizare sau sisteme conexioniste.

Un sistem de acest tip consta dintr-o retea de elemente interconectate de tip neuron,
care realizeazad anumite functii logice simple.

Un astfel de sistem invata prin modificarea intensitatii de conexiune dintre elemen-
te, adica schimband ponderile asociate acestor conexiuni. Cunoasterea initiala ce este furni-
zata sistemului este reprezentatd de caracteristicile obiectelor considerate si de o configuratie
initiala a retelei.

Sistemul invata construind o reprezentare simbolica a unei multimi date de concepte
prin analiza conceptelor si contraexemplelor acestor concepte. Aceasta reprezentare poate fi
sub forma de expresii logice, arbori de decizie, reguli de productie sau retele semantice.

Istoria Retelelor Neuronale Artificiale (RNA) sau, simplu, a Retelelor Neuronale
incepe cu modelul de neuron propus de catre W.McCulloch si W.Pitts (un logician si un
neurobiolog) in lucrarea A logical calculus of the ideas immanent in nervous activity,
Bull. Math.Biophys. pp.115-133, 1943 si este numit acest model neural, neuronul MP.

Modelul MP presupune ca neuronul functioneaza ca un dispozitiv simplu, ale carui
intrdri sunt ponderate. Ponderile pozitive sunt excitatoare, iar ponderile negative sunt inhibi-
toare. Dacd excitatia totala, adicd suma ponderata a intrarilor, depaseste un anumit prag,
atunci neuronul este activat si emite un semnal de iesire (iesirea are valoarea +1). Daca ex-
citatia totala este mai mica decat valoarea prag, atunci neuronul nu este activat si iesirea lui
se considerad a fi zero.

Hebb (1949) a propus un mecanism calitativ ce descrie procesul prin care conexi-
unile sinaptice sunt modificate pentru a reflecta mecanismul de invatare realizat de neuronii
interconectati atunci cand acestia sunt influentati de anumiti stimuli ai mediului.

Rosenblatt (1959) a propus un dispozitiv numit perceptron. Perceptronul este bazat
pe interconectarea unei multimi de neuroni artificiali §i reprezinta primul model de retea
neuronald artificiala.

B. Widrow si M.E. Hoff in lucrarea Adaptive switching circuits, IRE WESCON
Convertion Record, New York : IRE Part 4,1960, 96-104, au propus un model neural numit
ADALINE si o retea cu elemente de acest tip numit MADALINE. ADALINE reprezinta
acronimul ADAptive Linear Neuron sau ADAptive LINear Element. MADALINE este un
acronim pentru Multiple-ADALINE.

Modelul ADALINE este in esenta identic cu modelul perceptronului. Iesirea este
bipolara: +1 sau —1 si este un dispozitiv adaptiv, in sensul ca existd o procedura bine
definitd de modificare a ponderilor pentru a permite dispozitivului sd dea raspunsuri corecte
pentru o intrare data.

Retelele Neuronale permit rezolvarea unor probleme complicate, pentru care nu
avem un algoritm secvential, dar posedim unele exemple de solutii. Invitind din aceste
exemple (faza de instruire), reteaua va fi capabila sa trateze cazuri similare (faza de lucru).

Calculatoarele obisnuite sunt, desigur, instrumente extrem de adecvate in rezolvarea
unui spectru larg de probleme matematice, stiintifice, ingineresti. Calculatoarele isi dovedesc
limitele in domenii in care omul exceleaza, cum ar fi perceptia si invatarea din experienta.

Intr-un calculator obisnuit elementul esential este procesorul, caracterizat de viteza
mare de lucru. In creier, elementele individuale de proces sunt celulele nervoase (neuronii).
Ele sunt mai simple si mai lente decat un procesor de calculator, insa sunt foarte numeroase.
Conexiunile dintre neuroni sunt la fel de importante ca si acestia. Inteligenta si procesele
memoriei rezida in intreaga retea de celule si nu 1n neuronii individuali.

Cortexul cerebral este o retea neurald naturala. O astfel de retea neurala are capaci-
tatea de a gindi, invata, simti si de a-si aminti.
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Retelele Neuronale artificiale sunt retele de modele de neuroni conectati prin inter-
mediul unor sinapse ajustabile. Toate modelele de retele neuronale se bazeaza pe interconec-
tarea unor elemente simple de calcul dintr-o retea densd de conexiuni.

Fiecare unitate de proces este capabild sa execute doar calcule simple, dar reteaua,
ca intreg, poate avea calitdti remarcabile in recunoasterea formelor, rezolvarea problemelor
pentru care nu posedam un algoritm, invatarea din exemple sau din experienta. Paralelismul
inalt si capacitatea de invatare reprezintd caracteristicile fundamentale ale retelelor neu-
ronale. Calcululul neural implicd doud aspecte fundamentale: invatarea si reprezentarea
cunoasterii.

Retelele Neuronale achizitioneaza cunoasterea prin instruire. O retea neurald este
instruita, daca aplicarea unei multimi de vectori de intrare va produce iesirile dorite. Cuno-
agterea pe care reteaua neuronala o dobandeste este memorata de sinapsele neuronale, mai
precis, in ponderile conexiunilor dintre neuroni.

Multi dintre algoritmi de instruire pot fi considerati ca avandu-si originea in mod-
elul de invatare propus de catre Donald Hebb (1949) care propune un model al schimbarilor
conexiunilor sinaptice dintre celulele nervoase. Conform modelului lui Hebb, intensitatea
conexiunii sinaptice dintre doi neuroni (ponderea conexiunii) creste de cate ori acesti neuroni
sunt activati simultan de un stimul al mediului. Acest mecanism este cunoscut de regula lui
Hebb de invitare.

Daca y; este activarea neuronului i si exista o legatura sinaptica intre neuroni i si j,
atunci, in concordanta cu legea lui Hebb, intensitatea conexiunii lor sinaptice este afectata
de:

AWij=CYin ’

unde ¢ este un coeficient de proportionalitate adecvat ce reprezintd constanta de instruire.
Aceasta lege apare ca naturald in multi algoritmi de invitare. In plus, existd argumente neu-
ro-biologice care sprijind ipoteza ca stimulii mediului cauzeaza modificari sinaptice.

Acest mecanism este un model de invatare nesupervizatd in care drumurile neu-
ronale des utilizate sunt intensificate (intarite). Acest model poate explica fenomenele de
obignuinta si de invatare prin repetare.

O retea neurald artificiala care foloseste o invatare hebbiand va determina o
crestere a ponderilor retelei cu o cantitate proportionald cu produsul nivelurilor de exerci-
tare neuronale.

Fie w;j (n) ponderea conexiunii de la neuronul i la neuronul j inainte de ajustare si
wi4 (n+1) ponderea acestei conexiuni dupa ajustare. Legea Hebb de invatare se va scrie in
acest caz sub forma:

wij (n+1) = wi5(n) + ¢ yiyy .
unde y; este iesirea neuronului i (intrarea neuronului j), iar y; este iesirea neuronului j.

O variantd a acestei legi de invitare este legea hebbiani a semnalului. In concord-

antd cu aceasta lege modificarea ponderilor este data de:
wij (n+1) = wi5(n) + c S(yi)S(ys) .
unde S este o functie sigmodala.

Un alt tip de invitare este invitarea competitivi. In acest caz, mai multi neuroni
concureaza la privilegiul de a-si modifica ponderile conexiunilor, adica de a fi activati.
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12.3. Elemente de neurodinamica

Modelul general al unei retele neuronale

in concordanti cu capitolul precedent vom admite ci o retea neurald (RN) constd
dintr-o multime de elemente de prelucrare (neuroni, unitati cognitive au noduri ale retelei)
inalt interconectate.

Considerdm in continuare o retea cu p neuroni.

Acestia sunt conectati printr-o multime de ponderi de conexiune sau ponderi sinap-
tice. Fiecare neuron 1 are n; intrari $i o iegire y;. Intrérile reprezinta semnale venite de la alti
neuroni sau din lumea exterioara.

Intrérile x; ale neuronului i se reprezintd prin numerele reale x4, ... x,'. Fiec-
are neuron i are n; ponderi sinaptice, una pentru fiecare intrare a sa. Aceste ponderi se notea-
zicuw,®, w,t,..., wylsireprezinti numere reale care pondereazi semnalul de intrare
corespunzator.

Dacd w;; > 0 avem o pondere sinaptica excitatoare, iar dacd w;; < 0 avem de-a
face cu o pondere inhibitoare. Pentru simplitate, in cele ce urmeaza se va suprima indicele i.
Fiecare neuron calculeaza starea sa internd sau activarea (excitatia) totala ca fiind suma pon-
deratd a semnalelor de intrare.

Notand cu S activarea, avem:

S= Z]rl=1 W] X5

in modelul McCulloch-Pitts fiecare neuron este caracterizat de un prag de excitare.
Vom nota acest prag cu t atunci iesirea y a neuronului este +1, daca activarea totald este
egala sau mai mare decat t.

Daca f: R - R este functia de rdspuns definita prin:

1, dacd x=>0
Fx) =
0, daca x<0,

atunci iesirea neuronului se scrieca y = £( 2w; x5+t ).

Valoarea prag t poate fi eliminatd din argumentul functiei f, daca se adauga neu-
ronului un semnal de intrare care are intotdeauna valoarea 1 si ponderea t, adicd: x,,; =
1l,iar wy; = t

in acest caz activarea totala este :

S’ = Zjnzl W] X5
si iegirea se poate scriey = £ (s’) .
Avantajul acestei abordari este acela ca pragul poate fi ajustat impreuna cu celelalte

ponderi in timpul procesului de instruire. Modelul neuronal considerat se poate reprezenta
schematic ca in figura urmatoare.
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x1 wl v
x2 w2 S =Y Wj Xj
xn wn

Y =1{(s)

Forma functiei de raspuns f depinde de modelul de retea neuronala studiat. Aceasta
functie se mai numeste functie neuronala, functie de iesire sau functie de activare a neu-
ronului.

Functiile sigmoidale sunt cele mai des folosite deoarece reprezintd forme netezite ale
functiei prag liniare. Toate aceste functii sunt continue, derivabile si monoton crescatoare.
Aceste proprietdti sunt foarte convenabile pentru aplicatii.

Stim ca functiile sigmoidale, ca si cele cu prag liniar, pot produce si valori de iesire
intermediare celor doud valori extreme (0 si 1). Acest lucru reprezintd o facilitate pentru
calculul analogic si pentru modelarea unei logici multivalente.

12.4. Retele neuronale multistrat

Neuronii pot fi conectati in diferite moduri pentru a forma o retea neurala.
Un model uzual de topologie considerd neuronii organizati in mai multe straturi.

O retea neurald multistrat contine doud sau mai multe straturi de neuroni. Primul
strat primeste intrarile din mediu. Iesirile neuronilor din acest strat constituie intrari pentru
neuronii stratului urmator. Iegirea retelei este formatd din iesirile neuronilor ultimului strat.
Straturile situate intre primul si ultimul nivel sunt straturi ascunse ale retelei.

Motivul acestei complicari a arhitecturii este legat de faptul c&, uneori arhitecturile mai
simple se dovedesc incapabile de a rezolva o problema sau o clasa de probleme. Daca o retea
datd nu poate rezolva o problema, este uneori suficient s& marim numarul neuronilor din
retea, pastrand vechea arhitectura. In alte situatii, pentru rezolvarea problemei este necesar sa
modificam arhitectura retelei, introducand unul sau mai multe straturi neuronale noi.

intrari
iesiri

in reteaua din figura de mai sus nu existi conexiuni intre neuronii aceluiasi strat.
Semnalul se propaga in retea dinspre stratul de intrare spre cel de iesire. Spunem cd avem o
propagare inainte a semnalului in retea (retea cu transmitere inainte a semnalului).
Putem astfel considera arhitecturi de retea in care existd conexiuni intre neuronii aceluiasi
strat. De asemenea, uneori poate fi util sa consideram conexiuni de la un neuron spre neuroni
aflati in stratul anterior (mai apropiat de intrarea retelei). Alteori, conexiunile pot lega doi
neuroni care nu se afla neaparat in straturi adiacente.
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12.5. Modelul Perceptronului

Modelul perceptronului reprezinta samburele din care s-au dezvoltat toate celelalte
retele neuronale.

Arhitectura perceptronului standard este cea mai simpla configuratie posibila a unei
retele si ea permite ca instruirea acesteia sa se realizeze folosind un algoritm simplu si efi-
cient.

Algoritmul este reprezentat de o clasd larga de algoritmi de instruire, vectorii din
multimea de instruire se reprezinta retelei impreund cu clasa careia 1i apartin. Daca au fost
memorate suficient de multe obiecte din fiecare clasa, se poate construi o reprezentare in-
terna a fiecdrei clase prin ponderile de conexiune ale retelei.

Perceptronul cu un singur strat

Perceptronul cu un singur strat este cea mai simpla retea neuronala.
Valorile de intrare pot fi binare sau numere reale. Aceastd retea elementara are capacitatea de
a Invita sd recunoasca forme simple. Un perceptron este capabil sa decida, daca un vector de
intrare apartine uneia din cele doud clase de instruire, notate cu A si A,.

Xy t
Wi

Wy
Xn

Acest perceptron este implementat cu un singur neuron. Daca x este vectorul ce
reprezintd intrarile neuronului, putem calcula suma ponderata a elementelor de intrare X =
(X1, Xz, % )%, x5 € R
s = ) wWr Xp

Admitand ca perceptronul are iesirile —1 gi +1. Iesirea y este datd de urmatoarea regula :
s> -t =>vy =1,
s < -t =>vy=-1,

unde t este un prag al neuronului. Iesirea y = 1 corespunde faptului ca vectorul de intrare
apartine clasei A;.

Daca iesirea este —1 atunci vectorul prezentat retelei apartine clasei A, .

Notand cu x” vectorul de intrare extins, x” = (x;,X,, . X5) " si cu v vectorul ponderilor la
care adiugdm o componentd cu pragul t, v = (wy, Wy, .., Wy, £)".

Cu aceste notatii iesirea perceptronului este data de regula :

Vix >0 =y = +1
vix¥’ < 0 >y = -1
Ponderile conexinilor si pragul (componentele vectorului v) unui perceptron se pot
adapta folosind un algoritm de instruire simplu numit algoritmul perceptronului.
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Algoritmul de instruire

Se va prezenta algoritmul standard pentru instruirea perceptronului cu doua clase de
instruire.

La primul pas al algoritmului de instruire se initializeaza valorile ponderilor si pragul. Pon-
derile initiale sunt componentele vectorului v'. Se aleg pentru ponderile initiale numere reale
mici si nenule si alegem valoarea constantei de corectie ¢ (de obicei 0 <c < 1).

Constanta ¢ controleaza rata de adaptare a retelei. Alegerea ei trebuie sa satisfaca
cerinte contradictorii: pe de o parte existd necesitatea de a obtine o adaptare rapida a pon-
derilor la intrari si pe de altd parte trebuie sd se tind seama de necesitatea ca medierea in-
trarilor precedente sa genereze o estimare stabild a ponderilor.

Algoritmul de invitare al perceptronului compara iesirea produsa de retea cu
clasa corespunzitoare a vectorului de intrare. Dacd s-a produs o clasificare eronata, atunci
vectorul pondere este modificat. In caz contrar el rimane neschimbat.

Daca la p pasi consecutivi nu se produce nici o modificare a vectorului pondere, atunci
toti vectorii (formele) de instruire sunt corect clasificati de ultimul vector ponderere rezultat.
Am obtinut un vector solutie si algoritmul se opreste cu aceastd decizie. Procedura de in-
struire descrisd mai sus conduce la algoritmul urmator pentru instruirea perceptronului .

Algoritmul perceptronului

P1 Se initializeaza ponderile si pragul.
Se aleg componentele wy,...... , Wy si t ale vectorului v
Se pune k =1 (v' este vectorul pondere la momentul initial).
P2 Se alege constanta de corectie ¢ > 0.
P3 Se alege 0 noua forma de instruire.
Se reprezinta retelei o noud forma de intrare z* si iesirea doritd, (asteptata)
corespunzatoare.
P4 Se calculeaza iesirea reala generata de perceptron. lesirea reala este

dati de semnul expresiei (v¥)" z".
P5 Conditia de oprire
Se repeta pasul P6 pana cand vectorul pondere nu se modifica la p pasi
consecutivi.
P6 Se adapteaza ponderile si pragul.
Se modifica vectorul pondere folosind regula de corectie:

Ve ezt | daca (v9)'Z<0,
vk, daca (v)'Z*>0.
Se pune k=k + 1.

Daci algoritmul s-a oprit normal, atunci vectorul v*'' reprezinti o solutie a problemei de
instruire .

Limitele perceptronului
in multe probleme concrete de clasificare si de instruire intervin clase de obiecte
care nu sunt liniar separabile. Deoarece perceptronul nu poate discrimina decat clase liniar

separabile, aplicarea acestui algoritm 1n rezolvarea unor probleme concrete este sever limi-
tata.
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Cea mai celebra si una dintre cele mai simple probleme care nu pot fi rezolvate de
un perceptron este, problema calculdrii valorilor functiei logice sau exclusiv.

Problema poate fi rezolvatd de un perceptron cu mai multe straturi (cel putin cu
doua straturi).
Aceastd limitare, nu se datoreaza algoritmului, ci este legata de topologia foarte simpla
retelei utilizate. Dacd problema de instruire necesitd regiuni de decizie mai complicate,
atunci trebuie maritd complexitatea retelei.

Propagarea inapoi a erorii

Algoritmul de propagare inapoi (Back Propagation) este considerat in mod uzual, ca
fiind cel mai important si mai utilizat algoritm pentru instruirea retelelor neuronale.

Algoritmul de propagare inapoi este o metoda de instruire in retelele neuronale
multistrat cu transmitere inainte (retele unidirectionale), In care se urmareste minimizarea
erorii medii patratice printr-o metoda de gradient.

Caracteristica esentiala a retelelor cu doua straturi este ca ele proiecteaza forme de
intrare similare in forme de iegire similare fapt ce permite sa faca generalizarile rezonabile si
sd prelucreze acceptabil forme care nu li s-au mai prezentat niciodata.

12.6. Functia Criteriu

Tehnica de instruire descrisa 1n continuare este asemanatoare cu cea utilizata pentru
a gasi dreapta care aproximeaza cel mai bine o multime data de puncte (problema regresiei).
Aceasta tehnicd este o generalizare a metodei MEP. Pentru determinarea dreptei de re-
gresiei, se utilizeaza, de reguld, metoda celor mai mici patrate. Deoarece este plauzibil ca
functia pe care o cautam sa fie neliniara, se foloseste o varianta iterativa a metodei celor mai
mici patrate.

Fie £ R — R® functia necunoscutd pe care reteaua trebuie sd invete sa o real-
izeze. . ‘ A
Vectorul de intrare x' 1i corespunde raspunsul dorit d' = f(x").

La momentul k, retelei i se reprezintd asocierea vectoriald (xk, dk). Admitand ca
multimea de instruire e formatd din m asocieri: (x',d"), ... ,(x™,d™) starea curenta (la momen-
tul k) a retelei neuronale defineste functia vectoriali: N* : R® —RP , y = N®(x),unde
y este vectorul care indicd activarea neuronilor ultimului strat al retelei y = (y1.y2,
...yp)T.Dacé S este functia vectoriald de iesire, atunci la momentul k, reteaua genereaza
raspunsul S(y*). Iesirea vectoriala a retelei este, asadar : N (x*) = S (y*) .

Notam cu S;:R—R functia de raspuns a neuronului j din stratul final. Functiile S,,..,
S, sunt marginite si crescatoare.

Se poate scrie deci sub forma:

Si(y1")
NExK) =

Sy
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Algoritmul de propagare inapoi cere ca functiile de raspuns sa fie derivabile.
Aceasta conditie elimind posibilitatea utilizarii functiilor cu prag liniar, nederivabile in punc-
tele prag. Rezulta, deci, ca se poate folosii functia sigmoidala sau functia identica.
O functie de raspuns liniard defineste un neuron de iesire liniar.
Iesirea reald a neuronului de iesire j, cand la intrare se prezintd vectorul x* este:
o5® = 85°(ys*), unde indicele o desemneazi iesirea.
Eroarea corespunzitoare neuronului j cand retelei i se furnizeazi vectorul x* este:
ejk = djk - Ojk = djk— Sjo (ij) .
Eroarea pitratica a tuturor neuronilor de iesire in raport cu intrarea x* se defineste ca
Ek = 1/22 (ejk) 2
Eroarea patratica se mai poate scrie :
E. = 12 (eX)Tek.
Eroarea totala este suma erorilor pentru cele m asocieri din multimea de invatare:
m
E = X Eg
k=1
unde m este numarul de forme din aceasta multime.
Algoritmul de propagare inapoi urmdreste minimizarea erorii patratice, insa nu
este sigur cd algoritmul gasit va minimiza si aceastd functie criteriu. Ceea ce se obtine
este, in general, o solutie acceptabild si nu, neaparat, o solutie optima.

12.7. Algoritmul de propagare inapoi

Aplicarea algoritmului de propagare inapoi presupune doui etape. in prima etapi se
prezinti retelei un vector de intrare x* si iesirea doritd corespunzitoare. Fie d* aceasti ie-
sire, semnalul de intrare se propaga prin refea §i genereaza un raspuns.

Neuronul j din cAmpul de iesire produce semnalul: o5* = $;° (y5*) .
Acest semnal este comparat cu raspunsul dorit d;* .

Rezulta un semnal de eroare & care se calculeaza pentru fiecare neuron de iesire:
0

81j= (djk-Ojk) a—yL , j =1,2,.p.
]
Se calculeaza schimbarile ponderilor pentru toate conexiunile ce intra in stratul final, folo-
sind regula urmatoare :
0 0 h k
o qu (k+l)= qu (k)+C6kqu (hq ) ’
unde S, (hy") este iesirea neuronului ascuns g.
Cea de a doua faza a algoritmului corespunde propagarii inapoi prin retea a sem-
nalului de eroare. Aceasta permite calculul recursiv al erorii conform formulei:
ask
h q
qu = ﬁ
Calculul se face pentru fiecare neuron g din stratul ascuns. Altfel, eroarea se
propaga inapoi prin retea. Propagarea inapoi implica un calcul de aceeasi complexitate cu
propagarea inainte a semnalului i nu necesitd un efort excesiv de timp si memorie.

(he) 8ijvgy
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12.8. Arhitecturi moderne de retele neuronale
RETELE NEURONALE PROBABILISTICE

Modelarea retelelor Neuronale cu ajutorul teoriei probabilitatilor sau a teoriilor de
incertitudine aduce o serie de avantaje fatd de abordarile strict deterministe. Acestea sunt:

- reprezentarea mai veridica a modului de functionare a retelelor neuronale biolog-
ice, in care semnalele se transmit mai ales ca impulsuri;

- eficienta de calcul mult superioard celei din cadrul retelelor neuronale, inainte-
inapoi';

- implementare hardware simpla pentru structuri paralele;

- instruire ugoara §i cvasiinstantanee, rezultdnd posibilitatea folosirii acestor retele
neuronale in timp real;

- forma suprafetelor de decizie poate fi oricat de complexa prin modificarea unui
singur parametru (de netezire) s, aceste suprafete putdnd aproxima optim suprafetele Bayes;

- pentru statistici variabile in timp, noile forme pot fi suprapuse simplu peste cele
vechi;

- comportare bund la forme de intrare cu zgomot sau incomplete.

Astfel, pentru o problema biclasa, consideram o retea neuronala probabilistica in
care stratul numit ,unitéiti ale formei contine elemente avand structura din figura de mai jos.

Pentru o distributie normala a densititii de probabilitate, estimatorul pentru
clasa A este:

1 11wy (X=Xai) (X=Xai)
fa (x) = (2m)P/2 6P m i=1€XP |~ 202
functie ce apare la iesirea unitatii formei, unde £, : X—W. Unitatile sumatoare aduna datele
de la unitatile formei ce corespund multimii de instruire si au o pondere variabila, Cy :

Ck = -(hgg Ipi)/ (hak 1ak) *(nak /ngy),

unde npi §i npx sunt numarul formelor de antrenare pentru clasa Ay respectiv By , h sunt
probabilitatile a priori, I sunt functii de pierdere in cazul unei decizii eronate, iar THR este
functia prag.

Instruirea consta in identitatea dintre vectorul Wi si fiecare forma de antrenare x. Astfel, este
necesara cate o unitate pentru fiecare forma din multimea de instruire.

% OO L, 00

g(Z)=exp[(Zi-1 W71 iegire binara
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RETELE NEURONALE FUZZY

Combinarea celor doud clase de sisteme cognitive : nuantate (fuzzy) si neuronale,
s-a impus prin performantele bune, de cativa ani. Fuzzyficarea arhitecturilor neuronale
mareste capacitatea retelelor neuronale de a recunoaste (clasifica) forme complexe, distor-
sionate sau incomplete.

O structura de retea neuronala a fost propusa de catre Watanabe . Acest model

foloseste neuronul logic.

Neuronul logic are avantajul vitezei si al unei capacitati discriminatorii remarcabile (pragul
fiind independent de marimea in biti a componentelor vectorului de intrare). Acum avem
doua tipuri de vectori pondere:

Wo=(Wpi oo, W) st Wi = (W ..o, Wyy)
Raspunsul analog y, ce urmeaza a fi cuantizat, are forma:
Y= A (X o)
unde x; fiind intrérile. legirea binard a sistemului este :
z = SGN(y-h),

unde h este pragul fixat.
Vectorul pondere este ajustat dupa diferenta e intre iesirea doritd si raspunsul sis-
temului la diferite intrari in cursul instruirii iar h se calculeaza cu operatii logice fuzzy:
he= (VW) (Wn)

hg = (Wi)A(Wni)

h = (hy+ hg)/n

cuantizor
+1 logire
binard = *

d

12.9. Prelucrari de imagini cu retele neuronale

Proprietatile de baza ale retelelor neuronale, anume faptul ca sunt aproximatori uni-
versali si ca au o capacitate de predictie deosebitd, isi gisesc utilizarea imediata in cadrul
altor domenii, cum ar fi: prelucrarea de imagini, recunoasterea formelor vizuale(scris si am-
prente) sau recunoasterea vorbirii.

Filtrarea zgomotelor, accentuarea si detectia contururilor, segmentarea imaginii §i
extragerea caracteristicilor sunt cele mai importante operatii de procesare. Desi metodele
clasice de prelucrare satisfac majoritatea aplicatiilor existad tehnici hibride de tipul segmen-
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tare/clasificare, pentru care metodele conexioniste oferd performante superioare in raport cu
rata de recunoastere si cu timpul de calcul.

Implementarea se poate realiza cu retele neuronale celulare, care sunt circuite ana-
logice neliniare ce permit o implementare VLSI, retelele celulare putind efectua prelucriri
paralele de semnal in timp real. Ecuatia de iesire a unui nod oarecare reprezintd un filtru
bidimensional, neliniar i invariant in spatiu.

O aplicatie foarte utila este recunoasterea on line a semnaturilor grafologice cu aju-
torul unui neurocalculator. Se pot folosi drept caracteristici coordonatele planare si presiunea
stiloului, extrase cu ajutorul unei tabele grafice. Sunt luate in consideratie variabilitatea sem-
naturilor corecte, precum si semnaturile false.

Vom prezenta in continuare o aplicatie care se bazeazi pe retele Neuronale de tip Hopfield
pentru recunoasterea formelor intr-o imagine binara.

Pavlidis propune clasificarea imaginilor in patru clase, astfel:

* Clasa (1) de imagini include imaginile in scara de gri (sau color).

* Clasa (2) de imagini cuprinde imaginile binare (sau cu cateva culori).

* Clasa (3) de imagini include imagini formate din linii si curbe continue.

* Clasa (4) de imagini cuprinde imagini formate din puncte izolate sau poligoane.

Se remarca scaderea complexitatii imaginii odata cu numarul clasei, simultan cu reducerea
semnificativa a volumului de date necesar pentru stocarea lor (Howe).

Reteaua neurali Hopfield

Acest tip de retea poate fi folosit ca memorie asociativa sau pentru rezolvarea unor probleme
de optimizare. Foloseste neuroni cu intrari binare, a caror iesire contine nelinearitati de tipul
limitare hardware. lesirea fiecarui neuron este aplicata tuturor celorlalte noduri prin interme-
diul unor ponderi.

J. J. Hopfield in lucrarea Neural networks and physical systems with emergent collective
computational abilities. Proc.Natl. Acad. Sci. 79 1982, a demonstrat ca aceastd retea con-
verge daca ponderile sunt simetrice. Desi simplitatea ei o face atractiva, aceasta retea pre-
zinta doud limitari majore cand este

utilizati ca memorie adresabila prin continut. in primul rand, numirul de forme prototip care
pot fi stocate si apoi regésite corect in retea este limitat la aproximativ 15% din numarul de
neuroni.

Daca se iIncearcd stocarea prea multor forme prototip, reteaua ar putea converge catre un
prototip fictiv. A doua limitare prezenta la reteaua Hopfield apare, daca prototipurile memo-
rate in retea sunt foarte asemanatoare (prezintd un mare numér de biti identici), caz in care
reteaua devine instabila.

Daca reteaua Hopfield este folosita drept clasificator, iesirea retelei (dupa convergentd)
trebuie comparata cu fiecare forma prototip, dupa care se poate lua decizia de apartenenta la
una din clasele atasate formelor prototip.

Algoritmul de antrenare al retelei Hopfield:
Pasul 1. Initializarea ponderilor conexiunilor:
tij= Yero x7x], dacdi#j; 0 dacd i=j, 0 £ i £ M-1, 0 £ j £ M-1,

unde t ;4 este ponderea conexiunii de la nodul ,,i” la nodul ,,j”.
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Pasul 2. Se aplica un vector de intrare necunoscut:

W (D=2t u;(D), 0 £ j £ M-1

unde functia neliniara f, este de tipul limitare hardware. Operatia se repetd pana cand toate
iesirile neuronilor raiman neschimbate. In acest caz, configuratia iesirilor coincide cu forma
prototip cea mai apropiata de forma necunoscuta de intrare.

Pasul 3. Itereazd pana la convergenta.

Pasul 4. Repeta pasii 2-3 pentru orice altd forma necunoscutd de intrare.

Aplicatia. Sa se construiascd o retea neurald Hopfield pentru a recunoaste formele dintr-o
imagine binara.

Cu ajutorul butonului “Incarca Imagine” se Incarcd o imagine binara , invatarea acestei
imagini se face cu ajutorul butonului “incarcare RN”. Formele invitate vor aparea in partea
de jos a aplicatiei , in sectiunea “imagini incarcate”.

Pentru a testa reteaua se poate Incarca orice imagine binard sau se poate adauga zgomot. Se
poate alege orice nivel de zgomot de la 1% la 100%.

Apoi se apasa butonul “Executa” pentru a testa forma noua.

Codul Matlab
function varargout = hopfieldNetwork (varargin)
gui Singleton = 1;

gui State = struct('gui Name', mfilename,
'gui Singleton', gui Singleton,
'gui OpeningFcn', @hopfieldNetwork OpeningFcn,
'gui OutputFcn', @hopfieldNetwork OutputFcn,
'gui LayoutFcn', 1,
'gui Callback', (1)

if nargin && ischar(varargin{1l})
gui_ State.gui_Callback = str2func(varargin{l});
end

if nargout

[varargout{l:nargout}] = gui mainfcn(gui_State, varargin{:});
else

gui mainfen(gui_State, varargin{:});
end
function hopfieldNetwork OpeningFcn (hObject, eventdata, handles,
varargin)

handles.output = hObject;

N = str2num(get (handles.imageSize, 'string')) ;
handles.W = [];
handles.hPatternsDisplay = [];

guidata (hObject, handles) ;
function varargout = hopfieldNetwork OutputFcn(hObject, eventdata,
handles)
varargout{1l} = handles.output;
function reset Callback (hObject, eventdata, handles)

for n=1 : length(handles.hPatternsDisplay)

delete (handles.hPatternsDisplay (n)) ;
end
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handles.hPatternsDisplay = [];
set (handles.imageSize, 'enable', 'on') ;
handles.W = [];
guidata (hObject, handles) ;
function imageSize Callback (hObject, eventdata, handles)
num = get (hObject, 'string') ;

n = str2num(num) ;
if isempty (n)
num = '32"';
set (hObject, 'string',num) ;
end
if n > 32
warndlg('este recomandat sa nu se lucreze cu retele mai mari
decat 3272 neuroni!','!! Atentie !!')
end

function imageSize CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white') ;
else
set (hObject, 'BackgroundColor',get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'
))
end
% executa Incarcarea imaginii
function loadIm Callback (hObject, eventdata, handles)
[fName dirName] = uigetfile('*.bmp;*.tif;*.jpg;*.tiff");
if fName
set (handles.imageSize, 'enable', 'off ') ;
cd (dirName) ;
im = imread (fName) ;
N = str2num(get (handles.imageSize, 'string')) ;
im = fixImage (im,N) ;
imagesc (im, 'Parent',handles.neurons) ;
colormap ('gray') ;
end
% --- se executd la apasarea invatarii
function train Callback (hObject, eventdata, handles)

Npattern = length (handles.hPatternsDisplay) ;

if Npattern > 9
msgbox ('mai mult de 10 parti paternale nu suport!', 'eroare');
return

end

im = getimage (handles.neurons) ;

N = get (handles.imageSize, 'string') ;
N = str2num(N) ;

W = handles.W;

avg = mean(im(:));

if ~isempty (W)
W =W + ( kron(im-avg,im-avg))/(N"2)/avg/ (1-avg) ;

else
W = ( kron(im-avg, im-avg))/(N*2)/avg/ (1l-avg) ;
end
ind = 1:N"2;
f = find(mod (ind,N+1)==1) ;
W(ind(f) ,ind(f)) = 0;
handles.W = W;

)

% inlocuieste noua imagine
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xXStart = 0.01;
xEnd = 0.99;
height = 0.65;
width = 0.09;
xLength = xEnd-xStart;
xStep = xLength/10;
offset = 4-ceil (Npattern/2);
offset = max(offset,0);
y = 0.1;
if Npattern > 0
for n=1 Npattern
x = xStart+ (n+offset-1) *xStep;
h = handles.hPatternsDisplay (n) ;
set (h, 'units', 'normalized') ;
set (h, 'position', [x y width height]) ;
end
x = xStart+ (n+offset) *xStep;
h = axes('units', 'normalized', 'position'

handles.hPatternsDisplay (n+1)
imagesc (im, 'Parent',h) ;

else
X xStart+ (offset) *xStep;
h = axes('units', 'mormalized', 'position'
handles.hPatternsDisplay = h;

end

imagesc (im, 'Parent', h) ;

= h;

set (h, 'YTick', [], 'XTick', [], 'XTickMode', 'manual’
rnedPaterns) ;

guidata (hObject, handles) ;
se executd la apdsarea adauga zgomot.
function addNoise Callback (hObject, eventdata,

o
% —---

im = getimage (handles.neurons) ;
noisePercent = get( handles.noiseAmount,
N = round( length(im(:))* noisePercent ) ;
N = max(N,1);

ind = ceil(rand(N,1)*length(im(:)));
im(ind) = ~im(ind) ;

imagesc (im, 'Parent',handles.neurons) ;
colormap('gray') ;
% --- se executa la apasarea butonului executa.

i

’

’

’

'value'

[x y width

height]) ;

[x vy width height]);

'Parent',handles.lea

handles)

)i

function Executa_ Callback (hObject, eventdata, handles)

im = getimage (handles.neurons) ;

[rows cols] = size(im) ;

if rows ~= cols
msgbox ('nu suport nici un patratel', 'eroare');
return;

end

N = rows;

W = handles.W;

if isempty (W)
msgbox ('nici o imagine incarcata', 'eroare');
return;

end

mat = repmat (im,N,N) ;

mat = mat.*W;

mat = im2col (mat, [N,N], 'distinct!');
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networkResult = sum(mat) ;

networkResult = reshape (networkResult,N,N) ;

im = fixImage (networkResult,N) ;

imagesc (im, 'Parent ', handles.neurons) ;
function im = fixImage (im,N)

if length( size(im) ) == 3

im = rgb2gray (im) ;

end

im = double (im) ;

m = min(im(:));

M = max(im(:)) ;

im = (im-m)/(M-m) ;
im = imresize (im, [N N], 'bilinear');
im = (im > 0.5);

% --- se executa la miscarea sliderului

function noiseAmount Callback (hObject, eventdata, handles)
percent = get (hObject, 'value');
percent = round (percent*100) ;
set (handles.noisePercent, 'string',num2str (percent)) ;
function noiseAmount CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
usewhitebg = 1;
if usewhitebg
set (hObject, 'BackgroundColor', [.9 .9 .91);
else
set (hObject, 'BackgroundColor',get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'
)) i
end

Retele neuronale de tip Kohonen

T.Kohonen in lucrarea Self-organized formation of topologically correct
features maps, Biol. Cybern. 43, pp. 59-69 , 1982 propune un nou tip de retele Neuronale
cu doua straturi: unul de intrare si altul de iesire . Toate intrarile sunt conectate la toate
nodurile de iesire , care pot avea numai conexiuni laterale cu nodurile imediat vecine.
Retelele Kohonen sunt cu autoorganizare, de tip feedforward si cu instruire nesupervizata si
se folosesc pentru gruparea datelor de intrare de tip Clustering.

Retelele Kohonen sunt destinate in principal clasificarii nesupervizate a datelor

vectoriale, asigurand in plus fatd de celelalte retele competitive si conservarea relatiilor de
vecinatate din domeniul datelor de intrare. Aceasta inseamna ca datele de intrare similare
vor fi in acelasi clasd fie in clase diferite, dar care sunt reprezentate de cdtre unitati
functionale vecine.
MatLab prin toolboxul de Neural Network permite crearea de harti multidimensionale cu
diferite tipuri de topologii ale nivelului de iesire. Conectivitatea dintre nivelul de intrare si
cel de iegire este totald, unitatea invingatoare se determina folosind criteriul dinstantei
minime. Antrenarea este de tip conectiv asigurandu-se ajustarea atat a unitatii invingatoare
cat si a celor aflate in vecinatatea acesteia (folosind insa o rata de invatare de doud ori mai
micd). Atat rata de invatare cat si dimensiunea vecinatatii descresc pe masura ce numarul de
iteratii creste.

Invitarea contine doua etape:
e FEtapa de ordonare- asigura ordonarea unitatilor in asa fel incat unitati vecine sa
raspunda de clase apropiate (in aceasta faza atat rata de invatare cat si dimensiunea
vecinatatii sunt relative mari).
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Etapa de ajustare find a prototipurilor: asigurd apropierea vectorilor cu ponderi de
prototipurile claselor (vecinatile se reduc doar la vecinii directi sau chiar doar la
unitatea Tnvingatoare, iar rata de invatare este mica).

Pentru crearea unei retele Kohonen Matlab pune la dispozitia utilizatorilor functia:
Newsom ([minl max1; ...; minN maxN],[dim1,dim2,...], grila, dist, ratal, epocil, rata2,
vecinmin) cu urmatoarele semnificatii pentru parametri:

min i §i max i: limitele domeniului datelor de intrare in unitatea i.

dim1, dim2, ... dimensiunile nivelului cu unitati functionale. Pentru o retea unidi-
mensionald se specific doar diml, pentru una bidimensionald se specific diml,
dim2 etc.

grila: specifica structura grilei. Valori posibile: gridtop (patratica), hextop (hexag-
onald),

randtop (grild cu structura aleatoare). Valoarea implicita este hextop.

dist: tipul distantei utilizate 1n stabilirea vecinatatii. Valori posibile: dist (distanta
euclidiana), mandist (distanta Manhattan), boxdist si linkdist (distante bazate pe
numarul de "pasi" ce trebuie efectuati in cadrul grilei pentru a ajunge de la un nod
la altul). Valoare implicita: linkdist.

ratal: rata de invatare in faza de ordonare. Valoare implicita: 0:9.

epocil: numar maxim de epoci in faza de ordonare. Valoare implicita: 1000.

rata2: rata de invatare in faza de ajustare. Valoare implicita: 0:02.

vecinmin: dimensiunea vecinatatii in faza de ajustare. Valoare implicita: 1.

Din punct de vedere al timpului cand se face actualizarea ponderilor retelei exista doud tipuri
de invatare :

off-line se determina pentru fiecare intrare-iesire, modificarea care trebuie adusa co-
eficientilor sinaptici. Aceste modificari se sumeaza si se aplica retelei numai dupa
ce au fost prezentate toate datele de antrenament (perechile de intrare-iesire ).
On-line modificarea coeficientilor, calculati pentru o pereche de intrare —iesire se
aplica retelei imediat dupa prezentarea acestei perechi. Prezinta in raport cu prece-
dentul, avantajul ca este in general mai rapid si poate parasii unele minime locale
ale functiei de eroare totala.

Prezentam In continuare o retea neurald Kohonen rectangulara:
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Unde:

- (Xo,X,...Xn.1) = lotul de vectori de clasificat

-X = (X¢,X1,...Xq.1 ) —>vector de intrare apartinand lotului de clasificat

-wij—ponderea retelei care face legitura Intre neuronal de intrare j si neuronal iesire i
-i=0,...,M-1,unde M numarul de neuroni din stratul de iesire

-j=0,...,n-1, unde n-dimensiunea vectorului de intrare.

Algoritmul de rafinare a ponderilor retelei
Se considerd lotul de forme ( vectori) de clasificat de forma (X, Xj,...Xx.1), unde
N-numarul de vectori din lot. Algoritmul de rafinare se bazeaza pe principiul vecinatatii,
rafinarea facandu-se atat pentru neuronal castigator cat si pentru vecinii sdi. Vecinatatea unui
neuron se va initializa la o valoare mai mare (de obicei egald cu dimensiunea retelei ), dupa
care ea scade pe parcursul rafindrii astfel incat sa se reducd la un singur neuron. De obicei
vecindtatea este constantd pe parcursul unei parcurgeri a lotului de vectori, modificarea ei
facandu-se dupa fiecare iteratie de lot. Legea de variatie a vecinatatii se allege experimental
functie de aplicatie, in general aceasta scazand dupa fiecare iteratie cu doi neuroni pe fiecare
dimensiune.
Pasi:
1. Initializare ponderilor retelei se face aleator intr-un interval de valori ce contine cont
de valoarea vectorilor de intrare
w;; (t=0), i=0, ...M-1, j=0,...n-1.
Precum si stabilirea dimensiunii initiale a vecinatatii V(0).
2. t=t+1, unde t=kn+p unde
t - numarul iteratiei curente
k- numarul de iteratii de lot (epoci) parcurse
p- indicele vectorului curent X, p=0,...,N-1 care se aplica la intrarea retelei vectorului
curent.
3. Se calculeaza distantele d =SUM[x;(t)- wu(t)]
4. Se calculeaza neuronul i (neuronal castlgator) astfel incat distanta d;” sa fie mlnlma
5. Se rafineaza ponderile aferente neuronului i si neuronilor apartinand vecinatii V; (t)
astfel:
wij (tH1)= wji(t) +p(t )[xi(t)- wy(t)] , unde p(t )e (0,1) este rata de invitare.
6. -Daca nu s-a terminat parcurgerea lotului de vectori se trece la pasul doi,
-Dacé s-a terminat de parcurs tot lotul de vectori se verifica conditia de stop, altfel
se reia pasul 2.

Reguli de stop:
a. In general rafinarea retelei se opreste cand gradientul de modificare a ponderilor
retelei devine nesimnificativ.
b. Se mai poate oprii algoritmul si dupa un numar fixat de iteratii dat fiind ca rafinarea
retelei este un process de durata.

SOM ( Self-Organizing-Maps)

Este o retea de invatare nesupervizatd in care unitatile de intrare-iesire sunt dispuse
sub forma de grila (in general rectangulara ) in plan, iar coeficientii conexiunilor intre stratul
de iesire depend de distantele intre unitati. Astfel dacd unitatile sunt apropiate acestea se
inflenteaza reciproc, iar daca sunt departate influenta este inhibatoare. Se defineste astfel
pentru fiecare neuron o vecinatate a sa. Forma acestei vecinatiti poate varia in functie de
datele de intrare si poate fi rectangulard sau circulard . In timpul invatirii competitive se
actualizeaza nu numai vectorul asociat unitatii invingatoare ci si (uneori cu un coeficient mai
redus) unitdtilor din vecinatatea acesteia. Acest mod de modificare incurajeaza unitatile ve-
cine sd raspunda in mod similar la vectori de intrare similari.
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Reteua este utilizatd in aproximarea distributiei vectorilor de intrare, in reducerea
dimensionalitatilor datelor mentindnd pe cat este posibil vecinatatea si in clustering. Arhitec-
tura retelei SOM consta intr-o matrice bidimensionald de unitati de iesire, fiecare conectata
cu toate cele n unitati de intrare.

Fie wj; vectorul nxn bidimensional asociat . Fiecare neuron de iesire calculeaza dis-
tanta dintre vectorul de intrare x §i vectorul pondere wj memorat. Ponderea vectorului
invingator si a celor din vecinatatea acestuia dupa formula lui Kohonen.

Ideea acestui algoritm este ca se cautd unitatea invingatoare pentru fiecare vector de
intrare, dar modificarea coeficientilor sinaptici, dar modificarea coeficientilor sinaptici se
realizeaza nu numai pentru unitatea invingétoare ci i cu un coeficient mai redus si pentru
unitatile aflate in vecindtatea unitatii invingatoare.

Acest mod de modificare a coeficientilor incurajeaza unitétile vecine sa raspunda in
mod similar la vectori de intrare similari = reteaua este astfel o hartd a multimii vectorilor
de intrare.

Algoritmul de inviitare Kohonen

Ideea de invitare consta in a plasa reteaua undeva in plan si a o antrena la inceput
cu o vecinatate si a o antrena la inceput cu o vecindtate si un coeficient de invatare mai mare
care pe parcursul invatarii sa scada treptat .

Pasi:

1. Se dispun unitatile de iesire sub forma de grila in plan (aceasta dispunere re-
prezinta de fapt si initializarea ponderilor unitatilor cu valori aleatoare mici).

Se recomandd memorarea acestor unitati intr-o matrice pentru a putea calcula ulte-

rior vecinitatea unui neuron. in cazul retelei SOM ponderea unui neuron este considerati
pozitia acelui neuron in spatiul de reprezentare al datelor de intrare.

2. Se stabileste o anumita formuld pentru calculul vecinatatii si al coeficientului
de invatare , formuld care sd depindad de pasul la care s-a ajuns in procesul de
invatare.

3. Se ia un vector de intrare si se calculeaza distanta dintre el si toti neuronii din
retea. Neuronul care este cel mai apropiat este considerat neuronul invingator si
la acesta i1 se modifica ponderea, la toti ceilalti li se recalculeaza ponderea dupa
aceasi formula.

4. Daca coeficientul de invatare a ajuns la zero se considera ca reteaua a invatat,
deoarece nu vor mai avea loc modificari in retea . Daca coeficientul de invatare
nu a ajuns la zero se sare la pasul 3.

Aplicatie 1
Sa se simuleze o hartd Kohonen unidimensionala, datele de intrare generate aleator in
[0,1]X[0,1]:

Codul Matlab

date=rand(2,100) ;

% definirea retelei (cu doua unitati de intrare si grila 5%5)
som=newsom ([0 1;0 1],20);

som.trainParam.epochs=1000;

% reprezentarea datelor

plot (date(1,:),date(2,:),'g*")
hold on; % pastreaza graficul
soma=train (som, date) ;

% reprezentarea grafica
plotsom(soma.iw{1l,1},soma.layers{1l}.distances) ;
hold off;
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Aplicatie 2.
Sa se simuleze o hartd Kohonen bidimensionald, datele de intrare generate aleator in

C((0,0),1)

Codul Matalab

for i=1:100

x=2*rand-1; y=2*rand-1;

while (x*2+y”*2)>1

x=2*rand-1; y=2*rand-1;

end

date(1l,1)=x; date(2,1i)=y;

end;

% definirea retelei (cu doua unitati de intrare si grila p,atratic,a
5%5)

som=newsom([-1 1;-1 1], [5 5], 'gridtop"');

som. trainParam.epochs=1000;

plot (date(1,:),date(2,:),'g*"');

hold on; % pastreaza graficul

soma=train (som,date) ;

% reprezentarea grafica
plotsom(soma.iw{1l,1},soma.layers{1l}.distances);
hold off;

In urma executiei programului obtinem rezultatul:

Weight Vectors

0.8

0.4}

W(i,2)

-04f

-0.81

Observatie

1. Matalb-ul pune la dispozitia utilizatorilor un toolbox : Neural Network Toolbox
ultraspecializat cu ajutorul caruia se pot face simulari eficiente : astfel crearea si
vizualizarea unei retele Kohonen se poate face folosind functia nctool si un set
de date de test.

2. Recomand celor interesati de aprofundarea acestor retele Neuronale urmatoarele
lucrari de referinta :
e  B.Valuru — Neural Networks and Fuzzy Logic, 2006,
e  S.Haykin- Neural Networks-A comprehensive foundation, 2003.
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CAPITOLUL 13.

PREZENTAREA SUCCINTA A UNOR TOOLBOX-URI
MATLAB

MATLAB permite dezvoltarea unei familii de aplicatii sub forma toolbox-urilor. Aceste
toolbox-uri permit invatarea si aplicarea tehnologiilor specializate din diverse domenii. Sunt
disponibile toolbox-uri pentru domenii cum ar fi: procesarea numerica a semnalelor, sisteme
de conducere automatd, retele Neuronale, logicd fuzzy, wavelet, simulare (SIMULINK),
identificare, statistica, crearea de hérti, procesarea imaginilor etc.

in continuare sunt prezentate pe scurt facilitatile oferite de cateva din aceste toolbox-uri.

13.1.Toolbox-ul Comunicatii (Communications Toolbox)

Communications Toolbox este o colectie de functii de calcul si blocuri de simulare pentru
cercetare, dezvoltare, proiectarea de sisteme si simulare in domeniul comunicatiilor.
Toolboxul este proiectat atat pentru experti cat si pentru incepatori in domeniu, si se bazeaza
pe MATLAB si Simulink.

Functii disponibile:

* Surse de date

* Surse codare/decodare

* Controlul erorilor de codificare

* Modulare/demodulare

* Filtre transmisie/receptie

* Canale de transmisie

* Acces multiplu

* Sincronizare

« Utilitare

13.2.Toolbox-ul pentru Sisteme de Conducere Automata
(Control System)

MATLAB-ul dispune de o colectie bogata de functii utile atat inginerului automatist practi-
cian cét si teoreticianului din domeniul teoriei sistemelor. Printre facilitatile oferite enumer-
am: aritmeticd complexa, valori proprii, gasirea radacinilor, inversari de matrici, Transfor-
marea Fourier Rapida etc.

Toolbox-ul Control System foloseste structurile matriceale ale MATLAB si reprezinta
fundatia MATLAB. Toolbox-ul este o colectie de algoritmi (in principal sub forma fisierelor
.m), care implementeaza proiectarea sistemelor de conducere, precum si tehnici de analiza si
modelare.

Sistemele pot fi modelate in MATLAB ca functii de transfer, sub forma poli-zerouri sau prin
reprezentarea de stare, ceea ce permite aplicarea tehnicilor clasice si a celor moderne. Se
poate lucra cu sisteme continue si cu sisteme discrete si pot fi efectuate conversii intre di-
versele tipuri de modele. Toolbox-ul permite calculul si trasarea raspunsurilor in domeniul
timp si domeniul frecventa, precum si a locului radacinilor. De asemenea, se pot realiza
alocdri de poli, se pot implementa conducerea optimala si estimatoare etc.
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13.3.Toolbox-ul pentru Baze de Date (Database Toolbox)

Toolbox-ul Baze de Date permite importul si exportul de date intre MATLAB si cele mai
raspandite programe de baze de date. Cu acest toolbox se pot importa date din exterior, se
utilizeaza capacitatile mari de calcul si prelucrare analitica ale MATLAB, si se exporta re-
zultatele inapoi in baza de date sau in altd baza de date.

Realizarea acestor operatiuni se face astfel: toolbox-ul Database conecteazi MATLAB la o
baza de date utilizand functiile MATLAB; datele sunt preluate de la baza de date ca si carac-
tere, sunt transformate in tipuri de date corespunzitoare si sunt stocate in tablouri de tip
celula. In acest moment se pot folosi instrumentele MATLAB de lucru cu date. Se pot in-
clude functiile toolbox-ului in fisiere M-files. Pentru exportul datelor se utilizeaza in final
functiile specializate MATLAB.

Toolbox-ul Database este furnizat impreund cu interfata graficd Visual Query Builder

(VQB).

13.4. Toolbox-ul de Procesare a Semnalelor (Signal Pro-
cessing Toolbox)

Toolbox-ul de Procesare a Semnalelor este o colectie de instrumente construitad in mediul de
calcul numeric MATLAB. Toolbox-ul permite o mare varietate de operatii de prelucrare a
semnalelor, de la forme de unda la proiectarea filtrelor, modelare parametrica si la analiza
spectrald. Toolbox-ul furnizeaza doui categorii de instrumente:

1. Functii de prelucrare a semnalelor de la linia de comanda
Intefete grafice utilizator pentru:

- Proiectarea interactiva a filtrelor

- Trasarea si analiza semnalelor

- Analiza spectrala

- Aplicarea de filtre semnalelor

- Analiza filtrelor

13.5. Toolbox-ul DSP Blockset

Setul de blocuri de procesare numerica a semnalelor (DSP Blockset) este o colectie de bibli-
oteci de blocuri care se utilizeaza cu pachetul Simulink.

Bibliotecile DSP Blockset sunt proiectate special pentru prelucrarea numerica a semnalelor si
includ facilitati cum ar fi filtrarea clasica, adaptiva, manipulari de matrici, algebra liniara,
statistica, etc.

DSP Blockset extinde mediul Simulink prin furnizarea de componente si algoritmi pentru
sistemele DSP. Facilitati:

* Operatiuni bazate pe cadre

* Suport matriceal

« Filtrare adaptiva si cu esantionare multipla

* Operatiuni statistice

* Algebra liniara

* Estimarea parametrilor

* Facilitati de timp real
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13.6. Toolbox-ul Finante (Financial Toolbox)

MATLAB-ul impreuna cu toolbox-ul de Finante furnizeaza un mediu de calcul integrat si
complet pentru analiza si inginerie financiara. Toolbox-ul dispune de instrumente de analiza
matematica i statistica a datelor financiare si instrumente de prezentare grafica a rezultatelor
obtinute.

Facilitati:

* Calcul si analiza de pret si de productie

* Realizeaza analize venituri, preturi etc. compatibile SIA (Securities Industry Association)

* Analiza si managementul portofoliilor

* Proiectarea si evaluarea de strategii financiare

« Identificarea, masurarea si controlul riscului

* Analiza si calculul fluxului de cash

* Analiza si predictia activitatii economice

* Crearea de instrumente financiare structurate

* Cercetare academica

13.7. Toolbox-ul de Procesare a Imaginilor (Image Pro-
cessing Toolbox)

din domeniul prelucrarii imaginilor. Toolbox-ul dispune de o mare varietate de operatiuni de
prelucrare a imaginilor, cum ar fi:

* Operatii geometrice

* Operatii de tip vecindtate

« Filtrare liniard si proiectarea filtrelor

* Transformate

* Analiza i imbundtatirea imaginilor

* Operatii binare

* Operatii asupra regiunii de interes

Multe dintre functiile toolbox-ului sunt figiere M-files care constau in instructiuni MATLAB
care implementeaza algoritmi specializati de prelucrare a imaginilor. Aceste instructiuni pot
fi vizualizate cu comanda cunoscuta:

type function name

functiilor disponibile in combinatie cu alte toolbox-uri cum ar fi Signal Processing Toolbox
si Wavelet Toolbox.

13.8. Toolbox-ul Optimizare (Optimization Toolbox)

Acest toolbox este o colectie de functii care includ rutine pentru o mare diversitate de opti-
mizari:

* Minimizare neliniara fara constrangeri

* Minimizare neliniard cu constrangeri, inclusiv probleme de tip minimax si probleme de
minimizare semi-infinita

* Programare liniara si patratica

* Algoritmi neliniari de tipul celor mai mici patrate

* Rezolvarea de sisteme de ecuatii neliniare

Sunt disponibili si algoritmi specializati pentru sisteme mari (large-scale problems).
Functiile toolbox-ului pot fi utilizate in combinatie cu alte toolbox-uri sau cu Simulink.
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13.9. Toolbox-ul pentru Sisteme de Putere (Power Sys-
tem Blockset)

Sistemele electrice de putere sunt combinatii de circuite electrice si de aparate electro-meca-
nice cum ar fi motoarele si generatoarele. Inginerii care lucreaza in acest domeniu trebuie sa
imbunétateasca performantele sistemelor de putere. Cerintele de crestere drastica a eficientei
au determinat proiectantii sd foloseasca aparaturd electronica si sisteme sofisticate de con-
ducere care necesita instrumente de analizd si proiectare corespunzatoare, fiind absolut
necesara intelegerea fenomenelor (neliniare) prin simulare.

Power System Blockset a fost proiectat pentru furnizarea unor instrumente de proiectare care
permit inginerilor sa construiasca rapid si usor modele care simuleaza sistemele de putere.
Blocurile utilizeaza mediul Simulink si permit construirea unui model cu proceduri simple de
tip click and drag. Se poate trasa rapid topologia circuitelor electrice si de asemenea se poate
face o analiza a circuitelor care include interactiunile cu sistemele mecanice, termice, de
control.

Bibliotecile contin modele ale aparaturii tipice pentru sistemele de putere, cum ar fi trans-

testate prin rularea fisierelor demonstrative.

13.10. Toolbox-ul Stateflow (Diagrame de stare)

Stateflow este un produs multiplatforma, care poate rula pe sisteme Microsoft Windows XP,
Windows 7 si UNIX, si care necesita MATLAB + Simulink.

Stateflow este un instrument grafic de proiectare si dezvoltare pentru sisteme de conducere
complexe si pentru sisteme logice de supervizare. Cu ajutorul acestui toolbox se pot genera
modele sub forma unor diagrame de stare dinamice ale unui sistem. Generarea de cod pentru
elementele Simulink ale unui model Stateflow necesita pachetul suplimentar al Simulink-ului
Real-Time Workshop.

13.11. Toolbox-ul de Statistica (Statistics Toolbox)

Toolbox-ul de Statisticd dispune de instrumente care permit executarea de sarcini statistice
uzuale, de la generarea de numere aleatoare pana la proiectarea de experimente statistice si
controlul proceselor statistice (recomandam studiu atent al capitolului 9 Elemente de proba-
bilitati si Statistica Matematica).

Existd doua categorii de instrumente:

* Constructia de functii statistice si probabilistice

* Instrumente grafice interactive

Prima categorie constd in functii care pot fi apelate din linia de comanda sau din aplicatii
proprii.

A doua categorie constad in instrumente interactive care permit accesul la functii prin inter-
mediul unei interfete grafice utilizator (GUI), care furnizeaza un mediu adecvat pentru
functii de predictie, interpolare, probabilistice etc.
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13.12. Toolbox-ul pentru Calcul Simbolic (Symbolic
Math Toolbox)

Acest toolbox completeaza facilitatile grafice si numerice ale MATLAB-ului cu diverse alte
tipuri de facilitdti matematice, care permit efectuarea de calcule simbolice (17) .
Masina de calcul utilizata este nucleul de la Maple. Exista de fapt doua toolbox-uri:
e unul de baza, care este o colectie de peste o suta de functii MATLAB care permit
accesul la Maple,
e un toolbox extins care permite accesul extins la multiple pachete Maple (non-
grafice, facilitdti de programare, proceduri utilizator etc.).

Facilitati:

Calcul matematic: Diferentieri, integrari, limite, sume, serii Taylor

Algebra liniara: Inverse, determinanti, valori proprii, forme canonice ale
matricelor.

Simplificari: Metode de simplificare a expresiilor algebrice

Rezolvarea ecuatiilor: Solutii simbolice si numerice ale ecuatiilor algebrice si
diferentiale

Aritmetica cu precizie

variabila: Evaluarea numerica a expresiilor matematice cu precizie

specificata

Transformari: Fourier, Laplace, Transformarea z si inversele lor

Functii matematice

speciale: Functii speciale ale matematicilor aplicate clasice

Toolbox-ul pentru Calcul Simbolic defineste un nou tip de date : obiecte simbolice care se
pot crea cu ajutorul functiei sym. Aceste obiecte simbolice sunt utilizate pentru a
reprezenta variabile simbolice, expresii, $i matrici. Spre exemplu pentru a calcula derivatele
unei functii se poate utiliza functia diff.

Exemplu

>> x=sym('x");

>> f=exp(cos(x))*sin(x) ;

>> diff f=diff (f,x)% calculeaza derivata de ordin I

diff f =

exp (cos (x)) *cos (x) - exp(cos(x))*sin(x) "2

>> diff (f,x,2)% calculeaza derivata de ordin II
ans =

exp (cos (x)) *sin(x) "3 - exp(cos(x))*sin(x) -

3*exp (cos (x)) *cos (x) *sin (x)
>> diff (f,x,5)%calculeaza derivata de ordin V

ans =

exp (cos (x)) *cos (x) + 15*exp(cos(x))*cos(x)”*2 +

15*exp (cos (x)) *cos (x) *3 - 1l6*exp(cos (x))*sin(x)”*2 +

20*exp (cos (x) ) *sin(x) "4 - exp(cos(x))*sin(x)”"6 -

45%exp (cos (x) ) *cos (x) "2*sin(x) "2 - 75*exp (cos (x)) *cos (x) *sin(x) "2 +
15*exp (cos (x) ) *cos (x) *sin (x) *4
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Pentru mai multe detalii se poate folosii comanda:
>> help sym/diff
diff Differentiate.
diff(S) differentiates a symbolic expression S with respect to

its
free variable as determined by SYMVAR.
diff(S,'v') or diff(S,sym('v')) differentiates S with respect to
v.
diff(S,n), for a positive integer n, differentiates S n times.
diff(s,'v',n) and diff(S,n,'v') are also acceptable.
Examples;
x = sym('x"');
t = sym('t');
diff (sin(x*2)) is 2*x*cos (x"2)

diff(t”6,6) is 720.

See also sym/int, sym/jacobian, sym/symvar.

Calculul integralelor definite.
Exemplu:

>> g=exp (-2*x)*sin(3*x) ;
>> int g=int (g, x)

int g =

-(3*cos (3*x) + 2*sin(3*x))/(13*exp (2*x))
Dezvoltari in serie Taylor:

Exemplu :

>> clear,syms x, Tay expx=taylor (exp(x),5,x,0)
Tay expx =

x*4/24 + x™3/6 + x72/2 + x + 1

>> pretty(Tay expx)

4 3 2
X X X
-- + -- + -- + x + 1
Limite
>>L=1limit (asin(x) /x,x,0)
L =
1

Pentru a reprezenta expresii simbolice se poate utiliza functia ezplot.
Exemplu

>> ezplot(Tay expx, [-3,3]) ;grid on
Se obtine graficul:
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X424 + X316 + X212 + x + 1

Daca dorim a reprezenta doua grafice in aceasi figura:
>>ezplot (Tay expx, [-3,3]) ;grid on;hold on
>>ezplot (exp (x), [-3,3]) ;grid on

Se obtine graficul:

exp(x)

Rezolvarea sistemelor liniare si neliniare.

Exemplu

>> clear,syms X y

>> eqgl='y=2*exp (x) ';eq2="'3-x"2";
>> [x,yl=solve(eql,eq2,x,y)

X
“(1/2)
“(1/2)

Yy

I w w I

2*exp (37 (1/2))
2/exp (3°(1/2))

O alta modalitate de lucru este lansarea in executie a notebook-ului Mupad astfel :
>>mupad

Apare o fereastra delimitata in zona de lucru de simbolul [ unde se introduce codul Maple:
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>restart;

with (orthopoly) :with (CodeTools) :with(plots) :
>8:=(x,k,a,b)->P(k, ((b-a) *x+a+b) /2) :
>a:=-1:b:=1:k:=5:

>p5:=plot(S(x,k,a,b),x=-1..1,y=-
1..1,color=[BLUE],title="Polinomul lui Legendre"):
>k:=4:

>p4:=plot(S(x,k,a,b),x=-1..1,y=-

..1l,color=[GREEN], title="Polinomul lui Legendre"):
>k:=3:

>p3:=plot(S(x,k,a,b),
x=-1..1,y=-1..1,color=[YELLOW], title="Polinomul lui
Legendre") :

>k:=2:

>p2:=plot(S(x,k,a,b),x=-1..1,y=-
1..1,color=[BLACK],title="Polinomul lui Legendre"):
>k:=1:

>pl:=plot(S(x,k,a,b),x=-1..1,y=-
1..1,title="Polinomul lui Legendre "):
>plots[display] ({pl,p2,p3,p4,P5});

In urma executiei programului va rezulta reprezentarea grafica a polinoamelor lui
Legendre de grade 1,2,3,4,5:

Polinomul ki Legendre

11

0.8

0.6

043

021

1/08 06\04 0

N 047
0.6

0.8

RE

Comanda:
>> mupadwelcome
Are ca effect deschiderea unei ferestre de lucru interactive.
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Comanda:
>> mupaddemo
Are ca effect dechiderea unei ferestre de tip demo .

13.13. Toolbox—ul de ecuatii cu derivate partiale (PDE

toolobox)

Modul de utilizare este urmatorul (32):

1.
2.

hed

cucomanda >> pdetool se deschide foaia de lucru PDE Toolbox.

din meniul options se activeazda grid si apoi Iin submeniul
application se selecteazd generic scalar catip de ecuatie.

Din meniul Draw se activeazd draw mode siapoi polygon.

Pe foaia de lucru PDE toolbox se traseaza cu mouse-ul frontiera domeniului de
calcul .

Din domeniul Boundary se activeazda boundary mode si apoi specify
boundary conditions;in fereastra de dialog care apare se selecteaza tipul de
conditie la limitd Dirichlet sau Neuman precum si parametrii respectivi. Conditiile
la limita se pot da si individual pe fiecare segment de frontiera prin click cu mouse-
ul pe acel segment.

Din meniul PDE se activeazd PDE mode si apoi PDE specification; 1in
fereastra de dialog care apare se alege de exemplu tipul de ecuatie eliptic
ceeace corespunde la —div (c*grad (u) +a*u=£f si coeficientii: c=1, a=0,
f=sin (x).*sin(y).

Din meniul Mesh se activeazd mesh mode siapoi initialize mesh ceea
ce genereaza o triangulatie de pornire care apare pe desen.

Din meniul Solve se selecteazd Parameters si apoi in fereastra de dialog care
apare se activeazd Adaptive mode. Aceastd optiune permite rafinarea
succesiva a triangulatiei in functie de calitatile solutiei aproximate. Tot din meniul
Solve, prin activarea lui Solve PDE se trece la rezolvarea numerica a
problemei introduse cu metoda elementului finit, prin rafindri succesive ale
tringulatiei initiale pana la indeplinirea unui criteriu de stop.

Din meniul Plot se activeazd Parameters, iar apoi in fereastra de dialog
care apare se selecteaza color si countour care determind modul de
reprezentare grafica a solutiei.

Existd numeroase alte optiuni care sunt bine prezentate in paginile de Help ale produsului
si in exemplele demonstrative.
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CAPITOLUL 14.

PACHETUL DE MODELARE SI SIMULARE SIMULINK®

SIMULINK® [19] este un pachet software pentru modelarea, simularea si analiza sis-
temelor dinamice. Pot fi modelate sisteme liniare si neliniare, continue, discrete, hibride, cu
mai multe perioade de esantionare
SIMULINK® furnizeaza o interfata grafica utilizator (GUI) [14] pentru crearea modelelor
sub forma unor diagrame construite din blocuri, pe baza unor tehnici de tip click-and-drag
realizate cu mouse-ul. Astfel, trasarea diagramelor este simpld si intuitiva, aproape la fel de
simpla ca trasarea acestor diagrame direct pe hartie.
in plus, se evita formularea matematici laborioasa (sistemele dinamice sunt de reguld de-
scrise de ecuatii diferentiale sau cu diferente).

SIMULINK® dispune de o biblioteca vastd de surse, receptoare, componente liniare si
neliniare, conectori etc. pe baza carora se pot trasa diagrame si construi blocuri proprii.
Modelele realizate in SIMULINK® sunt ierarhice. Se poate vizualiza modelul de nivel inalt,
iar la efectuarea unui dublu click pe blocul respectiv se coboara nivel dupa nivel astfel incat
se pot observa toate detaliile de constructie si de organizare ale modelului.

Dupa crearea unui model se pot realiza simuléri apeland la diverse metode de integrare din
meniurile SIMULINK® si/sau utilizind comenzi MATLAB®. Prin utilizarea unor blocuri
de tip osciloscop sau diverse dispozitive de afigsare se pot observa rezultatele chiar in timpul
simuldrii. De asemenea se pot schimba valorile unor parametri si se poate observa imediat
efectul acestor modificari. Rezultatele obtinute se pot transporta in workspace-ul
MATLAB® pentru prelucriri si vizualizari ulterioare.

14.1. Rularea unui model SIMULINK® demonstrativ

14.1.1. Rularea modelului

Pentru a analiza modul de lucru cu SIMULINK® se poate apela la rularea unor pro-
grame (modele) demonstrative.
Unul din programele demo este modelul termodinamic al unei case.
Exemplul este luat de pe site-ul: http:/www.mathworks.com
MATLAB SIMULINK ® - Simulation and Model Based Design
Pentru rularea programului, trebuie parcursi urmatorii pasi:
Pas 1. Se starteaza MATLAB®.
Pas 2. Se ruleaza demonstratia tastdnd thermo in fereastra de comandda MATLAB® sau se
tasteazd comanda demo si se alege programul demonstrativ din meniul care apare. Aceste
comenzi starteazd SIMULINK® si creeaza o fereastra model care contine modelul respectiv.
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La deschiderea modelului (extensiile figierelor SIMULINK sunt .mdl) SIMULINK-ul
deschide un bloc de tip osciloscop cu doud ecrane (temperaturd interioard/exterioara - Indoor
vs. Outdoor Temp. si costul incélzirii - Heat Cost ($)).

3. Pentru startarea simuldrii se activeazd meniul Simulation si se alege comanda Start
command (sau se activeaza direct butonul Start din bara de instrumente). O data cu startarea
simuldrii sunt plotate evolutiile temperaturii interioare §i exterioare, ca si costul cumulat al
incalzirii.

4. Pentru oprirea simuldrii se alege comanda Stop din meniul Simulation (sau butonul
Pause din bara de instrumente).

5. Atunci cand se doreste terminarea ruldrii programului se inchide modelul alegand Close
din meniul File.

14.1.2. Descrierea modelului

Programul modeleaza sistemul termodinamic al unei case folosind o reprezentare simpla.
Temperatura de referintd este setatd la 70 grade Fahrenheit (aprox. 21 grade Celsius). Tem-
peratura din casa este influentatd de temperatura exterioara, care poate fi variata sub forma
sinusoidald (amplitudine 15 grade F, temperatura de baza 50 grade F), variatie care simu-
leaza fluctuatiile temperaturii din exterior din timpul zilei.

Sunt utilizate subsisteme care fac modelul simplu si configurabil (un subsistem este un bloc
alcatuit dintr-un grup de blocuri conectate).
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Modelul contine 5 subsisteme: Thermostat, House si trei Convertoare de temperatura (Temp
Convert), din care 2 convertesc Fahrenheit in Celsius si unul Celsius in Fahrenheit.
Efectuarea unui dublu click pe blocul House permite vizualizarea blocurilor componente ale
subsistemului.

14re) —»(1 ) House subsystem
Indoor Temp
Tin
1/
1/Req Themodynamic Model
forthe House
{2 )
Outdoor Temp
Tout

Subsistemul Thermostat este de tip releu si determind pornirea sau oprirea sistemului de
incalzire. Se pot vedea blocurile componente la efectuarea unui dublu click pe subsistem.

— Thermostat subsystem
Terr Blower
Relayt awitch

Subsistemele de conversie a temperaturii au o structura asemanétoare:

( ——»+ Fahrenheit to Celsius conversion (F2C)
Fahrenheit E—’

in

out

Alte demonstratii
Din fereastra bibliotecilor SIMULINK® pot fi rulate si alte demonstratii care pun in evi-
dentd diverse concepte si tehnici de modelare din diverse domenii. Pentru rularea din
fereastra bibliotecilor SIMULINK® se procedeaza astfel:
1. Se tasteazd simulink3 in fereastra de comandda MATLAB; va apare fereastra bib-
liotecilor SIMULINK®
2. Se executd dublu click pe icon-ul Demos. Va apare fereastra demo a MATLAB® -
ului, care contine cateva modele SIMULINK® interesante.

14.2. Crearea modelelor SIMULINK®

Tehnica de creare a unor modele SIMULINK® poate fi ilustrata cel mai bine prin exemple.
Modelul prezentat in continuare integreaza un sinus si afiseaza atat rezultatul cat si unda
sinusoidald de la intrare. Schema bloc a modelului este urmatoarea:
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AN
\¥j 1
Sine Wave

] Scope

s
Integrator

Pentru a genera modelul se tasteazd mai intai simulink in fereastra de comandda MATLAB®
Pe sistemele de operare de tip Windows va apare Browser-ul bibliotecilor SIMULINK®

: Simulink Library Browser Sl E3

D&w &4

- g Simulink
- Wl Simulink Extras

This is the 'simulink’ library

Pe sistemele UNIX, va apare fereastra bibliotecilor SIMULINK.

V4 Y4
M Ny ¥ = nF
o> [>ee JP'H. : ® y=f(tu) ‘ din  Outp
¥ 3 AN
Soures Sinks  Continuous Dicrete Iviath Functions Nonlinear Signals
& Tablkes & Systems
Blocksets & Simulink Block Libmury 3.0 Deros
Toolboxes Copynght () 1990-1998 by The MathWorks, Inc.

Pentru a genera un model nou pe sisteme UNIX se selecteazd Model din submeniul
New al meniului File. Pe sisteme Windows se selecteaza butonul New Model din bara de

instrumente a Browser-ului de Biblioteci.
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: Simulink Library Browser M|l B3

New Model button ———D0 & 4 | @ |
- W Simulink
@) B Simulink Extras

This is the "simulink' library

SIMULINK® va deschide o fereastra pentru un model nou.
Pentru constructia modelului vor fi necesare blocuri din urmatoarele biblioteci Simulink:

e Biblioteca de surse (blocul Sine Wave)

e Biblioteca de receptoare (blocul Scope)

e Biblioteca de sisteme continue (blocul Integrator)

e Biblioteca Signals & Systems (blocul Mux)
Pentru copierea blocului Sine Wave se utilizeaza Browser-ul de bibiloteci: intdi se ex-
pandeaza arborele de biblioteci (prin click pe nodul Simulink si apoi click pe nodul surse)
astfel incat sa fie afigate blocurile din biblioteca de surse. Apoi se selecteazd blocul Sine
Wave (click).

Fereastra Browser-ului de biblioteci va arata astfel:

D=

=W Simulink < = Simulink library

2 Connections
2 Discrete
) 2+ Linear
1 2+ Nonlinear
@ 2 Sinks
=2 Sources Sources library
@ Clock
@ Constant
& Digital Clock
@ Discrete Pulse Generator
& From Workspace
& From File
& Random Number
@ Signal Generator

G Sine Wave & | Sine Wave block

A~

Output a sine wave. /\

La pasul urmator se trage (tindnd apésat butonul din stanga al mouse-ului) blocul
Sine Wave din browser si i se dd drumul in fereastra modelului. Simulink va face o copie a
blocului Sine Wave in punctul indicat.
Se poate proceda asemandtor pentru copierea blocului Sine Wave din biblioteca de surse
deschisd din fereastra de biblioteci Simulink (pe sisteme Windows se poate deschide
fereastra de biblioteci din Browser prin click din butonul drept al mouse-ului si apoi click pe
Open Library).
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Library: simulink/Sourc... [H[=] B3

i[leief

Corstant

The Sine Wave block

Discrete Puke Puke Ghip Signal

Generator Generator
®
Cleck Digital Clock
From File From
Workspae

I 7

Random  Uniform Random  Band-Limited
Nurrber Nurber ‘White Noise

Ca si in cazul utilizarii browser-ului se trage blocul Sine Wave din biblioteca de surse in
fereastra modelului (drag and drop):

untitled IS [=] B3

File Edit View Simulaton Format Tools

EEEEIEREE R
Sine Wave

l I loded /

Se procedeazd in mod asemanator si cu copierea celorlalte blocuri din bibliotecile
corespunzitoare in fereastra modelului. Se poate deplasa cu usurintd orice bloc prin tragerea
cu mouse-ul sau prin selectare si deplasare cu tastele sdgeti. Dupa copierea tuturor blocurilor
necesare in fereastra de lucru, modelul trebuie sa arate ca in figura urmatoare:

A
(Vi o1

prs

Sine Wave 1
A1 — b Scope
s
Integrator

254



La o examinare atentd a simbolurilor de reprezentare a blocurilor se vor observa sageti care
indicd intrarile sau iesirile din blocuri: daca simbolul > este orientat spre iesirea blocului
atunci este un port de iesire (output port) iar daca simbolul este indreptat spre bloc este un
port de intrare (input port). Un semnal circuld de la un port de iesire al unui bloc spre un port
de intrare al altui bloc printr-o linie de conectare, atunci cand blocurile sunt conectate, sim-
bolurile porturilor dispar.

1
Iput port— )y — [ € output port
s
Integrator

Pentru conectarea blocurilor se trece intai la conectarea blocului Sine Wave la prima intrare
(de sus) a blocului Mux. Pentru aceasta se pozitioneaza pointerul mouse-ului deasupra por-
tului de iesire al blocului Sine Wave. In acest moment forma pointerului se schimba si
devine de tip cruce (cursor).

QUH‘ -

Sine Wave
1 Scope
A1 - P
s
Integrator

Se tine apasat butonul stinga al mouse-ului si se deplaseaza cursorul pana la intrarea de sus a
blocului Mux.
Urmeaza eliberarea butonului mouse-ului si se observa cum blocurile au fost conectate.

Sine Wave
. Scope
A1 — p
s
Integrator

in afara liniilor care conecteazi iesirile unor blocuri la intririle altora existi si linii
de brangare a unor linii la intrarile unor blocuri (se poate observa in modelul prezentat in-
itial). O astfel de linie este utilizatd pentru conectarea iesirii din blocul Sine Wave si la blocul
Integrator (existd deja conexiunea la blocul Mux).
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Pentru a efectua aceastd conexiune se procedeaza astfel:

1. Se pozitioneaza pointerul pe linia dintre blocurile Sine Wave si Mux.

1\

N -

Sine Wave
1 Scope
A - P
s
Integrator

2. Se apasa si se tine apasatd tasta Ctrl. Se apasa butonul mouse-ului si apoi se trage pana la
intrarea in blocul Integrator sau pana deasupra acestui bloc.

A
Vil :I> o
Sine Wave |

B B X Seope
i<

Integrator

3. Se elibereaza butonul mouse-ului si se observa cum apare o linie de bransare pana la por-
tul de intrare in blocul Integrator.

A

Sine Wave

1 Scope
- b
s
Integrator

Se procedeaza conform indicatiilor si se efectueaza toate conectirile necesare.

Modelul va trebui sa arate in final astfel:

A
\¥i ]
Sine Wave
Scope
1
s
Integrator
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14.3. Rularea simularilor in SIMULINK®

Dupa 1incheierea procedurii de constructie a modelului, trebuie rulatd o simulare
pentru aprecierea corectitudinii modelului si pentru obtinerea rezultatelor cerute.
Pentru aceasta se deschide mai intai blocul osciloscopului (Scope), pentru a vizualiza evo-
lutia marimilor modelului. Pastrand fereastra osciloscopului deschisa se va seta SIM-
ULINK® pentru rularea unei simulari timp de 10 secunde. Pentru aceasta, parcurgem
urmatorii pasi:
1. Setdm parametrii simuldrii prin alegerea submeniului Parameters din meniul Simulation.
in fereastra de dialog care apare vom seta parametrul Stop time la 10.0 (valoare implicita).
2. inchidem fereastra de dialog Simulation Parameters prin click pe butonul Ok. Simulink va
aplica parametrii i va inchide fereastra de dialog.

# | Simulation Parameters: untitied !m

Solver I Workspace l/0| Diagnostics |
Simulation time

Starttime: [ 0.0 Stoptime:[10.0 Stop time parameter

Solver options
Type: IVariabIe—step zl Iode45 (Dormand-Prince)

Max step size: | auto Relative tolerance: | 1e-3
Initial step size: |auto Absolute tolerance: | auto

Ll

Output options

IReiine output zl Refine factor: | 1

oK | Cancell Help | »x@;g;,|

3. Se selecteaza Start din meniul Simulation si se observa curbele afisate in fereastra
osciloscopului.

4 Scope

4. Simularea se va opri atunci cand se ajunge la finalul timpului de rulare indicat in fereastra
de dialog Simulation Parameters sau la selectarea optiunii Stop din meniul Simulation (sau
din bara de instrumente).

Pentru salvarea modelului se alege Save din meniul File si se introduce un nume de fisier si
se alege directorul unde dorim sa salvaim modelul (fisierul va avea automat extensia .mdl).
Pentru incheierea lucrului se selecteaza Exit MATLAB sau se tasteazd quit in fereastra de
comandd a MATLAB-ului.
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14.4. Modul de lucru al unui program SIMULINK®

Fiecare bloc dintr-un model Simulink are urmatoarele caracteristici generale: un vector de
intrare, u, un vector de iesire, y, si un vector de stare, x:

X
U — (states) >y
(input) (output)

Vectorul de stare poate consta din stari continue, stari discrete sau combinatii ale acestora.
Relatiile matematice dintre aceste marimi (intrari, iesiri, stari) sunt exprimate prin ecuatii de
tipul:

y=fo(t.x,u) iesirea

Xy, =JS.(t,xu)  actualizare

x=f,(t,xu) derivata
xC

unde x=
Xd

k

Simularea consta in doua faze: initializare si simulare propriu- zisa.

Faza de initializare inseamna parcurgerea urmatoarelor etape:

1. Blocul parametrilor este trecut in MATLAB pentru evaluare. Valorile numerice re-
zultate sunt folosite ca parametri actuali (curenti).

2. Este parcursa ierarhia modelului. Fiecare subsistem care nu este un subsistem executat
conditionat este inlocuit prin blocurile componente.

3. Blocurile sunt sortate in ordinea in care este necesard actualizarea lor. Algoritmul de
sortare intocmeste o lista astfel incdt orice bloc nu este actualizat pana cand blocurile care
furnizeazi intrarile acestuia nu sunt actualizate. In timpul derulirii acestei etape sunt
detectate buclele algebrice.

4. Conexiunile dintre blocuri sunt verificate pentru asigurarea compatibilititii iesire-
intrare.

Urmeaza faza de simulare propriu-zisi. Modelul este simulat prin integrare numericd.
Calculul derivatelor se face in doi pasi. Prima datd iesirea fiecarui bloc este calculati in
ordinea determinata de algoritmul de sortare. La al doilea pas, pentru fiecare bloc se cal-
culeaza derivatele in functie de timp, intrari si stiri. Vectorul derivatelor rezultat este re-
turnat algoritmului de rezolvare de tip ODE, care il utilizeazd pentru calculul noului vec-
tor de stare pentru momentul de timp urmdtor. O dati ce noul vector de stare este calculat,
blocurile sunt actualizate.

Faza de simulare propriu zisa consta in lansarea simulink-ului astfel construit.
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