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SCURT ISTORIC SI INTRODUCERE

Istoria R-modulelor (grupurilor abeliene) cu proprietatea intersectiei sumanzilor
directi incepe cu Kaplansky, care in [58] precizeaza ca:

» Daca M este un modul liber peste un inel principal, atunci intersectia oricarui
numar finit de sumanzi directi ai lui M este tot un sumand direct in M, iar
daca M este un modul liber de rang numarabil, peste acelasi inel, atunci
intersectia oricarui numar de sumanzi directi (ai lui M) este tot un sumand
direct in M.

Acest fapt 1l determind pe Fuchs in [41] sa faca, la randul lui, aceeasi precizare
pentru grupuri abeliene libere, pentru grupuri abeliene libere numarabile si grupuri
abeliene libere de puterea continuului. Mai mult, Fuchs propune spre rezolvare
urmatoarea problema deschisa (,,Problema 9):

» ,,Caracterizati grupurile in care intersectia a doi sumanzi directi este tot un
sumand direct”.

Grupurile (modulele) in care intersectia oricaror doi sumanzi directi este
tot un sumand direct le vom numi grupuri (module) cu proprietatea intersectiei
sumanzilor directi, prescurtat P.1.S.D.. De asemenea, vom spune ca un grup abelian
(sau un R-modul) M are complet (sau total) proprietatea intersectiei sumanzilor
directi (prescurtat C.P.1.8.D.) daca intersectia oricarui numar de sumanzi direcfi
ai lui M este tot un sumand direct (in M). Desigur ca:

» daca un grup abelian (un R-modul) are C.P.1.S.D., atunci el are §i P.1.S.D..
Reciproca acestei afirmatii, in general, este falsa; de exemplu,

» un grup abelian liber de puterea continuului are P.1.S.D., dar nu are
C.P.IS.D. —vezi (1.2.2.8).

Mai recent, in februarie 1997, Fuchs propune spre rezolvare o altd problema
deschisa:

» ,,8a se gdaseasca conditii necesare si/sau suficiente pentru un R-modul (in
particular un grup abelian) M, astfel incat, fiind data o multime de indici 1
(finita sau infinita), @M sa aiba P.1.S.D.”.

Vom numi aceastd noud problema a lui Fuchs, ,,Problema 9*.

In ceea ce priveste rezolvarea ,,Problemei 97, respectiv a ,,Problemei 9™ (a
lui Fuchs) putem distinge doua etape:

» prima etapd — din 1977 pand in 1991,
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» adoua - din 1992 pand in prezent.
Precizdm ca prezenta carte este dedicatd, in Intregime, rezolvarii acestor
probleme.
Continutul stiintific al acestei carti este structurat In patru capitole, dupa cum
urmeaza:

% Capitolul intii — Preliminarii contine cele mai importante rezultate obtinute in
prima etapa, obtinute de Kamalov [55], Wilson [97], Hausen [48], respectiv Arnold
si Hausen [13], rezultate care, intr-o forma sau alta, s-au folosit in demonstrarea
celorlalte rezultate prezentate in capitolele urmatoare.

Rezultatele originale obtinute in a doua etapa sunt continute in Capitolele 2,
3si4.

Prezentdm, in continuare, pe scurt, rezultatele obtinute, facand astfel si o
descriere succinta a celor prezentate in volum.

Primul care s-a ocupat de rezolvarea acestor probleme a fost F. F. Kamalov,
care In [55] publicd o serie de rezultate fundamentale in caracterizarea grupurilor
abeliene cu P.I1.S.D.; el numeste o - grup un grup cu aceasta proprietate. Rezultatele
lui ne-au permis sd stabilim, in [80], structura grupurilor (abeliene) de torsiune,
respectiv a grupurilor fara-torsiune, complet decompozabile, cu P.I.S.D. si sd obtinem,
in [82], alte caracterizari ale grupurilor mixte cu aceasta proprietate.

Desigur ca:

» daca G este un grup cu P.1.S.D. (C.P.1.S.D.), atunci orice sumand direct al
lui G are aceasta proprietate,
iar,
» daca:
G=@PGi
iel

este o descompunere directa a grupului G astfel incat, pentru orice i€l, Gi

este un sumand direct total invariant in G si, pentru orice i€l, Gi are

PILSD. (C.PI1S.D.), atunci G are P.1.S.D..

Rezulta ca:

» un grup de torsiune G are P.I.S.D. (C.P.1.S8.D.) daca si numai daca fiecare
p-componentd primara a sa are P.1.S.D. (C.P.1.S.D.).

Referitor la p-grupurile cu P.I.S.D., putem afirma ca:

» daca G este un astfel de grup, atunci, pentru orice g eG/p],

hf (g)=0 sau hf (g)=co.

Acest fapt ne va permite sa determindm teorema de structurd a acestor grupuri.
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Kamalov este acela care arata ca:
» daca G este un grup mixt cu P.1.S.D., atunci primul subgrup Ulm al partii
de torsiune a lui G este nul,
si folosind faptul ca:
» orice grup complet decompozabil si omogen are P.1.S.D.,
demonstreaza teorema de structurd a grupurilor fara-torsiune, complet decompozabile,
cu aceastd proprietate.

G. V. Wilson, in [97], abordeazd problema intersectiei sumanzilor directi
pentru module peste diferite inele R, asociative, cu unitate. Dupd ce generalizeaza
anumite rezultate ale lui Kamalov, la R-module, el prezintd o conditie necesara
pentru ca un R-modul sa aiba P.I.S.D.:

» Daca R-modulul M are P.1.S.D., atunci, pentru orice descompunere directd

a lui, de forma:

M=A@B
si orice morfism:
f: A —>B,

kerf este un sumand direct in A.

Aceastd conditie va juca un rol fundamental in obtinerea celorlalte rezultate.
Astfel, pentru un inel R, se vor obtine noi conditii echivalente cu ,,caracterul ereditar”
(toate R-modulele proiective au P.1.5.D.) si cu ,,caracterul semi-simplu” (toate R-
modulele injective au P.1.5.D.). Modulele injective cu P.I.S.D. sunt caracterizate
peste domenii noetheriene, unde:

» P.IS.D.implica C.P.I.S.D.;
aceste module sunt sau fara-torsiune, sau de torsiune, caz in care orice sumand
direct idecompozabil, al lor, este total invariant. Tinand cont de faptul ca:
» orice R-modul cu P.I.S.D., peste un domeniu noetherian R, are un unic
sumand direct injectiv maximal,
Wilson arata ca:
» orice astfel de R-modul mixt, neredus, este scindabil.

Modulele de torsiune cu P.I.S.D. sunt studiate peste domenii Dedekind,

folosind teorema de descompunere a acestora:
» Daca T este un modul de torsiune peste un domeniu Dedekind R, atunci T
admite o descompunere unica, abstractie facand de un izomorfism, sub forma:
T=&Tp,
unde Tp este un P-submodul primar, pentru fiecare ideal prim P, al lui R.
Va rezulta, de aici, ca:
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» daca T are P.1.S.D., atunci fiecare Tp este un submodul elementar sau ciclic,
1ar,
» daca M este un R-modul cu P.1.S.D., atunci T(M) - partea de torsiune a lui

M are C.P.1.S.D.;
in particular:

» daca R este un domeniu cu ideale principale si M are un submodul divizibil,
atunci M are C.P.I.S.D..

In 1989, J. Hausen publici in [48] primele lui rezultate referitoare la cele
doua probleme (9 si 9%). Mai intai, el aratd ca are loc si reciproca conditiei lui
Wilson, adica:

» Daca un R-modul M are proprietatea ca pentru orice descompunere directa
de forma:
M=A&@B
si orice morfism de R — module:
f:A—>B,
kerf este un sumand direct in A, atunci M are P.1.S.D..
Utilizand un rezultat al lui Botha si Grébe ([18]), care considera clasa G a

tuturor R-modulelor fara-torsiune, de rang finit, care au inelul endomorfismelor un
domeniu cu ideale principale, clasd care contine toate R-modulele fard-torsiune de
rang unu, se demonstreaza ca:

» Daca M este o suma directd finita de exemplare de A€ G, atunci nucleul

oricarui endomorfism al lui M este un sumand direct in M, care este izomorf

cu o suma directa de exemplare de A, deci M are C.P.1.S.D..

Extinzand, in mod natural, de la grupuri abeliene la R-module, o echivalenta
categoriald, prezentata prima datd de U. Albrecht in [2], apoi de D. M. Arnold si E.
L. Lady [14], si D. M. Arnold si C. Murley in [15], Hausen demonstreaza primele
conditii echivalente pentru existenta unor solutii la ,,Problema 9*. Ca aplicatii ale
acestor conditii apar rezultatele referitoare la:

1) modulele fara-torsiune, de rang unu, peste domenii cu ideale principale:
» Daca R este un domeniu cu ideale principale si M un R-modul farda-torsiune,
de rang unu, atunci au loc urmatoarele afirmatii:

a) Inelul:

E=End(M)
este un domeniu cu ideale principale;

b) Pentru orice multime de indici I, R-modulul:

M*=@&M
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are P.1.S.D.;
¢) Nucleul oricarui endomorfism al lui M* este un sumand direct in M,
care este §i el o suma directa de exemplare de M.).
2) grupurile abeliene idecompozabile, de rang finit:
» Daca G este un astfel de grup, atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) Pentru orice multime de indici I, grupul:
G=@aG
are P.1.S.D.;
b) Pentru orice multime finita de indici I, grupul.:
G=@aG
are P.1.S.D.;
¢) Inelul endomorfismelor lui G este semi-ereditar drept.
3) grupurile abeliene fara-torsiune, complet decompozabile, reduse si neomogene.
Pentru aceasta ultima clasa de grupuri, Hausen foloseste urmatoarea relatie
de echivalenta, notata cu ,,~”, si introdusad in [19] de Bowman si Rangaswamy, pe
mulfimea I" a tipurilor tuturor subgrupurilor / sumanzilor directi Gi, i€l, dintr-o
descompunere de forma:

G=@ Gi

iel
a grupului G — fara-torsiune si complet decompozabil:
> dacat t'el] atunci t~t dacd si numai dacd existd un numdr natural n §i exista
tl, ..., tnel astfel incat:
t=t1, t =t §i, pentru orice i=1, 2, ..., n-1, t; si ti+1 sunt comparabile.

Daca {I'n}n>1 este partitia multimii I', corespunzatoare relatiei ,,~”,

G(t)={xeG | t(x)>t} si Gr=2{G(t) | teln},
atunci avem urmatorul rezultat, demonstrat in [19]:

» Daca G este separabil, atunci:
G=@ Gn
nx1

si fiecare G este total invariant si complet decompozabil, iar tipurile oricaror

doi sumanczi directi de rang unu ai lui Gn sunt echivalente.

Utilizand aceste rezultate, Hausen redescopera, in [48], prima parte a teoremei
de structura a grupurilor abeliene fara-torsiune, neomogene, complet decompozabile,
teorema demonstrata integral, asa cum am precizat mai sus, de Kamalov 1n [55].

in [13], D. M. Arnold si J. Hausen au abordat problema intersectiei sumanzilor
directi din perspectiva modulelor care sunt plate peste inelul endomorfismelor lor:
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» Daca R-modulul M este plat peste inelul:
E=End(M)

al endomorfismelor sale, atunci M are P.1.S.D. exact daca End(M) - privit

ca E-modul drept, are aceasta proprietate.

in [7], U., Albrecht si J. Hausen au generalizat problema intersectiei
sumanzilor directi la R-module cu proprietatea intersectiei cvasi-sumanzilor directi
(prescurtat P.I.C.S.D.), iar cateva din rezultatele obtinute le-au folosit (in [8,1996])
in diverse caracterizari ale grupurilor abeliene mixte cu P.I.C.S.D..

% Capitolul 2 intitulat Grupuri abeliene cu P.I1.S.D., contine, in exclusivitate,
rezultate referitoare la grupurile abeliene cu proprietatea intersectiei sumanzilor
directi. Astfel se demonstreaza aici teoremele de structurd pentru cinci clase de
grupuri abeliene si aplicatii imediate ale acestora, apoi alte caracterizari, decat cele
prezentate in capitolul precedent, precum si un studiu al subgrupurilor si grupurilor
factor ale acestor grupuri. Peste tot in acest capitol prin grup vom intelege grup
abelian 1n notatie aditivd, iar cu P vom nota multimea tuturor numerelor prime.
Determinarea structurii grupurilor cu P.I.S.D. se va dovedi foarte utila in
dezvoltarile viitoare. Am inceput cu grupurile libere, nu pentru cd nu se cunoaste
structura acestor grupuri sau cd grupurile libere cu P.I.S.D. ar avea o structura
deosebita, ci pentru a incepe studiul grupurilor cu P.I.S.D. cu justificarea celor
doua afirmatii ale lui Fuchs, despre care am vorbit mai sus. Am demonstrat, astfel,
» ca orice grup liber (liber numarabil sau liber de puterea continuului) are
P.IS.D.,
prezentand si doud aplicatii ale acestui fapt, pentru grupuri Whitehead (prescurtat
W-grupuri).
In determinarea structurii grupurilor cu P.I.S.D., am pornit de la cele
demonstrate in Subcapitolul 1.1, incepand cu p-grupurile si continuand cu:
» grupurile de torsiune,
» grupurile divizibile,
» grupurile fara-torsiune,
» grupurile mixte nereduse (care sunt scindabile),
respectiv
» grupurile mixte, reduse, scindabile.
Tot aici am prezentat un exemplu de grup mixt redus, nescindabil, cu
P.I.S.D. si o conditie suficientd pentru ,,scindabilitatea” unui grup mixt cu P.I.S.D..
p-grupurile cu P.I.S.D. au o serie de proprietati elementare, in sensul ca:
» daca G este un p-grup cu P.1.S.D., atunci G este cu prezentare simpld, iar
daca G este un p-grup redus cu aceasta proprietate, atunci G-
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O are un sistem si o serie de compozitie ,, nice”;

@]

este proiectiv relativ la sirurile balansat-exacte de p-grupuri,
O este un sumand direct al unei sume directe de grupuri generalizate
Priifer;
O este total proiectiv;
O este total tranzitiv si, pentru orice sir crescator de ordinale si
simboluri oo,
u=(o,...,, ...),
G(u) si G/G(u) sunt total proiective.
Pentru cateva clase de grupuri G (p-grupuri, grupuri de torsiune, grupuri

divizibile, grupuri fara-torsiune si anumite grupuri mixte), cu P.I.S.D., s-au determinat

inelul End(G) al endomorfismelor si grupul Aut(G) al automorfismelor grupului G,

iar pentru grupuri fara-torsiune s-au determinat conditiile pe care trebuie sa le

satisfacd grupurile G si H pentru ca grupul Hom(G,H) s aiba P.I.S.D.:

>

YV V VYV V

G este fara-torsiune si divizibil,
H este fara-torsiune i divizibil,
G este fara-torsiune, idecompozabil, H este divizibil si G@H are P.1.S.D.;
G este fara-torsiune cu P.1.S.D. §i H este fara-torsiune, de rang unu;
G este fara-torsiune, de rang unu si H este fara-torsiune cu P.I.S.D..
Pentru orice grup abelian G, grupul caracterelor lui G este:
CarG=Hom(G,Q/Z).
Daca G este un grup fara-torsiune si divizibil, atunci CarG are P.L.S.D..
Acest rezultat poate fi Imbunatatit astfel:
Daca G este un grup fara-torsiune, complet decompozabil, cu P.I.S.D.,
atunci CarG are aceeagi proprietate.
Grupurile mixte scindabile cu P.I.S.D. pot fi caracterizate si astfel:
Fie G un grup mixt scindabil cu P.I.S.D., cu:
T=T(G)
i T - completatul lui T in topologia p-adica. Atunci au loc urmatoarele
afirmatii:
a) Pentru orice grup divizibil D, Ext(D, T ) este izomorf cu un sumand
direct al unui produs direct de grupuri de forma G/p"G;
b) este izomorf cu un sumand direct al unui produs direct de grupuri
de forma G/p"G;,
¢) Daca B este un sumand direct fara-torsiune, redus, de rang unu,
dintr-o descompunere oarecare a lui G, §i:

11



Teodor Dumitru Vdlcan « MODULE CU PROPRIETATEA INTERSECTIEI SUMANZILOR DIRECT!

(Ext(Q/Z,B))o=0,
atunci invelitoarea pur-injectiva a lui T §i primul subgrup Ulm al
invelitorii de cotorsiune a lui T sunt izomorfe cu (Ext(Q/Z,G))o- deci
(Ext(Q/Z,G))o este un grup redus compact algebric. (Conoteaza primul
factor Ulm al grupului C.)

Asa cum am precizat mai sus, dacd un grup abelian G are proprietatea
intersectiei sumanzilor directi, atunci orice sumand direct H, al lui G, si G/H au
aceeasi proprietate.

In finalul acestui capitol am prezentat conditii necesare si/sau suficiente
pentru ca anumite subgrupuri ale grupului G, cu P.I.S.D., care nu sunt sumanzi
directi si grupurile factor corespunzatoare, sa aiba P.I.S.D.. Astfel, fiind dat un grup
abelian G, cu P.I.S.D., si m un numar natural nenul, sunt investigate, aici, subgrupurile
de tipul:

» mG={mg [geCG},
G[m]={geG [mg=0},
m'G={aeA /maeG} (in acest caz G este un subgrup al unui grup A),
F(G) - subgrupul Frattini al lu1 G

YV V V

S1,
» Bg- subgrupul p-bazic al lui G, p fiind un numar prim oarecare,
precum si grupurile factor corespunzatoare:
» Daca G este un grup abelian, atunci in oricare din urmatoarele cazuri:
a) G este un p-grup,
b) G este un grup de torsiune,
¢) G este un grup fara-torsiune,
d) G este un grup mixt scindabil,

G are P.1.S.D. exact daca, pentru orice meN*, mG are P.1.S.D.,
1ar, cu anumite restrictii, in toate aceste cazuri,

4) si grupul factor G/mG are aceasta proprietate.

Desigur ca, in determinarea cazurilor in care subgrupul G[m] al unui grup G
cu P.I.S.D. (meN"¥), are si el aceastd proprietate, ne intereseaza doar cazurile in
care G[m]=0, deci grupurile de torsiune §i cele mixte scindabile; celelalte cazuri
devin triviale.

> In toate aceste cazuri, pentru orice meN", G[m] are P.IS.D.; reciproca
nefiind, in general, adevaratd.

Referitor la grupul factor G/G[m] avem urmatorul rezultat:

» Fie G un grup abelian si m un numar natural (nenul) oarecare. Atunci:

12
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grupul G/G[m] are P.L.S.D. exact daca mG are aceasta proprietate.
» Daca A este un grup abelian cu:
A[m]=0,
pentru un numar natural m>2 si G este un subgrup pur in A, atunci:
G=H&@K daca si numai daca m!'G=m'H®&m'K.
In aceste conditii,

» subgrupul G are P.L.S.D. exact daca m' G are aceasta proprietate.

Subgrupul Frattini al unui grup G, notat cu F(G) si definit ca intersectia
tuturor subgrupurilor maximale ale lui G, a fost introdus prima datd de G. Frattini
in 1885. Proprietatile acestui subgrup au fost studiate si prezentate in peste 200 de
lucriri stiintifice aparute pana acum. In ideea de a raspunde la intrebarea:

» ,Daca G este un grup cu P.I.S.D., cand F(G) are si el P.1.S.D.?”,

am ajuns la urmatorul rezultat:

» Daca G este un p-grup (sau un grup de torsiune, sau un grup divizibil, sau un
grup fara-torsiune, sau un grup mixt scindabil) cu P.1.S.D., atunci si F(G)
are P.1.S.D., iar, cu exceptia grupurilor divizibile, in toate celelalte cazuri,
reciproca nu este, in general, adevarata.

Referitor la grupul factor G/F(G), avem urmatorul rezultat:
> Fie G un grup abelian cu P.I.S.D. si F(G) subgrupul sau Frattini. In oricare
din urmatoarele situatii, G/F(G) are P.1.S.D.:
a) G este un p-grup,
b) G este un grup de torsiune,
¢) G este un grup liber,
d) G este un grup divizibil,
e) G este suma directa dintre un grup liber de rang finit si un grup
divizibil, fara-torsiune,
) G este suma directa dintre un grup elementar, un grup divizibil,
fara-torsiune i un grup liber, de rang finit.
Din [41, 32.2 si 35.2] rezulta ca:

» Orice grup abelian contine, pentru orice numar prim p, subgrupuri p-bazice,
§i acestea sunt izomorfe. Daca G este un grup cu P.I.S.D., in oricare din
urmatoarele cazuri, subgrupul p-bazic al lui G, notat Bg, are P.1.S.D.:

a) G este un p-grup,
b) G este un grup de torsiune,
¢) G este un grup fara-torsiune,
d) G este un grup mixt scindabil.
Reciprocele acestor afirmatii nu sunt, in general, adevarate.
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Cu anumite restrictii asupra grupurilor fara-torsiune,
> In toate cazurile prezentate mai sus grupul factor G/Bg are si el P.1.S.D..

% In Capitolul 3 — Module cu P.LS.D., sunt prezentate caracterizari ale modulelor
M, cu proprietatea intersectiei sumanzilor directi, module care vor fi considerate
peste diferite inele R, asociative, cu unitate. In general, acolo unde nu se precizeaza,
modulele considerate vor fi stangi. Ca si in capitolul Intai, orice altd conditie (eventual
suplimentard) asupra inelului R, sau R-modulelor M, se va pune ori de céte ori va fi
cazul.
S-a inceput studiul R-modulelor cu P.I.S.D. cu modulele injective cu aceasta
proprietate. Referitor la aceste module sunt prezentate, aici:
» conditii necesare,
» conditii suficiente
$i,

» conditii necesare §i suficiente
pentru ca un astfel de modul sd aiba P.I.S.D.. S-a trecut apoi la descrierea sumelor
directe de module cu P.I.S.D., prezentand noi solutii la ,,Problema 9, faicand si un
studiu al morfismelor unor astfel de sume de module. In cel de al treilea subcapitol
s-au generalizat toate rezultatele de la subgrupurile si grupurile factor ale unui grup
cu P.I.S.D. la module peste diferite inele.

Asa cum am precizat mai sus, in primul subcapitol (al acestui capitol) se
prezintd o serie de caracterizari ale modulelor injective cu proprietatea intersectiei
sumanzilor directi. Pentru un R-modul injectiv M, se studiaza conditiile in care el are
P.I.S.D.. De asemenea, se prezintd o caracterizare laticeald a modulelor cu C.P.L.S.D.,
precum si noi solutii la ,,Problema 9. In finalul subcapitolului, prin exemplificari,
am justificat lipsa oricarei legaturi dintre un R-modul M si invelitoarea sa injectiva
E(M), in problema intersectiei sumanzilor directi.

O conditie suficientd pentru ca un R-modul sa aiba P.1.S.D., care se va dovedi
foarte utila in dezvoltarile noastre viitoare, este urmatoarea:

» Fie M un R-modul. Daca pentru orice pcEnd(M), kero este un sumand direct
in M, atunci M are P.1.S.D.; reciproca nu este, in general, adevarata, decat
impunand anumite conditii inelului End(M).

Doua rezultate analoage celor din [97, Propozitia 8] si, respectiv [48,
Teorema 3.3], vor permite obtinerea de noi solutii ,,Problemei 9’:

» Fie R un inel maximal de valuare (in sensul lui Kaplansky, [56]), care este
si un domeniu cu ideale principale, si fie M un R-modul fara-torsiune, de
rang numarabil. Daca M este de forma:
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M=D &H,
unde D este injectiv si H este redus, de rang finit, atunci M are C.P.1.S.D.;
» Fie R un inel Dedekind si M un R-modul decompozabil, fard-torsiune. Daca
pentru orice submodul pur S, al lui M, exista un submodul T, al lui M, astfel
incat:
M/S=T,
atunci M are C.P.I.S.D..
Rezultatele din [97, Lema 2] pot fi generalizate pentru un inel oarecare R:
» Fie:
M= Mi

iel
un R-modul cu P.1.S.D., unde, pentru orice i €l, M; este un R-modul injectiv
si idecompozabil. Atunci au loc urmatoarele afirmatii:
a) Pentru orice i, j €l,
Hom(M;,M;)=0 sau Mi=M;,
b) Daca, pentru orice i€l, Mi este §i proiectiv, atunci pentru orice i,
jel,
Urmatoarea reciproca a acestui rezultat va permite (i ea) obtinerea de noi
solutii pentru ,,Problema 9:
» Daca:
M= Mi

iel
este un R-modul fara-torsiune astfel incat:
a) pentru orice i, j €l,
Hom(M;,M;)=0 sau Mi=Mj;
b) pentru orice i€l, End(M;) - inelul endomorfismelor lui M; este un

domeniu cu ideale principale;

atunci M are P.1.S.D..
Fie p un numar prim si:
Bi=®1Z(p"),
unde I este o multime oarecare de indici si:
keN* sau k=00.

In Capitolul 2 se demonstrezi ci existi un grup abelian G astfel incat Bi sa
fie sumand direct in G daca si numai daca:
(k=1 si I este oarecare) sau (k>2 sau k=00 51 | I |=1).
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Asadar,
» Partea de torsiune a unui grup abelian cu P.1.S.D. este o suma directa de
subgrupuri total invariante, fiecare avand aceasta proprietate.
Acest rezultat se generalizeaza, in sensul cd se demonstreaza, folosind [78,
p. 118-119], ca:
» Orice R-modul injectiv cu P.1.S.D. admite, abstractie facand de un izomorfism,
o descompunere unica in sumanzi directi idecompozabili, total invarianti.
Urmatorul rezultat poate fi considerat o teoremd de structurd pentru o clasa
de R-module injective cu P.I.S.D.:
» Fie R un inel artinian §i M - un R-modul injectiv.

a) Daca M admite o descompunere directa in sumanzi directi total
invarianti, neizomorfi si idecompozabili, atunci existd o familie (finita)
de ideale prime distincte {Pi}ici, ale lui R, astfel incat:

M=@ E(R/Py).

iel
b) i) Daca M are P.I.S.D. si nu admite o descompunere directa in
sumanzi directi total invarianti, neizomorfi si idecompozabili, atunci
exista o familie (finita) de ideale prime nedistincte {Pi}ici, ale lui R,
astfel incat:

M=@ E(R/Py).

iel
ii) Daca M are P.1.S.D. si este (si) proiectiv, atunci exista un ideal
prim P, al lui R, astfel incat:
M=@E(R/P).
In acest caz, dacd R este si regular, atunci R/P este un spatiu vectorial
finit dimensional peste corpul endomorfismelor sale si R/P este injectiv.
Fie M un R-modul drept. In general,
» Daca:
E=End(M)
are P.1.S.D., nu rezulta ca si M are P.1.S.D., dar daca M este E-plat, acest
lucru este adevarat.
In particular,
» Daca M este fara-torsiune §i E este un domeniu cu ideale principale,
caz 1n care orice endomorfism nenul al lui M este monomorfism, atunci:
» Mare P.I1S.D. daca si numai daca E are P.1.S.D..
In acelasi context avem si urmatorul rezultat:
» Daca M este un R-modul drept astfel incdt:
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E=End(M)

este un inel regular si M este E-plat, atunci E si M au P.I.S.D..

Un studiu mai amanuntit al R-modulelor cu P.I.S.D. a impus introducerea
conceptului dual proprietatii intersectiei sumanzilor directi, concept care va fi
dezvoltat 1n capitolul urmator:

» Un R-modul (un grup abelian) M pentru care suma oricaror doi sumanzi
directi (adica submodulul (subgrupul) lui M generat de reuniunea lor) este
tot un sumand direct in M, se numeste modul (grup) cu proprietatea sumei
sumanczilor directi, prescurtat P.S.S.D.;

» Un R-modul (un grup abelian) M spunem ca are complet (sau total) pro-
prietatea sumei sumanczilor directi, prescurtat C.P.S.S.D. daca suma oricarei
familii de sumanzi directi (adicd submodulul (subgrupul) lui M generat de
reuniunea lor) este, de asemenea, un sumand direct in M.

Fie M un R-modul. Notdm cu S(M) multimea tuturor submodulelor i cu Sm
multimea tuturor sumanzilor directi, ai lui M.

» Daca M are si P.1.S.D. i P.S.S.D., atunci Su este o latice (adica Swm este o
sublatice a laticii S(M) a tuturor submodulelor lui M),

iar:

» Daca M are si C.P.LS.D. si C.P.S.S.D., atunci Sy este o latice completa, adica
Swm este o sublatice completa a laticii S(M) a tuturor submodulelor lui M.

In acelasi context avem:

» Daca R este un domeniu local Dedekind si M este un R-modul care are un
submodul divizibil nenul, atunci M are P.1.S.D. daca si numai daca Su este
o latice completa.

Wilson, in [97], a demonstrat ca in cazul unui inel asociativ cu unitate, R,

» Toate R-modulele proiective au P.1.S.D. daca si numai daca R este ereditar
stang.

Noi am demonstrat un rezultat analog, pentru R-module injective, in cazul
unui inel artinian:

» Daca R este un inel artinian, atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) Toate R-modulele injective au P.1.5.D.;
b) Inelul R este ereditar stang,
¢) Toate R-modulele injective au P.S.S.D..

In general, acest ultim rezultat nu este adevdrat pentru un inel noetherian.

In problema intersectiei sumanzilor directi, intre un R-modul M si E(M) -
invelitoarea injectiva a lui M, in general, nu exista nici o legatura. Acest fapt este
exemplificat pentru grupuri abeliene. Astfel:
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Exista grupuri abeliene M, pentru care M i E(M) au P.1.S.D.;
Exista grupuri abeliene M cu P.1.S.D., pentru care E(M) nu are P.1.S.D.;
Exista grupuri abeliene M, pentru care M si E(M) nu au P.1.S.D.;

YV V V V

Exista grupuri abeliene M, care nu au P.I.S.D., dar pentru care E(M) are
aceasta proprietate.
Se stie ca, in general:

» Fiind dat un R-modul M, intersectia a doua submodule injective ale lui M
nu este (tot) un submodul injectiv (al lui M), dar, daca M are P.1.S.D., acest
lucru se intampla.

In acest context avem si urmitorul rezultat:

» Daca M este un R-modul si E(M) este invelitoarea sa injectivd, atunci
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) E(M) are P.1.S.D.;
b) Pentru orice submodule T si S, ale lui M, are loc egalitatea:
E(T)NE(S)=E(TNS).

Asa cum am mai precizat, rezultatele obtinute referitoare la subgrupurile si
grupurile factor ale unui grup abelian cu P.I.S.D., se generalizeaza la submodule si
module factor ale modulelor cu P.I.S.D., module considerate peste diferite inele
asociative, comutative, cu unitate. Ca si in cazul grupurilor, se studiaza conditiile
necesare si/sau suficiente pentru ca anumite submodule ale R-modulului M, cu
P.I.S.D., care nu sunt, neaparat, sumanzi directi, $si modulele factor corespunzatoare,
sd aiba P.I.S.D.. Astfel, fiind dat un R-modul M, cu P.I.S.D., se investigeaza
submodulele de tipul celor studiate la grupuri, si anume:

> rM,

> M[r],

> M (in acest caz M este un submodul al unui R-modul K, iar r este un element
oarecare (neinversabil) al inelului R - inel asociativ, comutativ, cu unitate),

» F(M) - submodul Frattini al lui M

Si:

» Nu - submodulul p - bazic al lui M, pentru un p - element prim oarecare, al

lui R,
precum si R-modulele factor corespunzatoare.

Solutii la ,,Problema 9™ sunt prezentate pe tot parcursul cartii. Pentru a
»mari” multimea solutiilor acestei probleme se studiaza sumele directe de R-
module (grupuri abeliene) cu P.I.S.D., in sensul cd se prezintd alte solutii ale
acestei noi probleme (atat pentru R-module, cat si pentru grupuri abeliene), se
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realizeaza un studiu al nucleelor si imaginilor morfismelor de sume directe de R-
module, ale carui rezultate le vom aplica la sumele directe de R-module cu
P.1.S.D.. In acest sens am notat cu:
M*=@1M,
unde M este un R-modul (grup abelian), iar I este 0 mulfime oarecare de indici.
Urmatorul rezultat caracterizeazd sumele directe de R-module injective cu
P.I.S.D. si se va dovedi util in studiul grupurilor abeliene cu aceasta proprietate:
» Daca R este un domeniu noetherian si M este un R-modul injectiv, atunci
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) Pentru orice multime de indici I, R-modulul M™ are P.1.S.D.;
b) M este fara-torsiune.
In mod analog se pot obtine conditii pentru anumite module peste domenii
dedekindiene:
» Daca R este un domeniu Dedekind si M este un R-modul cu urmadtoarele
proprietati:
a) MareP.1.S.D.,
b) M are un sumand direct D=0, injectiv maximal,
¢) pentru fiecare ideal prim P (al lui R), P-componenta (redusa) de
torsiune Mp a lui M este un sumand direct, care este elementar,
atunci au loc urmatoarele afirmatii:
1) Daca D este de torsiune, atunci, pentru orice multime de indici I, cu
| 1|22, R-modulul M* nu are P.1.S.D.,;
2) Daca D este fara-torsiune, atunci:
R-modulul M* are P.I.S.D., pentru orice multime de indici I,
daca i numai daca I este finita.
Acest ultim rezultat are aplicabilitate la module peste domenii cu ideale
principale, in particular la grupurile abeliene.
Consideram un grup abelian G, cu P.I.S.D., I o multime (oarecare) de
indici, cu proprietatea ca | I [>2, si:
G'=®1G.
» Daca G este de torsiune (in particular, un p-grup), atunci:
G* are P.1.S.D., pentru orice multime de indici I, daca si numai
daca G este elementar.
» Daca G este fara-torsiune si complet decompozabil, atunci, cu o singurd
exceptie (G nu satisface la conditiile de la [55, Lema 10]),

grupul G* are P.1.S.D. daca §i numai daca multimea I este finita.
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Se stie ca:

» Daca G este un grup abelian astfel incat G* are P.I.S.D., atunci End(G) -
inelul endomorfismelor grupului G are anumite proprietati, de exemplu:
End(G) poate fi un inel cu ideale principale, un inel local, sau un inel semi-
local. Reciproca acestei afirmatii, in general, nu este adevarata, adica, daca
G este un grup abelian cu P.1.S.D. si End(G) este inelul endomorfismelor
lui G, atunci, in nici una din urmdtoarele cazuri, nu rezulta ca G* are
P.IS.D.:

a) daca End(G) este un inel cu ideale principale,
b) daca End(G) este un inel local,
¢) daca End(G) este un inel semi-local.

Pentru a descrie morfismele de sume directe de R-module, descrieri care, in
continuare, vor fi utilizate pentru a caracteriza unele sume directe de R-module cu
P.I.S.D., se considera un inel asociativ, comutativ, cu unitate, notat cu R, {Mj}jes si
{Ni}ie1 doud famili de R-module si:

f: M — @N;

jel iel
un morfism oarecare de R-module, unde I si J sunt doud multimi oarecari de indici.
Fie, deci R, {M;}jes, {Ni}ier si f ca i mai sus. Atunci:
» finduce o familie dublu indexata {f]’ o Mj — Ni}ij) elx,

unde:
fi=pofou, iar ui: Mj > @M;

jel

este a j-a injectie canonica,

p': @Ni—> N
iel
este a i-a proiectie canonica si putem defini functiile:
fi: Mj—> @N;, fj =fou;
iel
Si:
fi: @M — N;, fi=plof.
jel
Atunci,

» pentru orice j €J, familia { j’ Jiel este aproape peste tot triviald.

Orice sistem dublu indexat de morfisme de R-module:
{fji : Mj > Ni}jeld
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*

poate fi reprezentat sub forma unei matrici de ordin IxJ. Daca notdm cu M,
multimea matricilor de ordin IxJ, a caror elemente sunt morfisme de R-module:

f ji :Mj — Ni,
cu proprietatea ca, pentru orice jeJ, familia { f ji }iel este aproape peste tot triviala, si

notam cu:
A(=A(fH)e M,
- matricea determinata de (sau care determind) aplicatia f, atunci:
» exista un izomorfism de R-module:

¥Y: Hom(@PM;, PN) - M, , HH=A(HeM;, .

jeJ iel
Rezulta ca:
» Daca {Mi}icl este o familie de R-module, atunci algebra endomorfismelor

R-modulului @ M,, fatd de adunarea si compunerea obisnuita a functiilor

iel
si inmulfirea acestora cu un scalar, este izomorfa cu algebra matricilor

patratice M ;, a caror elemente sunt morfisme:
cu proprietatea ca, pentru orice j €J, familia { f j’ Jiel este aproape peste tot

triviala, algebra socotita in raport cu adunarea §i inmulfirea obignuita a
matricilor si inmultirea acestora cu un scalar din R,
in particular,
» Daca M este un R-modul, atunci inelul endomorfismelor R-modulului @M

este izomorf cu inelul matricilor patratice M}, a caror elemente sunt endo-

morfisme (ale lui M) si a caror coloane au un numar finit de elemente nenule,

inel socotit in raport cu adunarea §i inmulfirea obisnuita a matricelor.

Deoarece studiul R-modulelor cu P.I.S.D. se poate face cu ajutorul
nucleelor de endomorfisme, s-a impus determinarea proprietatilor fundamentale ale
acestora. In acest sens, pentru un morfism:

f: M — PN;

jel iel

am prezentat o listd cu cateva proprietdti elementare referitoare la kerf si Imf,
rezultate care, in sectiunea urmatoare, vor fi folosite pentru a caracteriza sumele
directe de R-module cu P.I.S.D.:
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> kerf= ﬂ kerf’,

iel
> Imf=@Imf= > Imf;,
iel (i,))elxJ
> @ kerfikerf,
jeJ
» Pentru orice j €J,
kerfi=(\kerf 5i Imfi=@1Im f7,
iel el

» Pentru oriceiel,

G—?kerfjﬂcerj’ si Imj’ZZJ:Imfj" :
JE€ JE
Se stie ca:

» Daca R-modulul M are proprietatea ca End(M) este un inel regular, atunci,
pentru orice N - sumand direct in M, inelul endomorfismelor lui N este

regular, dar reciproca, in general, este falsa, adica: daca,
M=@ Mi

kek
si, pentru orice k ek,
Er=End(My)
este un inel regular, nu rezulta ca:
E=End(M)
este (si el) un inel regular - vezi [94, Lema 3.3 si Exemplul 3.4]. Dar, acest
lucru este adevarat daca {Mk}kek este o familie de sumanzi directi total
invarianti, ai lui M.
Am precizat mai sus ca:
» multimea R-modulelor M cu proprietatea ca End(M) este un inel regular
este strict inclusa in multimea R-modulelor cu P.1.S.D..
Dar, existd cazuri In care proprietatea intersectiei sumanzilor directi pentru
un R-modul M implicd End(M) - inel regular. De exemplu:
» Daca M este un R-modul cu P.I.S.D., atunci in oricare din urmatoarele
cazuri, End(M) este regular:
a) daca {Mr kek este o familie de R-module simple si:
M= @ M

keK
b) daca {Mi}kek este o familie de R-module idecompozabile,
M= P Mx

keK
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SiM@M are P.1.S.D.;
¢) daca M este un R-modul idecompozabil astfel incat, pentru orice
multime de indici I, R-modulul:
M*=@&M
are P.1.S.D. si End(M) este un inel local,
d) daca {Mk}rek este o familie de R-module injective idecompozabile
cu proprietatea ca.

M= Mk
keK
are P.1.S.D.;
e) daca:
M= Mk

keK
este un R-modul fara-torsiune astfel incdt: pentru orice kek,

End(My) este un domeniu cu ideale principale si, pentru orice i,

J €K, i,
Hom(M;,M;)=0 sau Mi=Mj;
f) daca:
M= Mx

kek
este un R-modul astfel incat: pentru orice k ek,
Er=End(My)
este un inel ereditar (drept), pentru orice kK, My este un R-modul
idecompozabil, Ex-plat (stdng) si auto-mic §i, pentru orice i, j €K, i#,
Hom(M;,M;)=0 sau Mi=M,.

% In Capitolul 4 — Module cu P.S.S.D. am incercat o rezolvare a problemei duale
problemei intersectiei sumanzilor directi, prezentand cateva solutii la problema
caracterizarii modulelor cu proprietatea sumei sumanzilor directi (prescurtat
P.S.S.D.) si realizdnd o serie de legaturi intre modulele, in particular intre grupurile
abeliene, cu P.I.S.D. si cele cu P.S.S.D.. Ideea a plecat de la [84], unde am introdus
conceptul de ,,R-modul (grup abelian) cu proprietatea sumei sumanzilor directi”,
concept descris mai sus, §i am propus spre rezolvare urmdtoarea problema
deschisa:

» ,,Sa se caracterizeze R-modulele (grupurile abeliene) cu proprietatea sumei

sumanczilor directi”.
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Aceasta problema este duala problemei lui Kaplansky - Fuchs, la care s-a
referit, pana aici, prezenta carte.

Trebuie sd precizdm ca, conceptul de R-modul cu proprietatea sumei
sumanzilor directi a fost introdus prima data de J. L. Garcia in [44], iar prezentarea
acestui concept 1n [84] s-a facut independent de acest lucru; de fapt contextele de
prezentare si utilizare a acestuia difera in totalitate.

In acest capitol se prezinti diverse caracteriziri ale R-modulelor cu P.S.S.D.,
rezultate referitoare la anumite clase de R-module (injective sau proiective) peste
diferite inele, precum si rezultate referitoare la grupurile abeliene cu aceasta
proprietate.

Ca si in ,,cazul P.1.S.D.”, am notat cu R un inel asociativ, cu unitate, iar
modulele au fost considerate (stdngi) peste aceste inele.

In primul subcapitol se prezinti rezultate cu caracter general. Desigur ci
primele rezultate obtinute la aceastd problema sunt analoage celor de la R-modulele
cu P.L.S.D.:

» Daca R-modulul M este de forma:
M=P M,
iel

unde, pentru orice i €l, M este total invariant in M, atunci M are P.S.S.D.

(respectiv C.P.S.S.D.) daca si numai daca, pentru orice i €l, M; are P.S.S.D.

(respectiv C.P.S.5.D.);
in particular,

» Daca R este un domeniu cu ideale principale, P este multimea tuturor
elementelor prime neasociate, din R, si:

M=®Mp

peP
este un R-modul de torsiune, descompus conform lui [70, 6.11.3], atunci M
are P.S.S8.D. (respectiv C.P.S.S.D.) daca si numai daca, pentru orice p P,
My are P.S.S.D. (respectiv C.P.S.S.D.).
O caracterizare duald a R-modulelor cu P.S.S.D. este urmatoarea:
» Daca R-modulul M are P.S.S.D., atunci au loc urmatoarele afirmatii:
a) Pentru orice descompunere directa de forma:
M=A@B
§i orice morfism:
f:A—>B,
Imf este un sumand direct in B;

24



SCURT ISTORIC SI INTRODUCERE

b) Daca A si B sunt doua R-module idecompozabile si A@B este un
sumand direct in M, atunci:
i) Hom(A4,B)=0,
sau:
ii) daca exista 0zfeHom(A,B), atunci f este un epimorfism.
Spre deosebire de ,,cazul P.I.S.D.”,
» reciprocele acestor ultime afirmatii nu sunt, in general, adevarate.

Putem clasifica anumite inele R in termenii in care R-modulele M au P.S.S.D.

si putem imbunatatii rezultatele obtinute pana acum:
» Urmatoarele afirmatii sunt echivalente pentru un inel R:
a) R este artinian semi-simplu;
b) Toate R-modulele au C.P.S.S.D.;
¢) Toate R-modulele au P.S.S.D.,
d) Toate R-modulele proiective au P.S.S.D..

Rezulta ca daca toate R-modulele proiective au P.S.S.D., atunci R este ereditar
stang; reciproca nu este, in general, adevarata.

»Caracterul ereditar” al unui inel R este echivalent cu faptul ca toate
R-modulele injective au P.S.S.D.; acesta va conduce la concluzia ca:

» orice grup abelian divizibil are P.S.S.D., deoarece inelul Z este ereditar.

Si modulele cu P.S.S.D., peste orice inel noetherian, ca si cele cu P.I.S.D.,
au un unic sumand direct injectiv maximal. Folosind acest rezultat putem caracteriza
modulele injective peste domenii artiniene:

» Daca R este un inel comutativ artinian si M este un R-modul injectiv, atunci
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) MareP1S.D.
b) Mare C.P.LS.D.;
¢c) Mare CP.S.S.D.;
d) MareP.S.S.D..

Acum putem prezenta o caracterizare mai cuprinzatoare a unor inele

comutative artiniene:
» Daca R este un domeniu noetherian, atunci urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:
a) R este semi-simplu;
b) Toate R-modulele au C.P.S.S.D.;
¢) Toate R-modulele au P.S.5.D.;
d) Toate R-modulele proiective au P.S.S.D.;
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e) Toate R-modulele au C.P.1.S.D.,;
f) Toate R-modulele au P.1.S.D.;
g) Toate R-modulele injective au P.1.S.D.;
h) Toate R-modulele injective au C.P.1.S.D.;
i) Toate R-modulele injective au P.S.S.D.;
Jj) Toate R-modulele injective au C.P.S.S.D.;
k) R este ereditar stang;
l) Pentru orice R-modul M, Su este o latice completa,
m) Pentru orice R-modul M, Su este o latice,
n) Pentru orice R-modul injectiv M, Sm este o latice completa,
0) Pentru orice R-modul injectiv M, Su este o latice;
p) Orice R-modul injectiv M este:
Q) fara-torsiune §i pentru orice sumand direct idecompozabil A,
al lui M, End(A) este un inel cu diviziune,
sau:
p) de torsiune, §i orice sumand direct idecompozabil al lui M este
total invariant in M.

Daca un R-modul M are P.S.S.D., atunci si inelul endomorfismelor sale are
aceeasi proprietate, fapt ce va permite o caracterizare a inelelor R cu P.S.S.D. (ca
R-module drepte).

In ultimul subcapitol al acestei carti se studiaza citeva clase de grupuri
abeliene cu P.S.S.D.. Mai intai se aratd cd existd anumite clase de grupuri abeliene
care daca au P.I.S.D., au si P.S.S.D.:

» Daca G este un grup abelian cu P.1.S.D., atunci in oricare din urmdtoarele
cazuri, G are P.S.S.D.:
a) G este un p-grup care este sau divizibil, sau redus;
b) G este un grup de torsiune, ale carui p-componente satisfac la conditiile
de la punctul a);
¢) G este un grup divizibil,
d) G este un grup fara-torsiune, de forma:
G=@ G,
iel
unde: pentru orice i €l, Gi este un grup (redus) de rang unu, pentru

orice i1, i2€l, 1(G, ) si t(G, )) sunt tipuri incomparabile;

e) G este un grup mixt scindabil, de forma:
G=D&T,
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unde D este divizibil, fara-torsiune, iar T este redus, de torsiune.
Nu intotdeauna, in cazul grupurilor abeliene, P.I.S.D. implica P.S.S.D., sau

invers; adica:

>

YV V V

Exista grupuri abeliene care au §i P.1.S.D. si P.S.S.D.;

Exista grupuri abeliene care nu au P.1.S.D., dar au P.S.S.D.;
Exista grupuri abeliene care au P.1.S.D., dar nu au P.S.S.D.;
Exista grupuri abeliene care nu au nici P.1.S.D., nici P.S.S.D..

In determinarea structurii grupurilor abeliene cu P.S.S.D. un rol important

l-au avut urmatoarele rezultate:

>

>

>

1ar,

Pentru orice m, neN*, cu proprietatea ca cel putin unul din ele este mai
mare sau egal cu 2, grupul Z(p") @Z(p") nu are P.S.S.D.;

Pentru orice neN*, grupul Z(p") @Z(p~) nu are P.S.S.D..

Astfel am demonstrat ca:

Un p-grup are P.S.S.D. exact daca este sau elementar, sau divizibil, sau
indecompozabil,

Un grup abelian de torsiune G are P.S.S.D. daca si numai daca:

G:(@ Ap)@(@ BP)@(G—) Cp),

PeR pep, Pep;
unde:
O Pi, P> si P3 sunt submultimi, disjuncte doua cdte doud, ale multimii
P a tuturor numerelor prime;
O pentru orice p €P1, Ap este un p-grup idecompozabil,
O pentru orice p €P2, By este un p-grup p-marginit
§i,
O pentru orice p €P3, Cp este un p-grup divizibil.
In cazul grupurilor fara-torsiune teorema de structur este:

» Daca G este un grup fara-torsiune, atunci urmdtoarele afirmatii sunt

echivalente:
a) GareD.S.S.P.;
b) G are una din urmatoarele forme:
i) G este divizibil,
sau:
ii) G este redus si idecompozabil,
sau:

iii) G=@ G,

iel
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unde:
O pentru fiecare i €l, Gi este un grup redus, idecompozabil,
pentru fiecare i1, i2 €1, i172,
Hom(G, ,G, )=Hom(G, ,G, )=0,
iar pentru grupurile mixte scindabile avem urmatoarea caracterizare:
» Urmatoarele afirmatii sunt echivalente pentru orice grup mixt scindabil G-

a) GareP.S.5.D.;

b) G are una din urmatoarele forme:
i) G=D&A,

sau:

ii) G=H®A,
unde:

0 D este fara-torsiune §i divizibil,

0 A este un grup de forma (87);

O H este un grup redus, fara-torsiune de forma (89)
sau de forma (90), pentru orice p-componenta ne-
elementara a lui A orice sumand direct al lui H este
p-divizibil §i pentru orice doi sumanzi directi, distincti,
idecompozabili T si S ai lui H,

Hom(T,S)=0.

Putem afirma ca, exceptand grupurile mixte nescindabile, cunoastem structura
tuturor grupurilor cu P.S.S.D..

Toate rezultatele din ultimele trei capitole sunt continute in lucrarile [80] -
[91] din bibliografia de la sfarsitul lucrarii.
Notatiile utilizate n acesta carte sunt cele clasice:
G, pentru un grup abelian in notatie aditiva,
h]f (g), pentru p-indltimea lui geG (in G),

o(g), pentru ordinul grupului G,

r(G), pentru rangul grupului G,

ro(G), pentru rangul fara-torsiune al grupului G,

rp(G), pentru p-rangul grupului G, unde p este un numar prim.
t(G), pentru tipul grupului G,

7, pentru tipul grupului (Q,+),

+, pentru tipuri incomparabile,

VV VYV VVVVY VY YV

R, pentru un inel asociativ, cu unitate,
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Y

P, pentru mulfimea tuturor numerelor prime / elementelor prime neasociate
din inelul R,

Modr, pentru categoria R-modulelor,

P(M), pentru categoria R-modulelor finit M-proiective,

P*(M), pentru categoria R-modulelor M-proiective,

E, pentru inelul End(M) al tuturor endomorfismelor R-modulului M,

ModE, pentru categoria E-modulelor,

P(E), pentru categoria E-modulelor finit generate si proiective,

P*(E), pentru categoria E-modulelor proiective,

E(M), pentru invelitoarea injectivd a R-modulului M,

YV VV VV VYV VY

| I |, pentru cardinalul multimii I.
Ori de cate ori s-a impus, pentru usurarea redactarii, s-au facut notatii speciale,
pricizandu-se, de fiecare datd, semnificatia acestora.

Dupa cum se poate constata din prezentarea facutd pana aici, fiecare capitol
este alcatuit din subcapitole, iar fiecare subcapitol este alcatuit din sectiuni. Cu
exceptia catorva rezultate elementare, prezentate la inceput de capitol, sau subcapitol,
si avand un caracter general, toate rezultatele prezentate sunt numerotate cu trei,
respectiv patru numere, indicand (de la stanga la dreapta) numarul capitolului, al
subcapitolului, al sectiunii, iar ultimul al rezultatului respectiv n acea sectiune.
Sfarsitul unei demonstratii sau al unui enunt care nu se va demonstra, se va

marca prin simbolul ,,[1”.

Cluj-Napoca, Autorul
22 ianuarie 2018
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CArITOLUL 1

PRELIMINARII

In acest prim capitol vom prezenta cele mai importante rezultate obtinute,
in prima etapd, in problema intersectiei sumanzilor directi, pentru R-module, in
particular, pentru grupuri abeliene.

Fie R un inel asociativ, cu unitate.

Definitie: Un R-modul (un grup abelian) M spunem ca are proprietatea intersectiei
sumanzilor directi, prescurtat P.1.S.D., daca intersectia oricaror doi sumanzi directi,
ai lui M, este tot un sumand direct in M.

Definitie: Un R-modul (un grup abelian) M spunem ca are complet (sau total)
proprietatea intersectiei sumanzilor directi, prescurtat C.P.1.S.D., daca intersectia
oricarei familii de sumanzi directi, ai lui M, este tot un sumand direct in M.
Observatia 1.1: Daca un R-modul (un grup abelian) M are C.P.1.S.D., atunci el are
si P.L.S.D.; reciproca nefiind, in general, adevarata (vezi (2.1.1)). [

Incepem cu grupurile abeliene cu P.I.S.D..

1.1. CARACTERIZARI
ALE GRUPURILOR ABELIENE CU P.L.S.D.

In problema caracterizarii grupurilor abeliene cu P.1.S.D., rezultatele prezentate
in acest subcapitol si datorate lui F. F. Kamalov (vezi [55]), au avut un rol fundamental.
Peste tot in acest subcapitol vom folosi urméatoarele notatii:

G, pentru un grup abelian in notatie aditiva,
Glp]=i{geG/pg=0},

h{ (g), pentru p-indltimea lui geG (in G),
o(g), pentru ordinul grupului G,

r(G), pentru rangul grupului G,

t(G), pentru tipul grupului G,

7, pentru tipul grupului (Q,+),

+, pentru tipuri incomparabile,

YV V VVYVYY V VY

I, pentru multimea tipurilor tuturor subgrupurilor (sumanzilor directi) Gi,
i€l, dintr-o descompunere de forma (1) a grupului G - fara-torsiune si complet
decompozabil,
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» I(ty)={iel /t(Gi)=to}, relativ la o descompunere a grupului G, de forma (1).
Observatia 1.1.1: Fie G un grup cu P.1.S.D. (C.P.1.S8.D.) si fie T un sumand direct
in G. Deoarece intersectia oricaror doi (oricarei familii de) sumanzi directi ai lui
T este un sumand direct in G, dar continut in T, rezulta ca T are si el P.1S.D.
(C.P.1.8.D.). Asadar orice sumand direct al unui grup cu P.1.S.D. (C.P.1.S.D.) are
si el aceasta proprietate. ']

Urmatorul rezultat este o reciproca a afirmatiei de la (1.1.1).
Lema 1.1.2: Fie,

G=@Gi

iel

o descompunere directa a grupului G astfel incat, pentru orice i €l, Gi este un sumand
direct total invariant in G. Atunci grupul G are P.1.S.D. (C.P.1.5.D.) daca si numai
daca, pentru orice i €l, Gi are P.1.S.D. (C.P.1.S.D.).
Demonstratie: Conform cu (1.1.1) este necesar sd demonstram doar ,,suficienta”
afirmatiei din enunt. Fie, deci, G un grup ca si in enunt, cu fiecare Gi, 1€l, total invarint
in G si avand P.I.S.D.. Consideram doi sumanzi directi (oarecari) T si S ai lui G,

G=T®T'=S®S.
Atunci, conform ipotezei si lui [41, 9.3], pentru orice i€l,

Gi=(SNGi)®D(S NGi)=(TNG)D(T NGi).

Rezulta ca:
G= Q—) [(SNG)B(SNGi)]=[ G—) (SNGi)]®[ G—) (SNGi)]
Si:
S= (-B (SNGi).
Analog obtinem ca:
T= 6—) (TNGi).
Atunci:
TAS=[ @ (TNG)]IN[ P (SNGi) =P [(TNGi) N(SNGi)].

Conform ipotezei, (TNGi)N(SNGi) este un sumand direct in G, deci TS este si el
un sumand direct in G si, astfel, G are P.I.S.D.. Demonstratia lemei pentru C.P.I.S.D.
este analoaga. [

O consecinta imediata a lui (1.1.2) este:
Corolarul 1.1.3: Un grup de torsiune G are P.I.S.D. (C.P.1.S.D.) daca si numai
daca fiecare p-componenta primara a sa (vezi [41, 8.4]) are P.1.S.D. (C.P.1.S.D.).
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Demonstratie: Fiecare p-componentd primard a unui grup de torsiune G este un
sumand direct total invariant in G, deci, se poate aplica (1.1.2). [

Urmatorul rezultat caracterizeaza p-grupurile, de rang cel putin egal cu 2,
cu P.I.S.D. s1 va permite demonstrarea teoremei de structurd a p-grupurilor cu
aceasta proprietate.

Lema 1.1.4: Fie G un p-grup cu P.1.S.D., de rang cel putin egal cu 2. Atunci au loc
urmatoarele afirmatii:
1) Pentru orice geG/[p],
hf (g)=0 sau hf (g)=0,
2) G=B&C,
unde:
0 pB=0, C=0 sau C=Z(p~).
Demonstratie: Fie G un grup ca si in enunt. Presupunem ca existd ge G[p], cu:
hlf’ (g)=k si O<k<oo.
Atunci gep*G; deci, existd aeG astfel incat:

pra=g.
Deoarece:

p-g=0,
rezultd ca:

o(a)=p
Pe de alta parte, <a> este un subgrup pur al lui G, deci, conform cu [24, 4.3.1], <a>

k+1

este un sumand direct in G; asadar,
G=G1®<a>. (*)
Dar, pentru orice be Gi[p],
o(at+b)=p“*!.
Deci, rationand ca si mai sus, obtinem ca:
G=G2®P<atb>.
Fie xe<a>n<at+b>. Atunci:
x=n-a=m-a+m-b.
Deci:
a-(n-m)=m-b=0,
datoritd descompunerii (*). Rezulta ca:
m=r-p St n=q-p,
cur, geN. Asadar, xe<p-a> si <a>N<atb>c<p-a>. Deoarece <p-a>c<a>N<a+b>,
rezulta ca:
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<a>M<atb>=<p-a>.
In concluzie, G are doi sumanzi directi, <a> si <a+b>, a ciror intersectie nu este un
sumand direct, caci <p-a> este un subgrup al unui grup idecompozabil. Am obtinut
astfel o contradictie cu ipoteza; presupunerea facutd este falsa si prima afirmatie
din enuntul teoremei este demonstrata. Acum, fie Q2 multimea sumanzilor directi p-
marginifi ai lui G si {Ao,Al,...,An,...} 0 submultime total ordonata a lui Q. Atunci:

A=< JA;>

i>0

este un subgrup al lui G si, conform lui [65, p. 151], A este sumand direct in G.
Conform Lemei lui Zorn, exista in (2 un element maximal B, astfel incat:

G=B&C.
Fie geClp]. Daca:

h{ (2)=0,
Atunci:

C=<g>®D sl B®<g>eQ,
ceea ce contrazice maximalitatea lui B. Deci, conform conditiei 1) din enuntul
teoremei, pentru orice geC[p], avem ca:

hg (g)=o0.
Dar, atunci, abstractie faicand de un izomorfism, C este o suma directd de exemplare
de Z(p*). Presupunem ca C are un sumand direct de forma T®S, unde T si S sunt
izomorfe cu Z(p®). Fie:

T=<ai,az,...,an,...>,
cu relatiile:

p-ai=0, p-azx=ai, ey p-an=an-1,
si:

S=<bi,b2,...,bn,...>,
cu relatiile:

p-b1=0, p-b2=bi, e p-bn=bn-1,
Consideram, de asemenea, si subgrupul K al lui G,

K=<ai,axtbi,...,antbn-1,...>,
cu relatiile:

p-a1=0, p-(aztbi)=ai, s p-(antbn-1)=an-1+bn-2.
Aplicatia:

f:T—>K,
data de:
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flar)=a1
s1 pentru orice 1>2,
f(ai)=ai-1tbi-2,
este un izomorfism de grupuri, astfel ca, K este un sumand direct in G. Din modul
de constructie al lui T si K deducem ca:
TnK=<ai>.
Deoarece T este idecompozabil, rezultd cd <ai> nu este sumand direct in T. Rezulta
ca G are doi sumanzi directi a caror intersectie nu este un sumand direct - contradictie
cu ipoteza. Asadar, si a doua afirmatie din enuntul teoremei este adevarata. [
Teorema 1.1.5: Fie G un p-grup. Atunci G are P.1.S.D. daca si numai daca:
1) G este idecompozabil,
sau:
2) G=B&C,
unde:

0 pB=0, C=0 sau C=Z(p*).
Demonstratie: Conform cu (1.1.4), grupurile cu P.I.S.D. au forma prezentata in
enuntul teoremei. Vom demonstra cd orice grup de aceastd forma are P.I.S.D.; de
aceea consideram un p-grup G ca si in enung si fie T un sumand direct al lui G.
Daca B1 este un sumand direct maximal p-marginit al lui T, atunci:

T=B1®C1

si, pentru orice geCi[p], hg (g)>0. Dar, pentru orice geG,
G _ G _
h; (g)=0 sau h (g)=oo.
Deci, pentru orice geCi[p],
he (g)=-.
Rezulta ca:
Ci=0 sau Ci=Z(p"),

abstractie facand de un izomorfism. Acum, consideram un alt sumand direct S al
lui G,

S=B2@C>,
unde, B2 este p-marginit,
Cx=0 sau Co=Z(p").
Daca:
Ci=0 sau C2=0,
atunci TS este un subgrup p-marginit al lui G si este sumand direct. Daca:
Ci1=Co=Z(p*),
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atunci:
TMS= B3®Cs,
unde B3 este un sumand direct in B, iar:
Cs=Z(p™).
Deci,
B=B3®Ba4,
iar:
G=B3®B4®Z(p*)=B4+B(TNS).
Rezulta ca TS este un sumand direct in G si, astfel, G are P.I.S.D.. []
Grupurile mixte cu P.I.S.D. sunt caracterizate astfel:
Teorema 1.1.6: Daca G este un grup mixt cu P.1.S.D., atunci au loc urmatoarele
afirmatii:
1) primul subgrup Ulm al partii de torsiune a lui G este nul, adica:
(T(G))"=0,
§i,
2) pentru orice numar prim p, pentru care p-componenta lui G este nenula,
G/T(G) este p-divizibil. ']
Folosind [42, 86.5 si 86.6,], in [55] se demonstreza:
Teorema 1.1.7: Orice grup complet decompozabil si omogen are P.1.S.D.. ]
Consideram, acum, un grup G fara-torsiune, complet decompozabil si fie:

G=@ Gi (1)

iel

o descompunere directd a lui G in subgrupuri (sumanzi directi) de rang 1, deci
pentru orice i€l,

r(Gi)=1.
Observatia 1.1.8: Din (1.1.2) rezulta ca daca grupul G este complet decompozabil,
descompus conform relatiei (1) si are proprietatea ca, pentru orice i1, i2 €,

(G, ) +1(G, )
atunci G are P.L.S.D.. ]

Pentru descrierea grupurilor fara-torsiune cu P.I.S.D. sunt necesare urmatoarele
trei rezultate (demonstrate in [55]):
Lema 1.1.9: Presupunem ca in descompunerea (1) exista ii, iz, i3 €l astfel incadt:

0G,)2(G, )=t i 1(G, )2(G, )=.
Daca:

nG,) +1uG,),
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atunci G nu are P.1.S.D.. ]
Lema 1.1.10: Daca pentru un element oarecare toel, care nu este maximal,
multimea I(ty) este infinita, atunci G nu are P.1.S.D.. ]
Lema 1.1.11: Fie G un grup complet decompozabil, descompus conform relatiei
(1) si cu urmatoarele proprietati:

1) multimea I"are un cel mai mic element to, pentru care I(to) este finita,

2) pentru orice i1, i2€l\l(ty),

(G,)=t(G,).
Atunci G are P.I.S.D.. [
Avand aceste rezultate Kamalov demonstreaza (in [55, p. 55]) urmatoarea

teorema de structura a grupurilor fara-torsiune cu P.I.S.D.:

Teorema 1.1.12: Fie G un grup complet decompozabil, fara-torsiune.
1) Daca G este redus, atunci el are P.1.5.D. daca si numai daca:

G=@ G, (2)

iel
unde:
O pentru orice i€l, Gi este sau un grup complet decompozabil si
omogen, sau satisface la conditiile de la (1.1.11)
§i,
O pentru orice i1, i2 €l, sumanzii directi de rang 1, din orice descompu-

nere de forma (2), ai lui G, i, respectiv, G, au tipuri incomparabile.

2) Daca G nu este redus, el are P.1.S.D. daca si numai daca:

G=BA(@P Gy, 3)

iel
unde:
O B este un grup redus, complet decompozabil, omogen, de rang finit,
si,
O pentru orice i€l
t(Gi)=r. L]

1.2. CARACTERIZARI ALE MODULELOR CU P.LS.D.

Trecem acum la caracterizarea modulelor cu P.I.S.D., module considerate
peste diferite inele asociative, cu unitate.

Sunt prezentate aici rezultate referitoare la inelele cu P.1.S.D. (inele considerate
ca si module peste ele insele) si la modulele injective, peste domenii noetheriene,
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cu aceastd proprietate, faicandu-se apoi o descriere a modulelor cu P.I.S.D., peste un
domeniu noetherian, module care au submodule injective nenule.

Sunt caracterizate, in continuare, modulele de torsiune cu P.I.S.D., peste
domenii dedekindiene, caracterizdri care vor permite o clasificare a modulelor
nereduse cu P.I.S.D., peste domenii cu ideale principale. Dacd R este un inel, pentru
un R-modul idecompozabil M, sunt definite si caracterizate modulele M-proiective
cu P.I.S.D., dupa care se revine la grupurile abeliene fard-torsiune, de rang finit si
la grupurile abeliene complet decompozabile, ca si cazuri particulare de module. in
finalul subcapitolului se prezinta caracterizari ale modulelor cu P.I.S.D., cu ajutorul
inelului endomorfismelor lor.

Rezultatele prezentate in Sectiunile 1.2.1, 1.2.2 si 1.2.3 sunt datorate lui G.
G. Wilson si demonstrate in [97]; cele din Sectiunile 1.2.4, 1.2.5, 1.2.6 si 1.2.7 sunt
datorate lui J. Hausen si demonstrate in [48]; iar cele din Sectiunea 1.2.8 au fost
demonstrate in [13] de D. M. Arnold si J. Hausen.

1.2.1. Rezultate generale

Peste tot in acest subcapitol vom nota cu R un inel asociativ, cu unitate,
modulele le vom considera stangi, peste astfel de inele. Alte conditii (eventual
suplimentare) asupra inelului R, sau R-modulelor, se vor pune ori de cate ori va fi
cazul.

Pentru inceput avem:

Observatia 1.2.1.1: Afirmatiile de la (1.1.1) si (1.1.2) sunt valabile si pentru R-
module cu P.1.S.D. (C.P.1.S.D.). []

Pentru a obtine o clasificare a unor inele R, cu ajutorul R-modulelor cu
P.I.S.D., avem nevoie de urmatoarele rezultate:

Propozitia 1.2.1.2: R-modulul M are P.1.S.D. daca si numai daca oricare ar fi T §i
S doi sumanzi sumanczi directi in M, notand cu:

T:M—>S
proiectia canonica a lui M pe S, nucleul restrictiei (lui wla T) 7 1 este un sumand
directin T.

Demonstratie: Fie T si S doi sumanzi directi in M;

M=S®S=T®T.

Presupunem ca M are P.I.S.D.. Daca:

n:M—>S
este proiectia canonica a lui M pe S, atunci:

ker(mr)=TNS'

37



Teodor Dumitru Vdlcan « MODULE CU PROPRIETATEA INTERSECTIEI SUMANZILOR DIRECT!

este un sumand direct in T.
Reciproc, daca:
p:M—>S
este proiectia canonica a lui M pe S, atunci:
ker(pir)=TNS
este un sumand direct in T si, astfel, M are P.1.S.D.. []
Propozitia 1.2.1.3: Daca R-modulul M are P.1.S.D., atunci, pentru orice descom-
punere directa de forma:
M=A@B
§i orice morfism:
f: A4 —>B,
kerf este un sumand direct in A.
Demonstratie: Fie M un R-modul cu P.1.S.D.,
M=A®B
o descompunere directd (oarecare) a lui M si:
f:A—>B
un morfism de R-module. Notdm cu S - submodulul lui M generat de multimea
{x+H{(x) | xeA}. Aplicatia:
g:A—>S,
datd de legea: pentru orice XeA,
g(x)=x+H(x),
este un izomorfism de R-module. Rezulta ca S este un sumand direct in M; de fapt
se poate verifica usor ca:
S+B=S®B=A®B,
deoarece,
SNB=0.
Un element a apartine lui ANS daca si numai daca existd be A astfel Incat:
a=b+f(b),
ceea ce este echivalent cu:
a=b s f(a)=0,
adica aekerf. Deci, conform ipotezei,
kerf=ANS
este un sumand direct in A. []
Acum avem nevoie de urmatorul concept:
Definitie: ([66]) Un inel R se numeste ereditar stang (drept) daca orice ideal stang
(drept) al sau este proiectiv.
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Redam in teorema urmdtoare proprietatile fundamentale (cunoscute) ale
inelelor ereditare, proprietati pe care le vom folosi in continuare.
Teorema 1.2.1.4: Fie R un inel. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) R este ereditar;
2) (/66]) Orice submodul al unui R-modul proiectiv este proiectiv,
3) (/78]) Orice imagine omomorfica a unui R-modul injectiv este un R-modul
injectiv;
4) ([10]) Orice R-modul factor al unui R-modul injectiv, este un R-modul
injectiv. ]

Acum se poate obtine aceea clasificare de care am amintit mai sus, dar mai
intai obtinem o alta conditie echivalenta cu ,,caracterul ereditar” al unui inel.
Teorema 1.2.1.5: Pentru un inel R urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) Toate R-modulele proiective au P.1.S.D.,

2) R este ereditar stang.
Demonstratie: Presupunem ca toate R-modulele au P.I.S.D.. Fie M un R-modul
proiectiv si N un submodul al lui M. Din [70, 6.4.14] rezulta ca existd un R-modul
liber F si un epimorfism:

f:F—>N.

Conform ipotezei si lui [70, 6.7.5], F®N are P.I.S.D. s1, aplicand (1.2.1.3), obtinem
ca kerf este un sumand direct in F; deci,

F=kerf®H.

In acest caz:

N=Imf=F/kerf=H
s1[70, 6.7.7] arata ca N este proiectiv. Conform cu (1.2.1.4), R este ereditar stang.

Reciproc, presupunem cd R este ereditar sting. Fie M un R-modul proiectiv
si consideram T si S doi sumanzi directi In M. Atunci T si S sunt R-module
proiective; vezi [70, 6.7.4]. Conform lui (1.2.1.4), pentru orice:

g: T—>S,
Img este un submodul proiectiv al lui S; deci exista:
h:Img—>T
astfel ncat:
hog=i,
unde:
i:Img—S

este aplicatia de incluziune. Rezulta ca sirul:
0 —>kerg—>T—>Img—>0
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este exact scindabil. Daca g este restrictia la T a proiectiei canonice:
ms:M— S,
atunci, conform cu (1.2.1.2), M are P.I.S.D.. []
Urmatorul rezultat ne reda conditii echivalente cu ,,caracterul semi-simplu”
al unui inel.
Teorema 1.2.1.6: Pentru un inel R urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) R este semi-simplu;
2) Toate R-modulele au C.P.1.5.D.;
3) Toate R-modulele au P.1.S.D.;
4) Toate R-modulele injective au P.1.S.D..
Demonstratie: Este cat se poate de evident faptul ca: 1) implica 2) implicd 3)
implica 4). Presupunem ca are loc afirmatia de la punctul 4). Vom demonstra ca
toate R-modulele sunt injective, de unde va rezulta, conform cu [70, 6.8.18], ca R
este semi-simplu. Fie M un R-modul oarecare. Conform lui [78, Teorema 2.21],
existd doud R-module injective M1 si M2 si doud monomorfisme:

o1 : M —> M si o2 : Mi/Imo1 — Mo.
Deoarece Mi1®M: are P.I1.S.D., conform cu (1.2.1.3),
kerc>=M

este un sumand direct in Mi. Din [78, Propozitia 2.3], rezultd ca M este injectiv,
deci R este semi-simplu. [
Fie R un inel oarecare. Deducem din (1.2.1.5) si (1.2.1.6) ca daca R nu este
ereditar stdng sau nu este semi-simplu, atunci exista R-module care nu au P.I.S.D..
In incheierea acestei sectiuni prezentim doui caracterizari ale unor module
injective cu P.1.S.D.. In acest sens, presupunem, in continuare, ci R este un inel
comutativ noetherian. Invelitoarea injectiva a unui R-modul M va fi notati cu E(M).
Lema 1.2.1.7: Fie R un inel comutativ noetherian si fie M1, M2 doua R-module
injective idecompozabile. Daca M1@M: are P.1.S.D., atunci:
1) Hom(M1,M>2)=0,
sau:
2) Mi=M: si exista un ideal prim P, al lui R, astfel incat, pentru orice x eM1\ {0},
P=An(x).
(An(x) noteaza anulatorul elementului x.)
Demonstratie: Fie,
f: M1 —> M2
un morfism nenul de R-module. Conform cu (1.2.1.3), kerf este un sumand direct
in M1. Deoarece M este idecompozabil, rezulta ca:
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kerf=0.
Pe de altd parte, Imf este un submodul injectiv nenul al lui M2, iar Mz este (si el)
idecompozabil. Rezulta ca:

Imf=M> s Mi=Ma.
Fie, acum, x, yeMi\{0} si presupunem ca existd ac An(x) si ag An(y). Definim
functia:

g: M1 —> My,
prin: pentru orice meMi,

g(m)=f(a-m),
unde:

f:Mi—-> M
este un izomorfism de R-module. Se verifica imediat ca g este un morfism de R-
module. Atunci:

e(x)=(a-x)=f(0)=0 si g(y)=Ra-y)#0.
Deci g nu este nici nul, nici injectiv. Dar atunci, conform lui (1.2.1.3), O=kerg este
un sumand direct in M1 - ceea ce este imposibil, caci M1 este idecompozabil.
Rezulta ca, pentru orice x, ye Mi1\{0},

An(x)=An(y);
acesta fiind un ideal al lui R. Acum, pentru un xe Mi1\{0}, notam cu:

P=An(x)
si presupunem ca a-beP si agP. Atunci a-x#0 si PcAn(a-x). Conform celor
demonstrate mai sus,

P=An(a-x).
Deoarece:

b-a-x=0,
rezulta cd beP si, deci P este un ideal prim al inelului R. [

Lema precedenta permite obtinerea unui caz in care reciproca de la (1.1)
este adevarata:
Propozitia 1.2.1.8: Fie R un inel comutativ noetherian §i M un R-modul injectiv.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) MareP.I.S.D.
2) Mare C.P.LS.D..

Demonstratie: Conform lui (1.1) este suficient sa demonstram, doar, ca 2) implica
1) Fie:

M= Mi

iel

41



Teodor Dumitru Vdlcan ¢ MODULE CU PROPRIETATEA INTERSECTIEI SUMANZILOR DIRECT!

un R-modul injectiv, descompus conform lui [68, Teorema 2.5]; deci, pentru fiecare
1€l, Mi este un R-modul injectiv idecompozabil. Introducem pe I urmatoarea relatie
de echivalenta, notata cu ,,2”’: pentru orice i1, i€, prin definitie:

11~12 daca si numai daca M, =M, .
Pentru un i€l, notam cu i* clasa de echivalenta a lui i, deci:

i={kel | MizMi}.
Atunci {i*}ic1 este partitia lui I, corespunzatoare relatiei ,,=”, iar:

M= M.,

i"el/~

unde:
M.= @ M.

kei”

Pe de alta parte, pentru orice i1, i2€l, care nu sunt echivalente,
Hom( Mir , Mi; )=Hom( P Mk, P M)

keir Ieiz
se scufunda izomorf in:

Hom(@ M, [ [M, =] ] ] | Hom (Mi,M1)=0.

keiy lei} keij leiy
Deci, pentru orice i1, i2€l, care nu sunt echivalente, M., si M., sunt total invariante
1 2

in M. Conform cu (1.1.2) si (1.2.1.1), este suficient sa demonstram ca, pentru orice
i€l M.. are C.P.L.S.D.. Dar, pentru orice iel, M.. este sau idecompozabil, caz in

care are, in mod trivial, aceasta proprietate, sau:
M.=@ M=®.. E(R/P),

kei”

deci, M.. este 0 suma directa de R-module injective idecompozabile de forma E(R/P),

unde P este un ideal prim al lui R i, pentru orice xe E(R/P)\{0},

An(x)=P,
conform lui [68, 2.4 si 3.1] si lui (1.2.1.7). In acest ultim caz, se observa ca E(R/P)
este un modul injectiv fara-torsiune peste domeniul R/P; deci, E(R/P) este izomorf
cu corpul fractiilor lui R/P (vezi [78, p. 50]). Asadar, pentru orice iel, M., este un

spatiu vectorial peste acest corp si, astfel, pentru orice iel, M. are C.P.LS.D..

Acum demonstratia este completa. [
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1.2.2. Module cu sumanzi directi injectivi nenuli

In aceastd sectiune se prezinti descrieri ale modulelor cu P.I.S.D., peste un
domeniu noetherian, module care au un sumand direct injectiv nenul.

Se stie ca pentru inele noetheriene R, toate R-modulele au un unic sumand
direct injectiv maximal dacd si numai dacd R este ereditar (vezi [68, Propozitia 1.2
si Teorema 1.4]). Totusi, modulele cu P.I.S.D. au un astfel de sumand direct unic,
peste orice inel noetherian.

Propozitia 1.2.2.1: Fie M un modul peste un inel noetherian R. Daca M are P.1.S.D.,
atunci M are un unic sumand direct injectiv maximal.

Demonstratie: Fie R si M ca si in enunt. Conform Lemei lui Zorn, putem alege o
multime {Mi}ic1 maximal independentd de submodule injective idecompozabile,
ale lui M. Deoarece R este noetherian, R-modulul:

E=@ Mi

iel
este injectiv, conform cu [78, Teorema 4.1]. Deci E este un sumand direct in M;
vezi [78, 2.15]. Vom arata ca E contine toate submodulele injective ale lui M. Fie
N un submodul injectiv, oarecare, al lui M. Deoarece M are P.I.S.D., rezulta ca
ENN este un sumand direct in N; deci,

N=(ENN)®L.

Daca L0, atunci nici un sumand direct idecompozabil al lui L nu este continut in E
si am obtinut, astfel, o multime mai mare decat {Mi}ic1, de submodule injective,
idecompozabile, ale lui M, ceea ce este o contradictie cu alegerea lui {Mi}icr. [

In continuarea acestei sectiuni vom prezenta caracteriziri ale R-modulelor
cu P.I.S.D., pentru cazul in care R este un domeniu noetherian cu corpul fractiilor
A. Astfel, vom prezenta descrieri ale R-modulelor injective cu P.1.S.D., iar apoi vom
vedea cand un R-modul cu P.1.S.D. are un submodul injectiv maximal; acest sumand
direct va avea un rol fundamental in determinarea acestor R-module cu P.I.S.D..
Propozitia 1.2.2.2: Fie R un inel noetherian. Pentru un R-modul injectiv M, urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

1) Mare C.P.LS.D.;
2) MareP1S.D.
3) i) M este fara-torsiune,
sau:
ii) M este de torsiune §i, pentru orice doi sumanzi directi idecompozabili, T
siS, ai lui M,
Hom(T,S)=0.
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Demonstratie: Propozitia (1.2.1.8) arata ca afirmatiile de la punctele 1) si 2) sunt
echivalente. Pentru a ardta ca 2) implica 3), vom arata ca M nu este mixt. Pentru
orice ideal nenul P, al lui R, Hom(A,E(R/P))#0, caci morfismul compus:

R - R/P — E(R/P)
se poate extinde la un morfism:

f: A— E(R/P),
deoarece A este injectiv. Pentru ca kerfz0, conform cu (1.2.1.1) si (1.2.1.3), nici un
R-modul cu P.I.S.D. nu poate avea un sumand direct izomorf cu A@E(R/P). Rezulta
ca M este sau de torsiune, sau fara-torsiune. Presupunem cd M este de torsiune si
fie T si S doi sumanzi directi idecompozabili ai lui M. Lema 1.2.1.7 aratd cd daca
Hom(T,S)+0, atunci:

T=S
si, pentru orice X, ye T\{0},

An(x)=An(y).
Vom ardta ca, in acest caz, existd elemente distincte in T\{0}, care au anulatori
diferiti. Fie te T\{0} si ac An(t)\{0}. Deoarece T este divizibil (vezi [78, 2.6]), rezulta
ca exista un ueT\{0} astfel incat:

a-u=t.
Rezulta ca ag An(u) si, astfel, An(u)=An(t), iar din (1.2.1.7) rezulta ca T@S nu poate
avea P.I.S.D.. Aceastd contradictie cu ipoteza arata ca:

Hom(T,S)=0.

Presupunem ca au loc afirmatiile de la punctul 3). Dacd M este fara-torsiune,
atunci el este un A-spatiu vectorial si, deci are C.P.I.S.D.. Daca M este de torsiune,
atunci, conform ipotezei si demonstratiei lui (1.2.1.8),

M=M= P M.,

iel i“el/~
unde:
M.= @ My,
kei*
iar, pentru orice i€l, Mi este injectiv, idecompozabil, si, pentru orice i1, i2€l, care

nu sunt echivalente, M, si M., sunt total invariante in M si au C.P.L.S.D.. Acum

(1.1.2) 51 (1.2.1.1) completeazd demonstratia. []

Urmatorul rezultat foloseste conceptul de ,,cvasi-isomorfism”.
Definitie: ([20]) Fie A si B doua R-module fara-torsiune. Un cvasi-morfism de la A
la B este un morfism:

¢:EA) - EB)
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cu proprietatea ca exista un r €R astfel incat ro(E(A)) CB.
Definitie: ([20]) Fie A si B doua R-module fara-torsiune. Un cvasi-izomorfism de
la A la B este un cvasi-morfism (de la A la B) cu proprietatea ca:
p:EA) - EB)
este un izomorfism si:
¢! :E(B) »E(A)
este un cvasi-morfism.
Observatia 1.2.2.3: Conform cu [20] si [42, §92], daca A si B sunt R-module de
rang finit, A este cvasi-izomorf cu B daca si numai daca A este izomorf cu un
submodul al lui B si B este izomorf cu un submodul al lui A, iar daca A si B sunt de
rang unu §i A este cvasi-izomorf cu B, atunci A este izomorf cu B. [
Acum, vezi [97, p. 29], se poate demonstra:
Lema 1.2.2.4: Fie R un domeniu noetherian cu corpul fractiilor A.
1) Fie A si B doua R-module fara-torsiune, reduse, de rang unu. Daca
A@A@B are P.1.S.D., atunci A este cvasi-izomorf cu B.
2) Fie {Ai}ien o familie de R-module fara-torsiune, reduse, de rang unu §i
cvasi-izomorfe. Daca:
A=P A4,
iel
atunci A@A nu are P.1.S.D.. []
Folosind (1.2.2.4), Wilson demonstreaza in [97, p. 30] principalul rezultat
al acestei sectiuni:
Teorema 1.2.2.5: Fie R un domeniu noetherian, M un R-modul cu P.1S.D. §i E -
sumandul direct injectiv maximal, al lui M, cu complementul E’,
M=E&E'.
1) Daca E este de torsiune, atunci M este de torsiune.
2) Daca E este fara-torsiune, atunci submodulul de torsiune T, al lui M, este
un sumand direct §i-
M=E&@T&U,
unde:
0 U este o suma directa finita de R-module de rang unu, cvasi-izomorfe. |
Cu anumite restrictii suplimentare asupra domeniului R, putem completa
descrierea, datd in (1.2.2.5), R-modulelor cu P.I.S.D., care au un sumand direct injectiv
maximal, nenul. Aceasta se va face, insd, 1n sectiunea urmatoare, prin descrierea
submodulului de torsiune al unui R-modul cu P.I.S.D..
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Incheiem acesta sectiune cu un rezultat referitor la R-module fara-torsiune,
cand R este un domeniu cu ideale principale. In acest caz, R-modulele de rang unu,
cvasi-izomorfe, sunt izomorfe; deci sumandul U, din (1.2.2.5), devine un R-modul
omogen, complet decompozabil, de rang finit.

Propozitia 1.2.2.6: Fie R un domeniu cu ideale principale, E un R-modul injectiv,
fara-torsiune §i U un R-modul omogen, complet decompozabil, de rang finit. Atunci:

M=E®U
are C.P.1.S.D..

Demonstratie: Fie {Si}ic1 o familie de sumanzi directi ai lui M. Deoarece M este
fara-torsiune, submodulul:

s=(S;

iel
este pur in M; vezi [41, §26]. Dar, S+E este pur in M, ceea ce implica faptul ca
(S+E)/E este pur in M/E, conform lui [41, 26.1]. Cum:

M/E=U,
rezultd ca (S+E)/E este un sumand direct in M/E, conform lui [41, 86.8]. Fie:

T=ENS.

Daca:

T=0,
atunci, conform lui [58, Lema 6], S este un sumand direct in M. Daca T=0, atunci T
este pur in E, deci T este divizibil si sumand direct. [

Se impun aici doud observatii:

Observatia 1.2.2.7: Desigur ca rezultatul de la (1.2.2.6) include si cazul in care:

E=0.

Deci, orice modul omogen, complet decompozabil, de rang finit, peste un domeniu
cu ideale principale, are C.P.1.S.D.. [

Observatia 1.2.2.8: Exista R-module omogene, complet decompozabile, de rang
infinit, care au P.1.S.D., fara sa aiba C.P.1.S.D.. De exemplu, grupurile abeliene libere,
de puterea continuului, au P.1.S.D., dar nu au C.P.1.S.D.. ]

Justificarea afirmatiei de la (1.2.2.8) se va face in sectiunea (2.1.1).

Vom vedea in sectiunea (1.2.4), dupa ce vom prezenta si reciproca lui (1.2.1.3),
ca rezultatul de la (1.2.2.6) se poate generaliza, utilizdnd un rezultat al lui Botha si
Grébe ([18]), care considera clasa G a tuturor R-modulelor fara-torsiune, de rang

finit, al caror inel de endomorfisme este un domeniu cu ideale principale.
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1.2.3. Module de torsiune peste domenii dedekindiene

Avand determinata partea injectiva a unui R-modul cu P.I.S.D., ne concentram
atentia asupra partii reduse a acestor module, in particular asupra partii de torsiune
a acestora. Peste tot in aceasta sectiune, R va fi un domeniu Dedekind cu corpul
fractiilor A. In acest caz, pentru un R-modul de torsiune, avem urmatorul rezultat
important - vezi [97, p. 33]:

Lema 1.2.3.1: Daca T este un modul de torsiune peste un domeniu Dedekind R,
atunci T admite o descompunere unica, abstractie facdnd de un izomorfism, de forma:

T=&@Ip,
unde:

0 Tp este un P-submodul primar, pentru fiecare ideal prim P, al lui R;
0 submodulul Tp este d-divizibil, pentru orice d zP. ]
Acest rezultat ne permite sa dam o generalizare a lui (1.1.3):
Lema 1.2.3.2: Fie R un domeniu Dedekind si-

T=&Tp
un R-modul de torsiune, descompus conform lui (1.2.3.1). Atunci T are P.I.S.D.
(C.P.1.S.D.) daca si numai daca, pentru orice ideal prim P, al lui R, P-componenta
Tp are P.1S.D. (C.P.1.S.D.).

Demonstratie: Deoarece, pentru orice ideal prim P, P-componenta Tp este un submodul
total invariant in T, aplicam (1.1.2) si (1.2.1.1). [

Folosind [58, Lema 8], in [97, p. 33] se demonstreaza:

Propozitia 1.2.3.3: Fie R un domeniu Dedekind si M un R-modul redus, cu P.I.S.D..
Atunci, pentru fiecare ideal prim P (al lui R), P-componenta de torsiune Mp (a lui
M) este un sumand direct, care este sau elementar, sau ciclic. [

Din (1.2.3.3) obtinem:

Corolarul 1.2.3.4: Daca R si M satisfac la (1.2.3.3), atunci, pentru fiecare ideal
prim P (al lui R), P-componenta de torsiune Mp (a lui M) are C.P.1.S.D..
Demonstratie: In acest caz, Mp este un spatiu vectorial peste corpul R/P. [

Se impun aici doua observatii:

Observatia 1.2.3.5: In general, intr-un R-modul cu P.1.S.D., partea de torsiune a
acestuia nu este, neaparat, un sumand direct, vezi sectiunea (2.1.5). [

Observatia 1.2.3.6: Conform cu [78, 2.15] si (1.2.3.3), orice R-modul M cu P.1.S.D.,
se poate scrie sub forma:

M=E®Cp@Xp,
unde:
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0 FE este divizibil,

0 Cp este P-primar redus
§i,

O Xp este un complement redus al lui Cp,
iar,

O P este un ideal prim (oarecare) al lui R. []

Utilizand descompunerea, data in (1.2.3.6), a unui R-modul M, in [97] se
demonstreaza:

Teorema 1.2.3.7: Fie R un domeniu Dedekind, E - un R-modul divizibil si Cp un
R-modul P-primar redus, unde P este un ideal prim al lui R. Atunci, urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

1) E&@Cpare C.P.1S.D.;

2) E@&Cpare P.1S.D.

3) i) E si Cpau fiecare P.I.S.D.

si,

ii) daca E(R/P) este un sumand direct in E, atunci Cp este elementar. []
Corolarul 1.2.3.8: Daca R-modulul M are P.I.S.D., atunci T(M) - submodulul sau
de torsiune are C.P.1.S.D..

Demonstratie: Enuntul rezulta din (1.2.3.1), (1.2.3.2), (1.2.3.6) s1 (1.2.3.7). []

Acum, pentru R-module de torsiune are loc reciproca lui (1.2.3.3).
Corolarul 1.2.3.9: Fie,

M=&Mp
un R-modul de torsiune, descompus conform lui (1.2.3.1). Atunci:

M are P.1.S.D. daca si numai daca fiecare P-componenta primara Mp este

un R-modul elementar sau ciclic.

Demonstratie: Enuntul rezulta din (1.2.3.1), (1.2.3.3) 51 (1.2.3.7). [J

Fie M un R-modul cu P.I.S.D.. Teorema 1.2.2.5 aratd ca daca R este domeniu
noetherian, iar E - submodulul injectiv al R-modulului:

M=E®C
este de torsiune, atunci M este de torsiune. Torsiunea partii reduse va conduce la
alte rezultate, impunand anumite conditii asupra lui C.

Propozitia 1.2.3.10: Fie R un domeniu Dedekind si:

C=Cr@Xp
- sumandul direct redus al unui R-modul M, descompus conform lui (1.2.3.6).
Atunci C are P.1.S.D. (C.P.1.5.D.) daca si numai daca:

1) CrsiXpau fiecare P.1.S.D. (C.P.1.S.D.),

48



Capitolul 1. PRELIMINARII

si,

2) daca Cp#), atunci Xp este P-divizibil.
Demonstratie: Presupunem ca C are P.I.S.D. (C.P.I.S.D.). Atunci, din (1.1.1) si
(1.2.1.1), rezulta ca Cp si Xp au fiecare P.I.S.D. (C.P.I.S.D.). Presupunem, acum, ca
Cr#0 s1 Xp nu este P-divizibil. Deoarece Cp este o p-componentd primard a lui M,
existd un yeCp cu:

yP=0.

Atunci:

<y>=R/P, Xp#£PXp
si, deci exista o aplicatie nenula:

f: Xp— <y>.

In acest caz, kerf nu poate fi sumand direct in Xp, cici atunci:

Xpzkerf®Imf,
care este de P-torsiune. Deci Cp0 implica faptul ca Xp este P-divizibil.

Reciproc, dacad afirmatia 2) are loc, atunci Cp si Xp sunt total invariante.
Acum, afirmatia 1) impreuna cu (1.1.2) si (1.2.1.1) completeaza demonstratia
propozitiei. [

Corolarul 1.2.3.11: Fie R un domeniu cu ideale principale si fie M un R-modul cu
P.IS.D.. Daca M are un submodul divizibil nenul, atunci M are C.P.1.S.D..
Demonstratie: Daca M este de torsiune, enuntul rezulta din (1.2.3.7). Daca submodulul
divizibil E, al lui M, este fara-torsiune, atunci, conform lui (1.2.2.5),

M=E®T&U,
unde:

o0 T=T(M),
1ar,

0 U este un R-modul omogen, complet decompozabil, de rang finit.
Conform cu (1.2.2.6) si (1.2.3.7), E®U si T au C.P.I.S.D.. Deoarece T este total
invariant in M, iar din (1.2.3.10) rezultd cd si E®@U este total invariant (in M),
enuntul rezultd din (1.1.2) si (1.2.1.1). [J

1.2.4. Module M-proiective

In aceastd sectiune vom nota cu R un inel asociativ, cu unitate, iar modulele
considerate vor fi stangi, peste astfel de inele. Orice conditie suplimentara asupra
inelului R sau R-modulelor se va pune ori de cate ori va fi cazul.

La Inceputul acestei sectiuni vom prezenta reciproca lui (1.2.1.3). Aceasta
reciproca va avea mai multe consecinte i o0 vom exploata pentru a caracteriza R-
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modulele idecompozabile M, cu proprietatea cd, pentru orice mulfime de indici I
(finitd sau infinitd), R-modulul:
M'=&M
are P.I1.S.D.. In acest sens vom folosi o echivalenti categoriald data de U. Albrecht
in [2], D. M. Amold, E. L. Lady si C. Murley in [14] si, respectiv [15].
Propozitia 1.2.4.1: R-modulul M are P.I.S.D. daca si numai daca, pentru orice
descompunere directa de forma:
M=A@B
si orice morfism de R-module:
f: A —>B,
kerf este un sumand direct in A.
Demonstratie: Conform cu (1.2.1.3), trebuie sd demonstrdm doar suficienta. Fie:
M=S®S=TOT
doud descompuneri directe (oarecari) ale lui M si:
g :M—>S, respectiv mr:M—>T,

proiectiile canonice corespunzatoare lui S’, respectiv T. Definim aplicatia:
=((mg o(mr-1))s.
Atunci:
f:S—>¢
este un morfism de R-module, al carui nucleu, conform ipotezei, este un sumand
direct in S. Se verifica imediat ca:
kerf=(SNT)®(SNT)).
Asadar M are P.I.S.D.. [J
R-modulele proiective cu P.I.S.D. caracterizeaza o altd clasa de inele.
Definitie: ([66]) Un inel R se numeste semi-ereditar stang (drept) daca orice ideal
stang (drept) finit generat, al lui R, este proiectiv.
Observatia 1.2.4.2: Teorema 1.2.1.4 are loc si pentru inele semi-ereditare,
considerdand module proiective finit generate. [']
Deci, tinand cont de (1.2.1.5), (1.2.4.1) si (1.2.4.2), obtinem:
Teorema 1.2.4.3: Pentru un inel R, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) Toate R-modulele proiective finit generate au P.1.S.D.;
2) R este semi-ereditar stang. [
O alta consecintd a lui (1.2.4.1) este:
Corolarul 1.2.4.4: Fie M un R-modul idecompozabil. Daca M@M are P.1.S.D., atunci
orice endomorfism nenul, al lui M, este monomorfism.
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Demonstratie: Conform ipotezei si lui (1.2.4.1), pentru orice endomorfism f, al lui

M, kerf este un sumand direct in M si, deoarece M este idecompozabil, rezulta ca:
(kerf=0, caz in care f este injectiv) sau  (kerf=M, caz in care f=0). [
Asa cum am precizat in Sectiunea 1.2.2, rezultatul de la (1.2.2.6) se poate

generaliza, utilizand un rezultat al lui Botha si Gribe ([18]), care considera clasa 'G

a tuturor R-modulelor fara-torsiune, de rang finit, care au inelul endomorfismelor
un domeniu cu ideale principale. Ei au aratat (in [18]) ca aceasta clasa contine toate
R-modulele fara-torsiune, de rang unu. Rezultatul lor, care ne intereseaza pe noi,
este continut in urmatoarea lema:
Lema 1.2.4.5: Fie M o suma directa finita de exemplare de A C. Atunci nucleul
oricarui endomorfism al lui M este un sumand direct in M, care este izomorf cu o
suma directa de exemplare de A. [

Acum obtinem generalizarea amintitd mai sus:
Corolarul 1.2.4.6: Daca M satisface la (1.2.4.5), atunci M are C.P.I.S.D..
Demonstratie: Din (1.2.4.1) rezultd ca M are P.I.S.D.. Deoarece M este de rang
finit, rezulta ca el are C.P.1.S.D.. O

Urmatoarele rezultate utilizeaza conceptul de R-modul ,,auto-mic”:
Definitie: ([15]) Un R-modul M se numeste auto-mic daca Hom(M,-) conserva
orice suma directa de exemplare de M; adica, pentru orice mulfime de indici I,
R-modulele Hom(M, &iM) si @iHom (M, M) sunt natural izomorfe.

Ne sunt utile urmatoarele rezultate:
Teorema 1.2.4.7: 1) ([11]) Fie M un R-modul fara-torsiune, de rang finit. Daca pentru
orice morfism:

f: M — @M,
Imf este continuta intr-o suma directd finita de exemplare de M, atunci M este auto-mic.
2) ([15]) Daca orice endomorfism nenul al R-modulului M este injectiv, atunci M
este auto-mic. [

Acum, din (1.2.4.4) si (1.2.4.7), obtinem:
Corolarul 1.2.4.8: Daca M este un R-modul idecompozabil astfel incat M@M are
P.1.S.D., atunci M este auto-mic. [

Prezentdm, acum, urmatorul concept:
Definitie: ([48]) Fie M si N doua R-module. Spunem ca N este (finit) M-proiectiv,
daca N este un sumand direct al unei sume directe (finite) de exemplare de M.

In continuare folosim urmitoarele notatii:

» Modg, pentru categoria R-modulelor,
» P(M), pentru categoria R-modulelor finit M-proiective,
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P*(M), pentru categoria R-modulelor M-proiective,

E, pentru inelul End(M) al tuturor endomorfismelor R-modulului M,
ModE, pentru categoria E-modulelor,

P(E), pentru categoria E-modulelor finit generate si proiective,

YV V.V V V

P*(E), pentru categoria E-modulelor proiective.
Consideram M, N, SeModr si notam cu:
Hm(N)=Homr(M,N).
Atunci Hm(N)eModr si, pentru orice fe Homr(N,S), putem defini:
Hwm(f) : Hu(N) — Hwm(S),
prin: pentru orice ge Hu(N),

Hu(f)(g)=fg.
Deci:

Hwm : Modr — Mode
este un functor categorial exact, staing. Analog, daca A, BeModg, definim:

Tm(A)=A®eM.

Daca M eeModg, este un bimodul, atunci Tm(A)eModr, si dacd o.e Homg(A,B),
atunci putem defini:

Tm(a) : TM(A) = Tm(B),
prin: pentru orice a€ A si orice meM,

Tm(a)(a®m)=o(a)®m.
Deci:

Tv=-®eM
este un functor categorial exact, drept.

Teorema care urmeaza a fost demonstrata prima data de U. Albrecht in [2]; au
urmat apoi D. M. Arnold si E. L. Lady 1n [14], si D. M. Arnold si C. Murley in [15].
J. Hausen a extins-o in [48], in mod natural, la R-module.
Teorema 1.2.4.9: Daca M eModr atunci au loc urmatoarele afirmatii:

1) Aplicatia:
Hy : P(M) — P(E)
este o echivalenta categoriala a carei inversa este:
Tu : P(E) - P(M).
2) Daca M este auto-mic, atunci:

Hy : PP(M) — P*(E)
este o echivalenta categoriala a carei inversa este:

Tu : PY(E) - P*(M). ]
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In caracterizarile sumelor directe de module idecompozabile cu P.I.S.D.
folosim urmatoarele notiuni:
Definitie: ([48]) Fie M, NeModr. Numim M-soclul lui N mulfimea:
Su(N)=2Y{ f(M) | feHu(N) }.
Observatia 1.2.4.10: Daca N este imaginea unui modul M-proiectiv, atunci:
N=Sm(N). ]
Definitie: ([48]) Fie M, NeModr. Spunem ca N este finit M-generat daca exista
f1, ... fneHm(N) astfel incat.

N=Y f,(M).

Observatia 1.2.4.11: Daca M, N eModr, atunci N este finit M-generat daca si numai
daca exista un S eP(M) §i un epimorfism:
f:S—>N.[O
Pentru un R-modul M, in [14], se studiaza urmatoarele conditii:
(1) Daca U<T eP*(M) si:
U=Su(U),
atunci UeP*(M).
(11) Sirul exact:
0 >K—>G—>P—>0
de R-module, cu P eP*(M) si:
G=K+Su(G),
este scindabil.
In [48] aceste conditii se modifica astfel:
(I") Daca U<T eP(M) si:
U=Su(U),
atunci UeP(M).
(II") Sirul exact:
0 2K —>G—>P—>0
de R-module, cu PeP(M) si:
G=K+Su(G),
unde Sm(G) este finit M-generat, este scindabil.
Folosind aceste conditii, Hausen demonstreaza in [48] urmatoarele teoreme
de caracterizare a unor sume directe de R-module cu P.I.S.D.:
Teorema 1.2.4.12: Daca M este un R-modul idecompozabil, urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:
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1) Pentru orice multime de indici I, R-modulul:
M=@&M
are P.1.S.D.;
2) Daca S si T sunt M-proiective si:
f:8S—>T
este un morfism de R-module, atunci kerf este un sumand direct in S;
3) Pentru orice R-modul M-proiectiv N i orice g - endomorfism al lui N, kerg
este un sumand direct in N,
4) Conditiile (I) si (II) au loc;
5) Inelul:
E=End(M)
este ereditar (drept), M este un E-modul (stang) plat si M este auto-mic. [']
Teorema 1.2.4.13: Daca M este un R-modul idecompozabil, urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:
1) Pentru orice multime finita de indici I, R-modulul:
M*=@&M
are P.1.S.D.;
2) Daca S si T sunt finit M-proiective §i:
f:8S->T
este un morfism de R-module, atunci kerf este un sumand direct in S,
3) Pentru orice R-modul finit M-proiectiv N si orice g - endomorfism al lui N,
kerg este un sumand direct in N;
4) Conditiile (I) si (II") au loc;
5) Inelul:
E=End(M)
este semi-ereditar (drept) si M este un E-modul (stang) plat. ]
Se observa ca (1.2.4.12) si (1.2.4.13) exprima conditii echivalente pentru
existenta unor solutii la cea de-a doua problema a lui Fuchs.

1.2.5. Module peste domenii cu ideale principale

In aceasti sectiune vom prezenta cateva aplicatii, a ceea ce s-a prezentat in
sectiunea anterioard, la module cu P.I.S.D., module considerate peste diferite domenii
cu ideale principale. Pentru inceput prezentam urmatoarea lema:

Lema 1.2.5.1: Fie M un R-modul fara-torsiune cu proprietatea ca inelul:

E=End(M)
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este un domeniu cu ideale principale. Atunci M este un R-modul idecompozabil,
auto-mic §i E-plat.
Demonstratie: Dacad E este domeniu cu ideale principale, atunci E este noetherian,
conform cu [69, 4.10.19]. Din [68, 2.4], rezulta ca exista un ideal P al lui E astfel incat:

M=E/P.
Daca M este un E-modul de torsiune, atunci exista a.€E, a0, astfel incat a(E)cP
Si:

a(M)=0,
ceea ce este imposibil. Deci M nu este de torsiune si nici nu poate avea submodul
de torsiune, peste E. Rezultd ca M este un E-modul fara-torsiune. Asadar, daca ¢<E,
meM\{0} si:

$(m)=0,
atunci:

$=0.
Rezulta ca orice endomorfism al lui M este injectiv §i, conform lui (1.2.4.7)2),
rezultd cd M este auto-mic. Acum, presupunem ca:

M=A®B.
Atunci:

B=kerna,
unde 1A este proiectia canonica a lui M pe A. Din cele demonstrate mai sus rezulta
ca:

B=0 si M este idecompozabil.
Faptul cd M este E-plat rezultd din [70, 6.13.15], pentru cd M este un E-modul fara-
torsiune. [

Acum rezultatele din (1.2.4.5) si, respectiv (1.2.4.6) se pot generaliza:
Propozitia 1.2.5.2: Fie M un R-modul fara-torsiune cu proprietatea ca inelul:

E=End(M)
este un domeniu cu ideale principale, I este o mulfime oarecare de indici i:

M*=@&M.
Atunci au loc urmatoarele afirmatii:

1) M*are P.1S.D.;
2) Nucleul oricarui endomorfism al lui M™ este un sumand direct in M", care

este (si el) o suma directa de exemplare de M.
Demonstratie: Din (1.2.5.1) rezultd ca M este idecompozabil, auto-mic si E-plat.
Din demonstratia lui (1.2.5.1) rezulta ca E nu are divizori ai lui 0. Atunci, conform
lui [70, 6.4.22 si 6.7.8a)], E este un inel ereditar. Deci, putem aplica (1.2.4.13) si
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obtinem ca M* are P.I.S.D. si nucleul oricarui endomorfism al lui M* este un sumand
direct In M*. Asa cum am mai precizat mai sus, deoarece E este un domeniu cu ideale
principale, rezulta ca modulele E-proiective sunt libere. Prin dualizare (vezi [14])
obtinem cd modulele M-proiective sunt M-libere, adica sunt o suma directa de
exemplare de M. Acum demonstratia este completa. [
Trebuie sa remarcam ca:
Observatia 1.2.5.3: Daca in (1.2.5.2) multimea de indici I este finita, atunci M™ are
C.P.1.S.D., dar daca I este infinita, atunci M* s-ar putea sa aiba numai P.1.5.D.,
conform cu (1.2.2.8). [
Din (1.2.1.1), (1.2.2.5) si (1.2.2.6) se obtine:
Teorema 1.2.5.4: Fie R un domeniu cu ideale principale §i:
M=D&H
un R-modul fara-torsiune, unde D este divizibil si H este redus. Atunci M are P.1.S.D.
daca si numai daca:
1) HareP.LS.D.
si,
2) daca D#0, atunci H este complet decompozabil, omogen, de rang finit. [
Deci, determinarea R-modulelor fara-torsiune cu P.I.S.D., peste domenii cu
ideale principale, se reduce la determinarea R-modulelor reduse cu aceastd proprietate.
Incheiem aceasti sectiune cu o aplicatie a lui (1.2.5.2).
Propozitia 1.2.5.5: Fie R un domeniu cu ideale principale si M un R-modul fara-
torsiune, de rang unu. Atunci au loc urmatoarele afirmatii:
1) Inelul:
E=End(M)
este un domeniu cu ideale principale;
2) Pentru orice multime de indici I, R-modulul:
M*=@&M
are P.1.S.D.;
3) Nucleul oricarui endomorfism al lui M™ este un sumand direct in M", care
este (si el) o suma directa de exemplare de M.
Demonstratie: Fie,
S={reR | tM=M}.
Atunci, conform cu [51, p. 148], inelul de fractii SR este un domeniu cu ideale
principale si E este izomorf cu acest inel, S'R. Acum (1.2.5.2) completeazi

demonstratia. [
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1.2.6. Grupuri abeliene de rang finit

Fie G un grup abelian idecompozabil. Atunci, conform cu [41, 27.4], G este
sau fara-torsiune, sau cociclic. Daca G este subgrup al lui Z(p*) si GG are P.1.S.D.,
atunci, conform cu (1.2.4.1),

G=Z(p).

Deci, in acest caz, G este un spatiu vectorial si, pentru orice multime de
indici I, grupul:

G=&1G
are C.P.I.S.D.. Rezulta ca pentru grupurile abeliene, Teoremele 1.2.4.12 51 1.2.4.13
sunt interesante numai atunci cand G este fara-torsiune.

Dar, in cazul grupurilor abeliene fara-torsiune, de rang finit, rezultatele de
la (1.2.4.12) si (1.2.4.13) pot fi combinate — vezi Teorema 1.2.6.2. Pentru aceasta,
insd, este nevoie de urmatorul rezultat al lui Huber si Warfield, demonstrat in [50]:
Teorema 1.2.6.1: Daca G este un grup abelian fara-torsiune, de rang finit, astfel
incat inelul:

E=End(G)
este semi-ereditar (stang sau drept), atunci E este ereditar (stang si drept). [
Teorema 1.2.6.2: Fie G un grup abelian idecompozabil, fard-torsiune, de rang finit.
Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) Pentru orice multime de indici I, grupul:
G=@aG
are P.1.S.D.;
2) Pentru orice multime finita de indici I, grupul:
G=aG
are P.1.S.D.;
3) Inelul endomorfismelor lui G este semi-ereditar drept.
Demonstratie: Desigur ca 1) implica 2). Din (1.2.4.13), rezultd ca 2) implica 3).
Conform cu (1.2.6.1),

E=End(G)
este un inel ereditar. Acum [14, Teorema 1(d)] arata ca conditiile (I) si (II) au loc.
Aplicand (1.2.4.12), obtinem afirmatia de la punctul 1). []

Fie G un grup abelian fara-torsiune, de rang finit. Atunci:

G=G1®...®Gn,
unde, pentru orice i=1, 2, ..., n, Gi este idecompozabil.

57



Teodor Dumitru Vdlcan « MODULE CU PROPRIETATEA INTERSECTIEI SUMANZILOR DIRECT!

Asa cum am vazut in (1.1.2), G poate avea P.I.S.D., fara ca printre acesti Gi
sa existe doi care sa fie izomorfi, dar, in acest caz, fiecare Gi este total invariant In
G. Caracterizarea grupurilor fara-torsiune, de rang finit, cu P.I.S.D., care nu au
sumanzi directi total invarian{i proprii, utilizeazd urmatoarele rezultate ale Iui D.
M. Arnold, demonstrate in [11].

Notam cu QE(G) - inelul cvasi-endomorfismelor grupului G.

Propozitia 1.2.6.3: Fie G un grup abelian fara-torsiune, de rang finit §i:
E=End(G)
- inelul endomorfismelor sale. Atunci au loc urmatoarele afirmatii:
1) Daca feE este monomorfism, atunci G/f(G) este finit;
2) Un endomorfism nenul g eE este monomorfism daca §i numai daca g nu este
un divizor al lui zero in E;
3) Orice endomorfism nenul h eE este monomorfism daca si numai daca QE(G)
este o algebra cu diviziune. [
Propozitia 1.2.6.4: Fie G si H doua grupuri abeliene fara-torsiune, de rang finit.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) G este cvasi-izomorf cu H,
2) Exista un monomorfism:
f:G—>H
astfel incat H/f(G) este finit;
3) Exista 0=neZ si morfismele:

f:G—>H si g:H—>G
astfel incat:
gof=n-lg i feg=n-1m;
4) Exista monomorfismele:
f:G—>H si g H—>G. [

Prezentam acum, caracterizarea de care am amintit mai inainte (vezi [48]).
Teorema 1.2.6.5: Fie G un grup abelian fara-torsiune, de rang finit §i fara sumanzi
directi total invarianti proprii:

G=G1®... PGy,
unde, pentru orice i=1, 2, ..., n, Gi este idecompozabil. Daca G are P.1.S.D., atunci
G este idecompozabil, sau multimea {Gi,...,Gn} este formata din perechi de grupuri
cvasi-izomorfe si, pentru orice i=1, 2, ..., n, inelul QE(G) este o algebra cu diviziune.
Demonstratie: Presupunem cd G este decompozabil, dar nu in suma directd de grupuri
idecompozabile cvasi-izomorfe. Deci presupunem ca:

G=G1®...0Gn,
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unde, pentru orice i=1, 2, ..., n, Gi este idecompozabil, neexistdnd 1 si j (i#]) in
multimea {1,2,...,n} astfel incat Gi sa fie cvasi-izomorf cu G;j. Deoarece G nu are
sumanzi directi total invarianti proprii, pentru fiecare ie{1,2,...,n}, exista je {1,
2,..., n}, i#], astfel incat Hom(G;i,Gj)#0 si, conform cu (1.2.4.1), Gi este izomorf cu
un subgrup al lui Gj. Datorita faptului ca familia {Gi} este finita, pentru fiecare
je{1,2,....n}, exista ke {1,2,...,n}, jzk, astfel incat monomorfismul compus:
Gk — Gj > Gk
este nenul. Acum, din (1.2.6.4), obtinem ca Gk este cvasi-izomorf cu G;j, ceea ce
contrazice ipoteza. Rezultd ca mulfimea {Gi,...,Gn} este formata din perechi de
grupuri cvasi-izomorfe. Acum (1.2.4.1) si (1.2.6.3) completeaza demonstratia. [
Doua observatii se impun aici:
Observatia 1.2.6.6: Grupurile {Gi,...,Gn} din (1.2.6.5) nu trebuie, neaparat, sa fie
izomorfe. De fapt, din (1.2.4.1) si [42, 92.3 5i 92.5], rezulta ca, pentru orice grup
G, fara-torsiune, de rang finit, care are proprietatea ca QE(G) este o algebra cu
diviziune §i orice grup G, care este cvasi-izomorf cu G, grupul:
G'=G&G’
are proprietatea intersectiei sumanczilor directi. [
Observatia 1.2.6.7: Reciproca lui (1.2.6.5) este falsa, adica: daca,
G=G1®... PGy,
unde:
O pentru orice i=1, 2, ..., n, Gi este idecompozabil,
0 multimea {Gi,...,Gn} este formata din perechi de grupuri cvasi-izomorfe
§i,
O pentru orice i=1, 2, ..., n, inelul QE(Gi) este o algebra cu diviziune, atunci
nu rezulta ca G are P.1.S.D. (vezi exemplul lui C. I. Vinsonhaler prezentat
in [48]). ]

1.2.7. Grupuri complet decompozabile

In aceasta sectiune, pornind de la ceea ce am prezentat in acest Subcapitol
1.2, dar si de la unele rezultate ale lui Arnold ([11]), Fuchs ([41] si [42]), Bowman
si Rangaswamy ([19]), vom prezenta alt mod de a obtine un rezultat asemanator
lui (1.1.12), referitor la aceastd clasd de grupuri cu P.I.S.D., si datorat lui Hausen
(vezi [48]).

Toate grupurile considerate aici sunt fara-torsiune. Conform cu (1.2.5.4), ne
putem rezuma la grupuri reduse. $i aici, ca si in (1.1), t(G) va fi tipul grupului G.
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Primul rezultat va fi o reciproca a lui (1.1.9). Pentru aceasta, insa, avem nevoie
de urmatoarele doua rezultate tehnice — vezi [11, p. 7]:
Propozitia 1.2.7.1: Fie G §i H doua grupuri fara-torsiune, de rang unu. Atunci
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) Hom(G,H)=0,
2) Exista un monomorfism:
f:G—>H,
3) t(G)st(H).
Demonstratie: Presupunem ca 1) are loc. Deoarece G si H sunt fara-torsiune si de
rang unu, conform cu (1.2.5.5) si (1.2.5.1), orice morfism:
f:G—->H
este monomorfism. Rezulta ca are loc afirmatia de la punctul 2).
Daca are loc afirmatia 2) si:
f:G—>H
este un monomorfism, atunci, conform cu [42, §85, p. 109], avem ca t(G)<t(H); deci
are loc afirmatia de la 3).
Daca are loc afirmatia de la punctul 3), atunci, pentru fiecare 0=ge G, alegem
un 0#heH astfel incat yc(g)<yu(h) si definim:
f:G—>H,
prin:
f(g)=h.
Rezulta ca Hom(G,H)=0. [J
Corolarul 1.2.7.2: Fie G §i H doua grupuri fara-torsiune, de rang unu. Atunci
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) G este izomorf cu H,
2) Hom(G,H)#0 Si Hom(H,G)=0,
3) Exista un monomorfism:
f:G—>H
astfel incat H/f(G) este finit.
Demonstratie: Desigur ca, daca are loc 1), atunci are loc si 3).
Daci are loc 3), atunci existd 0=neN astfel incat nH<f(G)<H. In aceste
conditii, aplicatia:
ng: H—->G,
unde:
g:H->G
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este o inversd la stanga a lui f, este un morfism de grupuri. Deci are loc afirmatia de
la punctul 2).

Acum, presupunem ca are loc 2). Conform cu (1.2.7.1), avem ca:

t(G)=t(H)
si[42, 85.1] arata ca are loc 1). [

Utilizand rezultatele de mai sus, Hausen redescopera (1.1.9), dar altfel:
Lema 1.2.7.3: Fie G, H si K grupuri fara-torsiune, reduse, de rang unu, astfel incat
HG)=t(K) si t(H)<t(K). Daca GPH®@K are P.1.S.D., atunci G este izomorf cu H.
Demonstratie: Conform cu (1.2.7.2), este suficient sa demonstram ca:

Hom(G,H)=0 s Hom(H,G)=0.

Pentru inceput sa consideram doua morfisme nenule:
a:G-oK si B:H—->K.

Deoarece K este redus, existd un numar natural n#0 astfel incat f(H)zno(G). Fie:
vy : GEeH — K,

definita prin: pentru orice (g,h)e G®H,

v((g,h))=n-o(g)+P(h).
Daca GOH®K are P.I.S.D., atunci, conform cu (1.2.1.3),

G@®H=kery®X,
unde X este un grup de rang unu. Daca:
i : G&H —» H si nx : GAH —» X

sunt proiectiile canonice ale lui G®H pe sumanzii H, respectiv X, atunci Gzkery,
caci H este fara-torsiune, si, deci, mx(G)=0. Presupunem ca:

7H(X)=0.
Atunci:

X<G si B(H)=Y(H)=y(X)=y(G)=na(G),
ceea ce este in contradictie cu alegerea lui n. Rezultd cd nu(X)#0. Daca exista
0-£Y<X astfel incat:

mH(Y)=0,
atunci Y<GNX - care este un sumand direct nenul al lui X; aceasta este o con-
tradictie cu faptul cd X este idecompozabil. Deci ©t Bl este monomorfism si, astfel,

(mremxenG)(G)#0. Asadar, Hom(G,H)=0. Analog se demonstreaza cd si Hom(H,G)=0.
Acum (1.2.7.2) completeza demonstratia. [|

Urmatorul rezultat arata ca, in anumite conditii, o inegalitate strictd intre
tipurile a doi sumanzi directi complementari ai unui grup cu P.I.S.D., poate implica,
caracterul finit al rangului unuia din ei.
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Propozitia 1.2.7.4: Fie G un grup fara-torsiune, omogen, complet decompozabil si
H un grup fara-torsiune, redus, de rang unu. Daca t(H)>t(G) si G@H are P.1.S.D.,
atunci G este de rang finit.
Demonstratie: Conform cu [42, §85, p. 108], putem considera ca H este un subgrup
al lui Q cu 1 €H si existd X - un subgrup al lui H astfel incat:

leX si t(X)=t(Q).
Presupunem ca:

G=@ Xu,

neN*
unde, pentru orice neN*, Xx este izomorf cu X. Definim:
e:G—->H
astfel Incat €(G) nu este izomorf cu X. Pentru definirea lui € avem doud cazuri.
Cazul 1: Exista un numar prim p, astfel incat pX=X, dar:
pH=H.
In acest caz definim:

&= @ én,

neN*

unde:

en: Xn—>H
are proprietatea ca, pentru orice Xn€ Xn,

€n(Xn)=p"Xn.
Deoarece exista un xe X\pX, rezulta ca e(G)cX.
Cazul 2: Exista o infinitate de numere prime pi1, p2, ..., pn, ... astfel incat, pentru
orice i>1, pi-inaltimea lui 1 in X este finita. In acest caz definim:

&= @ e,

neN”

unde:

en:Xn—>H
are proprietatea ca, pentru orice Xn€ Xn,

en(xn)=p, (Xn).
Atunci obtinem cad 1¢¢&(G). Deoarece orice doud descompuneri directe ale lui G in
grupuri de rang unu, sunt izomorfe, conform cu [42, 86.1], kere nu mai poate fi sumand
direct in G, ceea ce contrazice (1.2.1.3). Asadar H este de rang finit. [

Se observa ca rezultatul de la (1.2.7.4) este chiar cel de la (1.1.10), dar sub
o alta forma.

Consideram, acum, un grup G fara-torsiune, complet decompozabil si fie:
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G=@G;, (1

iel
ca si in (1.1), o descompunere directd a lui G in subgrupuri (sumanzi directi) de
rang 1; deci, pentru orice i€l,

r(Gi)=1.

Bowman si Rangaswamy definesc, in [19], urmatoarea relatie de echivalenta
(notatd cu ,,~”) pe mulfimea I" a tipurilor tuturor subgrupurilor (sumanzilor directi)
Gi, iel, dintr-o descompunere de forma (1) a grupului G — fara-torsiune si complet
decompozabil:

> dacat, tel, atunci:
t~t" dacd si numai dacd existd un numdar natural n si exista ti, ...,
tael astfel incat t=t1, t=ta si, pentru orice i=1, 2, ..., n-1, ti $i ti+1
sunt comparabile.

Daca {I'n}n>1 este partifia multimii I', corespunzatoare relatiei ,,~”,

G(t)={xeG | t(x)=t} si Gr=2{G(t) | teln},
atunci avem urmadtorul rezultat, demonstrat in [19]:

Teorema 1.2.7.5: Daca G este separabil, atunci:

G:@Gn

n=1
si fiecare Gn este total invariant §i complet decompozabil, iar tipurile oricaror doi
sumanczi directi de rang unu ai lui Gn, sunt echivalente. [']

Utilizand aceste rezultate, Hausen demonstreza in [48] urmatoarea teorema
de structurd a unei clase de grupuri abeliene fara-torsiune, neomogene, complet
decompozabile:

Teorema 1.2.7.6: Fie G un grup fara-torsiune, complet decompozabil, neomogen,
redus, astfel incat tipurile oricaror doi sumanzi directi de rang unu, ai lui G, sunt
echivalente. Atunci G are P.1.S.D. daca si numai daca:

G=H&(P Xi), 4)

keK

unde:

O H este un grup omogen, de rang finit si de tip t,

O fiecare Xi are rangul unu si t<t(Xx),

O pentru orice i, j €K, i7j, t(Xi) si t(X;) sunt incomparabile. |

Se observa ca acest ultim rezultat este chiar caracterizarea grupurilor Gi de

la punctul 1) al Teoremei 1.1.12, pentru clasa de grupuri prezentatd in enuntul
teoremei.
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1.2.8. Module plate peste inelul endomorfismelor lor

In aceasti sectiune vom prezenta citeva proprietati ale modulelor cu P.I.S.D.,
module care sunt plate peste inelul endomorfismelor lor. In acest sens:
» vom considera un inel asociativ, cu unitate, notat cu R;
» modulele cu care vom opera vor fi considerate drepte peste astfel de inele;
iar,
» pentru un R-modul M, vom nota cu:
E=End(M)
- inelul endomorfismelor lui.
R-modulul M va fi considerat si E-modul stang si vom utiliza urmatoarea
notiune:
Definitie: ([13]) Un modul M se numeste E-plat, daca M este plat, considerat ca
E-modul stiang.
Rezultatul urmator este pur tehnic, dar ne va fi util in dezvoltarile viitoare.
Lema 1.2.8.1: Daca 7, m §i 7 sunt idempotente in E astfel incdt:
M riM= M,
atunci:
mENmE=7E.
Demonstratie: Pentru inceput observam ca daca:
n=n’cE,
atunci:
nM=(nE)M.
Rezulta ca:
(mE)MN(mE)M=(nE)M. (%)
Fie aemEnmE. Atunci:
o=m1p=mn2y,
unde B, yeE. Rezulta ca, pentru orice xeM, exista d€E astfel incat:
ou(x)=m1B(x)=m2y(X)=md(x).
Ultima egalitate implica faptul ca aenE si, astfel, mEnmiEcnE. (i) Pe de alta parte,
din relatia (*) rezulta ca tEcmiEnmE. (ii). Din relatile (i) si (ii) obtinem egalitatea
ceruta In enunt. [
Acum putem demonstra rezultatul principal al acestei sectiuni:
Teorema 1.2.8.2: R-modulul M are P.1.S.D. daca i numai daca:
1) Eare P.1S.D. (ca R-modul drept)

si,
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2) oricare ar fi doua endomorfisme idempotente r si p, ale lui M, are loc
egalitatea:
aIMpM=(rENpE)M. ]
Demonstratie: Presupunem cd M are P.I1.S.D.. Orice sumand direct al lui E este de
forma mE, unde meE este un (endomorfism) idempotent. Atunci tM este un sumand
direct In M. Fie X si Y doi sumanzi directi ai lui E. Rezulta ca exista doua elemente
idempotente m1, m2€E astfel Incat:

X=mE si Y=m:E.

In aceste conditii mM si m2M sunt sumanzi directi in M. Conform ipotezei, fiind
date doua endomorfisme idempotente 71 si 72 ale lui M, mai existd un endomorfism
idempotent 7 (al lui M) astfel Incat:

TiMNmoM=nM.

Atunci, conform lui (1.2.8.1),

miENmE=nE
si, deoarece:

TM=(nrE)M=(miENnmE)M,
rezulta ca E are P.I.S.D. si are loc egalitatea din enunt.

Reciproc, presupunem ca au loc afirmatiile 1) si 2). Fie T s1 S doi sumanzi
directi in M,

ns:M—>S si nr:M—>T,
proiectiile canonice ale lui M, corespunzatoare lui S, respectiv T. Atunci ns(E) st
nT(E) sunt sumanzi directi in E si, conform ipotezei, existd © - un idempotent in E
astfel Tncat:

ns(E)nnr(E)=nE.

Rezulta ca:

TM=(nE)M=(ns(E)~nr(E))M=ns(M)"nr(M)=TNS.
Asadar, M are P.1.S.D.. []

Caracterizarea inelelor care satisfac conditia 1) din (1.2.8.2) este continuta in:
Propozitia 1.2.8.3: Daca R este un inel cu unitate, atunci el are P.1.S.D., ca R-modul
drept, daca si numai daca, pentru orice element idempotent e eR si orice r €(1-e)Re,
idealul drept rR este proiectiv.

Demonstratie: Observam ca:

R=Endr(RRr).

Daca eeR este un idempotent, atunci, pentru orice re(1-e)Re,
1’=0
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s1 existd o descompunere a lui R de forma:

R=I®J,
cu:

ric] si rJ=0.

Notdm cu mr inmultirea, in R, cu r. Conform cu (1.2.4.1), R are P.I.S.D. daca si numai
daca sirul:

O->mr—>1->11->0
este exact scindabil, ceea ce (vezi [70, 6.7.7]) este echivalent cu faptul ca idealul rR
este proiectiv. [

In continuarea acestei sectiuni se va folosi urmitorul concept:

Definitie: ([13]) Un inel R se numeste inel drept principal proiectiv daca §i numai
daca orice ideal drept principal, al lui R, privit ca R-modul drept, este proiectiv.

Acum, din (1.2.8.3) rezulta:

Corolarul 1.2.8.4: Daca R este un inel drept principal proiectiv, atunci R, privit ca
R-modul drept, are P.1.S.D.. []

Revenim, acum, la tratarea omologica a lui Arnold, Lady si Murley, aplicata
la R-module de Hausen si prezentata in sectiunea (1.2.4). Daca I este un ideal drept
al lui R si:

i:I>R
este aplicatia de incluziune, definim:

Q=D (1I®1m),
unde:

0 @k : E®eM — M noteazd izomorfismul natural: pentru orice e®meE®eM,
Op(e®@m)=¢(m).
Observatia 1.2.8.5: Din definitia lui @, rezulta ca acesta este monomorfism daca
si numai daca i ®Iu este monomorfism. []

Referitor la R-module plate se cunosc urméatoarele rezultate:

Teorema 1.2.8.6: ([70]) Un R-modul stang (drept) M este plat daca si numai daca,
pentru orice R-modul stang (drept) B si orice submodul B’ al lui B, morfismul i &Iy
(1m&i) este monomorfism. (i : B'— B este morfismul de incluziune.) [

Teorema 1.2.8.7: ([29]) Daca R este un domeniu de integritate in care orice ideal
finit generat este 2-generat, atunci un R-modul stang M, fara-torsiune, este plat
daca si numai daca, pentru orice a, b eR,

aMAbM=(@aRNbR)M. []

Teorema 1.2.8.8: ([53]) Daca inelul R nu are divizori ai lui 0, atunci R-modulul M
este plat daca si numai daca, pentru orice ideale drepte I 5i J, are loc egalitatea:
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IMAIM=(J)M. ]
Din (1.2.8.5) s1 (1.2.8.6) rezulta:
Corolarul 1.2.8.9: Un R-modul M este E-plat, privit ca E-modul stang, daca si numai
daca, pentru orice ideal drept I, al lui R, morfismul @ este monomorfism. ]
Se impun aici cateva observatii:
Observatiile 1.2.8.10: 1) Daca:
EM—>M
este un endomorfism (al lui M), atunci (vezi sectiunea (1.2.4)):
Hu(g) : E > E
este un morfism de E-module drepte, cu imaginea:
Hu(g)(E)=¢E
si nucleul:
K=kerHu(g)={peE | sp=0}=Homr(M, kerg)=Hu(kers).
2) Exactitatea girului:
0 — kerHu(s) —— E —2u© 5 ¢F 0,
implica exactitatea liniilor urmatoarei diagrame:

kerHu(g) M — 25 EM — 1wl 5 oF 5 ()

Dk DE Dex

0 — kere —> M ts eM — 0,
unde i §i, respectiv j, sunt aplicatiile de incluziune, iar toate produsele tensoriale

sunt peste E.
3) Su(kerg)=Im Dx.
4) Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) @k este epimorfism;
b) Su(kerg)=kere;
¢) D. este monomorfism. [
Avand aceste rezultate, idealele drepte proiective, principale se pot caracteriza
astfel:
Propozitia 1.2.8.11: Pentru orice €k, idealul drept €E este proiectiv daca si numai
daca Su(kere) este un sumand direct in M.
Demonstratie: Conform cu [26, p. 377], pentru orice e€E, idealul drept €E este
proiectiv daca si numai daca:
kerHm(e)=nE,
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unde 7 este un idempotent al lui E. Deoarece:

TM=Im®E,
rezulta ca, daca €E este proiectiv, atunci:

Sm(kere)=nM
este un sumand direct in M.

Reciproc, presupunem ca Sm(kere) este un sumand direct in M; adica, exista
un idempotent 7 1n E astfel incat:

Sm(kere)=nM.

Atunci:

ne Hm(kere)=kerHm(¢)
si, pentru orice a.€ Hv(kerg),

Teo=0.

Rezulta ca:

kerHwm(kere)=nE
si idealul drept €E este proiectiv. [

Combinand cele obtinute in (1.2.8.3) si (1.2.8.11) obtinem:

Corolarul 1.2.8.12: Inelul E, privit ca E-modul drept, are P.1.S.D. daca si numai
daca, pentru orice - idempotent in E si orice ec(1-m)Em, Su(kere) este un sumand
directin M. [

Utilizdnd (1.2.8.12) se poate arata ca proprietatea intersectiei sumanzilor
directi pentru inelul E nu implicd aceeasi proprietate si pentru R-modulul M. (vezi
[13, p. 523])

Alte consecinte a lui (1.2.8.11) sunt:

Corolarul 1.2.8.13: Inelul E, al endomorfismelor R-modulului M, este un inel drept
principal proiectiv daca §i numai daca, pentru orvice endomorfism & al lui M, Su(kers)
este un sumand direct in M. []

Corolarul 1.2.8.14: Nucleul oricarui endomorfism &, al lui M, este un sumand direct
in M daca §i numai daca idealul €E este proiectiv i:

kere=Su(kerg). ||

Din (1.2.8.13) s1 (1.2.8.14) rezulta:

Corolarul 1.2.8.15: Nucleul oricarui endomorfism al lui M este un sumand direct
in M daca si numai daca inelul End(M) este principal proiectiv drept §i, pentru
orice endomorfism & al lui M,

kers=Su(kerg). [

Utilizand, 1n special, caracterizarea modulelor plate din [53], R-modulele
E-plate pot fi caracterizate astfel (vezi [13]):
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Teorema 1.2.8.16: R-modulul M este plat peste inelul E, al endomorfismelor sale,
daca i numai daca:
1) pentru orice ¢€E,
kers=Su(kerg)
S1
2) pentru orice ideale drepte (finit generate) I si J ale lui E, are loc egalitatea:
IMAIM=(1J)M. ]
Din (1.2.8.2) 51 (1.2.8.16) rezulta:
Corolarul 1.2.8.17: Daca R-modulul M este E-plat, atunci M are P.1.S.D. daca si
numai daca EE are aceasta proprietate. ||
Combinand cele obtinute in (1.2.8.4) si (1.2.8.17) obtinem:
Corolarul 1.2.8.18: Daca M este E-plat §i E este un inel drept principal proiectiv,
atunci M are P.I.S.D.. ]
In final se impun iardsi doua observatii:
Observatiile 1.2.8.19: 1) Din cele demonstrate in [37] siin [13, p. 525] rezulta
ca proprietatea intersectiei sumanzilor directi nu poate fi caracterizatd numai cu
ajutorul inelului endomorfismelor sale.
2) Din [13, p. 526] rezulta ca modulele cu P.1.S.D. nu sunt, neaparat, E-plate. ||
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CAPITOLUL 2
GRUPURI ABELIENE CU P.1.S.D.

In prezentul capitol vom prezenta, in exclusivitate, rezultate referitoare la
grupurile abeliene cu proprietatea intersectiei sumanzilor directi. Astfel se vor prezenta
aici:

» teoremele de structurd pentru cinci clase de grupuri abeliene cu P.1.S.D. si
aplicatii imediate ale acestora;

» alte caracterizari, decat cele prezentate in capitolul precedent, ale acestor
grupuri;

» un studiu al subgrupurilor si grupurilor factor al grupurilor cu aceasta
proprietate,

iar in ultimul subcapitol,

» vom determina toate grupurile abeliene cu proprietatea ca orice subgrup al
lor are P.1.S.D..

Peste tot 1n acest capitol prin grup vom intelege grup abelian 1n notatie aditiva,
iar cu P vom nota multimea tuturor numerelor prime.

2.1. TEOREMELE DE STRUCTURA
ALE UNOR CLASE DE GRUPURI ABELIENE CU P.L.S.D.
SI APLICATII IMEDIATE ALE ACESTORA

Determinarea structurii anumitor grupuri cu P.I.S.D. ne va fi foarte utila in
dezvoltarile viitoare. Asa cum am precizat in partea de introducere, incepem cu
grupurile libere, nu pentru ca nu se cunoaste structura acestor grupuri sau pentru ca
grupurile libere cu P.I.S.D. ar avea o structura deosebita, ci pentru a incepe studiul
grupurilor cu P.I.S.D. cu justificarea celor doua afirmatii ale lui Fuchs, despre care
am vorbit In prima parte a prezentei carti.

2.1.1. Grupuri libere

Incepem prezentarea rezultatelor din aceasti sectiune prin a arita ci grupurile
libere au P.I.S.D..
Propozitia 2.1.1.1: Fie I un grup liber, G un subgrup al lui F’ si H un sumand direct

in F. Atunci GNH este un sumand direct in G.
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Demonstratie: Presupunem ca:

F=H®K
este un grup liber. Atunci, conform celei de-a doua teoreme de izomorfism:

G/GNH=(G+H)/HcF/H=K.
Din [41, 14.5] rezulta ca subgrupul K este liber si, deci, G/(GNH) este liber. In acest
caz, conform cu [41, 14.4], GNH este un sumand direct in G. [

Considerand in (2.1.1.1) pe G ca fiind sumand direct in F, obtinem:
Corolarul 2.1.1.2: Grupurile libere au P.1.S.D.. []

Utilizand (2.1.1.2) si inductia completa obtinem:
Corolarul 2.1.1.3: Intersectia unui numar finit de sumanzi directi ai unui grup
liber este tot un sumand direct, in acel grup. [

Reamintim notiunea de grup yo-liber.
Definitii: ([41, p. 94]) Fie o un ordinal oarecare. Pentru un cardinal yo numim
grup yo-liber, un grup care are proprietatea ca toate subgrupurile de cardinal mai
mic decdt yo sunt libere. Grupurile yo-libere se numesc grupuri libere numarabile,
iar grupurile yi-libere se numesc grupuri libere de puterea continuului.
Propozitia 2.1.1.4: Grupurile libere numarabile au C.P.1.S.D..
Demonstratie: Fie A un grup liber numarabil, {Bi}ic1 0o familie oarecare de sumanzi
directi ai lui A si:

B=(B,.

iel

Daca {ai}ic1 sunt generatorii lui A, deci, pentru orice i€l, ai=Z, notam cu:

G=([T(a,))/B.

iel

Deoarece un produs infinit (numdrabil) de grupuri ciclice infinite este y1-liber,
conform cu [41, 19.2], rezulta ca G este y1-liber. Cum A/B este un subgrup in
G, de cardinal mai mic, rezulta ca A/B este liber. larasi [41, 14.4] completeaza
demonstratia. [

Acum putem justifica afirmatia de la (1.2.2.8). Deoarece Teorema 19.2 din
[41] nu este valabila si pentru grupuri abeliene de puterea continuului, rezulta ca
dacd A este un astfel de grup, {Bi}ic1 este o familie oarecare de sumanzi directi ai
lui A (I fiind o multfime de puterea continuului) si:

B=(B,,

iel

atunci A/B nu mai este liber si, astfel, B poate sd nu mai fie sumand direct in A.
Deci, grupurile libere de puterea continuului au P.I.S.D., dar nu au C.P.I.S.D..
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Se impune aici o observatie:
Observatia 2.1.1.5: Faptul ca un grup liber are P.1.S.D. se mai poate demonstra,
cel putin, in urmatoarele doua feluri:
1) Aplicand (1.1.7), caci orice grup liber este complet decompozabil si omogen;
2) Aplicand (1.2.5.5), pentru:
R=M=Z,

caz in care End(M)=Z, vezi [41, §15]. ]

Ca o prima aplicatie a celor prezentate mai sus, utilizand grupuri de extensii,
putem acum sa redam o conditie suficientd pentru ca un grup sa aiba P.1.S.D..
Propozitia 2.1.1.6: Daca G este un grup cu proprietatea ca, pentru orvice doud grupuri
A si B §i orice monomorfism:

a:A—>B,
aplicatia indusa:

ax: Ext(G,A) — Ext(G,B)
este monomorfism, atunci G are P.I.S.D..

Demonstratie: Fie:

0>A—"5B—-L5C->0
un sir exact. Din [41, 51.3] rezulta ca sirul:

0 — Hom(G,A) - Hom(G,B) - Hom(G,C) —=—

Ext(G,A) —%— Ext(G,B) —— Ext(G,C) - 0
este exact. Aplicatia o« este monomorfism exact daca, pentru orice:

n:G-C, E«(Mm)=EneExt(G,A)
este o extensie scindabila. Aceasta este echivalent cu faptul ca G este liber, conform
cu [41, 52(A)]. Acum (2.1.1.2) completeaza demonstratia. [ |

In finalul acestei sectiuni mai prezentim doud aplicatii ale celor demonstrate

aici. Pentru aceasta, insa, avem nevoie de urmatoarea definitie:
Definitie: ([42, $99]) Numim grup Whitehead (prescurtat W-grup) un grup G care
satisface relatia:
Ext(G,Z)=0. (5)
O aplicatie a lui (2.1.1.4) este:
Propozitia 2.1.1.7: Orice W-grup, orice subgrup al unui W-grup si orice suma
directa de W-grupuri are C.P.1.S.D..
Demonstratie: Deoarece orice subgrup al unui W-grup si orice suma directa de W-
grupuri este tot un W-grup, conform cu [42, 99,(b),(c)], iar din [42, 99.1] rezultd ca
un W-grup este yo-liber, enuntul rezulta din (2.1.1.4). [
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Daca in relatia (5) consideram in locul lui Z, un grup liber F, de rang infinit
m, atunci obtinem o aplicatie a lui (2.1.1.2).
Propozitia 2.1.1.8: Daca F este un grup liber de rang infinit m si G este un grup
care satisface relatia:

Ext(G,F)=0, (6)
atunci au loc urmatoarele afirmatii:

1) Pentru orice subgrup H, de rang cel mult egal cu m, al lui G, orice extensie
a lui H prin F are P.1.S.D.;

2) Orice subgrup B de indice cel mult egal cu m, al lui G, contine un sumand
direct C, de indice m (in G), astfel incdt orice extensie a lui F prin C are
P.LSD..

Demonstratie: 1) Fie G si H ca si in enunf. Atunci, conform ipotezei, sirul:
0->DK—>F—>G-—>0,
unde F este un grup liber de rang m si K este un subgrup in F, este scindabil. Conform
lui [41, 14.5], rezulta ca G si H sunt libere. Atunci orice extensie L a lui H prin F
este scindabila si L este liber. Acum (2.1.1.2) arata ca L are P.I.S.D..
2) Conform celor demonstrate la punctul 1), daca A si B sunt subgrupuri in G astfel
incat:
G=A+B
si B este de indice cel mult egal cu m, atunci B este liber. Considerand suma directa
externd A®@B si C - un subgrup in B (de indice m, in G), obtinem urmatorul sir exact
scindabil:
0>C—>A®B —>G—0.
Deci C este un sumand direct in B. In continuare rationam ca si la punctul 1). [J

2.1.2. Grupuri de torsiune

Vom obtine structura grupurilor de torsiune cu P.I.S.D., pornind de la cele
demonstrate in Subcapitolul 1.1. Desigur ca determinarea structurii acestor grupuri
se va face abstractie ficand de un izomorfism. Incepem cu un rezultat simplu:
Observatia 2.1.2.1: Deoarece intr-un grup elementar orice subgrup al sau este
un sumand direct (vezi [41, §17, p. 89]), rezulta ca aceasta clasa de grupuri are
C.P.IS.D..[]

Din (1.1.5) rezulta:

Corolarul 2.1.2.2: p-grupul G are P.1.S.D. daca si numai daca:

1) exista un neN* astfel incat:

G=Z{"), (7)
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sau:
2) exista un cardinal my astfel incat:

G=(®,, Z(p)) &Cp, (8)

unde:
o Gp=0 sau Cp=Z(p*).
Deoarece orice grup de torsiune este o suma directd de p-subgrupuri ale sale
([41, 8.4]), obtinem imediat structura grupurilor de torsiune cu P.I.S.D..
Propozitia 2.1.2.3: Un grup de torsiune G are P.1.S.D. daca si numai daca este de
forma:

G=(D GHA D BIAD &), )

pehy peh PeR

unde:

O Posi P1 sunt submultimi disjuncte de numere prime;

O pentru orice p €Po, Gy este un p-grup idecompozabil, neelementar;

O pentru orice p €P1,

pBy=0, Cp=0 sau Co=Z(p~).
Demonstratie: Fie,
G=@ Gp

peP

descompunerea directd a lui G n p-subgrupurile sale, conform cu [41, 8.4]. Din (1.1.3)
rezultd ca G are P.I.S.D. daca si numai dacd, pentru fiecare peP, Gp are aceasta
proprietate. Acum (2.1.2.2) completeaza aceasta demonstratie. [ |

Corolarul 2.1.2.4: Un grup de torsiune G are P.1.S.D. daca si numai daca este de
forma:

G=(@Z(p")AD(®, Zp)A D Cv, (10)

pehy peh pePy
unde:
0 Po, Pi§i P2 sunt submultimi de numere prime astfel incat:
Pin(P2UP3)=2,
O pentru orice p P, np este un numar natural nenul,
O pentru orice p eP1, mp este un cardinal nenul oarecare,
O pentru orice p P2,
Co=Z(p%).
Se observa ca din (2.1.2.4), pentru daca Po s1 P2 sunt multimi vide, atunci se
obtine rezultatul de la (2.1.2.1).
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2.1.3. Grupuri divizibile

Principalul rezultat al acestei sectiuni va fi teorema de structura a grupurilor
divizibile cu P.I.S.D.. Pentru inceput avem urmatoarea lema:
Lema 2.1.3.1: Orice grup divizibil si fara-torsiune are C.P.1.S.D..
Demonstratie: Fie G un grup abelian fara-torsiune si divizibil. Atunci G este un
spatiu vectorial peste Q (G este o suma directd de exemplare de Q). Cum orice
spatiu vectorial, peste un corp, are C.P.I.S.D. (conform cu [70, 6.4.35¢)]) lema este
demonstrata. [ |
Se cuvine sa facem aici doua observatii:
Observatiile 2.1.3.2: 1) Deoarece inelul Z este noetherian, (2.1.3.1) poate fi privit
(si) ca un corolar al lui (1.2.2.2).
2) Deoarece:
Endz0=0,
Lema 2.1.3.1 poate fi privita (si) ca o consecinta imediatd a Teoremei 1.2.5.5.
O aplicatie imediata a lui (2.1.3.1) este:
Teorema 2.1.3.3: Fie G un grup fird-torsiune. In oricare din urmdtoarele situatii,
Gare C.P.1S.D.:
1) G nu are subgrupuri maximale;
2) Orice imagine epimorfica a lui G este infinita,
3) Pentru orice sistem maximal independent in G,
L={aijic
Si, pentru orice n eN” si orice i €l, n/ai.
Demonstratie: Vom ardta ca, in toate cele trei cazuri, grupul G este divizibil. Vom
putea aplica, astfel, (2.1.3.1).
1) Daca G nu are subgrupuri maximale, atunci:
G=F(G),
unde F(G) este subgrupul sau Frattini (care este intersectia tuturor subgrupurilor
maximale ale lui G - vezi Sectiunea 2.3.4). Cum,
F(G)=(pG,
peP
vezi (2.3.4.1), rezulta ca, pentru orice p - numar prim, G < pG, adica G este p-divizibil.
Conform cu [41, 20.(A)], grupul G este divizibil.
2) Presupunem ca G nu este divizibil. Conform punctului 1), G are un subgrup
maximal M. In acest caz |G : M| este un numar prim p, vezi (tot) (2.3.4.1). Deci
G/M este o imagine epimorfica finitd a lui G, contradictie cu ipoteza. Asadar, G
este divizibil.
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3) Fie:

L={ai}ie1
un sistem maximal independent in G, cu proprietatea ca, pentru orice i€l si, pentru
orice neN", n | ai. Atunci, pentru orice neN" si, pentru orice ae<L>, avem: n | a.
Rezulta ca <L> este divizibil. Din [41, 21.2] obtinem ca existd un subgrup B a lui
G astfel incat:

G=<L>®B.
Daca B#0, atunci consideram:

L'={bj}jes
un sistem maximal independent in B. Atunci LUL' este un sistem maximal independent
in G, ceea ce contrazice maximalitatea lui L. Rezulta ca:

B=0
si, astfel, G este divizibil. []

Folosind grupuri de extensii obtinem alte aplicatii ale lui (2.1.3.1).
Teorema 2.1.3.4: 1) Daca Ext(G,A) este un grup divizibil, pentru orice grup abelian
A, atunci Ext(G,A) si G au ambele C.P.1.S.D..
2) Daca T este un grup redus, marginit, cu P.1.S.D., atunci Ext(Q/Z,T) are C.P.1.S.D..
Demonstratie: 1) Consideram sirul exact (E):

0—>Gml->G —/— mG—0,
unde ,,m” noteaza inmultirea cu meN*, in G; numarul m fiind ales arbitrar. Din
[41, 51.3] rezulta ca, oricare ar fi grupul A, sirul:

Ext(mG,A) —> > Ext(G,A) = Ext(G[m],A) > 0
este exact. Conform ipotezei,

mExt(G,A)=Ext(G,A).
Rezulta ca, pentru orice grup A:

Ext(G[m],A)=0.
Conform cu [41, §52.(A)], obtinem cd G[m] este liber; deci G[m] este fara-torsiune.
Asadar:

G[m]=0
si din exactitatea sirului (E) obtinem ca, pentru orice meN*:

G=mG.
Deci, G este divizibil si fara-torsiune. Din [41, §52.(D)] rezulta ca si Ext(G,A) este
tot un grup divizibil si fara-torsiune. Acum (2.1.3.1) completeaza demonstratia.
2) Fie T un grup ca si in enunt. Mai intai demonstram ca Ext(Q/Z,T) este o suma
directa de doua grupuri total invariante, fiecare avand C.P.I.S.D.. Consideram sirul
exact (E):
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0>Z—->Q—>Q/Z—0.
Tot din [41, 51.3] obtinem urmatorul sir exact (E*):

0 - Hom(Q/Z,T) - Hom(Q,T) - Hom(Z,T) — Ext(Q/Z,T) —>

Ext(Q,T) —» Ext(Z,T) - 0.
Dar,

Hom(Q/Z,T)=Hom(Q,T)=0,
conform cu [41, §43.(A).(ii1)], iar din [41, §43, p. 181] rezulta ca:

Hom(Z,T)=T.
Pe de alta parte,

Ext(Z,T)=0,
vezi [41, §52.(A)]. Rezulta ca sirul (E*) devine (E**):

0—> T — Ext(Q/Z,T) — Ext(Q,T) = 0.
Deoarece T este compact algebric, conform cu [41, 40.1 s1 40.3], si T este izomorf
cu partea de torsiune a lui Ext(Q/Z,T), conform cu [41, 55.1], rezulta ca sirul (E**)
este scindabil, caci In acest caz T devine un subgrup pur in Ext(Q/Z,T). Asadar:

Ext(Q/Z,T)=T®Ext(Q,T).
Conform ipotezei, T este o suma directd finitd de p-grupuri reduse cu P.I.S.D..
Atunci fiecare p-componentd a lui T este idecompozabil sau elementar; deci,
fiecare p-componenta a lui T are C.P.I.S.D. si, conform cu (1.1.3), T are C.P.I.S.D..
Din [41, 52.(J)] rezultd ca Ext(Q,T) este un grup divizibil si fara-torsiune; deci,
conform cu (2.1.3.1), Ext(Q,T) are C.P.1.S.D.. Deoarece T si Ext(Q,T) sunt total
invariante in Ext(Q/Z,T), Lema (1.1.2) completeaza demonstratia. [

Prezentam acum teorema de structurd a grupurilor divizibile cu P.I.S.D..
Teorema 2.1.3.5: Un grup divizibil G are P.1.S.D. daca §i numai daca:

G=@ Z(p), (11)
sau:

G=@o0, (12)
unde:

O Pi este o submultime a multimii P a tuturor numerelor prime,

0 ro(=ro(G)) este rangul fara-torsiune al lui G.
Demonstratie: Fie G un grup divizibil cu P.I.S.D.. Atunci T(G) si G/T(G) au aceeasi
proprietate, conform cu (1.1.1). Conform lui (1.2.2.2), G nu poate fi mixt. Din (2.1.2.3)
rezultd ca un grup divizibil si de torsiune G, are P.I1.S.D. dacé si numai daca exista
o submultime P1 a multimii P a tuturor numerelor prime astfel incét:
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G=@ Z(").

pePy

Asa cum am precizat in demonstratia lui (2.1.3.1), un grup divizibil, fara-torsiune,
este o suma directd de exemplare de Q, numarul acestor exemplare fiind egal cu
rangul fari-torsiune al grupului, vezi [41, 23.1]. In consecinti, grupul G este de
forma (11) sau de forma (12).

Reciproc, deoarece grupurile de forma (11), sau de forma (12) au P.I.S.D.,
conform cu (2.1.2.3) si, respectiv (2.1.3.1), demonstratia este gata. [

Deoarece inelul Z este noetherian (vezi [69, 4.10.19]), din (2.1.3.5) si (1.2.2.2)
rezulta:
Corolarul 2.1.3.6: Un grup G de forma (11) sau de forma (12) are C.P.1.S.D.. []

Daca Pi coincide cu intrega multime P a tuturor numerelor prime, atunci
din [23, p. 30] 51 (2.1.3.6) obtinem:
Corolarul 2.1.3.7: Grupul factor Q/Z are C.P.I.S.D.. ]

2.1.4. Grupuri fara-torsiune

Anumite tipuri de grupuri fara-torsiune cu P.I.S.D. au fost caracterizate in
capitolul precedent si in sectiunea (2.1.3). In aceastd sectiune vom completa rezultatele
referitoare la aceasta clasa de grupuri.

Pentru inceput avem:

Propozitia 2.1.4.1: Orice grup fara-torsiune se scufunda izomorf intr-un grup cu
C.P.LS.D..

Demonstratie: Fie G un grup fara-torsiune. Conform cu [41, 24.1], exista un grup
divizibil D, care il contine pe G. Atunci, din [41, 24.4] rezultd ca D contine un subgrup
minimal divizibil E, care il contine pe G. In acest caz G este esential in E, conform
cu [23, 3.2.6]. Fie T partea de torsiune a lui E. Daca T=0, atunci TnG=0 si TG
este si de torsiune, ca subgrup al lui T, si fara-torsiune, ca subgrup al lui G, ceea ce
este imposibil. Asadar E este fara-torsiune si divizibil. Acum (2.1.3.1) completeaza
demonstratia. [

Particularizand (1.2.5.4) pentru grupuri abeliene, obtinem urmatorul rezultat:
Corolarul 2.1.4.2: Fie:

G=D@®B
un grup fara-torsiune, cu D - divizibil §i B - redus. Atunci G are P.1.S.D. (C.P.1.S.D.)
daca i numai daca:

1) BareP.I1S.D. (C.PISD.),

iar,
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2) daca D#0, atunci B este un subgrup complet decompozabil, omogen si de
rang finit. ]

Din (2.1.4.2) rezulta ca si in cazul grupurilor abeliene, problema determinarii
grupurilor fara-torsiune cu P.I.S.D. se rezuma la determinarea grupurilor fara-torsiune,
reduse, cu aceasta proprietate.

Din (1.1.11) si (1.1.12) obtinem imediat structura unui grup fara-torsiune,
complet decompozabil, cu P.I.S.D..

Corolarul 2.1.4.3: Fie G un grup fara-torsiune, complet decompozabil.

1) Daca G este neredus, atunci el are P.1.S.D. daca si numai daca este de forma:

G=(&nQ) D(:C), (13)

unde:

0 m este un cardinal oarecare, iar n este un numar natural,

0 C este un grup redus, de rang unu.

2) Daca G este redus, atunci el are P.1.S.D. daca si numai daca G este sau

idecompozabil, sau are una din urmatoarele forme:

G=@(®,, Gy, (14)

iel
unde:
O pentru orice i €l, mi este un cardinal oarecare, iar Gi este un grup (redus)
de rang unu;

0 pentruoriceil, i2€l, t(G, ) si #(G, ) sunt tipuri incomparabile;

sau:

G=(&B) &(@ Gy, (15)

iel
unde:
O n este un numar natural si B este un grup (redus) de rang unu si de tip v;
O pentru orice i €l, Gi este un grup (redus) de rang unu si de tip t, cu v<ii;
0 pentruoriceil, i2€l, 1(G, ) si #(G, ) sunt tipuri incomparabile. ]

Tot din (2.1.4.2) rezulta ca orice grup fara-torsiune, neredus, cu P.I.S.D.,
este complet decompozabil. Cu toate ca nu putem prezenta o structurd a grupurilor
fara-torsiune cu aceasta proprietate, totusi vom generaliza cateva rezultate din capitolul
precedent, referitoare la aceste grupuri.

Teorema 2.1.4.4: Daca A, B si C sunt grupuri reduse, idecompozabile, fara-torsiune,
astfel incat grupul:

G=A@PB&HC
are P.1.5.D., Hom(A4,C)=#0 si Hom(B,C)#0, atunci:
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Hom(A,B)#0 i Hom(B,A)#0).
Demonstratie: Fie A, B, C s1 G grupuri ca si in enunt. Conform ipotezei si lui (1.2.4.1)
existd monomorfismele:

f:A->C si g:B—>C.
Deoarece C este redus, exista un numar natural n#0 astfel incat g(B)znf(A). Fie:
h: A®B - C

definita prin: pentru orice (a,b)e A®B,
h((a,b))=n-f(g)+g(h).
Daca G are P.I1.S.D., atunci, conform cu (1.2.1.3),
A®B=kerh®X,
unde X este un grup de rang unu. Daca:
ns : A®B —> B si x : A®B - X
sunt proiectiile canonice ale lui A@B pe sumanzii B, respectiv X, atunci Agkerh,
caci A este fara-torsiune, si, deci, tx(A)=0. Presupunem ca:
7B(X)=0.
Atunci XCA si:
f(B)=h(B)ch(X)ch(A)-nf(A),
ceea ce este in contradictie cu alegerea lui n. Rezulta ca:
7e(X)=0.
Daca exista 0Y<X astfel incat:
ne(Y)=0,
atunci YSANX - care este un sumand direct nenul al lui X; aceasta este o con-

tradictie cu faptul ca X este idecompozabil. Deci, m, este monomorfism si, astfel,

Bly

(mBomx)(A)=0. Deci, aplicatia compusa:
A—F—>X—"=5B

este un monomorfism. Asadar, Hom(A,B)=0. Analog se arata ca si Hom(B,A)=0. [
Din (2.1.4.4) s1 (1.2.2.3) rezulta:

Corolarul 2.1.4.5: Daca A, B, C §i G sunt ca i in (2.1.4.4) si, in plus C este de rang

finit, atunci A, B §i G sunt (tot) de rang finit si A este cvasi-izomorf cu B. [
Se observa ca (1.2.7.3) si (1.2.7.4) sunt consecinte imediate ale lui (2.1.4.5).
Incheiem aceasta sectiune cu inci o caracterizare a grupurilor fari-torsiune,

nereduse, cu P.I1.S.D..
Corolarul 2.1.4.6: Daca G este un grup fara-torsiune, neredus, atunci urmatoarele

afirmatii sunt echivalente:
1) Gare CPILS.D.;
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2) GareP.1.S.D.;

3) In G orice subgrup pur este un sumand direct.
Demonstratie: Din (1.2.3.11) rezulta ca 1) este echivalent cu 2).
2) implica 3) Presupunem ca are loc afirmatia de la punctul 2). Atunci, conform cu
(2.1.4.2), partea redusa a lui G este un grup (redus) complet decompozabil,
omogen, de rang finit. Din [43, Teorema 2.a)] rezultd ca are loc afirmatia de la
punctul 3).
3) implica 2) Daca are loc afirmatia de la punctul 3), atunci intersectia oricdror doi
sumanzi directi ai lui G este o intersectie de subgrupuri pure si, conform ipotezei,
este un sumand direct. Deci, in acest caz, G are P.1.S.D.. [

2.1.5. Grupuri mixte

Se stie ca orice inel comutativ cu ideale principale este un domeniu
noetherian (vezi [69, 4.10.19]); deci aplicand (1.2.2.5) la grupuri abeliene obtinem:
Corolarul 2.1.5.1: Fie:

G=D@B
un grup cu P.1.S.D., cu D - subgrupul sau maximal divizibil si B - partea sa redusa.
Atunci au loc urmatoarele afirmatii:

1) Daca D este de torsiune, atunci si B este de torsiune;
2) Daca D este fara-torsiune, atunci:
B=T@&C,

unde T este partea de torsiune a lui G, iar C este un grup fara-torsiune,

omogen, complet decompozabil, de rang finit. ]

Rezultatul de mai sus ne permite sd prezentdm structura grupurilor abeliene,
mixte, nereduse, cu P.I.S.D..

Propozitia 2.1.5.2: Fie G un grup mixt, neredus. Atunci G are P.1.S.D. daca si
numai daca (el) este de forma:

G=(®,,0) @(((—I% Z(p””)@((-BP (®,, Z(p)&(GnH), (16)

PEelfy peh
unde:

O mo este un cardinal oarecare, iar Q este grupul (aditiv) al numerelor
rationale;

0 Po este o submultime a multimii P a tuturor numerelor prime i, pentru
orice p €Po, np este un numar natural, cu np=>2,

O Pj este tot o submultime a multimii P, cu:

PorPi=2
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i, pentru orice p €P1, mp este un cardinal oarecare;
O n este un numar natural, iar H este un grup fara-torsiune, redus, de rang
unu;
O pentru orice p €Po si pentru orice q P,
Hom(H,Z(p" ))=Hom(H,Z(q))=0.

Demonstratie: Fie G un grup mixt, neredus, cu P.I.S.D.. Din (2.1.5.1) rezulta ca:

G=D@T®C, ()
unde D este subgrupul maximal divizibil al lui G si D este fara-torsiune, T este
partea de torsiune a lui G, care este un grup redus, iar C este un grup fara-torsiune,
redus, complet decompozabil, de rang finit. Conform lui (1.1.1), subgrupurile D, T
si C au fiecare P.I.S.D.. Deci au loc urmatoarele afirmatii:
a) exista un cardinal mo astfel incat:

D=®, Q;
b) fiecare p-componenta a lui T este sau un p-grup idecompozabil, sau un p-grup
elementar; deci, exista Po si P1 doud submultimi disjuncte, ale multimii P a tuturor
numerelor prime astfel incat: pentru orice pePo existd un numar natural np>2 si,
pentru orice peP1, existd un cardinal my astfel incat:

T=(P Z(p" )® (D (®,, Z(p));

pePy peP,

¢) existd un numar natural n si un grup H fara-torsiune, redus, de rang unu, astfel incat:

C=@:H.
Avand 1n vedere toate acestea, din relatia (*) obfinem ca G are forma (16). Ultima
afirmatie din enunt rezulta din (1.2.4.1).

Reciproc, presupunem ca G este de forma (16). Notand cu:

D-®, Q. T=(@ Z(p" (D (®,, Z(p)

peP, pePy

s1, respectiv:

C=&nH,
obtinem relatia (*) din prima parte a demonstratiei. Pe de alta parte, D are P.I.S.D.,
conform cu (2.1.3.1), T are P..S.D., conform cu (2.1.2.4), iar C are P.1.S.D., conform
cu (1.1.7). Rezulta, conform lui (2.1.4.2), ca D@C are P.I.S.D.. Conform ultimei
afirmatii din enunt, rezulta ca:

Hom(H,A)=0,
pentru orice sumand direct idecompozabil A al lui T. Rezulta ca pentru acelasi sumand
direct A, obtinem ca:
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Hom(C,A)=Hom(D®C,A)=0.

Asadar, T si D®C sunt subgrupuri total invariante in G, fiecare avand P.I.S.D..
(Deoarece fiecare p-componentd a lui T este un subgrup total invariant in G, rezulta
ca si T este total invariant in G, conform cu [41, p. 14].) Acum (1.1.2) completeaza
demonstratia. [
Corolarul 2.1.5.3: Daca G este un grup mixt, neredus, atunci urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:

1) Gare C.P.IS.D.;

2) GareP.LS.D.

3) G este de forma (16) din (2.1.5.2).
Demonstratie: Conform observatiei (1.1) si lui (2.1.5.2) este suficient s demonstram
ca ,,2) implica 1)”. Presupunem ca G are P.1.S.D.. Vom folosi notatiile din (2.1.5.2).
Din (2.1.3.6) rezulta ca D are C.P.1.S.D.. Deoarece fiecare p-componenta a lui T este
sau un p-grup idecompozabil, caz in care are, in mod trivial, C.P.I.S.D., sau este un
p-grup elementar, caz in care aceastd p-componentd are C.P.I1.S.D., conform cu
(2.1.2.1), din (1.1.2) rezultd ca T are C.P.1.S.D.. Datorita faptului ca C are rang finit,
rezultd ca si D@OC are C.P.1.S.D., conform lui (2.1.4.4). Iardsi (1.1.2) completeaza
demonstratia. [
Observatia 2.1.5.4: Relatia (16) cuprinde toate subcazurile urmdtoare:

1) Pi=2,

2) Po=P,

3) Pi=Z

4) P:=P,

5) PoUP;=P,

6) n=0,
precum si orice combinatie posibila a acestora. Remarcam faptul ca daca:

m=0,

adica G este redus, atunci, conform cu (1.1.7), grupul obtinut are P.1.S.D., oricare
ar fi cardinalul n, nu neaparat finit. In acest caz, sumandul redus, fara-torsiune, al
lui G, este un grup de forma (14) sau de forma (15). [
Corolarul 2.1.5.5: Orice sumand direct al unui grup de forma (16) este tot un grup
de forma (16).
Demonstratie: Deoarece orice sumand direct al unui grup mixt scindabil este tot
un grup mixt scindabil, conform cu [42, §100, p. 188], enuntul rezulta din (1.1.1) si
(2.1.5.2). 0
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Din (2.1.5.1) rezulta ca orice grup mixt, neredus, cu P.I.S.D. este scindabil.
Pe de alta parte, asa cum am precizat si in Observatia 2.1.5.4, exista grupuri mixte,
reduse, scindabile, cu P.1.S.D.. In mod natural apare intrebarea:

» Exista grupuri mixte, reduse, nescindabile, cu P.1.S.D.?

Raspunsul la aceastd intrebare este afirmativ. Prezentam, aici, un exemplu
de astfel de grup, justificand (totodatd!) si afirmatia de la (1.2.3.5):
Exemplu: Fie,

G gzp :
unde P este mulfimea tuturor numerelor prime. Atunci, deoarece fiecare summand
direct al lui G este total invariant si are C.P.1.S.D., conform lui (1.1.2), si G are aceasta
proprietate. Partea de torsiune a lui G este:

T(G)= @ 7y,

peP
care nu este sumand direct in G (vezi [42, p. 186]); deci, G este un grup mixt, redus,
nescindabil, cu C.P.1.S.D..

In incheierea acestei sectiuni prezentim o conditie suficientd pentru ,,scin-
dabilitatea” unui grup mixt cu P.I.S.D..
Teorema 2.1.5.6: Fie A un grup mixt redus cu proprietatea ca A/T(A) nu este divizibil
§i B un grup redus, fara-torsiune. Daca grupul:

G=A@B
are proprietatea ca G&G are P.1.S.D., atunci A are P.1.S.D. si este scindabil.
Demonstratie: Daca G este un grup ca si in enunt, atunci, conform cu (1.1.1), G, A
si B au (fiecare) P.I.S.D.. Fie T partea de torsiune a lui A. Din ipoteza si (1.2.3.8)
rezultd ca TOT are P.I.S.D.; deci, conform lui (2.1.2.2), rezulta ca fiecare p-com-
ponentd a lui T este un p-grup elementar. Daca T are un numar finit de p-componente,
atunci T este marginit si este sumand direct in A, conform lui [41, 27.5], si, in acest
caz, demonstratia este gata. Presupunem, acum, ca existd o mulfime infinitd de numere
prime Po astfel Incat, pentru orice pePo, p-componenta Tp a lui T este nenula. Alegem
un astfel de pePo s1 un qeP\Po pentru care qBCB (asa ceva exista, deoarece B este

p-divizibil, pentru orice pePo - vezi (1.1.6)b)). Atunci:

A=T®C,
iar:

G=Tp®H,
unde:

H=B@®C.
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Notam cu T, subgrupul lui T care este izomorf cu T/Tp. De asemenea, consideram
grupul:
S=qB@®T, .

Atunci, pentru orice beB, obtinem ca ordinul clasei b+S, in grupul factor H/S, este q.
Rezultd ca g-componenta lui H/S este nenuld. Presupunem ca existd un ceH astfel
incat:
o(c+S)=q.
Atunci:
q-c=q-btt,
unde beB si teT. Deoarece existda un meN, m>2, astfel Incat:
m-t=0,
rezultd ca <b>N<c>#0J, ceea ce este in contradictie cu faptul ca:
BNC=0.
Asadar g-componenta lui H/S, notata cu (H/S)q este izomorfa cu un g-grup elementar
K, iar g-componenta lui (C+S)/S este nula. Deci,
H/S=K®L,
unde:
L=(C+S)/S.
In (C+S)/S toate clasele nenule sunt de forma c+S, unde ceC este un element fara -
torsiune. Pe de alta parte, conform ipotezei si lui (1.1.6)b), (C+S)/S este p-divizibil,
pentru orice pePo, dar nu este divizibil. Rezulta ca exista monomorfisme de la (C+S)/S
la C. Daca fq este inmulfirea cu q in K&L, atunci, pentru orice monomorfism:
g:qL > C,
obtinem urmatoarea aplicatie compusa, notata cu f:
H—H/T, > H/S > K®L —>—> gL —£> C.

Atunci f este un endomorfism al lui H, al carui nucleu este B® T; . Deoarece HOH
are P.L.S.D., conform lui (1.2.1.3), B®T; este un sumand direct in H. Atunci:
T=T,® T;

este un sumand direct in A si A este scindabil. [

Observatia 2.1.5.7: In (2.1.5.6) conditia ca A/T(A) sd nu fie divizibil este esentiald.
Demonstratie: Intr-adevar daca A/T(A) este divizibil, atunci (C+S)/S poate fi divizibil,
caz in care de la (C+S)/S la C nu exista nici un monomorfism, iar teorema nu are loc
- vezi [8, Propozitia 3.1].
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2.2. ALTE CARACTERIZARI
ALE GRUPURILOR ABELIENE CU P.L.S.D.

In acest subcapitol vom prezenta alte caracterizari, decat cele redate pana
acum, ale grupurilor abeliene cu P.I.S.D.. Vom prezenta aici:
» conditii necesare,
respectiv:
» conditii echivalente cu aceastd proprietate,
» un studiu al inelului endomorfismelor si al grupului automorfismelor unui
grup cu P.1.S.D.,
precum si,
» alte rezultate referitoare la aceste grupuri.
Notatiile utilizate n acest subcapitol sunt cele clasice:
» r(G), pentru rangul grupului G,
» ro(G), pentru rangul fara-torsiune al grupului G,
» 1p(G), pentru p-rangul grupului G, unde p este un numar prim.

2.2.1. Cazul general

Incepem aceasta sectiune cu o conditie necesard pentru grupurile cu P.LS.D..
Pentru aceasta, insa, avem nevoie de urmatoarele notiuni:
Definitie: ([41, §9]) Fie A un subgrup al grupului G. Un subgrup B, al lui G, se
numeste A-inalt in G daca este un subgrup maximal cu proprietatea ca:

BA=0.
Definitie: ([41, §9]) Un subgrup A al grupului G se numeste sumand direct absolut
(al lui G) daca, pentru orice subgrup B, al lui G, care este A-inalt in G,

G=A@B.

Sumanzii directi absoluti ai unui grup G au fost studiati de Fuchs in [38];
aici el a demonstrat urmatoarea teorema:
Teorema 2.2.1.1: Un subgrup A al unui grup G este un sumand direct absolut, in
G, daca si numai daca A este divizibil sau G/A este un grup de torsiune, a carui
p-componentd este anulata de p*, oricand A\pA contine un element de ordin p*. [

Acum putem demonstra conditia amintitd mai sus.
Teorema 2.2.1.2: Daca grupul G are P.1.S.D., atunci intersectia oricaror doi sumanzi
directi absoluti, ai lui G, este tot un sumand direct absolut (in G).
Demonstratie: Fie T si S doi sumanzi directi absoluti, ai lui G. Vom arata ca daca T
si S satisfac la conditiile de la (2.2.1.1), atunci si TNS satisface la aceleasi conditii.
Deci presupunem ca:
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G=T®T=S&S.
Conform ipotezei, TS este un sumand direct in S si in T; fie:
S=(TNS)®S" si T=(TNS)®T". (%)

Conform cu (2.2.1.1), distingem doua cazuri.

Cazul 1: Daca unul din sumanzii T sau S este divizibil, atunci, conform relatiilor

(*) si lui [41, §20.(E)], TS este divizibil. Deci, in acest caz, TS este un sumand

direct absolut al lui G.

Cazul 2: Daca T si S nu sunt grupuri divizibile, atunci, conform lui (2.2.1.1), G/T si

G/S sunt grupuri de torsiune. Deci, pentru orice geG, existd un m si un ne N* astfel

incat mgeT si ngeS. Atunci [m,n]geTNS; aici [m,n] noteaza cel mai mic multiplu

comun al numerelor m si n. Rezulta ca G/(TNS) este (tot) un grup de torsiune. Fie:
G/(TS)=@ (G/(TNS))p

peP
descompunerea directa a lui G/TNS 1n p-componentele sale, conform cu [41, 8.4].
Presupunem ca existd un xe(TNS)\p(TNS) astfel incat:
p*x=0.
Atunci xeT\pT s1 xeS\pS si:
p*x=0.
Conform ipotezei, obtinem ca:

p(G/T)p=T i p“(G/S)=S. (%)
Daca g+TnSe(G/(TNS))p. atunci existd un neN* astfel incat p"ge TS. Atunci
p"geT si p'geS; deci g+Te(G/T)p si g+Se(G/S)p. Conform relatiilor (*%), p*geT
si p*geS; deci p*ge TS, adici:

pX(g+TNS)=TNS.

Rezulta ca:

PX(G/(TNS))p=TS.

Am demonstrat, astfel, ci, dacid existd in (TAS)\p(TNS) un element de ordin p~,
atunci p-componenta lui G/(TNS) este anulati de p*. Asadar, conform lui (2.2.1.1),
si Tn acest caz TS este un sumand direct absolut al lui G si teorema este complet
demonstrata. [

Fie G un grup abelian. Notdm cu Sg, respectiv cu S, multimea sumanzilor
directi, respectiv a sumanzilor directi absoluti ai lui G. Atunci, din (2.2.1.2), folosind
proprietatile intersectiei, obtinem:

Corolarul 2.2.1.3: Daca grupul G are P.1.S.D., atunci (S(,,) este un subsemigrup

cu unitate al semigrupului comutativ (Sc,). [l
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Acum vom prezenta alte doud conditii necesare si suficiente pentru ca un
subgrup B, al unui grup G, sa fie sumand direct in G, daca G are o anumita proprietate.
Definitie: ([41, §31]) Fie G un grup abelian si B un subgrup al lui G. Atunci B se numegte
subgrup ,,neat” daca, pentru orice numar prim p, B/pB este sumand direct in G/pB.
Teorema 2.2.1.4: Fie G un grup de rang finit, cu proprietatea ca subgrupurile
,neat”, ale lui G, coincid cu sumanzii sdi directi. Atunci urmatoarele afirmatii sunt
echivalente, pentru un subgrup B al lui G:

1) B este sumand direct in G,
2) Pentru orice numar prim p,
10(G)=rp(B)+rp(G/B);
3) Exista un subgrup C, al lui G, care este B-inalt in G astfel incdt, pentru orice
numar prim p, p(G)cp(B)+C.
Demonstratie: 1) implica 2) Presupunem ca are loc afirmatia 1). Dacd B este sumand
direct in G, atunci, conform cu [23, 2.2.5]:

G=B®G/B si r(G)=r(B)+r(G/B).

Atunci:

ro(G)+ Yt (G)=ro(B)+ Y_r, (B)+ro(G/B)+ > . (G/B).

peP peP peP

Dar, conform cu [23, §2.2.(c)]:
1o(G)=ro(B)+ro(G/B). (*)
Rezulta ca:

D1 (G)=) 1, (B)y+ D 1, (G/B).

peP peP peP
Pentru orice numar prim p,
1p(G)=1(Gp)=r(S(Gp))=dimzp)G[p],
(vezi [23, p. 53]), iar daca:
G=B@C,
atunci:
G[p]=B[p]®CIp],
vezi (2.3.2.1). Rezulta ca:
dimz(p)G[p]=dimz)B[p]+dimzp)(G/B)[p],
adica:
1p(G)=rp(B)+1p(G/B).
Deci are loc afirmatia 2).
2) implica 1) Daca are loc egalitatea de la punctul 2), atunci insumand dupa toate
valorile lui p si considerand relatia (*), care are loc pentru orice subgrup B, al lui
G, obtinem ca:
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r(G)=r(B)+r(G/B).
Rezultd ca B este un subgroup ,,neat” si, conform ipotezei si lui [41, §31], B este
un sumand direct in G. Asadar, are loc afirmatia de la punctul 1).
1) implica 3) Dacd B este sumand direct in G, atunci existd C - un subgrup B-inalt
in G astfel incat:
G=B@C,
s1, pentru orice numar prim p,
pG=pB+pCcpB+C.
3) implica 1) Daca are loc 3), atunci, conform cu [23, Consecinta lui 2.3.1], B este
sumand direct in G; deci are loc 1). Acum demonstratia este completa. []
Aplicand (2.2.1.4) la grupuri abeliene cu P.I.S.D., obtinem:
Corolarul 2.2.1.5: Pentru orice grup abelian G, care satisface la conditiile de la
(2.2.1.4), urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) GareP.1LS.D.
2) Pentru orice doi sumanzi directi T §i S, ai lui G, §i, pentru orice numar prim p,
1p(G)=rp(TNS)+rp(G/(TNS));
3) Pentru orice doi sumanzi directi T si S, ai lui G, exista un subgrup V, al lui
G, care este TNS-inalt in G astfel incat, pentru orice numar prim p, are loc
incluziunea:
pGep(TNS)+V. [
In continuarea acestei sectiuni vom prezenta doud caracteriziri ale grupurilor
abeliene cu P.I.S.D., folosind grupuri de extensii.
Teorema 2.2.1.6: Pentru un grup abelian G, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) GareP.IS.D.;
2) Pentru orice descompunere directa a lui G, de forma:
G=B&C
si orice morfism:
p:B—>C,
aplicatia indusa:
[ Ext(B,A) — Ext(ImpB.A)
este monomorfism, pentru orice grup abelian A.
Demonstratie: 1) implica 2) Fie:
G=B®C
un grup cu P.L.S.D. si:
B:B—>C
un morfism de grupuri. Atunci, conform cu (1.2.1.3), sirul (E):
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0—>kerp—>B—>Imp—>0
este exact scindabil. (Desigur ca (E) este un element din Ext(Imp,kerf).) Atunci,
pentru orice grup abelian A, din [41, 51.3] obtinem urmatorul sir exact:

0 — Hom(Imp,A) — Hom(B,A) — Hom(kerp,A) —=—>

Ext(ImB,A) —— Ext(B,A) — Ext(kerf,A) — 0.
Deoarece extensia (E) este scindabild, conform cu [41, 51.1], pentru orice:
n : kerf — A, E*(m)=nEeExt(ImpB,A)
este o extensie scindabild. Rezulta ca:
ImE*=0=kerf*
si, astfel, B* este monomorfism; deci are loc afirmatia 2).
2) implica 1) Presupunem ca are loc afirmatia 2) si consideram cele doua siruri exacte
prezentate mai sus. Daca 3* este monomorfism, atunci:
kerf*=0=ImE",
adica, pentru orice:
n: ke — A, E*(n)=mEeExt(Imp,A)
este o extensie scindabila, oricare ar fi grupul A. Daca:
A=kerf si N=1kerp,
atunci obtinem ca (E) este o extensie scindabila si, conform cu (1.2.4.1), G are P.1.S.D.;
deci are loc afirmatia 1). [
Prezentam acum duala lui (2.2.1.6):
Teorema 2.2.1.7: Fie G un grup abelian.
1) Daca G este un grup oarecare (nu neaparat cu P.1.S.D.), atunci pentru orice
B si C - sumanzi directi in G, cu BCC, §i orice monomorfism:
a:B—C,
aplicatia indusa:
ax: Ext(A,B) — Ext(4,C)
este (tot) un monomorfism, pentru orice grup abelian A.
2) Daca pentru orice C - sumand direct in G, orice B - subgrup al lui C §i orice
monomorfism:
a:B—C,
aplicatia indusa:
ax: Ext/A,B) — Ext(4,C)
este (tot) un monomorfism, pentru orice grup abelian A, atunci G are P.1.S.D..
Demonstratie: 1) Fie B si C doi sumanzi directi ai lui G si:
a:B—>C
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un monomorfism. Atunci:
o(B)=B
este un sumand direct in C si (E):
0>B——>C->CB-0
este un sir exact scindabil. Atunci, din [41, 51.3] obtinem urmatorul sir exact:
0 — Hom(A,B) - Hom(A,C) - Hom(A,C/B) —=—
Ext(A,B) —*— Ext(A,C) - Ext(A,C/B) — 0,
pentru orice grup abelian A. Daca:
v:A—>C/B
este un morfism de grupuri, atunci, conform cu [41, 51.2]:
Ey=E.(y)eExt(A,B)
este o extensie scindabild. Asadar:
ImE.=kera..=0
si, astfel, o« este un monomorfism. (Se observa ca aceastd implicatie este adevarata
intotdeauna; conditia ca G sa aiba P.I.S.D. nu a fost folosita nicaieri.)
2) Consideram cele doua siruri exacte de la punctul 1). Daca o« este un monomorfism,
atunci:
ImE.=kera..=0.
Deci, pentru orice grup A si orice morfism de grupuri:

vy:A—>C/B, Ey=E«(y)€Ext(A,B)
este o extensie scindabila. Daca:
A=C/B si v=1cm,

atunci (E) este o extensie scindabild, adica B este un sumand direct in C. Fie H un
alt sumand direct al lui G si fie:

L=HNC.
Daca:

a:L->C
este monomorfismul de incluziune, din cele demonstrate pana aici, rezultd ca L este
un sumand direct in C, deci si in G. Rezulta ca G are P.I.S.D.. [

Incheiem aceasta sectiune cu o caracterizare a grupurilor cu P.I.S.D. folosind
produsul de torsiune. Reamintim acest concept.
Definitie: ([41, §62]) Fiind date grupurile (abeliene) A si C, prin produsul lor de
torsiune, notat Tor(A4,C), intelegem grupul generat de toate tripletele de forma
(a,m,c) eAXN*xC, cu:

ma=mc=0,
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§i care satisfac urmatoarele relatii de definitie:

(artaz,m,c)=(ai,m,c)+(az,m,c), daca mar=maz=mc=0;
(a,m,ci+c2)=(a,m,c1)+(a,m,c2), daca ma=mci1=mc2=0,
(a,mn,c)=(na,m,c), daca mna=mc=0;
(a,mn,c)=(a,m,nc), daca ma=mnc=0.

Avem nevoie de urmatorul rezultat tehnic:

Lema 2.2.1.8: Fie A si C doua grupuri abeliene. Atunci au loc urmatoarele afirmatii:
1) Daca B este un sumand direct in A, atunci Tor(B,C) este izomorf cu un
sumand direct in Tor(A,C), iar daca D este un sumand direct in C, atunci

Tor(A4,D) este izomorf cu un sumand direct in Tor(4,C).

2) Daca H este un sumand direct in Tor(A4,C), atunci exista B - sumand direct
in A si exista D - sumand direct in C astfel incat:
H=Tor(B,D).
Demonstratie: 1) Enuntul rezulta din [41, §62.(E)] si din faptul ca:

Tor(A,C)=Tor(C,A),

conform cu [41, §62, p. 264].
2) Fie H un sumand direct in Tor(A,C) si fie:

B={aeA | existd un meN" si existd un ceC astfel incat (a,m,c)eH},
iar,

D={ce(C | existd un meN* si existd un ac A astfel incat (a,m,c)eH}.

Atunci se verifica foarte usor c¢i B si D sunt subgrupuri ale lui A. In multimea
sumanzilor directi ai lui A existd un element K, care este minimal cu proprietatea
ca BcK, iar in multimea sumanzilor directi ai lui C exista un element L, care este
minimal cu proprietatea ca DcL. Atunci, conform celor aratate la punctul 1) si lui
[41, §62.(E)], Tor(K,L) este un sumand direct in Tor(A,C) si este minimal cu
proprietatea ca il contine pe H. Rezulta ca:

Tor(K,L)=H,
caz in care:

K=B si L=D. ]

Acum putem prezenta acea caracterizare de care am amintit mai sus.
Teorema 2.2.1.9: Fie A si G doua grupuri abeliene. Atunci ele au (fiecare) P.1.S.D.
daca i numai daca Tor(G,A) si Tor(4,G) au (fiecare) P.L.S.D..

Demonstratie: Fie A si G doua grupuri cu P.I.S.D. si fie U s1 V doi sumanzi directi
in Tor(G,A). Atunci, conform lui (2.2.1.8)2), exista Gi1 si G2 - sumanzi directi in G
si exista A1 si A2 - sumanzi directi in A astfel incat:

U=Tor(G1,A1) si V=Tor(G2,A2).

92



Capitolul 2. GRUPURI ABELIENE CU P.I.S.D.

Rezulta ca:

UnV={(a,m,c)eTor(G,A) | acGiNG2, iar ce AiNA2}.
Conform ipotezei si lui [41, §62.(E)], UNV este (izomorf cu) un sumand direct in
Tor(G,A) si Tor(G,A) are P.1.S.D.. Deoarece:

Tor(G,A)=Tor(A,Q),
rezulta ca si Tor(A,G) are P.I.S.D..

Reciproc, fie Gi si G2 - sumanzi directi n G 1 A1 si A2 - sumanzi directi in
A. Atunci, conform lui (2.2.1.8)1):

U=Tor(G1,A1), V=Tor(G2,A2)
si UNV sunt sumanzi directi in Tor(G,A). Dar:

UnV=Tor(GiNG2,A1NA2).
Din (2.2.1.8)2) rezultd ca GinG2 este un sumand direct in G, iar AiNA2 este un
sumand direct in A; deci grupurile G si, respectiv A, au P.1.S.D.. [

Considerand in (2.2.1.9) pe A ca fiind un grup idecompozabil, obtinem:
Corolarul 2.2.1.10: Grupul G are P.1.S.D. daca i numai daca, pentru orice grup
idecompozabil A, Tor(G,A) si Tor(A4,G) au (fiecare) P.1.S.D.. []

2.2.2. Grupuri de torsiune

p-grupurile cu P.I.S.D. au o serie de proprietati elementare, exprimate in
Propozitia 2.2.2.1. Reamintim definitiile notiunilor care intervin aici:
Definitii: 1) ([42, §83]) Un p-grup G se numeste cu prezentare simpla, daca este
generat de o multime de elemente:

X={xifiel,
care satisfac numai relatii de definitie de forma:

p"xi=0 sau pPXi=xj,
pentru i si meN".
2) ([42, §79]) Un subgrup H al unui p-grup G se numeste subgrup ,,nice”, dacd,
pentru orice ordinal o, are loc egalitatea:

p°(G/H)=(p°G+H)/H.
3) ([42, §81]) Un p-grup G spunem ca are un sistem ,,nice’’, daca G are un sistem
Fde subgrupuri , nice”, care satisface la relatiile:

(@) 07
(b) dacd {H;jicic 7 atunci ZHI. eF

iel
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(c) pentru un K € #si o multime numarabild X a lui G, existd un L € # astfel
incat. [<K,X><L si | L/K [<yo].
4) ([42, §81]) Un p-grup G spunem ca admite o serie de compozitie , nice”, daca
exista un sir bine-ordonat, strict crescator, de subgrupuri de forma:
0=Ho<Hi< ... <H;<.. <H,=G,
care satisface la urmatoarele conditii:
(a) Ho=0 51 H,=G,
(b) fiecare H; este un subgrup nice in G,
(c) /Hu+1: Hy [=p, pentru orice A<y,
(d) H;= UHT , daca A este un ordinal limita.

<A
5) (42, §80]) Un subgrup H, al unui p-grup G, se numeste izotip daca, pentru orice
ordinal o,
p°H=H p°G.
6) ([42, §80]) Un subgrup H al unui p-grup G se numeste balansat (in G) daca H
este §i ,,nice” §i izotip.
7) ([42, $§80]) Un sir exact de p-grupuri:
0>H—>G—>K-—>0
se numeste balansat-exact daca H este un subgrup balansat in G.
8) ([42, §81]) Un p-grup G se numeste (p-)grup Priifer generalizat, daca G este un
p-grup redus, neseparabil.
9) ([42, §82]) Un p-grup G se numeste total proiectiv daca, pentru orice ordinal &
si, pentru orice grup A,
PExt(G/p°G,4)=0.
10) ([42, §65]) Un p-grup G se numeste total tranzitiv daca, pentru orice doud
elemente a, b €G, cu H(a)<H(b), exista feEnd(G) astfel incat:
f(a)=Db.
(Aici H(x) noteaza ,,matricea inaltime” a elementului x.)
Prezentam acum:
Propozitia 2.2.2.1: 1) Daca G este un p-grup cu P.1.S.D., atunci G este cu prezentare
simpla.
2) Daca G este un p-grup redus cu P.1.S.D., atunci au loc urmatoarele afirmatii:
a) G are un sistem ,,nice”;
b) G are o serie de compozitie ,,nice”;
¢) G este proiectiv relativ la sirurile balansat-exacte de p-grupuri,
d) G este un sumand direct al unei sume directe de grupuri generalizate Priifer;

94



Capitolul 2. GRUPURI ABELIENE CU P.I.S.D.

e) G este total proiectiv;
f) G este total tranzitiv,
g) Pentru orice sir crescator de ordinale si simboluri oo,
u=(aw, ..., o, ...),
G(u) si G/G(u) sunt total proiective.
Demonstratie: 1) Daca G este un p-grup cu P.I.S.D., atunci, conform lui (2.1.2.2),
sau existd un neN* astfel incat:
G=Z(p"),
sau exista un cardinal my astfel incat:
G=(®,, Z(p)OC,,

unde:
Cp=0 sau Co=Z(p").
Deoarece Z(p"), cu neN*, si Z(p*) sunt p-grupuri cu prezentare simpld, si o suma
directd de p-grupuri cu prezentare simpld este tot un p-grup cu prezentare simpla
(vezi [42, §83]), rezulta ca G este si el (tot) un astfel de grup.
2)a) Conform cu [42, 83.2], orice p-grup cu prezentare simpla are un sistem ,,nice”.
b), ¢), d) e) Afirmatiile de la aceste puncte sunt echivalente cu afirmatia de la
punctul a), conform cu [42, 81.9 si 82.3].
f) Conform cu [42, 81.4], orice p-grup total proiectiv este total tranzitiv.
g) Conform cu [42, §83], orice p-grup total proiectiv are proprietatea din enunt. [
Urmatorul rezultat realizeaza o alta legatura intre p-grupurile de torsiune, cu
P.1.S.D., si produsul de torsiune.
Propozitia 2.2.2.2: Fie G un p-grup cu P.1.S.D. si E un subgrup pur al lui G astfel
incat Z(p*)cE. Atunci, pentru orice grup A, Tor(E,A) este un subgrup balansat al
lui Tor(G,A).
Demonstratie: Consideram grupurile G si E ca si in enunf. Conform lui (2.1.2.2), G
este suma directa dintre un grup divizibil i un grup marginit. Atunci, orice subgrup
al lui G, deci si E, este un subgrup ,,nice”, caci egalitatea din [42, 79.2] se verifica
imediat (vezi [42, §79, p. 75]). Deoarece E este pur in G si Z(p*)<E, atunci:
PE=EnpG=ENZ(p*)=Z(p*)
si:
pG+E=Z(p*)+E=E.
Deci:
(G/E)'=0
si, conform cu [42, §80.(G)], E este un subgrup izotip in G. Rezulta ca E este un
subgrup balansat in G. Desigur ca in obtinerea rezultatului din enunt este interesant
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doar cazul in care A este un p-grup; celelalte cazuri fiind triviale, conform cu [41,
§62.(D) si (F)]. Atunci, din [41, 63.2] si [41, §62, p. 75], rezulta ca Tor(E,A) este un
subgrup ,,nice” in Tor(G,A). Demonstram, acum, ca Tor(E,A) este izotip In Tor(G,A).
Egalitatea:

p°Tor(E,A)=Tor(E,A)~p°Tor(G,A)
devine, conform lui [42, 64.2]:

Tor(p°E,p°A)=Tor(E,A)"Tor(p°G,p°A),
caci:

p°E=Enp°G.

Rezulta ca Tor(E,A) este balansat in Tor(G,A). []

Deoarece studiul modulelor (grupurilor abeliene) cu P.I.S.D. se face via
inelul endomorfismelor acestora, in continuarea acestei sectiuni, pentru un grup de
torsiune G, cu P.I.S.D., vom determina inelul End(G) al endomorfismelor si grupul
Aut(G) al automorfismelor lui G.

Mai intai avem urmatoarea observatie:

Observatia 2.2.2.3: Daca,
G=@Gi
iel
este o descompunere directa a grupului G astfel incdt, pentru orice i €l, Gi este un
sumand direct total invariant in G, atunci inelul End(G) al endomorfismelor sale
este izomorf cu produsul direct al inelelor endomorfismelor grupurilor Gi, adica:

End(G)=] | End(G)). (17)

iel
Demonstratie: Fie f un endomorfism (oarecare) al lui G. Atunci, conform ipotezei,
pentru orice i€l, f(Gi)cGi. Pentru orice i€l, notam:
f, =fi

&
Atunci aplicatia:
f— (fi)ier
este izomorfismul cautat in enunt. [
Lema 2.2.2.4: Daca G este un p-grup cu P.1.S.D., atunci:

End(G)=G, (18)
sau:

End(G)=Q;, (19)
sau.

End(G)sMﬁ;?xmp (Z(p)) @Rp(s(H Z(p)) @Ry, daca my este finit), (20)

m,
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unde:
0 mpeN* sau mp= o0,

o MY (Z(p)) este inelul matricilor pdtratice de ordin mp, cu elemente din

Z(p) si a caror coloane au un numar finit de elemente nenule;
0 Ry,=0 sau Rp;—‘(HZ(p))@Q; ;

0 Q, fiind completatul in topologia p-adica al inelului Qp al intregilor p-adici.
Demonstratie: Fie G un p-grup cu P.I.S.D.. Conform cu (2.1.2.2), distingem
urmatoarele cazuri:

Cazul 1: Exista un ne N* astfel incat:
G=Z(p").
Atunci, conform cu [41, §43]:
End(G)=G;
deci, are loc relatia (18) din enunt.
Cazul 2: Daca:
G=Z(p*),
atunci, conform cu [42, §106], are loc izomorfismul din relatia (19).
Cazul 3: Exista un cardinal my astfel incat:
G=(®,, Z(p))®Cp,
unde:
Cp=0 sau Co=Z(p").
Fie:
By=,, Z(p).
Atunci, conform cu [41, 43.1, 43.2 51 §43.(A).(ii1)]:
End(G)=Hom(G,G)=Hom(Bp®Cp,Bp@Cy)
=Hom(Byp,Bp)®@Hom(B;,Cp)@Hom(Cp,Bp)@Hom(Cyp,Cp)
=End(Bp)®Hom(Bp,Cp)PEnd(Cp). (*)

Dar, conform cu [42, 106.1], inelul End(Bp) este izomorf cu inelul Mgzxmp (Z(p)) al

matricilor patratice de ordin mp, cu elemente din Z(p) si a caror coloane au un numar
finit de elemente nenule, deci a caror suma de pe fiecare coloana, a unei astfel de
matrici, existd in topologia finita a lui End(Byp). Daca:

Ry=Hom(B,,Cp)PEnd(Cy),
atunci:

Rp=0, daca Cp=0,
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iar daca:

Co=Z(p™),
atunci:

Ry=Hom(®,, Z(p),Z(p"))PEnd(Z(p*))
=([ [Hom (Z(p).Z(p*))®Q;

=[1zep™) D@0, ([ [ 2(r))®Q;,

conform cu [41, §43] si [42, §106]. Inlocuind pe End(Bp) si Rp in relatia (), obtinem
primul izomorfism din relatia (20). Al doilea izomorfism din (20) poate fi obtinut
astfel:

End(Bp)=Hom(Bp,Bp)=Hom(®,, Z(p),®,, Z(p))

=] [Hom (Z(p),®,, Z(p)=] ] [Hom(Z(p).Z(p))

IIlp lIlp

=TI ]End (Z(p))EHZ(p) .0

Trecem acum la grupurile de torsiune.

Teorema 2.2.2.5: Daca G este un grup de torsiune cu P.1.S.D., atunci:

End@=([]G, )&M), Zp)&]R,)

pehy PeR PeR

& T16,)& 1] 12p)&]R,) dacamy este finit), 21)

pehy peR m) peR

unde:

O Posi Pr sunt submulfimi disjuncte ale multimii P a tuturor numerelor prime;
O pentru fiecare p €Po, exista un np eN*, np>2, astfel incat:

Gr=Z(p" );
O pentru orice p eP, M,(n-’;xmp (Z(p)) si Ry au aceeasi semnificatie ca $i in
(2.2.2.3).

Demonstratie: Fie G un grup de torsiune cu P.I.S.D.. Conform cu (2.1.2.3), G este
de forma:

G=(D GrO(D Br)S(D Cp)s )

unde:

0 Posi P sunt submultimi disjuncte ale multimii P a tuturor numerelor prime;

0 pentru orice pePo, Gp este un p-grup redus, idecompozabil, neelementar;
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O pentru orice peP1,
pBy=0, Cp=0 sau Co=Z(p™).
Pentru orice peP1, notim cu:
Dp=Bp®Cp;
deci:

G=(D Gp)® (P Dp).

PPy pePy
Deoarece, conform cu [40, §2], sumanzii directi @ Gp si @ Dp sunt total invarianti
peby peh

in G, din (2.2.2.3) i (2.2.2.4), obtinem:
End(G)=End( @ Gp)®End( P Dp)

pePy peP,

=(] [ End Gp)®(] | End ( By®Cy))

pePy peP,

=([1G6,e(IML... Zone([]R,)

pepy pePy peP;

=([[GH eI 1zene(R,),

peP, peP, m} peP,
unde:

Rp=Hom(Bp,Cp)PEnd(Cp),
casiin (2.2.2.4). [

Determindm acum grupul automorfismelor unui grup de torsiune cu P.I.S.D..
Incepem cu p-grupurile cu aceasti proprietate:

Lema 2.2.2.6: Daca G este un p-grup cu P.1.S.D., atunci:

Aut(G)=U(Z(p")), (22)
sau:
Aut(G)=Z(p-1) xJp, (23)
sau:
Au(G)=U(M,]),, (Z(p)) @U(Ry)
(:N(H Z(p—-1))@U(Ry), daca my este finit), (24)
unde:

0 neN*, n22, iar U(Z(p")) este grupul multiplicativ al elementelor inversabile
ale inelului (Z(p"),+, );
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o mpsi M)

my,xm

: (Z(p)) au aceeasi semnificatie ca §i in (2.2.2.3), iar UM ) : (Z(p))

mp,xm

este grupul multiplicativ al unitatilor inelului (M ,(nfp )me (Z(p),+,);

O Ry are aceeasi semnificatie ca si in (2.2.2.3), iar:
U(Ry)=0 sau URy)=(T]2(p-1)&Z(p-1) <y,

Jp fiind grupul aditiv al lui Q.

Demonstratie: Relatiile (22), (23) si (24) le obtinem din relatiile (18), (19) si, respectiv
(20), tinand cont de faptul cd un automorfism al unui grup G este un element
inversabil al inelului End(G), iar, conform cu [42, §128]:

U(Z(p))=Z(p-1) si U(Q,)=Z(p-1)xJp,
unde Jp este grupul aditiv al lui Q. [

Facand un rationament analog celui de la (2.2.2.6), dar utilizand (2.2.2.5),
se poate demonstra urmatorul rezultat:
Teorema 2.2.2.7: Daca G este un grup de torsiune, cu P.1.S.D., atunci:

Aun@=TuG))elum,), Yze) AT IUR,))

reky peh pep,

=T1uG) )alll12w-ne

Pehy PR m)

( HU(RP ) ), daca ny este finit), (25)
peP\Fy
unde toate notatiile facute au aceeasi semnificatie ca §i in (2.2.2.5) §i, respectiv
(2.2.2.6). 1]
Trebuie sa remarcam urmatorul fapt:
Observatia 2.2.2.8: Relatiile (21), respectiv (25), contin §i cazurile in care G este
un grup divizibil, de torsiune, cu P.I.S.D., cand:

End(G)=] 0, . (26)
iar:
Au(G)=[ [[Z(p-D)xJ, ], (27)

unde P este o submultime de numere prime, celelalte notatii fiind precizate mai

sus. [
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2.2.3. Grupuri fara-torsiune

In (2.1.3.1) am aritat ca orice grup divizibil si fari-torsiune are P.I.S.D..
Folosind acest rezultat vom demonstra, in aceasta sectiune, cateva rezultate referitoare
la grupurile fara-torsiune cu aceasta proprietate.

Teorema 2.2.3.1: Fie G un grup fara-torsiune cu proprietatea ca, pentru orice doud
grupuri B §i C si orice epimorfism:

p:B—>C,
aplicatia indusa:

[ Ext(C,G) = Ext(B,G)
este monomorfism. Atunci G are P.1.S.D..

Demonstratie: Fie G un grup ca si in enunt, iar B si C doua grupuri arbitrare si:

B:B—>C
un epimorfism. Atunci sirul (E):

0>kerp>B L5 C—>0
este exact. Aplicand (iarasi) [41, 51.3], obtinem urmatorul sir exact:

0 — Hom(C,G) — Hom(B,G) — Hom(kerp,G) ——»

Ext(C,G) —— Ext(B,G) — Ext(kerB,G) — 0.

Deoarece B* este monomorfism, rezulta ca:

ImE*=0;
adica, pentru orice:

N : ker - G, E*(m)=nmE
este o extensie scindabila. Considerand acum pe:

B=D
- invelitorarea divizibila a lui G,

C=D/G, B=nc
- proiectia canonica a lui D pe D/G si:

n=la,
obtinem, din cele demonstrate mai sus, ca:

1GE=E
si care, acum, devine:

0>G—>D—"—> D/G—0,
care este o extensie scindabild, adicda G este un sumand direct in D. Atunci [41,
§20.(E)] arata ca G este divizibil. Acum ipoteza si (2.1.3.1) completeazd demonstratia. [
Observatia 2.2.3.2: Din demonstratia de mai sus rezulta ca reciproca lui (2.2.3.1)

are loc pentru orice grup divizibil. [
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In continuare vom vedea ce conditii trebuie sa satisfaci grupurile G si H
pentru ca grupul Hom(G,H) sa aiba P.I.S.D..
Propozitia 2.2.3.3: 1) Fie G si H doud grupuri abeliene. In oricare din urmdtoarele
situatii, Hom(G,H) are P.1.S.D.:
a) G este fara-torsiune si divizibil;
b) H este fara-torsiune si divizibil;
¢) G este fara-torsiune §i idecompozabil, H este divizibil si G@H are P.1.S.D.;
d) G este fara-torsiune, neredus, cu P.1.S.D. si H este fara-torsiune, de rang
unu;
e) G este fara-torsiune, de rang unu si H este fara-torsiune, neredus, cu P.1.S.D..
2) Daca G si H sunt grupuri fara-torsiune de rang unu, cu t(G)<t(H), atunci, pentru
orice multime de indici I, grupul:
K=@Hom(G,H)
are P.1.S.D.. In particular, grupul:
E=@FEnd(G)
are P.I.S.D., oricare ar fi G un grup fara-torsiune, de rang unu.
Demonstratie: 1)a) Daca G este fara-torsiune si divizibil, atunci, pentru orice grup
H, Hom(G,H) este, si el, fara-torsiune si divizibil, conform cu [41, §43.(G)]. Acum
aplicadm (2.1.3.1).
b) Daca H este fara-torsiune si divizibil, atunci, pentru orice grup G, Hom(G,H) este,
si el, fara-torsiune si divizibil, conform cu [41, §43.(D)]. larasi aplicam (2.1.3.1).
¢) Daca G®H are P.I.S.D., atunci, conform cu (1.2.1.3), rezulta ca, pentru orice
aeHom(G,H), kera este un sumand direct In G. Cum G este idecompozabil, inseamna
ca orice morfism:
a:G—-H
este sau nul, sau injectiv. Fie:
B:G—->H
un morfism nenul, pentru care existd un ne N* astfel incat:
n-=0.
Atunci, pentru orice geG,
n-B(g)=p(n-g)=0.
Deci:
n-g=0,
caci [ este injectiv. Deoarece G este fara-torsiune, rezulta ca:
n=0
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- contradictie cu alegerea lui n. Asadar, Hom(G,H) este fara-torsiune. Deoarece grupul
H este divizibil, rezultd din [41, §43, p. 183] cda Hom(G,H) este divizibil. Asadar
Hom(G,H) este fara-torsiune si divizibil. Acum (2.1.3.1) completeza demonstratia.
d) Fie G un grup fard-torsiune, neredus, cu P..S.D. si H un grup fara-torsiune, de
rang unu. Atunci, conform cu (2.1.4.2),

G=D@®B,
cu D - divizibil si B - redus, complet decompozabil, de rang finit. Deci exista un neN*
astfel ncat:

B=&nC,
unde C este un grup redus, fara-torsiune, de rang unu. Rezulta, conform lui [41, 43.1
s143.2] ca:

Hom(G,H)=Hom(D®B,H)=Hom(D,H)®Hom(B,H)

=Hom(D,H)®Hom(®nC,H)=Hom(D,H)®(®nHom(C,H)).

Grupul Hom(D,H) are P.I.S.D., conform punctului a). Din [42, 85.4] rezultd ca
Hom(C,H) este sau 0, daca t(C)>t(H) sau t(C) si t(H) sunt incomparabile, sau este
un grup fara-torsiune, de rang unu si de tip t(H) : t(C), daca t(C)<t(H). Daca:

Hom(C,H)=0,
atunci:

Hom(G,H)=Hom(D,H)
si demonstratia este gata 1n acest caz. Daca Hom(C,H)=0, atunci ®nHom(C,H) este
sau un grup divizibil si fara-torsiune, sau un grup redus, omogen, complet decom-
pozabil, de rang finit. In primul caz rezultd ca Hom(G,H) este un grup divizibil si
fara-torsiune si, deci, are P.I.S.D., iar in al doilea caz Hom(B,H) este un grup redus,
complet decompozabil, omogen, de rang finit si care, conform cu (1.1.7), are P.I.S.D..
Daca H este redus, atunci:

Hom(D,H)=0
s1 nu mai avem ce demonstra. Presupunem, deci, ca H este divizibil. Atunci Hom(B,H)
este, conform punctului b), un grup divizibil si fara-torsiune; rezulta ca si Hom(G,H)
este tot un astfel de grup. Acum demonstratia este completa.
e) Demonstratia de la acest punct este analoaga cu cea de la punctul d).
2) Daca G si H sunt ca si in enunt, atunci Hom(G,H) este, conform cu [42, 85.4],
un grup fard-torsiune, de rang unu. Acum putem aplica (1.2.5.5). [

Din (2.2.3.3)1)b) si [41, §43] rezulta:
Corolarul 2.2.3.4: Pentru orice grup abelian G si orice m eN", grupul:

Hom(G,@&nQ)=[ [[®,,0] are P.LS.D..[]

7 (G)
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Pentru orice grup abelian G, grupul caracterelor lui G este:

CarG=Hom(G,Q/Z).

Din (2.2.3.3)1)a) rezultd ca daca G este un grup fard-torsiune si divizibil,
atunci CarG are P.I.S.D.. Teorema urmatoare Tmbunatateste acest rezultat.
Teorema 2.2.3.5: Daca G este un grup fara-torsiune, complet decompozabil, cu
P.I1.S.D., atunci CarG are P.1.S.D..

Demonstratie: Fie G un grup fard-torsiune cu P.I.S.D.. Din (2.1.4.3) rezultd ca
avem trei cazuri:
Cazul 1: Daca G este neredus, atunci el este de forma:

G=(®mQ)D(@nC)

unde:

0 m este un cardinal oarecare,

O n este un numar natural,
iar,

0 C este un grup redus, de rang unu.
In acest caz,

CarG=Hom(G,Q/Z)=Hom((®mQ)D(®nC),Q/Z)

~Hom((®mQ),Q/Z)@Hom(($nC),Q/Z)

=] [Hom (Q,Q/Z)® [ [ Hom (C,Q/Z).

Conform cu [41, §43], grupul Hom(Q,Q/Z) este divizibil si fara-torsiune. Atunci si
HHom (Q,Q/Z) este tot un astfel de grup, conform cu [41, §20.(E)]. Deoarece

grupul C este fard-torsiune si Q/Z este divizibil, rezultd cd Hom(C,Q/Z) este un
grup divizibil (vezi tot [41, §43, p. 183]). Pe de alta parte, pentru orice p - numar
prim, subgrupul p-bazic al lui C este nul (vezi (2.3.5.7)) si, conform cu [41, 47.1],
Hom(C,Z(p™)) este un grup divizibil si fara-torsiune. Dar,

Hom(C,Z(p*))cHom(C,Q/Z),
iar:

Hom(C,Q/Z)=Hom(C, @ Z(p™))

peP
se scufunda izomorf in H Hom (C,Z(p™)), care este un grup divizibil si fara-torsiune.
peP

Rezulta ca, implicit, Hom(C,Q/Z) este si el un grup divizibil si fara-torsiune. Asadar,
in acest caz, CarG este un grup divizibil si fara-torsiune si din (2.1.3.1) rezulta ca el
are P.I.S.D..
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Cazul 2: Grupul G este redus si este de forma:
G=P (o, G,

iel
unde, pentru orice i€l, mi este un cardinal nenul, iar Gi este un grup (redus) de rang
unu si, pentru orice i1, €L, t(G; ) si (G, ) sunt incomparabile. In acest caz,
CarG=Hom(G,Q/Z)=Hom((@ (®,, G)),Q/Z)=] [ [ | Hom (Gi,Q/Z).
iel iel my
Din cele demonstrate la Cazul 1, rezulta ca, pentru orice i€l, Hom(Gi,Q/Z) este un
grup divizibil si fara-torsiune. Deci, si in acest caz, CarG este tot un grup divizibil
si fara-torsiune. lardsi aplicam (2.1.3.1) si obfinem ca grupul CarG are P.I.S.D..
Cazul 3: Grupul G este redus si este de forma:

G=(@:B)®(P Gi).

iel
unde:
O n este un numar natural
$i,
0 B este un grup (redus) de rang unu si de tip v,
0 pentru orice i€l, Gi este un grup (redus) de rang unu si de tip pi, cu v<pi si,
pentru orice 11, 2€l, (G, ) 51 t(G; ) sunt tipuri incomparabile.

Atunci:
CarG=Hom((®nB)®(P Gi)),Q/Z)

iel
=(@®:Hom(B,Q/Z))® [ [ Hom (Gi,Q/Z).
iel

Si in acest caz, Hom(B,Q/Z) si, pentru orice iel, Hom(Gi,Q/Z) sunt divizibile si
fara-torsiune. In continuare judecdm ca si in cazul precedent. [l

In continuarea acestei sectiuni, pentru un grup G, fari-torsiune, complet
decompozabil si cu P.I.S.D., determinam inelul End(G) si grupul Aut(G) al endo-
morfismelor, respectiv automorfismelor lui G.
Teorema 2.2.3.6: Daca G este un grup fara-torsiune, complet decompozabil, cu
P.I.S.D., atunci:

EndG)=[ [[®, 018] [[®,, 01 & &:(@:End(C))], (28)

unde:
O m este un cardinal oarecare, iar n este un numar natural,
0 C este un grup redus, de rang unu,
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sau:

End(G)=[ M, . (29)

iel
unde:
O pentru orice i €l, mi este un cardinal oarecare,
iar:
* . . . ~ . . . -~
O M, este inelul matricilor patratice de ordin mi §i ale caror elemente sunt
morfisme:
cu proprietatea ca famila { f /.i Jiel este aproape peste tot triviala (vezi relafia

(14) si Sectiunea 3.3.1);
sau:

End(G)=[ @(@EndB)] @] @.Hom(B,(@ Gy))] @] | End (Gy), (30)

iel iel
unde:
O n este un numar natural
§1,
O B este un grup (redus) de rang unu si de tip v,
O pentru orice i €l, Gi este un grup (redus) de rang unu si de tip i, cu v<yi,
0 pentruoriceil, i2€l, 1(G, ) si t(G, ) sunt tipuri incomparabile.
Demonstratie: Fie G un grup ca si in enunt. Ca si in (2.2.3.5), conform cu (2.1.4.3),
distingem trei cazuri:
Cazul 1: Daca G este neredus, atunci el este de forma:
G=(®&mQ)D(©nC),
unde:
O m este un cardinal oarecare,
O n este un numar natural,
1ar,
0 C este un grup redus, de rang unu.
Notand:
D=®mQ si B=&nC,
in acest caz obtinem, conform cu [41, 43.1, 43.2 51 §43, (A).(iii)]:
End(G)=Hom(G,G)=Hom(D®B,D®B)
=~Hom(D,D)®Hom(D,B)®Hom(B,D)®Hom(B,B)
=End(D)®Hom(B,D)®End(B). (%)
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Dar, conform cu [41, §43], avem:

End(D)=Hom((®mQ),(®nQ))=[ [ [®,,Ql,

Hom(B,D)=Hom((@xC),(®nQ))= [ [ Hom (C.&=Q)=] [ [®,,Ql.

iar:

End(B)=Hom(®nC,®nC)=@n[@nEnd(C)].
Inlocuind aceste rezultate in relatia (*), obtinem izomorfismul din relatia (28).
Cazul 2: Grupul G este redus si este de forma:

G- (®, G,

iel
unde, pentru orice i€l, m;i este un cardinal oarecare, iar Gi este un grup (redus) de

rang unu si, pentru orice i1, iz€l, i#i2, t(G; ) si t(G; ) sunt incomparabile. In acest
caz, notand, pentru fiecare i€l, cu:

G/=90, Gi
obtinem ca:

G=@ G

iel
si, pentru orice i1, i2€l, ii#i2, G; si G; sunt total invariante. Atunci, conform lui
(2.2.2.3), avem ca:
End(G)=] [ End(G)).

iel
Dar, conform lui [42, 106.1],
End(G/)=M;,,
unde M, ~este inelul prezentat in enun{. Deci am obtinut izomorfismul din relatia
(29).
Cazul 3: Grupul G este redus si este de forma:
G=(@B)®(P Gi),

iel
unde:
O n este un numar natural
$i,
0 B este un grup (redus) de rang unu si de tip v,
0 pentru orice iel, Gj este un grup (redus) de rang unu si de tip pi, cu v<pi si,
pentru orice 11, 2€l, (G, ) 51 t(G; ) sunt tipuri incomparabile.
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Atunci:
End(G)=Hom((@:B)®( @ Gi),(®:B)S(P Gi))

~Hom((©:nB),(©:B))®@Hom((©:B), (-B G)®
Hom( (—B Gi,(®nB))®@Hom( (—B Gi, (—D Gi)
=End((®:.B))®Hom((®nB), @ G)®
Hom( @ Gi,(®©nB))@End( G—) Gi). ()
Dar:
End((@nB))E@n(@nEndB),
Hom((®xB), G—) Gi)=(®nHom(B,( @ Gi));
Hom( @ Gi,(®©nB))=0,
deoarece:
Hom( @ Gi,(®:B))=] [ Hom (Gi,(®:B))=] [ (®, Hom(G,, B)) =0,

iel iel iel
caci, conform ipotezei, pentru orice i€l, t(Gi)>t(B) si, deci,
Hom(Gji,B)=0.
Dar,

End(@ Gi)z] | End (Gy),

iel iel

deoarece, pentru orice i€l, Gi este total invariant in G. Inlocuind aceste rezultate in
relatia (**) obtinem izomorfismul din relatia (30) si teorema este complet
demonstrata. [

Facand un ratinament analog celui de la (2.2.2.7), dar utilizdnd (2.2.3.6),
obtinem:
Teorema 2.2.3.7: Daca G este un grup fara-torsiune, complet decompozabil, cu
P.I.S.D., atunci:

AutG)=[[[®, 0" 18] [[©, 0" ] &/ @ @.Aut(C))]
=[[le,z@)xx2)1e

[ 18, (Z(2)xx 2)] & & @uAut(C))], €2))
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m este un cardinal oarecare,

n este un numadr natural,

C este sumandul direct redus, de rang unu, al lui G;

Au(G)=[ [UM;,), (32)

iel
pentru orice i €l, mi este un cardinal oarecare,

UM, ) este grupul elementelor inversabile ale inelului matricilor
patratice de ordin mi si ale caror elemente sunt morfisme:

fi G =G
cu proprietatea ca familia { f ]’ Jiel este aproape peste tot triviala (vezi

(2.2.3.6));

Aut(G)=[ @i(B:AutB)] @[ | Aut (Gy), (33)

iel
n este un numar natural

B este un grup (redus) de rang unu si de tip v,
pentru orice i €l, Gi este un grup (redus) de rang unu §i de tip pi, cu v<i,
pentru orice i1, i2€l, 1(G, ) si t(G, ) sunt tipuri incomparabile. ]

Trebuie sd remarcam ca:

Observatia 2.2.3.8: Relatiile (28) si (31) contin si cazul in care:

iar,

n=0,
caz in care G este un grup divizibil si fara-torsiune, cu P.1.S.D., cdnd:
End(G)=[[[®,012M,(0), (34)
Au(G)=UM ] @)= 18,012 [[®,,(Z(2)xx 2)], (35)
m m X0

unde:
(0]

m este un cardinal oarecare,
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o MY (Q) este inelul matricilor pdtratice de ordinul m, cu elemente din Q si

ale caror coloane au un numar finit de elemente nenule,
iar,
o UM (Q)) este grupul multiplicativ al elementelor inversabile ale acestui
inel.
Demonstratie: Relatiile din enunt se obtin din relatiile (28) si, respectiv (31), precum
si din cele demonstrate in [41, §43] si [42, §106, §113 si §127]. [
Incheiem aceasta sectiune cu alte doud conditii necesare pentru ca un grup
fara-torsiune sa aiba P.I.S.D..
Propozitia 2.2.3.9: Fie G un grup fard-torsiune. In oricare din urmdtoarele cazuri,
G are P.1.S.D.:
1) Grupul G are urmdatoarele proprietati:
a) daca G este neredus, atunci partea redusa a lui G este de rang finit,
Si,
b) daca G este o imagine endomorfica a unui grup H, atunci H contine
un sumand direct izomorf cu G.
2) Grupul G are urmatoarele proprietati:
a) daca G este neredus, atunci partea redusa a grupului G este de rang
finit,
si,
b) exista un numar prim p astfel incat subgrupul p-bazic B al lui G este
o imagine endomorfica a lui G si G/B este divizibil.
Demonstratie: 1) Daca G satisface la conditia b) din enunt, atunci, conform cu [49,
Teorema 1],
G=D®F,
unde D este un grup divizibil, iar F este un grup liber. Grupurile D si F, din descom-
punerea lui G, au P.I.S.D., datorita lui (2.1.3.1), respectiv (2.1.1.2). Daca:
D=0,
nu mai avem ce demonstra, iar dacd D=0, atunci, conform conditiei a), F este de rang
finit. Acum (2.1.4.2) completeaza demonstratia.
2) Fie G un grup fara-torsiune care satisface la conditiile din enung si:
B=Bo®B1®...®Bn®...
subgrupul sau p-bazic, unde:
Bo=®Z
si, pentru orice n=1, 2, ...,
Ba=®Z(p").
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Conform ipotezei, rezulta ca:
B=®Z,
deci B este un grup liber. Daca fe End(G) si:
f(G)=B,
atunci:
G/kerf=B.
Deoarece B este un grup liber, rezulta, conform lui [41, 14.4], ca sirul:
0>kerf > G—>B—>0
este exact scindabil. Deci:
G=kerf®B=D®C®B,
unde D este subgrupul maximal divizibil al Iui G si C este un subgrup redus (al lui G).
Cum G/B este divizibil, rezulta ca:
C=0.
Deci:
G=D@B,
cu D - divizibil si B - liber. Acum rationam ca si la punctul 1). [

2.2.4. Grupuri mixte

Folosind relatiile (16) - (35), problema determinarii lui End(G) si, respectiv
Aut(G), pentru un grup mixt G, neredus, cu P.I.S.D., devine imediata. Obtinem astfel:
Teorema 2.2.4.1: Daca G este un grup mixt, neredus, cu P.1.S.D., atunci:

End(G)=] [[®, 018] [[®,, 01 & @(@:End(C))] @
HGP @HM'(”CLmP Z(p)

pehy PeR

=[T®, 012] [[®, 01 & &(@:End(C))] @
116, el 1112z . (36)

pehy peB m)

(daca mp este finit), iar:
Aut(G)=] 10,012 [[®,,0°1 & Gu( @udur(C))]
ollueG,)ellum., )Zp)

2[]1®, (Z2(2) xx 2)) @[ [[®,,(Z(2) xx Z)] ] @u( @uAut(C))] @
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[TuG, e[, ) Zp). (37)

unde (absolut) toate notatiile au aceleasi semnificatii ca si in (2.2.2.5), (2.2.2.7),
(2.2.3.6) si, respectiv (2.2.3.7). [
Fie G un grup mixt. Rezultatele urmatoare prezinta conditii suficiente pentru
ca T(G) si G/T(G) sd aiba P.I1.S.D., folosind inelul End(G).
Propozitia 2.2.4.2: Fie G un grup mixt cu proprietatea cd orice imagine epimorfica
a lui G este un sumand direct in G.
1) Daca T(G) este marginit, atunci G, T(G) si G/T(G) au, fiecare, P.L.S.D..
2) Daca T(G) nu este marginit, el poate avea P.1.S.D., G/T(G) are P.I.S.D., iar
G poate sa nu mai aiba aceasta proprietate.
Demonstratie: Fie G un grup mixt, cu proprietatea din enunt. Din [61, 3.1, 4.2 si
5.3] rezulta ca fiecare p-componenta a lui G este sau un (p-)grup elementar, sau un
grup divizibil, iar G/T(G) este divizibil.
1) Daca T(G) este marginit, atunci fiecare p-componentd a lui G este un p-grup
elementar si are P.I.S.D., conform cu (2.1.2.1). Rezulta ca si T(G) este tot un grup
elementar si, conform cu (1.1.3), T(G) are P.I.S.D.. Grupul G/T(G) are P.I.S.D.,
datorita lui (2.1.3.1). Conform ipotezei, G este scindabil, si cum T(G) si G/T(G)
sunt, In acest caz, total invariante in G, (1.1.2) aratd ca G are P.I.S.D..
2) Presupunem ca T(G) nu este marginit. Daca T(G) nu este redus, atunci el are un
sumand direct divizibil. Din (2.1.3.5) rezulta ca T(G) poate avea P.I.S.D., daca este

de forma @ Z(p™), unde Po este o submulfime de numere prime. Dar, in acest caz,
pePy

conform cu (2.1.5.1), G nu mai poate fi mixt, contradictie cu ipoteza. Daca T(G)
este redus, atunci el are o infinitate de p-componente elementare si, conform lui
(1.1.3), T(G) are P.I.S.D.. Daca G este scindabil, atunci el are P.I.S.D., iar daca G
nu este scindabil, atunci el poate sa nu aiba aceasta proprietate. [ |
Propozitia 2.2.4.3: Fie G un grup abelian. In oricare din urmdtoarele situatii, T(G)
si G/T(G) au, fiecare, P.I.S.D.:

1) Daca G este un grup mixt si nucleele si imaginile endomorfismelor lui G

sunt subgrupuri pure in G,

2) Inelul endomorfismelor lui G este regular.
Demonstratie: 1) Daca G este un grup mixt cu proprietatea din enunt, atunci, conform
cu [71, §5, Propozitia 3], T(G) este elementar si G/T(G) este divizibil. Acum (2.1.2.1)
si (2.1.3.1) completeaza demonstratia.
2) Presupunem ca End(G) este regular. Dacd G nu este redus, atunci, conform cu
[42, 112.7], G este scindabil, T(G) este elementar, iar G/T(G) este divizibil. Rezulta
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ca, in acest caz, G, T(G) st G/T(G) au, fiecare, P.I.S.D.. Dacd G este de torsiune,
atunci:

G=T(G)
este un grup elementar si, deci, are P.1.S.D.. In sfarsit, daca G este redus, atunci, iardsi,
T(G) este elementar, iar G/T(G) este divizibil. []
Corolarul 2.2.4.4: Orice grup mixt scindabil, ce satisface la conditiile de la (2.2.4.3)1)
are P.I.S.D.. [

In incheiere prezentim alte doud caracterizari ale grupurilor mixte cu P.I.S.D..
Reamintim definitiile conceptelor care vor interveni aici:
Definitii: 1) ([41, $38]) Un grup G se numeste compact algebric daca G este sumand
direct in orice grup care il contine ca subgrup pur.
2) ([41, §41]) Un grup compact algebric, care este minimal cu proprietatea ca confine
un grup dat G, ca subgrup pur, se numeste invelitoarea pur-injectiva a lui G.
3) ([41, §54]) Un grup G se numeste de cotorsiune, daca:

Ext(J,G)=0,
pentru orice grup fara-torsiune J.
4) ([41, §58]) Un grup redus, de cotorsiune, care este minimal cu proprietatea ca
contine un grup redus (dat) G, se numeste invelitoarea de cotorsiune a grupului G.
Teorema 2.2.4.5: Fie G un grup mixt scindabil, cu P.I.S.D., cu:

T=T(G)
siT - completatul lui T in topologia p-adica. Atunci au loc urmatoarele afirmatii:

1) Pentru orice grup divizibil E, Ext(E, T ) este izomorf cu un sumand direct al
unui produs direct de grupuri de forma G/p"G;

2) T este izomorf cu un sumand direct al unui produs direct de grupuri de
forma G/p"G;
3) Daca B este un sumand direct, fara-torsiune, redus, de rang unu, dintr-o
descompunere oarecare a lui G, si:
(Ext(Q/Z,B))o=0,
atunci invelitoarea pur-injectiva a lui T si primul subgrup Ulm al invelitorii
de cotorsiune a lui T sunt izomorfe cu (Ext(Q/Z,G))o; deci (Ext(Q/Z,G))o este
un grup redus, compact algebric. (Conoteaza primul factor Ulm al grupului C.)
Demonstratie: 1) Daca G este un grup mixt scindabil, cu P.I.S.D., atunci, conform
cu(1.1.6)1),
T!=0.
Atunci, din [41, 39.5], obtinem ca:
0>T>T—>T/T—>0
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este un sir exact scindabil. Fie E un grup abelian divizibil. Acum [41, 53.7] aratd ca
urmatorul sir:

0=Hom(E, T) — Hom(E, T /T) — Pext(E,T) — Pext(E, T )=0
este exact; ultima egalitate are loc deoarece T este un grup compact algebric (vezi
[41, 39.1]). Rezulta ca:

Hom(E, T/T)=Pext(E,T)=(Ext(E,T))".
Dar si urmatorul sir:

0=Hom(E, T) — Hom(E, T /T) — Ext(E,T) — Ext(E, T) — Ext(E, T/T)=0
este exact (vezi [41, 51.3]); ultima egalitate avand loc datoritd faptului ca T/T este
divizibil, conform cu [41, 39.5]. Deci:

Ext(E,T)/Hom(E, T /T)=Ext(E,T)/Pext(E, T)=Ext(E, T)/(Ext(E,T))!

=Ext(E, T)o=Ext(E, T).

Deoarece:

G=Te®G/T
(vezi (2.1.5.1)), rezulta ca:

(Ext(E,G))o=(Ext(E,T))o®(Ext(E,G/T))o,
conform cu [41, 37.5]. Deci, Ext(E, T) este izomorf cu un sumand direct in (Ext(E,G))o.
(*) Pe de alta parte, conform cu [41, 30.1], existd o suma directa de grupuri ciclice:

X=@P <xi>

iel

s1 un epimorfism:

n:X—>E
astfel incat kern este un subgrup pur in X; adica exista urmatorul sir pur-exact:

0—>kem—>X—>E—-O0.
Atunci, din [41, 57.1], rezulta ca:

(Ext(X,G))o=(Ext(E,G))o®(Ext(kern,G))o.
Dar, atunci, conform cu [41, 52.2, §52.(D) si 37.5], obtinem ca:

(Ext(X,G))o=(Ext( @ <xi>,G))ox( H Ext (<xi>,G))o

iel iel

=([[G/p"G =] ]G/p"G,

pePy peh
unde P; este o submultime a multimii P a tuturor numerelor prime. Deci (Ext(E,G))o
este izomorf cu un sumand direct al unui produs direct de forma G/p"G. Conform

afirmatiei (*), si Ext(E, T) are aceastd proprietate.
2) Se stie (vezi [41, 56.6]) ca:
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T =(Ext(Q/Z.,T))o,
care este izomorf cu un sumand direct al Iui (Ext(Q/Z,G))o, conform lui [41, 57.1].
Deoarece Q/Z este divizibil, afirmatia din enunt rezultd din demonstratia punctului 1)
al acestei teoreme.
3) Fie:
G=T®D®B
un grup mixt scindabil, cu P.I.S.D.; aici:
T=T(G),
D este subgrupul maximal divizibil al lui G, iar B este un grup redus, fard-torsiune.
Daca D=0, atunci B este un grup complet decompozabil, omogen, de rang finit, iar daca:
D=0,
atunci B poate fi un grup de forma (14) sau de forma (15). Din ipoteza si din [41,
37.5, 56.6, §52.(B)], rezulta ca:
(Ext(Q/Z,G))o=(Ext(Q/Z,T))o=T
- care este un grup redus, compact algebric (vezi [41, 39.1]). Daca T este invelitoarea
pur-injectiva a lui T, atunci din [41, 41.9] 51 (1.1.6)1) rezulta ca:
T=T. [
Corolarul 2.2.4.6: Fie G un grup mixt scindabil, cu P.1.S.D. §i B - sumandul sau
redus, fara-torsiune. Daca, K este invelitoarea divizibila, iar A este invelitoarea
pur-injectiva, a lui B §i daca:
Hom(Q/Z,K/B)=Hom(Q/Z,A/B),
atunci (Ext(Q/Z,G))o este un grup redus compact algebric.
Demonstratie: Din [41,52.3] rezulta ca:
Ext(Q/Z,B)xHom(Q/Z,K/B).
Daca A este Invelitoarea pur-injectiva a lui B, atunci:
0>B—>A—>AB->0
este un sir pur-exact, iar urmatorul sir:
0=Hom(Q/Z,A) — Hom(Q/Z,A/B) — Pext(Q/Z,B) — Pext(Q/Z,A)=0
este exact - conform cu [41, 53.7], iar cele doua egalitati se datoreaza lui [41, §43.
(A).(i11)] si, respectiv lui [41, 41.5]. Rezulta ca:
Pext(Q/Z,B)=Hom(Q/Z,A/B).
Atunci, conform ipotezei si lui [41, 53.3], obtinem ca:
(Ext(Q/Z.,B))o=(Ext(Q/Z,B))/Pext(Q/Z,B)
~Hom(Q/Z,K/B)/Hom(Q/Z,A/B)=0.
Acum (2.2.4.5) completeaza demonstratia. [
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2.3. SUBGRUPURI SI GRUPURI FACTOR
ALE GRUPURILOR ABELIENE CU P.L.S.D.

In (1.1.1) am aritat ca daca un grup abelian G are proprietatea intersectiei
sumanzilor directi, atunci orice sumand direct H, al lui G, si G/H au aceeasi pro-
prietate. In aceastd sectiune vom prezenta conditii necesare si/sau suficiente pentru
ca anumite subgrupuri ale unui grup G, cu P.I.S.D., care nu sunt sumanzi directi si
grupurile factor corespunzatoare, sa aiba P.I1.S.D.. Astfel, fiind dat un grup abelian G,
cu P.I.S.D., si m un numar natural nenul, sunt investigate, aici, subgrupurile de tipul:

» mG={mg /geG},
» G[m]={geG /mg=0},
> m!G={aeA /maeG} (in acest caz G este un subgrup al unui grup A),
» F(G) - subgrupul Frattini al lui G
si,
» Bg- subgrupul p-bazic al lui G, p fiind un numar prim oarecare,
precum si grupurile factor corespunzatoare.

2.3.1. Subgrupuri de forma mG, meN*

Daca G este un grup abelian si m este un numar natural nenul, atunci notam cu:

mG={m-g | geG}.

Se poate demonstra, foarte usor, ca mG este un subgrup al grupului G. in
aceasta sectiune vom vedea in ce conditii mG si G/mG au P.I.S.D., daca G are aceasta
proprietate.

Incepem investigatiile noastre cu urmitorul rezultat trivial:

Observatia 2.3.1.1: Daca G este un grup elementar, atunci orice subgrup H, al lui
G, si G/H au P.1.S.D.. In particular, pentru orice m eN*, mG si G/mG au P.1.S.D..
Demonstratie: Conform cu [41, §17, p. 89], orice subgrup H al unui grup elementar
G, este un sumand direct in G; deci H si G/H au P.I.S.D.. [

Urmatorul rezultat pur-tehnic ne va fi util in dezvoltérile viitoare.

Lema 2.3.1.2: Fie G un grup oarecare si m eN*, m>2.
1) Daca H este un sumand direct in G, atunci mH este un sumand direct in mG.

Daca:

G[m]=0,
atunci are loc si reciproca; adica, daca mH este un sumand direct in mG,
atunci H este un sumand direct in G.
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2) Daca H este un subgrup in mG, atunci exista K - subgrup in G astfel incat:
H=mK.
3) Daca:
G(m]=0,
atunci, oricare ar fi T §i S doua subgrupuri in G,
mT - mS=m(TNS).
Demonstratie: 1) Daca H este un sumand direct in G, atunci:
G=HeXK,
unde K este un subgrup in G. Deci, oricare ar fi geG, exista, in mod unic, un he H
si un keK astfel incat:
g=h+k.
Rezulta ca:
m-g=m-h+m-k;
deci mGcmH+mK. Deoarece mH+mKcmG, rezulta ca:

mG=mH+mK.
Cum:
mH~mKcHNK=0,
rezulta ca:
mG=mH®mK.
Acum presupunem ca:
G[m]=0 si mG=mH®mK,

unde H si K sunt subgrupuri ale lui G. Atunci oricare ar fi geG, existd, in mod unic,
un heH si un kek astfel incat:
m-g=m-h+m-k.
Deci:
m-(g-h-k)=0
si, astfel:
g-h-ke G[m]=0.
Rezulta ca:
g=h+k.
Cum g a fost ales arbitrar, rezulta ca:
G=H+K.
Daca xeHNK, atunci:
m-xemHNmK=0,
adica:
xeG[m]=0.
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Rezulta ca:
G=He@K.

2) Fie H un subgrup oarecare al lui mG si:
K={geG|m-geH}.

Atunci:
mK=H.

3) Fie T si S doud subgrupuri ale lui G si xemTmS. Atunci:
X=m-t=m-s,

cuteT siseS. Rezulta ca:

m-(t-s)=0,
adica:

t-se G[m]=0.
Deci:

t=s

si xem(TNS). Asadar mMTNmScm(TNS), si deoarece m(TNS)cmTmS, obtinem
egalitatea din enunt. []
Acum putem trece la rezolvarea problemei noastre.
Propozitia 2.3.1.3: Fie G un grup abelian, cu:
G[m]=0,
unde m eN*, m=>2. Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) GareP.IS.D.;
2) mGare P.LS.D..
Demonstratie: 1) implica 2) Presupunem ca G are P.I.S.D. si consideram doi sumanzi
directi T si S, ai lui mG. Conform lui (2.3.1.2)2)3), existd H si K - subgrupuri ale
lui G astfel incat:
T=mH, S=mK s TnS=mHNmK=m(H"K)
este un sumand direct in mG. Deci mG are P.I.S.D..
2) implicd 1) Reciproc, presupunem cd mG are P.I.S.D. si consideram H si K doi
sumanzi directi in G. Atunci, conform cu (2.3.1.2)1),3), mH, mK si:
mHNmK=m(HNK)
sunt sumanzi directi in mG. Acum (2.3.1.2)1) completeaza demonstratia. [
Se impune aici o observatie.
Observatia 2.3.1.4: In enuntul lui (2.3.1.3) conditia:
G[m]=0
este absolut necesara.
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Demonstratie: Vom ardta ca dacd p este un numdr prim, existd grupuri cu proprietatea

ci G[p]#0, pG are P.I.S.D., fird ca G si aiba aceasti proprietate. Intr-adevar, fie:
G=Z(p)®Z(p").

Atunci G[p]#0 si, conform cu (1.1.5), acest grup nu are P.I.S.D., dar:
pG=pZ(p*)=Z(p)

are aceasta proprietate. [

Corolarul 2.3.1.5: Fie G un grup fara-torsiune. Atunci G are P.L.S.D. daca §i numai

daca mG are P.1.S.D., pentru orice m eN™.

Demonstratie: Daca G este fara-torsiune, atunci, pentru orice me N¥,
G[m]=0.

Acum aplicam (2.3.1.3). [

Corolarul 2.3.1.6: Fie G un grup fara-torsiune. Atunci au loc urmatoarele afirmatii:

1) Daca G este liber (sau liber numarabil, sau liber de puterea continuului),
atunci, pentru orice meN*, mG are P.1.S.D.;

2) Daca G este un W-grup (vezi Sectiunea 2.1.1), sau un subgrup al unui
W-grup, sau o suma directa de W-grupuri, atunci, pentru orice meN"*, mG
are P.1.S.D.;

3) Daca G este complet decompozabil si omogen, atunci, pentru orice m eN",
mG are P.1.S.D.;

4) Daca G nu este redus, atunci G are P.1.S.D. daca si numai daca mB are
aceasta proprietate, pentru orice m eN*, unde B este partea redusa a lui G;

5) Daca G este idecompozabil, de rang finit, cu proprietatea ca End(G) este
un inel semi-ereditar drept, atunci, pentru orice multime de indici I si pentru
orice meN*, grupurile @mG au P.1.S.D.;

6) Grupul G are P.1.S.D. daca si numai daca subgrupurile pure ale lui mG
coincid cu sumanzii directi ai acestuia, pentru orice m eN".

Demonstratie: 1) Enuntul rezulta din (2.1.1.2) si (2.3.1.5).
2) Aplicam (2.1.1.7) 51 (2.3.1.5).
3) Conform cu (1.1.7), G are P.I.S.D.. Acum aplicam (2.3.1.5).
4) Fie:
G=D@B,
cu D - divizibil si B - redus. Conform cu (2.1.4.2),
G are P.I.S.D. daca si numai daca B are aceasta proprietate.
larasi aplicam (2.3.1.5).
5) Enuntul rezulta din (1.2.6.2), (2.3.1.2)1) si (2.3.1.5).
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6) Subgrupurile pure ale lui mG coincid cu sumanzii directi (ai lui mG) daca si
numai dacd mG are P.I.S.D., conform cu (2.1.4.6). Conform cu (2.3.1.5), aceasta
este echivalent cu faptul ca G are P.I.S.D.. []
Corolarul 2.3.1.7: Fie G un p-grup. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) GareP.IS.D.
2) Pentru orice meN*, mG are P.1.S.D..
Demonstratie: Daca, pentru orice meN*, mG are P.I.S.D., atunci, considerand pe
m=1,
obtinem ca G are P.1.S.D..
Reciproc, presupunem cd G este un p-grup cu P.I.S.D.. Conform cu (2.1.2.2),
distingem trei cazuri.
Cazul 1: Exista un neN* astfel incat:
G=Z(p".
Daca:
m=p/,
cu 1>1, atunci:
mG=p'Z(p")=Z(p"™"),
daca i<n-1, si:
mG=0,
pentru i>n. Rezultd ca, in acest subcaz, mG este idecompozabil si, deci, mG are
P.1.S.D.. Daca:
m=p'q,
cu i>0 si:
(p.9)=1,
atunci:
mG=(p'Z(p")=qZ(p")=Z(p""),
daca i<n-1, si:
mG=0,
pentru i>n. In acest subcaz:
Z(p"H)[q]=0.
De fapt, In general, daca a, be N* si:
(a,b)=1,
atunci:
Z(a)[b]=0.
Asadar, 1n acest caz, mG are P.I.S.D..
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Cazul 2: Daca:
G=Z(p”),

atunci, pentru orice meN*,
mG=G.

Cazul 3: Exista un cardinal my astfel incat:
G~(®,, Z(p))®Cy,

unde:
Cp=0 sau Co=Z(p").
Daci existd i>1 astfel incat p' divide pe m, atunci:
mG=C,
are P.I.S.D.. Daci nu existd i>1 astfel incat p' si dividd pe m, atunci:
G[m]=0

si (2.3.1.3) completeaza demonstratia. [ |
Corolarul 2.3.1.8: Fie G un grup de torsiune. Atunci urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

1) GareP.ISD.;

2) Pentru orice meN*, mG are P.I.S.D..
Demonstratie: Ca si la (2.3.1.7) este suficient sd demonstram cd 1) implica 2).
Presupunem, deci, ca:

G:® Gp

peh
este un grup de torsiune cu P.I.S.D., unde P1 este o multime de numere prime si,
pentru orice peP1, Gp este un p-grup cu P.1.S.D., conform cu (1.1.3). Atunci:
mG= @ mGp,

pePy

unde, pentru orice pePi, mGp este tot un p-grup cu P.I.S.D., conform cu (2.3.1.7).
Acum (1.1.3) completeaza demonstratia. [

Si aici se impune o observatie.
Observatia 2.3.1.9: In (2.3.1.7) si (2.3.1.8) conditia ,, pentru orice” joacd un rol
fundamental; daca acesta ar lipsi, implicatia ,,2) implica 1) s-ar putea sa nu mai
aiba loc.
Demonstratie: Contraexemplu: fie,

G=Z(4)DZL(4).
Atunci:

2G=Z(2)DZL(2)
are P.I.S.D., dar G nu are aceasta proprietate, vezi (2.1.2.2). [
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Conform lui (2.1.5.2) si (2.1.5.4), un grup mixt scindabil, cu P..S.D., este
de forma:
G=(®,, QB(( E!-P) Z(p" )®(€|—2(®mp Z(p))®B, (16)
pelky pehy
unde:
O mo este un cardinal oarecare;
1ar,
0 Q este grupul (aditiv) al numerelor rationale;
0 Py este o multime de numere prime si, pentru orice p€Po, np este un numar
natural nenul;
0 Pi este tot o submulfime a multimii P a tuturor numerelor prime si, pentru
orice peP1, mp este un cardinal oarecare;
0 daca D=0, atunci B este un grup redus, complet decompozabil, omogen, de
rang finit, iar daca:
D=0,
atunci B este un grup de forma (14) sau de forma (15).
Aplicand (2.3.1.5) si (2.3.1.8) la un astfel de grup, obtinem:
Corolarul 2.3.1.10: Fie G un grup de forma (16). Atunci urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:
1) GareP.ISD.;
2) Pentru orice meN*, mG are P.1.S.D..[]
Fie:

G/mG=@) (G/mG)p

p/m
descompunerea directd a lui G/mG in p-componentele sale, conform cu [41, 8.4].
Din (1.1.3) rezultd ca G/mG are P.I.S.D. daca si numai daca, pentru orice p | m,
(G/mG)y, este un p-grup cu P.I.S.D.. Astfel avem:
Propozitia 2.3.1.11: Fie G un grup abelian cu P.1.S.D. si m un numar natural
(oarecare), m>2. In oricare din urmdtoarele cazuri, G/mG are P.1.S.D.:
1) G este un p-grup;

2) G=@ Gpeste un grup de torsiune, unde Pi este o mulfime de numere prime
pep

si, pentru orice p € P1, Gp este un p-grup cu P.1.S.D., iar:
@ mG,=0;
plm
3) G=£;
4) G este divizibil,
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5) m este un numar prim.

Demonstratie: 1) Fie G un p-grup cu P.I.S.D.. Ca si la (2.3.1.7), distingem trei cazuri:
Cazul 1: Exista un ne N* astfel incat:

G=Z(p".
Daca p' divide pe m, cu i>1, atunci:

mG=Z(p™),
daca i<n-1, si:

mG=0,
pentru i>n. Rezulta ca, in acest subcaz,

G/mG=Z(p)
este idecompozabil si, deci, G/mG are P.I.S.D.. Daci p' nu divide pe m, pentru
orice i>1, atunci:

G/mG=0.
Asadar, in acest caz, G/mG are P.I.S.D..
Cazul 2: Daca:

G=Z(p"),
atunci, pentru orice meN*,

mG=G si G/mG=0.
Cazul 3: Exista un cardinal m, astfel incat:

G=(®,, Z(p))®C,,

unde:
Co=0 sau Co=Z(p").
Daci existd i>1 astfel incat p' divide pe m, atunci:
mG=Cp si G/mG=G/Cp= @mp Z(p)

are P.I.S.D., fiind un p-grup elementar. Daci nu existd i>1 astfel incat p' si divida
pe m, atunci:

mG=G si G/mG=0.
2) Fie G un grup de torsiune, ca si in enunt. Atunci, conform lui (2.3.1.2)1),
mG= @ Gy,
peP’
unde:
P'={peP1 | p nu divide pe m}.
Rezulta ca:
GmG=PGr= @ Gp
p|m peP\P;
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are P.I.S.D..
3) Fie:
m=p;" Py’ Pyt
descompunerea lui m in produs de puteri de numere prime; deci, pentru orice i=1,
2, ..., k, pi sunt numere prime, iar nj sunt numere naturale nenule. Daca:
G=Z,
atunci:
G/mG=Z/mZ=Z(m)=Z(p," YPZ(p;* )D...®Z(p,*)
si are P.I.S.D., conform lui (2.1.2.3).
4) Daca G este divizibil, atunci:
mG=G si G/mG=0.
5) Daca p este un numar prim, atunci G/mG este un p-grup elementar si, in acest caz,
(2.1.2.1) completeaza demonstratia. [

2.3.2. Subgrupuri de forma G[m], meN*

Fie G un grup abelian si m un numar natural (oarecare), m>2. Atunci:
G[m]={geG | m-%ZO}
este un subgrup al lui G. In aceasta sectiune vom prezenta conditiile in care G[m] si
G/G[m] au P.I.S.D., dacad G are aceasta proprietate. Pentru aceasta, insd, avem nevoie
de urmatorul rezultat:
Lema 2.3.2.1: Fie G un grup oarecare si m eN*, m>2.
1) Daca H este un sumand direct in G, atunci H/m] este un sumand direct in G[m].
2) Daca T si S sunt subgrupuri in G, atunci:
T[m] AS[m]=(THS)[m].
3) Daca in G orice subgrup pur este sumand direct §i K este un sumand direct
in G[m], atunci exista H - sumand direct in G astfel incat:
H[m]=K.
Demonstratie: 1) Fie:
G=H@K
o descompunere directd (oarecare) a lui G. Vom demonstra ca:
G[m]=H[m]®K[m].
Daca geG[m], atunci exista un heH si exista un keK astfel incat:
g=h+k sl m-g=m-h+m-k=0.
Deoarece:
HNK=0,
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rezultd ca:
m-h=m-(-k)=-m-k=0,
adicd heH[m] si keK[m]. Deci G[m]cH[m]®K[m], deoarece:
H[m]nK[m]cHNK=0.
Cum:
H[m]+K[m]=H[m]®K[m]cG[m],
obtinem egalitatea din enunt.
2) Fie T si S doua subgrupuri ale lui G si xe T[m]NS[m]. Atunci xeT, cu:
m-x=0
sixeS cu:
m-x=0.
Rezulta ca xe TS cu:
m-x=0,
adica xe(TNS)[m] si T[m]NS[m]<(TNS)[m]. Deoarece (TNS)[m]=T[m]NS[m],
rezultd ca are loc egalitatea din enung.
3) Presupunem ca grupul G are proprietatea din enunt si consideram K - un sumand
direct in G[m]. Distingem douad cazuri:
Cazul 1: Daca:
mG=0,
atunci:
G[m]=G
si orice sumand direct K, al lui G[m], este un sumand direct in G si:
K[m]=K.
Cazul 2: Daca mG=0, atunci fie geG, cu:
<g>[m]=0
st fie:
H=<K,g>.
Vom demonstra ca:
H[m]=K.
Daca heH, atunci:
h=k+n-g,
cu keK si neZ. Egalitatea:
m-h=0
implica:

m-(n-g)=0;
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deci:
g=0 si H[m]=K.
Daca H[m] este un sumand direct in G[m], atunci, din [41, 29.1], rezulta ca H este
un subgrup pur in G; conform ipotezei, H este un sumand direct in grupul G. ]
Desigur ca in rezolvarea problemei din aceasta sectiune ne intereseaza doar
cazurile in care G[m]#0, deci grupurile de torsiune si cele mixte; celelalte cazuri
devin triviale. Incepem cu p-grupurile.
Propozitia 2.3.2.2: Daca G este un p-grup cu P.1.S.D., atunci, pentru orice m eN”,
G[m] are P.1.S.D..
Demonstratie: Fie G un p-grup cu P.I.S.D. si m un numar natural (oarecare), m>2.
Daca G este idecompozabil, atunci G[m] este tot un p-grup idecompozabil. Daca:
G=Bp®C,,
unde:
pBy=0, Cp=0 sau Co=Z(p™),
atunci fie H un subgrup pur in G. Rezulta ca:
pH=HpG=Hp(Bpy®Cp)=HN(pBp@pCp)=HNC,.
Daca:
Cp=0,
Atunci, conform cu [41, 27.5], H este un sumand direct in G, iar daca:
Co=Z(p™),
atunci H ori il contine, ori nu il contine pe Z(p™), deoarece Z(p™) nu are subgrupuri
pure proprii - vezi [41, §26.(c)]. In acest (ultim) caz,
pH=Z(p").
Asadar H este un sumand direct in G. Fie, acum, T si S doi sumanzi directi in G[m].
Conform cu (2.3.2.1)3), exista U si V - sumanzi directi in G astfel Incat:
Ulm]=T si V[m]=S.
Deoarece G are P.1.S.D., rezultd cd UNV este un sumand direct in G. Din (2.3.2.1)2),1)
rezultd ca:
(UNV)[m]=U[m]"V[m]=TNS
este un sumand direct in G[m]; deci G[m] are P.I.S.D.. []
Din (2.3.2.2) obtinem:
Corolarul 2.3.2.3: Daca G este un grup de torsiune cu P.1.S.D., atunci, pentru orice
meN*, G[m] are P.1.S.D..
Demonstratie: Fie,

G:€|—> Gp

pehy
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un grup de torsiune cu P.I.S.D., unde P1 este o multime de numere prime i, pentru
orice peP1, Gp este un p-grup cu P.I.S.D., conform cu (1.1.3). Atunci, din (2.3.2.1)1)
si (2.3.2.2), rezulta ca:

G[m]= Gp[m]

peh
s1, pentru orice peP1, Gp[m] este un p-grup cu P.I.S.D.. Iarasi (1.1.3) completeaza
demonstratia. [
Corolarul 2.3.2.4: Daca G este un grup mixt scindabil, cu P.1.S.D., atunci, pentru
orice meN*, G[m] are P.1.S.D..
Demonstratie: Daca G este un grup ca si in enunt, atunci, conform cu (2.1.5.2),
G=T®De@B,
unde:
T-T(G),
D este subgrupul maximal divizibil (fara-torsiune) al lui G, iar B este un grup fara-
torsiune, redus, cu P.I.S.D.. Atunci:
G[m]=T[m]
s1 (2.3.2.3) completeaza demonstratia. [
Referitor la reciprocele acestor corolare avem:
Observatia 2.3.2.5: Reciproca lui (2.3.2.2) (si implicit a lui (2.3.2.3)) nu este, in general,
adevarata.
Demonstratie: Contraexemplu: fie p un numar prim si:
G=Z(p*)DL(p?).
Atunci:
GIp]=Z(p))[p]®Z(p*)[P]=Z(p)DZ(p).
Rezulta ca G[p] are P.1.S.D., dar G nu are aceasta proprietate. |
Referitor la grupul factor G/G[m] avem urmatorul rezultat:
Propozitia 2.3.2.6: Fie G un grup abelian si m un numar natural (oarecare), m=2.
Atunci:
grupul G/G[m] are P.1.S.D. daca si numai daca mG are aceasta proprietate.
Demonstratie: Fie,
pm:G—> G
inmultirea cu m in G. Atunci:
kerpm=G[m] si Impm=mG.
Rezulta ca sirul:
0—>Gm] —> G —2»> mG—0
este exact. Deci:
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G/G[m]z2mG
si demonstratia este completa. [

Din (2.3.2.6) si cele demonstrate in sectiunea precedenta obtinem:
Corolarul 2.3.2.7: Fie G un grup abelian cu P.1.S.D. si m un numar natural (oarecare),
m22. In oricare din urmdtoarele cazuri, G/G[m] are P.L.S.D.:

1) G este un p-grup;
2) G este un grup de torsiune;
3) G este un grup fara-torsiune;

4) G este un grup mixt scindabil. [

2.3.3. Subgrupuri de forma m'G, meN*

Peste tot in aceastd sectiune vom nota cu A un grup abelian oarecare, G va
fi un subgrup al lui A §i m>2 va fi un numar natural, oarecare. Se stie ca:

m'G={acA |macG}
este un subgrup al lui A.

Proprietatile subgrupului m™'G, care ne vor fi utile in continuare, sunt pre-
zentate in:
Propozitia 2.3.3.1: Daca G este un subgrup al grupului A, m=>2 este un numar natural,
oarecare, iar H §i K sunt subgrupuri ale lui G, atunci au loc urmatoarele afirmatii:

1) m'Hrm ' K=m'!(HNK);
2) Daca:
G[/m]=0
si T este un subgrup al lui m G, atunci exista S - subgrup in G astfel incat:
T=m"S.

Demonstratie: 1) Daci xem'Hnm™'K, atunci m-xeH si m-xeK; deci mxeHNK,
adici xem'(HNK). Rezulti ci m'H~m'Kcm!'(HNK). (*) Daci yem!(HNK),
atunci m-ye HNK; deci myeH si m-yekK, adicd yem'H~m'K. Asadar, are loc si
cealaltd incluziune: m'(HNK)cm 'HAm'K. (**) Din relatiile (*) si (**) obtinem
egalitatea din enunt.
2) Fie:

S={m-t|teT}=mT.
Atunci, conform lui [41, §1] si ipotezei,

m!'S=m'(mT)=T+G[m]=T. [J

Rezultatul principal al acestei sectiuni este urmatorul:
Teorema 2.3.3.2: Fie A un grup abelian cu:

Afm]=0,
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pentru un numar natural m=>2 si G un subgrup pur in A. Atunci:

G=H&K daca si numai daca m!G=m'H®&m'K.
Demonstratie: Deoarece:
m ' (mG)=G+A[m] si mG=GNmA,

din (2.3.3.1) obtinem:
G=G+A[m]=m (mG)=m'(GrmA)=(m'G)"[m!(mA)]
=(m'G)N(A+mA)=(m'G)NA=m"'G.
Daca:
G=He®K,
atunci H si K sunt subgrupuri pure si in G si in A, conform cu [23, p. 105-106]. [
Din (2.3.3.2) obtinem:
Corolarul 2.3.3.3: In conditiile de la (2.3.3.2), subgrupul G are P.I.S.D. exact dacd
m'G are aceasta proprietate. ]
Corolarul 2.3.3.4: Daca A este un grup fara-torsiune si G este un subgrup pur al
lui A, in particular G este un sumand direct (in A), atunci:
G are P.1.S.D. daca §i numai daca m'G are P.LS.D.. []
Incheiem aceasti sectiune cu:
Observatia 2.3.3.5: In (2.3.3.2), (2.3.3.3) si, respectiv (2.3.3.4), conditiile ca:
Afm]=0
sau:
G - subgrup in A, cu proprietatea ca:
mG=mANG,
sunt fundamentale. Astfel, daca una din aceste conditii nu este indeplinita, atunci,
concluziile de la (2.3.3.3) si, respectiv (2.3.3.4), pot sa nu (mai) aiba loc.
Demonstratie: Contraexemple: 1) Fie:

A=Z(4)DZL(2) si G=Z(2).
Atunci G este un subgrup pur in A,

21G=A,
A[2]#0, G are P.1.S.D., dar 2"'G nu mai are aceasta proprietate.

2) Fie:
A=Z(16)DZ(4)DZL(3)

si G un subgrup al lui A, izomorf cu Z(2). Atunci:
2G=0,

2ANG=#0, G are P.I.S.D., dar:
21G=Z(4)DZ(4)

nu are P.I.S.D.. [J
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2.3.4. Subgrupul lui Frattini

Subgrupul Frattini al unui grup G, notat cu F(G) si definit ca intersectia
tuturor subgrupurilor maximale ale lui G, a fost introdus prima data de G. Frattini
in 1885. Proprietatile acestui subgrup au fost studiate si prezentate in peste 200 de
lucrari stiintifice aparute pana acum. Pe noi ne intereseaza doar proprietafile exprimate
in urmatoarea lema:

Lema 2.3.4.1: Pentru orice grup abelian G, au loc urmatoarele afirmatii:
1) Subgrupul M este maximal in G daca §i numai daca este de indice prim;
2) Intersectia tuturor subgrupurilor maximale, ale lui G, de indice p, este pG;

3) F(G)=(\p(G),

peP
unde p parcurge intreaga multime P a numerelor prime;
4) G este divizibil daca si numai daca:
F(G)=aG;
5) Daca G este fara-torsiune, iar H §i K sunt subgrupuri ale lui G, atunci:
F(HAK)=F(H)AF(K);
6) Daca U este un subgrup in F(G), atunci exista H - un subgrup in G astfel
incat:
F(H)=U.
In plus, daca U este un sumand direct in F(G), atunci si H este un sumand
direct in G.
7) Daca G este fara-torsiune, iar H si K sunt subgrupuri in G, atunci:
t(H)<t(K) daca §i numai daca t(F(H))<t(F(K);
aici t(A) noteaza tipul grupului A.
Demonstratie: 1) Fie M un subgrup maximal in G. Daca G/M nu este ciclic, atunci
existd un generator x+M al lui G/M, cu proprietatea ca <x,M>#G; aceasta
contrazice maximalitatea lui M. Asadar G/M este ciclic; sa presupunem ca:
G/M=<g+M>.
Daca G/M este infinit, atunci, iarasi, existd un yeG astfel incat <y+M>c<g+M> si
<y,M>#G. Deci G/M este finit. Fie:
m=|G : M| si G/M=@P (G/M)p
p|m
descompunerea lui G/M in p-componentele sale, conform cu [41, 8.4]. Atunci, pentru
fiecare p care divide pe m, exista un subgrup Gp, al lui G, astfel incat Mc GG,
ceea ce este o contradictie cu ipoteza. Rezulta cd m este un numar prim.
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Reciproc, presupunem ca:

|G : M[=p,
unde p este un numar prim, si ca existd H - un subgrup in G astfel incait McHcG.
Atunci H/M este un subgrup in G/M si

(H : M|=1, caz in care H=M) sau (JH : M|=p, caz in care H=G).
Rezulta ca M este maximal in G.
2) Fie p un numar prim si Fp(G) intersectia tuturor subgrupurilor maximale, de
indice p, ale lui G. Daca M este un submodul maximal, de indice p, atunci pGcM.
Rezulta ca pGcFp(G). (*) Grupul G/pG este un p-grup elementar; deci:

F(G/pG)=pG.
Rezultd ca intersectia tuturor subgrupurilor maximale Mi/pG, i€l, ale lui G/pG,
este pG. Dar, atunci, M;, i€l, sunt subgrupuri maximale de indice p, ale lui G si
ﬂMi cpG. (**) Din relatiile (*) si (**) obtinem ca:

iel
Fp(G)=pG.
3) Egalitatea din enunt rezulta din cele demonstrate la punctul 2) si din faptul ca:

F(G)=F,(G).

peP
4) Daca G este divizibil, atunci, pentru orice p - numar prim,
pG=G.
Rezulta ca:
G=F(G).
Reciproc, daca:
G=F(G),
atunci, pentru orice p - numar prim, GcpG si, deoarece pGcG, rezultd ca, pentru
orice p - numar prim,
pG=G,
adicd G este p-divizibil. Conform cu [41, §20.(A)], G este divizibil.
5) Fie H si K doua subgrupuri ale lui G si xeF(H)NF(K). Atunci, pentru orice p -
numar prim, exista un hpeH si un kpeK astfel incat:
x=p-hp=p-kp.
Conform ipotezei, rezulta ca:
hp=kp
si xeF(HNK). Asadar F(H)NF(K)cF(HNK) si cum incluziunea inversa are loc
intotdeauna, obtinem egalitatea din enunt.
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6) Fie U un subgrup in F(G) si D - invelitoarea divizibila a lui U. Pentru fiecare p -
numar prim, consideram multimea:

Hp={geGND | p-geU}.
Atunci Hp este un subgrup in G si:

pHp:U
Daca:
H={geGND | pentru orice p - numadr prim, p-geU},
atunci:
H=(H, si F(H)=()pH, =U.
peP peP

Daca U este un sumand direct in F(G), atunci, conform cu [28, Teorema 5.d)], H
este un sumand direct in G.
7) Fie G un grup fara-torsiune, H si K doua subgrupuri in G, cu t(H)<t(K) si fie
heH cu:
n=p
- indltimea lui h in H; deci:
n=hy, (h).
Atunci hep™H si hgp™'H. Deoarece hep™!(pH) si hgp”(pH), rezulti ca:
hYy (h)=n-1.
Rezulta ca daca heF(H) si:
ya=(ki,....kn,...)
este caracteristica lui h in H, atunci caracteristica aceluiasi h in F(H) este:
wea=(ki-1,....kn-1,...).
Consideram, acum, ueF(H) si veF(K) si fie:
t] =tran(u)=(mu,...,Mn,...)
Si:
t), =trao(V)=(11,...,In,...)
tipurile elementelor u, respectiv v, reprezentate de cate o caracteristica a lor. Din
cele demonstrate mai sus, rezulta ca:
ti=ta(u)=(mi+1,...,mn+1,...)
si:
t=tg(v)=(li+1,...,In+1,...).
Conform ipotezei, t1<t2, dar aceasta are loc exact daca, pentru orice i>1, mi<l;, ceea
ce este echivalent cu faptul ca t(F(H))<t(F(K)). []
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Urmatorul rezultat, datorat lui Dlab (vezi [28, Teorema 2]) 1l vom folosi foarte
mult in dezvoltarile noastre.
Teorema 2.3.4.2: Daca G, i€l, este o familie de grupuri abeliene, atunci are loc
egalitatea:

F(@ G)=@ F(G). [ (38)

iel iel
Trecem acum la rezolvarea problemei noastre:
» ,Daca G este un grup cu P.1.S.D., cind F(G) are si el P.LS.D.?”.

Si aici incepem cu p-grupurile.
Propozitia 2.3.4.3: Daca G este un p-grup cu P.I.S.D., atunci si F(G) are P.1.S.D..
Demonstratie: Ca si in alte situatii precedente, conform cu (2.1.2.2), distingem
urmatoarele cazuri:
Cazul 1: Exista un neN*, n>2, astfel Incat:

G=Z(p").
Atunci:
F(G)=[14G =pG( ()G )=HNG=H=Z(p""),
qeP qeP\{p}
unde:
H=pG.

Deci, in acest caz, F(G) este idecompozabil si are P.1.S.D..
Cazul 2: Daca:
G=Z(p"),
Atunci, conform cu (2.3.4.1)4):
G=F(QG).
Cazul 3: Exista un cardinal my astfel incat:
G(®,, Z(p)&Cs,

unde:

Cp=0 sau Co=Z(p").
Fie:

By= @mp Z(p).
Atunci:

G=B,®Cp

si, conform relatiei (38),
F(G)=F(Bp)®F(Cp)=(D,, F(Z(p))PF(Cp)=Co

are P1.S.D.. [
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Concluzia din (2.3.4.3) este valabila si pentru alte clase de grupuri:
Corolarul 2.3.4.4: Daca G este un grup de torsiune cu P.1.S.D., atunci si F(G) are
aceeasi proprietate.

Demonstratie: Daca G este un grup ca si in enunt, atunci:

G= E'—) Gp,

pePy
unde P1 este o multime de numere prime si, pentru orice pePi1, Gp este un p-grup cu
P.I.S.D., conform cu (1.1.3). Relatia (38) implica:

F(G)=@ F(Gy),

pePy

unde, pentru orice peP1, F(Gyp) este un p-grup cu P.I.S.D., conform cu (2.3.4.3).
Deoarece, pentru orice peP1, F(Gp) este un p-grup total invariant in F(G), rezulta
ca (1.1.2) completeazd demonstratia. [
Observatia 2.3.4.5: Reciproca lui (2.3.4.3) (si, deci, si a lui (2.3.4.4)) este, in general,
falsa.
Demonstratie: Contraexemplu: fie,

G=Z(p)®Z(p*)DZ(p").
Atunci:

F(G)=Z(p)DZ(p”)
are P.I.S.D., dar G nu are aceasta proprietate. [ |

Referitor la grupurile divizibile si grupurile libere, avem urmatoarele rezultate
triviale:

Observatiile 2.3.4.6: 1) Deoarece in cazul unui grup divizibil G,

F(G)=aG,
rezulta ca daca G este un astfel de grup, atunci G are P.1.S.D. daca si numai daca
F(G) are P.LS.D..

2) Deoarece:

F(Z)=0,
rezulta din relatia (37) ca, oricare ar fi G un grup liber,

F(G)=0
are in mod trivial P.1.S.D.. ]

Pentru grupurile fara-torsiune avem acelasi rezultat ca si la (2.3.4.4):
Teorema 2.3.4.7: Daca G este un grup farda-torsiune, complet decompozabil, cu
P.I.S.D., atunci si F(G) are aceeasi proprietate.

Demonstratie: Fie G un grup fara-torsiune cu P.I.S.D.. Si aici, ca si in alte situatii,
precedente, conform cu (2.1.4.3), distingem trei cazuri:
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Cazul 1: Daca G este neredus, atunci el este de forma:
G=(®mQ)B(®nC),
unde m este un cardinal oarecare, n este un numar natural, iar C este un grup redus,
de rang unu. In acest caz obtinem, conform relatiei (38) si lui (2.3.4.1)4):
F(G)=(®nF(Q))B(SnF(C))=(BmQ)D(SnF(C)),
unde:
(F(C)=0, daca C=Z) sau (F(C)#0, daca C#Z).
Deci F(G) este tot un grup de forma (13) si, deci, are P.I.S.D..
Cazul 2: Grupul G este redus si este de forma:

G- (®, G,

iel
unde, pentru orice i€l, m;i este un cardinal oarecare, iar Gi este un grup (redus) de
rang unu si, pentru orice i1, 2€l, i1zi2, (G, ) si t(G, ) sunt incomparabile. In acest

caz, notand ca si in (2.2.3.6), pentru fiecare i€l, cu:
G =@, Gi
obtinem ca:

FG=DF(G))

iel
si, pentru orice i1, i2€1, 1112, F(G: ) si F(Gf2 ) sunt sau nule, sau tot grupuri reduse,
omogene, complet decompozabile si, conform lui (2.3.4.1)7), total invariante in F(G).

Atunci, conform lui (2.1.4.3), rezulta ca F(G) are P.I.S.D..
Cazul 3: Grupul G este redus si este de forma:

G=(@:B)®(P Gi).

iel
unde:
O n este un numar natural
Si:
0 B este un grup (redus) de rang unu si de tip v,
0 pentru orice i€l, Gi este un grup (redus) de rang unu si de tip pi, cu v<pi, si,
pentru orice i1, 2€l, t(G; ) s1 t(G; ) sunt tipuri incomparabile.

Atunci:

F(G)=(@FB)S(D F(G),

iel
unde:
0 F(B)=0 sau F(B) este (tot) un grup (redus) de rang unu si de tip v';
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0 pentru orice iel, F(Gi) este (tot) un grup (redus) de rang unu si de tip i, cu
Vi<p'i si, pentru orice i1, i2€, ((F(G, ) si t(F(G,, )) sunt tipuri incomparabile.

Asadar, si in acest caz, F(G) este (tot) un grup de forma (15); deci F(G) are P.I.S.D.. ]
Observatia 2.3.4.8: Reciproca lui (2.3.4.7) este, in general, falsa, adica: daca G este
un grup fara-torsiune, complet decompozabil, cu proprietatea ca F(G) are P.1.5.D.,
nu rezulta ca si G are P.1.S.D..
Demonstratie: Contracxemplu: fie,

G=(®,, QD(@O)D(D,, Z),
unde mo este un cardinal oarecare, n si mi sunt numere naturale nenule, iar C este un
grup fara-torsiune, redus, de rang unu, cu t(C)#t(Z). Atunci, conform lui (2.1.4.3),
G nu are P.I.S.D., dar:

F(G)=(®,, QD(@nF(C))

are aceastd proprietate. [

Combinand cele obtinute in (2.3.4.4), (2.3.4.7), (2.1.5.2) si (2.1.5.4) obtinem:
Corolarul 2.3.4.9: Daca G este un grup mixt scindabil, cu P.1.S.D., atunci si F(G)
are P1S.D.. ]

Din (2.3.4.5) 51 (2.3.4.8) rezulta:

Observatia 2.3.4.10: Reciproca lui (2.3.4.9) este, in general, falsa, adica: exista grupuri
abeliene mixte (scindabile) G, cu proprietatea ca F(G) are P.1.S.D., fara ca G sa aiba
aceasta proprietate. ||

Consideram, acum, pe G ca fiind un grup de torsiune si fie:
G: E'—) Gp,

peh
unde P; este o multime de numere prime, descompunerea directa a lui G in p-com-
ponentele sale. In acest caz,

F(G)=@® F(Gp)=D pGp.

pePy pePy
Daca:
g eG/IF(G)=(P Gp)/ (P pGy),

pePy pePy

atunci existd un keN* i, pentru orice i=1, 2, ..., k, existaun g, € G astfel incat:

g=g, t...tg, +(PpGy),

peh
iar ordinul lui g este egal cu pi-p2-...-pk. Rezulta ca orice element din G/F(G) este

de ordin liber de patrate. Deci:
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G/F(G)=S(G/F(Q)),
aici S(A) noteaza soclul grupului A, si G/F(G) este un grup elementar.
Sintetizand cele obtinute in acest paragraf, referitor la grupul factor G/F(G),
obtinem urmatorul rezultat:
Propozitia 2.3.4.11: Fie G un grup abelian cu P.1.S.D. §i F(G) - subgrupul sau
Frattini. In oricare din urmdatoarele situatii, G/F(G) are P.I1.S.D.:
1) G este un p-grup;
2) G este un grup de torsiune;
3) G este un grup liber;
4) G este un grup divizibil,
5) G este suma directa dintre un grup liber, de rang finit, si un grup divizibil,
fara-torsiune;
6) G este suma directa dintre un grup elementar, un grup divizibil, fara-torsiune,

si un grup liber, de rang finit. [

2.3.5. Subgrupurile p-bazice

In aceasta sectiune vom rezolva problema analoagi celor din sectiunile pre-
cedente ale acestui capitol, pentru subgrupurile p-bazice.
Definitie: ([41, §32]) Fie G un grup abelian si p un numar prim, oarecare. Un sub-
grup B, al lui G, se numegte subgrup p-bazic, daca satisface la urmatoarele conditii:
a) B este o suma directa de p-grupuri ciclice si de grupuri ciclice infinite;
b) B este p-pur in G;
¢) G/B este p-divizibil.
Din [41, 32.2 si 35.2] rezulta ca orice grup abelian confine, pentru orice
numar prim p, subgrupuri p-bazice, si acestea sunt izomorfe.
Conform definitiei, daca B este un subgrup p-bazic in G, atunci:

B=Bo®Bi®...®Bu®..., (39)
unde:

Bo=®Z
si, pentru orice neN*,

Bu=@Z(p").

Din cele de mai sus rezulta:
Observatia 2.3.5.1: Grupul G este p-bazic (in G) daca si numai daca G este de forma
lui B din relatia (39). [
Observatia 2.3.5.2: Subgrupul 0 este p-bazic in grupul G daca si numai daca G este
p-divizibil. []
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Observatia 2.3.5.3: Din (2.3.5.2) rezulta ca daca G este divizibil, atunci subgrupul
sau p-bazic este 0 si, deci, acesta are, in mod trivial, P.1.S.D., indiferent daca G are
sau nu, aceastd proprietate. ||

In investigatiile noastre vom folosi foarte mult urmatorul rezultat tehnic:

Teorema 2.3.5.4: Daca Bi, i€l, este un subgrup p-bazic in Gi, i€l, atunci @ Bi este

iel

un subgrup p-bazic in @ Gi.

iel
Demonstratie: Vom demonstra ca daca, pentru orice i€l, Bi satisface la conditiile

a) - ¢) din definitia de mai sus, relative la grupul Gi, atunci si @ Bi satisface aceleasi

iel

conditii, relative la grupul @ Gi. Dacd relatia a) are loc pentru fiecare Bi, atunci ea

iel

are loc si pentru @ Bi. Fie:

iel

xe(@ B)np(@ Gi)=(P B)n(P pGi),

iel iel iel iel
conform cu (2.3.1.2)1). Atunci existd un ne N* astfel incat:
x=b; +...+b, =p-g, +...4p-g;
(eventual completam cu 0), unde, pentru orice k=1, 2, ..., n, b; €B; si g, €G;, .
Rezulta ca:
(b, -p g, ). Hb;, -p-g; )=0.
Deoarece, pentru orice k=1, 2, ..., n, b[k g €G; si deoarece 0 are o descompunere

unicd in @ G;, rezultd ca, pentru orice k=1, 2, ..., n,

iel
b, =p-g; ,
adica:
bik IS Bik Np Gik =p Bik ,
datorita p-puritatii lui Bik in Gik . Rezulta ca, pentru orice k=1, 2, ..., n, existd un
b; €B, astfel incat:

b, =p-b; si x=p-(b; +...+b] )ep(P Bi).
iel
Asadar (@ Bi)np(@P Gi)=p(@P Bi). Aceastd incluziune arata ca @@ Bi este un
iel iel iel iel
subgrup p-pur in @ Gi. Fie, acum, x, ye @ Gisi X, ¥ - clasele lor modulo (@ Bi).

iel iel iel
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Consideram ecuatia:

p-X=y (*)
in (@ Gi)/(@ Bi). Atunci:
iel iel
X=X T X, Y=Y T Y s

unde:

0 m,neN*,

0 pentru orice k=1, 2, ..., n, x; €G;
$i,

O pentruorice I=1, 2, ..., m, Y EGJI,

iar ecuatia (*) devine:

p:(x; ... tx, H(@PB)=y, t...ty; H(PBi). (%)
iel iel
Rezulta ca:
m=n

si, pentru orice k=1, 2, ..., n,
p-X;, =y, tb,
unde bik € Bik . Din aceste ultime egalitati, rezulta ca, pentru orice k=1, 2, ..., n,
p-X; +Bik =Y +Bik .
Deoarece, pentru orice i€l, Gi/Bi este p-divizibil, exista, pentru orice k=1, 2, ..., n,
un g; €@, astfel incat:

p-( gi, +Bik )= Vi T Bik .
Insumand aceste ultime n relatii, obtinem:

p-(g; +...+g; H(PDB))=y+(DBi).
iel iel

Rezulta ca ecuatia (*) are solutia:

g=gH DB,

iel

unde:

g=g; t... g ;
deci, (@ Gi)/(@ Bi) este p-divizibil si demonstratia teoremei este completa. [

i€l iel

Vom nota in continuare cu Bg subgrupul p-bazic al grupului G. Atunci, conform
lui (2.3.5.4), are loc relatia:
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B ge) =D B, (40)

iel

Si 1n acest caz Incepem rezolvarea problemei noastre tot cu p-grupurile.
Propozitia 2.3.5.5: Daca G este un p-grup cu P.1.S.D., atunci si B are P.1.S.D..
Demonstratie: Si aici, conform cu (2.1.2.2), distingem urmatoarele cazuri:
Cazul 1: Exista un ne N* astfel incat:

G=Z(p".
Atunci:

Be=G
are P.I.S.D..
Cazul 2: Daca:

G=Z(p"),
atunci, conform cu (2.3.5.3),

Bg=0.
Cazul 3: Exista un cardinal my astfel incat:

G~(®,, Z(p))®Cy,

unde:
Cp=0 sau Co=2Z(p").
Atunci, conform definitiei subgrupului p-bazic si lui (2.3.5.4),
Be=@®,, Z(p)

si, conform lui (2.1.2.1), Bg are P.I.S.D.. [
Din (2.3.5.5) obtinem:
Corolarul 2.3.5.6: Daca G este un grup de torsiune cu P.1.S.D., atunci si Bc are
aceeasi proprietate.
Demonstratie: Daca G este un grup ca si in enunt, atunci:

G= @ Gp,

pehy
unde P1 este o multime de numere prime si, pentru orice pePi1, Gp este un p-grup cu
P.I.S.D., conform cu (1.1.3). Relatia (40) implica:

Be=P B, .

peby

unde, pentru orice pePi, B, este un p-grup cu P.I.S.D., conform cu (2.3.5.5).
Deoarece, pentru orice pePi1, B; este un p-grup total invariant in Bg, rezulta ca

(1.1.2) completeaza demonstratia. [ |
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Pentru studiul subgrupurilor p-bazice ale grupurilor fara-torsiune, complet
decompozabile, cu P.I.S.D., avem nevoie (s1) de urmatorul rezultat:
Teorema 2.3.5.7: Fie G este un grup redus, fara-torsiune, de rang unu. Daca G#Z,
atunci:

Bg=0.
Demonstratie: Daca G este un grup ca si in enunt, atunci putem presupune ca G este
un subgrup al lui Q. Deoarece rangul lui Bg este cel mult egal cu 1 si Bg este de
forma (39), rezulta ca:

Ba=0 sau BG=Z.
Daca:

Bg=Z,
atunci Z este p-pur in G, adica:

pZ=7ZpG. (%)
Daca G contine cel putin o fractie cu numitorul p, atunci egalitatea (*) nu are loc si
Z nu este p-pur in G. Presupunem, acum, ca G nu contine nici o fractie rationala cu
numitorul p si ca G/Z este p-divizibil. Atunci, pentru orice yeG, ecuatia:

p-(X+Z)=y+Z
are o solutie g+ZeG/Z. Deci, pentru orice yeG, existd un geG astfel incat:

p-g-y=keG;
de unde rezulta ca:

y+k
p

Daca yeZ, atunci G contine o fractie rationald g cu numitorul p, ceea ce contrazice

e@q.

presupunerea noastra. Asadar Z nu poate fi subgrupul p-bazic al grupului G si, deci,
Bg=0. [
Pentru grupuri care nu sunt de torsiune obtinem:
Corolarul 2.3.5.8: Daca G este un grup fara-torsiune, complet decompozabil, cu
P.L.S.D., atunci si B are P.1.S.D..
Demonstratie: Fie G un grup fara-torsiune, complet decompozabil, cu P.I.S.D.. Atunci,
conform cu (2.1.4.3), distingem, si aici, trei cazuri:
Cazul 1: Daca G este neredus, atunci el este de forma:
G=(®&mQ)D(EnC),
unde:
O m este un cardinal oarecare,
O n este un numar natural,
iar,
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0 C este un grup redus, de rang unu.
In acest caz obtinem, conform relatiei (39), lui (2.3.5.3), (2.3.5.4) si lui (2.3.5.7), ci:
Be=@nBc,
unde:
(Bc=0, daca C#Z) sau (BGc=Z, daca C=2Z).
Deci, conform lui (2.1.1.2), Bg are P.I.S.D..
Cazul 2: Grupul G este redus si este de forma:

G- (®, G,

iel
unde, pentru orice i€l, mi este un cardinal oarecare, iar Gi este un grup (redus) de

rang unu si, pentru orice i1, €l, i#i2, t(G; ) 51 t(G; ) sunt incomparabile. In acest

caz, notand, ca si in (2.2.3.6), pentru fiecare i€l, cu:

G{= ®,, Gi,
obtinem ca:

Bg= 6_1) B o
si, pentru orice i€l,

B o =0.
Deci:

Bg=0

are (in mod trivial) P.I.S.D..
Cazul 3: Grupul G este redus si este de forma:

G=(@:C)&(@D Gi),

iel
unde:
O n este un numar natural
$i,
0 C este un grup (redus) de rang unu si de tip v,
0 pentru orice i€l, Gi este un grup (redus) de rang unu si de tip Wi, cu v<pi si,
pentru orice i1, 2€l, (G, ) 51 t(G; ) sunt tipuri incomparabile.
Atunci, conform lui (2.3.5.4) si lui (2.3.5.7), rezulta ca:
Bc=@®nBc
este sau 0 sau un grup liber. Asadar, si in acest caz, (2.1.1.2) completeaza demonstratia. [

Corolarul 2.3.5.9: Daca G este un grup mixt scindabil, cu P.1.S.D., atunci Bg are
P.IS.D..
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Demonstratie: Daca G este un grup ca si in enunt, atunci, conform cu (2.1.5.2),
G=T®D@C,
unde:
o T=T(G),
0 D este subgrupul maximal divizibil (fara-torsiune) al lui G,
1ar,
0 C este un grup fara-torsiune, redus, cu P.I.S.D..
Atunci:
Bc=T®Bc
are P.I.S.D.. [
Se impun aici cateva observatii.
Observatia 2.3.5.10: Exista grupuri divizibile G, cu:
Bc=0,
fara ca G sa aiba P.1.S.D..
Demonstratie: Contraexemplu: fie,
G=Z(p*)DZ(p").
Atunci:
Bg=0
are P.I.S.D., dar G, conform lui (2.1.3.5), nu are P.1.S.D.. []
Observatia 2.3.5.11: Din (2.3.5.10) rezulta ca reciproca lui (2.3.5.5) este, in general,

falsa, adica: exista p-grupuri G, cu proprietatea ca B are P.1.S.D., fara ca G sa
aiba P.1.S.D..

Demonstratie: Contraexemplu: fie,
G=Z(p)DZ(p”)DZ(p").
Atunci:
Be=Z(p)
are P.I.S.D., dar G, conform lui (2.1.2.2), nu are P.L.S.D.. [
Observatia 2.3.5.12: Din (2.3.5.7) rezulta ca reciproca lui (2.3.5.8) este, in general,

falsa, adica: exista grupuri G, fara-torsiune, cu proprietatea ca B are P.1.S.D., fara
ca G sa aiba P.1.S.D..

Demonstratie: Contraexemplu: fie,
G=D®(®nZ),

unde D este un grup divizibil fara-torsiune, iar m este un cardinal transfinit. Atunci:
B=®nZ

are P.I.S.D., dar G, conform lui (2.1.4.2), nu are P.1.S.D.. []

143



Teodor Dumitru Vdlcan « MODULE CU PROPRIETATEA INTERSECTIEI SUMANZILOR DIRECT!

Observatia 2.3.5.13: Din (2.3.5.8) (sau (2.3.5.10)) rezulta ca reciproca lui (2.3.5.7)
este, in general, falsa, adica: exista grupuri mixte scindabile, cu proprietatea ca Bs
are P.1.S.D., fara ca G sa aiba P.1.S.D..
Demonstratie: Contraexemplu: fie,
G=Z(p")PZ(p")ODS(®nZ),
unde D este un grup divizibil, fara-torsiune, iar m este un cardinal transfinit. Atunci:
B=®nZ
are P.I.S.D., dar G, conform lui (2.1.5.2), nu are P.1.S.D.. [
In continuare prezentim cateva clase de grupuri abeliene, cu P.I.S.D.,
pentru care grupul factor G/Bg are si el P.I.S.D..
Propozitia 2.3.5.14: Fie G un grup abelian cu P.1.S.D., p - un numar prim (oarecare)
si B - subgrupul p-bazic al lui G. In oricare din urmdtoarele situatii, grupul factor
G/Bg are P.1.S.D.:
1) G este un p-grup;
2) G este un grup de torsiune;
3) G este un grup liber;
4) G este un grup divizibil,
5) G este un grup fara-torsiune, complet decompozabil,
6) G este un grup mixt, neredus.
Demonstratie: 1) Din (2.3.5.5) rezulta:
Cazul 1: Daca existd un ne N* astfel incat:
G=Z(p",
atunci,
Be=G si G/Bc=0
are, in mod trivial, P.I.S.D..
Cazul 2: Daca:
G=Z(p"),
atunci:
Bg=0 si G/Be=G.
Cazul 3: Daca exista un cardinal m, astfel incat:
G~(®,, Z(p)@Cp,

unde:

Cp=0 sau Co=2(p"),
atunci:

Bg= @mp Z(p) si G/Ba=Cp
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are P.I.S.D..
2) Daca G este un grup ca si in enunt, atunci, conform cu (2.1.2.4), el este de forma:
G=(@D Z(p" (D (®,, Z(p))D(PD C»), (10)
pePy peP peP,
unde:

0 Po si P sunt submultimi de numere prime;

0 pentru orice pePo, np este un numar natural nenul;

O pentru orice peP1, mp este un cardinal oarecare;

o Cp=0 sau Co=Z(p").
Conform cu (2.3.5.6) 51 (2.3.5.5),

Bo=(@ Z(p" )®(D(®,, Z(p)).

pep, peh,
Atunci:
G/Bgz= @ Cp

pepy

are P.I.S.D., conform lui (2.1.2.4).
3) Daca G este un grup liber, atunci:

Be=G si G/Bg=0.
4) Daca G este divizibil, atunci:
Bsc=0 si G/Be=G.

5) Daca G este un grup ca si in enunt, atunci, conform cu (2.1.4.3), avem trei cazuri:
Cazul 1: Daca G este neredus, atunci G este de forma:
G=(®mQ)D(@nC) (13)

unde:

O m este un cardinal oarecare,
iar:

O n este un numar natural
Si:

0 C este un grup redus, de rang unu.
Atunci, conform lui (2.3.5.7),

(Bc=0, daca C#Z) sau (Bc=Z, daca C=2).
Rezulta ca:

(Bc=0, daca C#£Z) sau (Bc=@®nC, daca C=27).
Asadar,

(G/Bs=G, daca C#Z) sau (G/Bc=®mQ, daca C=7Z.).

Acum (2.1.3.1) completeazd demonstratia.
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Cazul 2: Daca G este redus si nu satisface la conditiile de la (1.1.11), atunci G este
de forma:

G- (®, G, (14)

iel
unde:
O pentru orice i€l, mi este un cardinal oarecare,
Si:
0 Gi este un grup (redus) de rang unu,
1ar,
0 pentru orice i1, €L, (G, ) 51 t(G, ) sunt incomparabile.
Atunci, conform ipotezei, pentru orice i€l, Gi#Z. Deci, pentru orice i€l,
B, =0
si, deci:
Bg=0.
Astfel am demonstrat ca:
G/Be=G.
Cazul 3: Daca grupul G este redus si satisface la conditiile de la (1.1.11), atunci G
este de forma:

G=(@:C)D(P Gi), (15)

iel
unde:
O n este un numar natural
$i,
0 C este un grup (redus) de rang unu si de tip v,
0 pentru orice i€l, Gi este un grup (redus) de rang unu si de tip pi, cu v<pli
$i,
0 pentru orice i1, 2€L, t(G; ) 51 t(G, ) sunt tipuri incomparabile.
Atunci, conform lui (2.3.5.8), rezulta ca:
Be=@nBc
este sau 0 sau un grup liber. Asadar, si in acest caz,
G/Be=G sau G/Be=@P Gi

iel
are P.I.S.D..
6) Fie G un grup mixt, neredus, cu P.I.S.D. Atunci, conform cu (2.1.5.2), G este forma:

G=(®,, QD Z(p" NS(PD (P, Z(p)))S(SuH), (16)

pePy peP,
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unde:
O mo este un cardinal oarecare,
1ar,
0 Q este grupul (aditiv) al numerelor rationale;
0 Po este o submultime a lui P si, pentru orice pePo, np este un numar natural
nenul, cel putin egal cu 2;
0 Pj este tot o submulfime a multimii P a tuturor numerelor prime si, pentru orice
peP1, mp este un cardinal nenul;
O n este un numar natural;
1ar,

0 H este un grup fara-torsiune, redus, de rang unu si Q@H este total invariant

in G.
Rezulta ca:

Ba=(@ Z(p" NP (®,, Z(p)))
Si:

G/Bex( D, Q)®(@nH)

are, conform lui (2.1.4.3), P.I.S.D.. [
Deoarece toate cazurile prezentate in (2.3.5.14) sunt de tipul:
» .Daca grupul G are P.1.S.D., atunci si grupul factor G/Bc are P.1.S.D.”,
se cuvine sa facem aici urmatoarea observatie:
Observatia 2.3.5.15: Daca G este un grup abelian cu proprietatea ca grupul factor
G/Bg are P.1.S5.D., nu rezulta ca si G are P.1.S.D..
Demonstratie: Contracxemplu: fie,

G=(@ G)@DI(®,, Z)(&,, C), (41)

PPy

unde:

0 P este o submulfime a multimii P a tuturor numerelor prime si, pentru orice

pePo, Gp este un p-grup cu P.I.S.D.;

0 D este un grup divizibil;

0 mo §i mi sunt numere naturale nenule;

0 C#Z este un grup redus, fara-torsiune, de rang unu.
Atunci G nu are P.I.S.D. (in acest sens este suficient sa consideram ca D este mixt -
vezi (1.2.2.2)) si:

Bo~(@ Gn®(®,, 2),

peb;
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unde P, Po si, pentru orice pe P, , Gp este un p-grup redus, cu P.I.S.D.. Rezulta ca:
G/Gp=( @ Gp)®DB(®,, C)
pePy\Py

are P.I.S.D.. [

2.4. GRUPURI ABELIENE CU PROPRIETATEA
CA ORICE SUBGRUP (PROPRIU) AL LOR ARE P.1.S.D.

Din cele demonstrate in Subcapitolul 2.3 rezulta urmatoarele:
Observatiile 2.4.1: Fie G un grup abelian. Atunci au loc urmatoarele afirmatii:
1) Daca G are P.1.S.D., atunci nu orice subgrup al sau are P.I.S.D..
2) Daca orice subgrup propriu al lui G are P.1.S.D. si G admite o descompunere
(directa) in sumanczi direcfi total invarianti, atunci G are P.1.S.D..
3) Daca G are P.1.S.D., atunci nu orice grup factor al sau are P.1.S.D..
4) Daca orice grup factor netrivial al lui G are P.1.S.D. si G admite o des-
compunere (directad) in sumanczi directi total invarianti, atunci G are P.1.S.D..
5) Daca B este un subgrup (propriu) al lui G, astfel incat B si G/B au (fiecare)
P.I.S.D., atunci nu rezulta ca G si are P.I.S.D..
Demonstratie: 1) Contraexemplu: fie p un numar prim,

G=Z(p)DZ(p”) si B=Z(p)®C,
unde:

C=<c2>,
iar c2 este un generator al lui Z(p™), cu proprietatea ca:

p*-c2=0;
deci:

C=Z(p?).

Atunci, conform cu (2.1.2.2), G are P.I.S.D., dar B nu are P.1.S.D..
2) Fie G un grup cu proprietatea ca orice subgrup al lui are P.I.S.D. si fie:

G=@Gi

iel
o descompunere directd a lui G 1n sumanzi directi total invarianti. Atunci ipoteza si
(1.1.2) arata ca si1 G are P.I.S.D..
3) Contraexemplu: fie,
G=Q®Q si B=Z.
Atunci (2.1.4.2) arata ca G si B au P.I1.S.D., dar (2.1.3.5) arata ca:
G/B=(Q/Z)S(Q/Z)=D (Z(p*)PZ(p™))

peP
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nu are P.I.S.D.; aici P este mulfimea tuturor numerelor prime.
4) Fie G un grup cu proprietatea cd orice grup factor al lui are P.I.S.D. si, ca si la
punctul 2), fie:

G=@ Gi

iel

o descompunere directd a lui G in sumanzi directi total invarianti. Atunci ipoteza
arata ca, pentru orice i€l, Gi are P.I.S.D.. Iarasi (1.1.2) aratd ca s1 G are P.1.S.D..
5) Contraexemplu: fie,

G=Z(pP)DL(p")DL(”),
unde p si q sunt doud numere prime distincte. Atunci:

F(G)=Z(p™)®Z(q™), iar G/F(G)=Z(p?).
Conform lui (2.1.3.5) si lui (2.1.2.2), F(G) si G/F(G) au P.I.S.D., iar G nu are
P.LS.D. - vezi (2.1.2.4). [I

Pornind de la aceste observatii, In acest subcapitol vom determina patru clase
de grupuri abeliene (de torsiune, divizibile, fara-torsiune si mixte scindabile) care
au proprietatea ca orice subgrup propriu al lor are P.I.S.D.. Aceste grupuri le vom
numi grupuri cu proprietatea (P).

In finalul subcapitolului vom demonstra ci nu exista astfel de grupuri mixte.

2.4.1. Grupuri de torsiune

Incepem determinarea grupurilor de torsiune cu proprietatea (P) cu determi-

narea p-grupurilor cu aceasta proprietate.
Teorema 2.4.1.1: Urmatoarele afirmatii sunt echivalente pentru un p-grup G:

1) G are proprietatea (P);

2) G este idecompozabil sau elementar.
Demonstratie: 1) implica 2) Fie G un p-grup cu proprietatea cad orice subgrup propriu
al lui G are P.I.S.D.. Daca G este idecompozabil, demonstratia este gata. Asa ca
presupunem cd G nu este idecompozabil. Pentru inceput vom demonstra ca G are

P.I.S.D.. Presupunem ca exista ge G[p] astfel incat:

hy(g)=k,
unde 1<k<oo. Atunci gep*G si gegp*"'G. Rezulti ci existd acG astfel incat:
g=p“a si p-g=0.
Deci:
o(a)=k+1
si, astfel, <a> este un sumand direct in G, adica:
G=<a>®B.

149



Teodor Dumitru Vdlcan ¢ MODULE CU PROPRIETATEA INTERSECTIEI SUMANZILOR DIRECT!

Daca pentru orice beB[p], <b> este sumand direct in B, atunci B[p] este sumand
direct in B. Presupunem ca:
B=B[p]®C.
Dar,
Clp]=CnB[p]=0;
deci:
C=0 si B=B|[p].
Rezulta ca exista un cardinal mp astfel incat, abstractie facand de un izomorfism,
G=Z(p*")®(®,, Z(p)).

In acest caz subgrupul Z(p*"®Z(p), conform lui (2.1.2.2), nu are P.I.S.D., ceea ce
contrazice ipoteza. Asadar existd un bieBJ[p] astfel incat <bi> nu este sumand direct
in B. Atunci subgrupul <a>@<bi> nu are P.I.S.D. si, iarasi, am obtinut o contradictie
cu ipoteza. Rezulta ca, pentru orice ge G[p],

hp(g)=0 sau hp(g)=co.
Deci, sumanzii directi ai lui G sunt sau p-marginiti sau izomorfi cu Z(p~). Fie QQ
mulfimea sumanzilor directi p-marginiti ai lui G si {Ao,Al,...,An,...} 0 submultime
total ordonata a lui Q. Atunci:

A=<{JA, >

i>0

este un subgrup al lui G si, conform lui [65, p. 151], A este sumand direct in G.
Conform Lemei lui Zorn, exista in Q2 un element maximal E astfel Incat:

G=E®F.
Presupunem ca F+0 si consideram geF[p] un element oarecare. Daca:

hy (2)=0,
atunci:

F=<g>®H
si E®@<g>e(), ceea ce contrazice maximalitatea lui E. Deci, conform celor demonstrate
mai sus, pentru orice geF[p], avem ca:

hg (g)=o0.
Dar, atunci, abstractie facand de un izomorfism, F este o suma directa de exemplare
de Z(p™). Conform ipotezei si lui (1.1.5), rezulta ca:

F=Z(p~)
s1 G este un p-grup cu P.I.S.D.. Deci, existd un cardinal my astfel incat:

G=(®,, Z(p))DZ(p*).
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Presupunem ca:
Z(p¥)=<c1,c2,...,Cn,...>,
cu relatiile:
p-c1=0, p-c2=ci, e p-Cn=Cn-1,
si considerdm, de asemenea, si subgrupul:
K=Z(p)®<c2>.
Atunci subgrupul K nu are P.1.S.D., iarisi contrazicem ipoteza. in concluzie:
F=0
si G este elementar.
2) implica 1) Daca G este ca si in enunf, atunci:

i) G=Z(p"), (42)
sau:

i) G=Z(p™), (43)
sau:

iii) G=9,, Z(p), (44)

unde neN*, 2<n<oo, iar mp este un cardinal oarecare. Daca G este de forma (42) sau
de forma (43), atunci orice subgrup al lui G este idecompozabil, deci are, in mod
trivial, P.I.S.D.. Daca G este de forma (44), atunci orice subgrup al lui G este tot de
aceasi forma, deci are P.I.S.D.. []

Din demonstratia teoremei de mai sus rezulta urmatoarele observatii:
Observatiile 2.4.1.2: 1) Daca G este un p-grup cu P.1.S.D., atunci nu orice subgrup
al lui G are aceeasi proprietate.

2) p-grupurile cu proprietatea (P) coincid cu cele cu P.1.S.D. cu aceasta proprietate. [

Acum putem prezenta structura grupurilor de torsiune cu proprietatea (P).
Corolarul 2.4.1.3: Daca G este un grup de torsiune, atunci urmdtorele afirmatii sunt
echivalente:

1) G are proprietatea (P);
2) G este de forma:

G=(DA) A D B A D Cp)s (45)

peh pep, peb;
unde:
O P, P2 si P3 sunt submultimi ale mulfimii P a tuturor numerelor prime astfel incat:
PiNP>=P>NP3=P3Pi1=
O pentru orice p €P1, Ap este un p-grup divizibil idecompozabil,
O pentru orice p €P2, By este un p-grup p-marginit;

O pentru orice p €P3, Cp este un p-grup (redus) idecompozabil, neelementar.
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Demonstratie: 1) implica 2) Fie:
G= E'—) Gp

peP
un grup de torsiune, descompus in p-componentele sale. Conform ipotezei, pentru
orice peP, orice subgrup propriu al lui Gy are P.I1.S.D.. Deci, pentru orice peP, Gp
este de forma (42), (43) sau (44), iar G este de forma (45).
2) implica 1) Reciproc, fie G un grup de forma (45) si B un subgrup oarecare al
lui G. Atunci:

B= 6—) Bp,

peP
unde, pentru orice peP,

By=BNGp,
iar Gp este p-componenta lui G. Deoarece, pentru orice peP, By satisface la conditiile
de la (2.4.1.1), rezulta ca, pentru orice peP, Bp are P.1.S.D.. Atunci (1.1.2) arata ca
subgrupul B are P.I.S.D. si G are proprietatea (P). [

Din cele demonstrate mai sus si (2.4.1)1), 2) obtinem:
Observatiile 2.4.1.4: 1) Daca G este un grup de torsiune cu P.I.S.D., atunci nu
orice subgrup propriu al lui G are aceeasi proprietate.
2) Grupurile de torsiune care au proprietatea (P) coincid cu cele cu P.I.S.D. cu

aceasta proprietate. |

2.4.2. Grupuri divizibile

Trecem acum la determinarea grupurilor divizibile cu proprietatea (P). In
acest sens avem urmatorul rezultat:
Propozitia 2.4.2.1: Daca G este un grup divizibil, atunci urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:
1) G are proprietatea (P);

2) G are una din urmatoarele forme:

G=0, (46)
sSau.

G=0&0, (47)
sau.

G=@ Z(p*). (48)

Demonstratie: 1) implica 2) Fie:

G=(®,,, QD(D Dp)

pePy
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un grup divizibil, unde:
0 Q este grupul aditiv al numerelor rationale;
0 mo este rangul fard-torsiune al lui G;
0 Pi este o submultime a tuturor numerelor prime si, pentru orice peP1, Dp
este un p-grup divizibil.
Conform ipotezei si lui (2.1.3.5),
G=0, Q sau G=@ D».

peP
Presupunem ca:
=0, Q

si mo>3. In acest caz considerdm subgrupul:

B=Q®E®F,
unde E si F sunt subgrupuri (proprii) ale lui Q, astfel incat t(E) si t(F) sunt incomparabile.
Atunci (2.1.4.2) aratd ca B nu are P.I.S.D.. Rezulta ca daca G este fara-torsiune, atunci
el este de forma (46) sau de forma (47).
Altfel: Conform lui (2.4.3.6), Q®Q are un subgrup idecompozabil H, de rang 2.
Atunci (2.4.3.11) arata ca grupul Q@®H nu are proprietatea (P).
Acum, presupunem ca G este de torsiune. Conform ipotezei si lui (2.1.3.5), G este
de forma (48).
2) implicd 1) Daca:

G=Q,
atunci orice subgrup al Iui G este idecompozabil, deci are P.I.S.D.. Dacd G este de
forma (47), atunci orice subgrup al lui G este (vezi (2.4.3)) sau idecompozabil, sau
complet decompozabil, de rang r<2. In acest caz (2.1.4.3) completeaza demonstratia.
Daca G este de torsiune, deci de forma (48), si B este un subgrup al lui G, atunci,
judecand ca si la (2.4.1.3), obtinem ca:

B= @ Bp,

peP
unde, pentru orice peP, By este un subgrup al lui Z(p®). Rezulta ca, pentru orice peP,
Bp are P.I.S.D.. Tarasi (1.1.2) aratd ca B are P.I.S.D.. [
Din (2.4.2.1) 51 (2.1.3.5) obtinem:
Observatiile 2.4.2.2: 1) Daca G este un grup divizibil cu P.I.S.D., atunci nu orice
subgrup al lui G are aceeasi proprietate.
2) Grupurile divizibile care au proprietatea ca orice subgrup propriu al lor are

P.1.S.D. coincid cu cele cu P.I.S.D. cu aceasta proprietate. ||
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2.4.3. Grupuri fara-torsiune

Inainte de a trece la determinarea grupurilor fara-torsiune cu proprietatea (P),
prezentam cateva rezultate referitoare la structura subgrupurilor idecompozabile ale
unor grupuri fara-torsiune. In acest sens vom folosi notatiile clasice:

» P - pentru multimea tuturor numerelor prime,
» r(G) - pentru rangul grupului G,
» t(G) - pentru tipul grupului G.

Conform cu [23, 27.4] dacd un grup G este idecompozabil, atunci el este sau
fara-torsiune sau cociclic. Deoarece cazul grupurilor cociclice (deci al grupurilor de
torsiune) este cunoscut, aici ne vom referi doar la grupurile fara-torsiune. In acest
sens, peste tot in aceasta sectiune prin grup vom intelege grup fara-torsiune.

Fie G un grup de rang r si:

L={Xi}iel
un sistem maximal independent in G, I fiind o mulfime de indici cu:

| T |=r.

Atunci:
<L>=@ <xi>.
iel
Pentru orice i€l, notam cu Xi subgrupul pur al lui G, generat de {xi}. Atunci, pentru
fiecare i€, subgrupul Xi este omogen, de rang unu si fie:

t(Xi)=t(xi)=ti.

Asadar orice grup de rang r are un subgrup complet decompozabil de acelasi
rang cu el. De aceea studiul nostru se va referi doar la grupurile complet decompozabile.

Pentru inceput avem:

Teorema 2.4.3.1: Fie,
G=@Gi
iel
un grup fara-torsiune cu urmatoarele proprietati:
1) 1 este o multime de indici cel mult numarabila;
2) Pentru orice i €l, Gi este un grup redus, cu:
r(Gi)=1,
3) Exista o multime cel mult numarabila:
Po={pLp2,...pn,...}

de numere prime distincte, cu urmdtoarele proprietati:

a) eventual dupa o alta indexare, pentru orice prePo exista un greGk
astfel incat:
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1% (gy)=oo,

b) pentru orice prePo, exista p, €P\{pk} pentru care exista un g, eGr cu:

he (g,)=1.
Atunci G are un subgrup idecompozabil A cu:
r(A)=| Po|.
Demonstratie: Fie G un grup ca si in enunt. Pentru orice pkePo, consideram grupurile:
E, =<p,”-g> si H, =<p,”-g.p, 8>,
unde p, €P\{px}. Atunci, pentru orice pkePo, E_ este un subgrup de indice finit al
lui H, st
r(E, )=1.
Fie:

A=<@ E, .p, &+p. E.p, &P, yoensPy E P B>

prely

Desigur cd A< @ H, <@ Gi si nici un gk si nici un g, nu se divide cu p, in A.
prePy iel

(*) Deoarece, pentru orice pkePo, toate elementele lui E sunt divizibile cu orice
putere a lui px, iar, pentru orice psePo\{pk}, singurul element al lui E cu aceasta

proprietate este 0, rezultd cd, pentru orice pxkePo, E este total invariant in A. Pe

de alta parte, deoarece, pentru orice pxePo, elementele gk si g, sunt dependente,

rezultd cd@ H, /E este de torsiune. Atunci rezultd ca si (@ H, V(@ E, ) este

PPy PkePy

tot un grup de torsiune. Deci, conform lui [42, p. 97], rezulta ca subgrupul @ E,
pkePy

este esential in A. (**) Vom demonstra ci A este idecompozabil. In acest sens,
presupunem ca:
A=B@C.
Atunci, conform lui [41, 9.3], pentru orice pxePo,
E, =(E, "B)®(E, NnC).
Deoarece fiecare E | este idecompozabil, rezultd ca, pentru orice pkePo,
E, NB=0 sau E, NC=0.
Deci, pentru orice pkePo, Epk cB sau Epk cC. Presupunem ca existd k=1 astfel

incat E, cB si E, cC. In acest caz, consideram elementul:
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p, g +p; g =btc,
cu beB si ceC. Rezulta ca:

P, & *Pp, &=p, p, (bto),
adica:

p, (2 -p, ‘D)=p, (& -py, ©)-
Deoarece exista numerele naturale nenule mi, mi astfel incat mi-g, €E = si
mi- g, € E_ , inmulfind ultima egalitate cu mi-mk si {indnd cont de faptul ca A este
fara-torsiune, obtinem ca:

g,-p;, b=g, - Py, -c=0,
ceea ce, conform afirmatiei (*), este imposibil. Asadar, pentru orice pxePo,

(E, cB,cazincare C=0) sau (E, cC, cazin care B=0),

conform afirmatiei (**). Rezultd ca A este idecompozabil si deoarece:
r(A)=| Po|,
teorema este complet demonstrata. [

O prima consecinta a lui (2.4.3.1) este:
Corolarul 2.4.3.2: Daca,

G=@PGi

iel
este un grup ce satisface la (2.4.3.1) si multimile I si Po sunt echipotente, atunci G
are subgrupuri idecompozabile de orice rang m<r(G). ]
Acum obtinem o generalizare a Exemplului 2 din [42, p. 123]:
Corolarul 2.4.3.3: Fie,

G=@Gi

iel
un grup ce satisface la (2.4.3.1). Daca exista q eP\Py astfel incat in conditia 3)b) a

lui (2.4.3.1) fiecare p, poate fi inlocuit cu q, atunci G are subgrupuri idecompozabile

de orice rang m</ Py |.
Demonstratie: Folosind notatiile din (2.4.3.1), pentru fiecare cardinal m<| Po |,
considerdm subgrupul (lui G):

Am=< C_B Epk ’q_l'(gl g, )oq_]'(gl tg; )se "q_l'(gl t8m )>,

pkeptgm)
unde P{™ este o submultime de cardinal m a lui Po. Folosind acelasi rationament ca

si la demonstratia lui (2.4.3.1) obtinem ca A este idecompozabil. [
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Alte consecinte ale lui (2.4.3.1) sunt:
Corolarul 2.4.3.4: Fie,

G:®Gp

peP
un grup fara-torsiune cu urmatoarele proprietati:
1) Pentru orice p eP, Gy este un grup p-divizibil si:
r(Gp)=1;
2) Pentru orice p €P, exista un qp eP\{p} pentru care Gp nu este qp divizibil.
Atunci G are subgrupuri idecompozabile de orice rang m<ir(G).
Demonstratie: Fie G un grup ca si in enunt. Conform conditiei 1), pentru orice peP,

existd un gpe Gy astfel incat:
G
hp ’ (gp)=w'
Din conditia 2) rezulta ca, pentru orice peP, existd un qpeP\{p} pentru care exista
un g Gy astfel incat:

Gp — N
h qQ (g,)=1.
Deci putem aplica (2.4.3.1) 51 (2.4.3.2).
Altfel: Deoarece,

1(Gp)=1
si Gp este p-divizibil, rezultd ca gp i g, sunt liniar dependente si:
Gy = \_
hp ( gp )—(X),
Acum, pentru orice pxkeP, consideram grupurile:
E, =<p g, > s Hy, =<p" g, -0y, 8, >

Atunci, pentru orice pkeP, E  este un subgrup de indice q, allui H si:
r(E, =1
Pentru fiecare cardinal m<r(G), consideram subgrupul:

_ -1 -1 -1 . 1 1
Am=< @ Epk s Ap, 8p, Ty, "8y, 2y, " 8p, Ty, 8p,oe- 0y, "8y, T, "8, >

ppeP™
unde P™ este o submultime de cardinal m a lui P. Folosind acelasi rationament ca
si la demonstratia lui (2.4.3.1), obtinem cd Am este idecompozabil. []
Corolarul 2.4.3.5: Pentru orice p €P, consideram grupul Q% al numerelor rationale
al caror numitor este o putere a lui p. Atunci grupul.:

G= @ Q(p)

peP
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are subgrupuri idecompozabile de orice rang m=<r(G).
Demonstratie: Pentru orice peP,

t(Q®)=(0,...,0,:0,0,...),
unde semnul o apare pe pozitia corespunzatoare lui p. Deci, grupul G satisface la
conditiile lui (2.4.3.4). [J
Corolarul 2.4.3.6: Daca P este multimea tuturor numerelor prime i I este o multime
de indici, cu proprietatea ca | I |<| P |, atunci grupul:

0" =&0
are subgrupuri idecompozabile de orice rang m<| I |. [

Din (2.4.3.3) rezulta:
Corolarul 2.4.3.7: Fie G un grup redus, fara-torsiune, de rang 1, I o multime cel
mult numarabila de indici si-

=@G.

Daca exista o multime:

Po={pLp>,...pn ...}
de numere prime distincte cu proprietatea ca, pentru orice pkePo exista greG (nu
neaparat distincte) astfel incat:

hy (g0)=,
si exista q eP\Po astfel incdt exista g, €G cu:
th (g)=1,
atunci G* are subgrupuri idecompozabile de orice rang m<| Po|. [
Se observa ca in toate cazurile de mai sus apare o conditie fundamentala:
» sumanzii directi ai grupului G sa aiba elemente de p-indltime infinitd, pentru
diferite numere prime p.
In continuare aceasta conditie va fi inlocuita cu alta:
» existenta unui sistem rigid in grupul G.
Reamintim acest concept.
Definitie: O familie (Mi)rek de R-module (grupuri abeliene) se numeste sistem rigid
de R-module (grupuri abeliene) daca, pentru orice i, j €K, i,
Hom(M;,M;)=0.
Pentru inceput generalizam [42, 88.3], astfel:
Teorema 2.4.3.8: Fie {H;: /i€l o familie de grupuri fara-torsiune, astfel incat, pentru
orice i €l, exista Gi<H,, unde {Gi i€l este un sistem rigid de grupuri, cu proprietatea
ca exista o multime:

Po={pi/iel}
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de numere prime (nu neaparat distincte) astfel incdt, pentru orice pi: Py, exista gi eGi
care nu se divide cu pi in Gi. Atunci grupul:

HZE{—)Hi

iel
are subgrupuri idecompozabile de orice rang m<| 1 |.
Demonstratie: Fie m un cardinal oarecare, m<| I | si I o0 submultime de cardinal m
a lui I. Conform ipotezei, pentru orice i€l, existd un piePo pentru care exista gieGi
care nu se divide cu pi in Gi. Acum, pentru fiecare cardinal m<| I |, consideram
subgrupul:
An=< @ G, .p; g *D;, &, .D & TP, &, »D; & D& >

ijel™

al lui H. Atunci, pentru orice piePo, gi nu se divide cu pi In Am. Deoarece {Gi | i€l}
este un sistem rigid de grupuri, pentru orice i€l, Gi este total invariant in H si in
orice subgrup Am care il contine. Presupunem ca:

Am=Bm®Cm.
Atunci, pentru orice ijeI™),

G; =(G;, NBm)®(G; NCm).

Deoarece fiecare G, este idecompozabil, rezulta ca, pentru orice ijel™),
(Gij =Gij NBm=0) sau (Gij NCm=0).
Deci, pentru orice ije1™),
Gij cBm, sau Gij cCum.
Presupunem ca exista j=1 astfel incat G; cBm si G; <Cnm. In acest caz, consideram
elementul:
P, g, *p; g “bumtem,

cu bm€Bm §i cmeCm. Rezultd ca p; [g; sip; |g;

1j

in Am, ceea ce, conform ipotezei,

este imposibil. Asadar, pentru orice ije1™),
(Gij cBm, caz in care Cm=0) sau (G, <Cm, caz in care Bm=0),

deoarece @ G, este esenfial iIn Am (in acest sens se poate verifica imediat ca
J

i er(m)
ijel

An/( @ G, ) este de torsiune). Rezulta cd Am este idecompozabil si deoarece:

i jel(m)
r(Am)=| 1],
teorema este complet demonstrata. [ |
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O consecinta imediata a lui (2.4.3.8) este:
Corolarul 2.4.3.9: Fie {H: /i€l} o familie de grupuri fara-torsiune, astfel incat,
pentru orice i€l, exista Gi<H;, unde {Gi [i€l} este o familie de grupuri reduse,

de rang unu, cu proprietatea cd, pentru orice i1, i2€l, i1#i2, 1(G, ) si t(G, ) sunt

incomparabile. Atunci grupul.:
H=@ Hi

iel
are subgrupuri idecompozabile de orice rang m<| I |.
Demonstratie: Conform ipotezei, {Gi | 1€l} este un sistem rigid de grupuri si exista
o multime:
Po={pi| iel}
de numere prime (nu neaparat distincte) astfel incat, pentru orice piePo, exista gieGi cu:
h;I (gi)=1
si care nu se divide cu pi in Gi. Deoarece:

| L=r(D Gi),

iel

enuntul rezulta din (2.4.3.8). [

Fie:

G=B®C
un grup oarecare si A un subgrup (oarecare) al lui G. Atunci, conform cu [41, p. 44],
exista B2<B1<B si exista C2<Ci1<C astfel incat B2®@C: si, respectiv Bi®Ci reprezinta
sumele directe maximalad inclusa in A, respectiv minimald ce contine pe A, cu
componente in B, respectiv C. Deci B2C2<A<B1@C si se verificd imediat ca A
este suma subdirectd a lui B si Ci si avand nucleele B2, respectiv Cz. Atunci,
conform cu [41, p. 43, 44], au loc relatiile:

A/(B2C2)=B1/B2=C1/Ca, (49)
(B1®C1)/A=A/(B2©C>), (50)
A/B2=Cy, (51)
A/C2=Bi1. (52)

Se impune aici o observatie:
Observatia 2.4.3.10: Fie:

G=B&C
un grup oarecare §i A un subgrup (oarecare) al lui G. Daca C este liber si A este
idecompozabil, atunci:

r(4)=1 sau ACB.
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Demonstratie: Conform ipotezei, pastrand notatiile de mai sus, C1 este liber. In acest
caz, relatia (51) si [41, 2.14.4], aratd ca B> este sumand direct in A. Deoarece A este
idecompozabil, rezulta ca:

(B2=0, cazin care r(A)=1) sau  (B2=A, caz in care AcB). [

Presupunem acum ca:

G=B®@C
este un grup fara-torsiune, cu:

r(B)=r(C)=1
s1 A este un subgrup oarecare al lui G, cu:

r(A)=1.
Atunci, conform relatiilor (48),

B2=0 daca si numai daca C2=0;
in acest caz, conform conditiei (50),

(B1®Ci)/A=A
- ceea ce este imposibil, caci (Bi®©Ci)/A este de torsiune, iar A este fard-torsiune.
Asadar B2#0 si C2#0. Pe de alta parte,

Bi1=B: are loc exact daca Ci=C2
(vezi relatiile (49)) si, In acest caz,

A=Bx®Co.

Desigur cd Bo®C: este esential in A (deoarece A/(B2@©C:) este de torsiune)
Si:

B2=BNA, iar Co=CnA.

Rezultd cd dacad Bz este un subgrup propriu al lui Bi, atunci si Cz este un
subgrup propriu al lui Ci si:

A=<B2®(Cz,a1,a2,...> (53)
unde, pentru orice i=1, 2, ..., existd b} eB1\{0} si existd ¢; eC1\{0} astfel incat:
ai=b} +c,.

Acum putem prezenta structura subgrupurilor idecompozabile ale grupurilor
complet decompozabile de rang 2.
Teorema 2.4.3.11: Fie,

G=B&C
un grup fara-torsiune, cu:

r(B)=r(C)=1
si A un subgrup oarecare, de forma (53), al lui G. Atunci urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:
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1) A este idecompozabil,

2) a) pentru orice ai€A\(B2&C>), existi by €B2\{0} si c; eC2\{0} si existd p)
si q numere prime (nu neaparat distincte) astfel incdt by nu se divide cu p),
in Bz, ¢} nu se divide cu q) in C2 si:

ai=(py)" by +(q;) ™" ey

b) subgrupurile B: si C> sunt total invariante in A.
Demonstratie: Conform lui (2.4.3.8) este suficient sa demonstram doar ca 1) implica
2). Fie:

A=<B:®C2,bi+c1,b2tca,...>
un subgrup de forma (53), al lui G, unde by, b, ...€B\By, iar ci, c2, ...€C\C2. Conform
ipotezei, B2 si Cz sunt reduse si nu sunt pure in B, respectiv C. Fie p un numar prim
si b+c+(B2©C2) un element de ordin p din A/(B2&®Cz). Atunci:

p-b=xeB:2 s p-c=yeCa.
Daca x se divide cu p in Bz, atunci be B2, ceea ce contrazice ipoteza. Rezultd cd x
nu se divide cu p in B2 si:

b=plx.
Analog se aratd ca are loc egalitatea:

c=ply.
Dacd b+c+(B2@©C2) este un element de ordin p', cu r>2, atunci judecdm analog si
afirmatia a) de la punctul 2) este complet demonstrata.

Pentru demonstratia celei de a doua afirmatii de la punctul 2) distingem
doua cazuri:
Cazul 1: Presupunem ci t(Bz) si t(C2) sunt incomparabile. In acest caz nu mai avem
ce demonstra.
Cazul 2: Presupunem ci t(B2)<t(C>). In acest caz existi un monomorfism:

f:B2— Cy;
deci:

B2=f(B2)=B;, <Co.
Consideram grupul:

A*=<B,®Cz,a],a,,...>,
unde, pentru orice i=1, 2, ...

aj=(py) "+ (by) +(qy) " +¢),
iar:

(b3)"=f(b3)e B;;
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de asemenea, consideram subgrupul:
Cs=<Cz,a],a,...>
al lui A*. Se observa ca, pentru orice i=1, 2, ... exista nieN* astfel incat ni-a; €Ca.
Vom demonstra ca:
A*=B; ®Cs.
Desigur ca:
A*=B;+Cs.
Fie a*e A™ un element oarecare. Presupunem ca exista x*, y*€ A* si exista u, veCa,
astfel incat:
a’=x"tuta;=y+vta;.
Fie neN” astfel incat n-(a}-a; )eCa. Atunci:
n-(x*-y")=n-(u-v)+n-(a;-a;)=0.
Deoarece G este fara-torsiune, rezulta ca:
x*=y* si ut a? =v+ aj ,
adica a* are o reprezentare unica de forma b*+c, cu b*e B} si ceCs. Deci:
A*=B;®Cs
si, deoarece:
A=A",
rezultd ca A este complet decompozabil, ceea ce contrazice ipoteza. Asadar, are loc
numai Cazul 1. Acum teorema este complet demonstrata. [
Din (2.4.3.10) sau (2.4.3.11) obtinem:
Corolarul 2.4.3.12: Oricare ar fi B un grup fara-torsiune de rang unu, grupul:
G=B&Z
nu are subgrupuri idecompozabile de rang 2.
Demonstratie: Daca G este un grup ca si in enunt, atunci nu exista nici o suma directa
in G, care sa fie formata din sumanzi directi total invarianti. Acum enuntul rezulta
din (2.4.3.11). [J
Acum putem determina grupurile fara-torsiune cu proprietatea (P). Incepem
cu urmatorul rezultat elementar:
Observatia 2.4.3.13: Daca G este un grup liber, atunci orice subgrup al lui G are
P.IS.D..
Demonstratie: Deoarece orice subgrup al unui grup liber este tot un grup liber, (2.1.1.2)
completeaza demonstratia. [
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Propozitia 2.4.3.14: Fie,
G=D&F,
unde D0 este divizibil si F este liber. Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) Grupul G are proprietatea (P);
2) F este de rang finit si:
r(D)=1.
Demonstratie: 1) implica 2) Fie:
G=D®&F,
unde D#0 este divizibil si F este liber. Conform ipotezei si lui (2.1.4.2), rezultd ca F
este de rang finit. Daca r(D)>2, atunci fie B si C subgrupuri ale lui D, astfel incat
t(Z)<t(B)<t(C) si:
K=Z®B®C.
Atunci K este un subgrup al lui G, care, conform lui (2.1.4.3), nu are P.1.S.D.. Rezulta
car(D)<I.
Altfel: Daca r(D)>2, atunci, conform lui (2.4.3.9), D are un subgrup idecompozabil,
de rang 2 si de forma (53),
A=<B®C,ai,az,...>
unde:
0 B i C sunt de rang unu si de tipuri incomparabile;
O pentru orice p-numar prim, orice element din A este de p-inaltime finita;
0 pentru orice i=1, 2, ... , existd b} eB\{0} si existd ¢; eC\{0} astfel incat:
a=b] +c|.
Atunci orice morfism:
f:A>Z
este determinat, in mod unic, de (si determind) un morfism:
g : <b>®<c> > Z,
unde beB, ceC si {b,c} reprezintd un sistem maximal independent in A. Se observa
ca g poate sa nu fie injectiv, caz in care nici f nu are aceastd proprietate. Deci exista
morfisme:
f:A>Z
nenule si neinjective. In acest caz, conform lui (1.2.1.3), subgrupul A®Z nu are
P.IS.D..
2) implica 1) Fie:
G=Q®F
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un grup ca si in enunt si B un subgrup oarecare al lui G. Conform lui (2.4.3.10), daca
B este idecompozabil, atunci:

r(B)=1
si B are P.I.S.D.. Presupunem ca r(B)>2. Atunci distingem trei cazuri:
Cazul 1: Q<B. Atunci:

B=Q®&E,
unde:

E=FnB
este un grup liber si r(E)>1. Conform lui (2.1.4.2), B are P.I.S.D..
Cazul 2: F<B. Atunci:

B=C®F,
unde:

C=QMmB
este un grup redus, de rang 1. Conform lui (2.1.4.3), B are P.I.S.D..
Cazul 3: Grupul:

QB=C
este redus, de rang 1 si:

FNB=E
este un grup liber, cu r(E)<r(F). In acest caz, conform celor demonstrate in prima
parte a acestei sectiuni, exista un subgrup H al lui Q, cu C<H si existd un subgrup
K al lui F, cu E<K astfel incat C®E este suma directd maximala continuta in B, iar
H@®K este suma directd minimald ce contine pe B, cu componente n Q, respectiv F.
Deci C®OE<XB<H®@XK si au loc relatiile de tipul celor din (49) - (52), corespunzatoare
acestor grupuri. Deoarece K este liber, C este sumand direct in B. Rezulta ca:

H=C, K=E si B=C®E
are P.I.S.D.. [
Teorema 2.4.3.15: Fie G un grup fara-torsiune, complet decompozabil, care nu are
nici un sumand direct liber. Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) Grupul G are proprietatea (P);
2) rG)=2.

Demonstratie: 1) implica 2) Distingem doua cazuri:
Cazul 1: G nu este redus. In acest caz:

G=D@B,
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unde D este divizibil, iar B este redus. Conform ipotezei si lui (2.4.2.1), r(D)<2.
Din (2.1.4.2) rezulta ca B este omogen, complet decompozabil, de rang finit.
Presupunem ca:

G=Q®B
si 1(B)>2, si consideram subgrupul:

K=Q®C®E,
unde C este un sumand direct, de rang unu al lui B, iar E este un subgrup al lui B,
care este izomorf cu Z. Conform lui (2.1.4.3), K nu are P.I.S.D. - contradictie cu
ipoteza. Rezulta ca, daca:

G=Q®B,
atunci r(B)<1. Presupunem acum ca:

G=QDQSB.
Conform celor demonstrate mai sus, r(B)<l1. Fie U si V subgrupuri ale lui Q astfel
incat t(B)<t(U)<t(V) si:

K=VeU®B.

Atunci, iaragsi, (2.1.4.3) arata ca acest subgrup K nu are P.I.S.D.. Rezulta ca:
B=0 si r(G)=2.

Altfel: Daca,
G=Q®QeB,

atunci, ca si la demonstratia lui (2.4.3.14), obtinem ca Q®Q are un subgrup
idecompozabil L, de rang 2, pentru care L&B nu are proprietatea (P).
Cazul 2: G este redus. Atunci:

G=@ Gi,

iel

unde, pentru orice i€l,

r(Gi)=1.
Presupunem ca r(G)=3. Daca exista i1, 2€l, 1112, astfel incat t(G; ) si t(G, ) sunt
comparabile, atunci subgrupul:

K=G,; ®G; ©H,
unde H este un subgrup al lui G, care este izomorf cu Z, nu are P.I1.S.D.. Presupunem
ca, pentru orice i1, €L, i1, t(G; ) s1t(G, ) sunt incomparabile. In acest caz (2.4.3.9)
aratd cd G are un subgrup idecompozabil de rang 2, de forma (53), si astfel G nu
mai are proprietatea (P). Asadar, si in acest caz, 1(G)<2.
2) implica 1) Fie G un grup ca si in enunt, cu r(G)<2 si B un subgrup oarecare al lui
G. Atunci B este sau idecompozabil, sau:
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B=H&K,
unde:
r(H)=r(K)=1.
In ambele cazuri B are P.1.S.D.. [l
Acum, putem prezenta structura grupurilor fara-torsiune cu proprietatea (P):
Corolarul 2.3.4.16: Daca G este un grup fara-torsiune, atunci urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:
1) Grupul G are proprietatea (P);
2) a) Daca G este divizibil, atunci r(G)=<2,;
b) Daca G este redus, atunci:
i) G este idecompozabil si r(G) <2,

sau:
ii) G este complet decompozabil, nu are nici un sumand direct liber
§ir(G) <2,
sau:
iii) G=B®@F (54)
unde:

0 F este liber i de rang finit,
r(B)=1 Si t(B)2>t(F).
c) G=0@H (55)
unde H este redus si:
i) daca H este liber, atunci r(H) este finit,
sau:
ii) daca H nu este liber, atunci:
r(H)=1.
Demonstratie: 1) implica 2) Fie:
G=D&H
un grup fara-torsiune, unde D este divizibil si H este redus. Conform celor demonstrate
in aceastd sectiune, distingem trei cazuri.
Cazul 1: H=0. In acest caz, (2.4.2.1) arati ca:
G are proprietatea (P) daca si numai daca r(G)<2.
Cazul 2: D=0. Daca G este idecompozabil si r(G)=3, atunci, conform celor demonstrate
in prima parte a acestei sectiuni, urmand acelasi rationament ca si in demonstratia
lui (2.4.3.14), obtinem cd G contine un subgrup care nu are P.I.S.D.. Asadar, in

acest caz, r(G)<2. Presupunem ca G nu este idecompozabil. In acest caz, consideram,
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conform Lemei lui Zorn, o multime maximal independentd {Gi}icr de sumanzi directi
de rang unu ai lui G. Daca:

G=@PGi,

iel

atunci:

G=G" ‘ sau G=G"®K,
unde K este un sumand direct al lui G, de rang cel putin egal cu 2. Conform ipotezei,
K si orice subgrup al lui are P.I.S.D.. Dar K nu poate fi complet decompozabil,
deoarece atunci contrazicem maximalitatea lui {Gi}ic1. Daca, K este idecompozabil,
atunci r(K)>2 si, pentru orice iel, Gi®K nu are P.I1.S.D.. Asadar:

K=0
si G este un grup complet decompozabil. Dacd G nu are nici un sumand direct
izomorf cu Z, atunci (2.3.4.15) arata ca G are proprietatea (P) daca si numai daca
r(G)<2. Presupunem cad G are un sumand direct izomorf cu Z. Atunci, conform lui
(2.1.4.3),

G=(@nZ)®(@H).

i
unde:
0 neN?,
0 J este o submulfime a lui I, iar pentru orice 11, 2€J, n#i2, t(H; ) si t(H, )

sunt tipuri incomparabile.
Acum, judecand ca si la (2.4.3.15) - Cazul 2, obtinem ca | J [<2. Daca:

[T =2,
atunci (2.4.3.9) si (1.2.1.3) aratd ca G are un subgrup care nu are P.I.S.D.. Rezulta
ca, in acest caz, G are proprietatea (P) daca si numai daca el este de forma (53).
Cazul 3: D=0 s1 H#0. Conform ipotezei, D, H si orice subgrup al lor au P.I.S.D..
Conform lui (2.4.2.1) si (2.1.4.2), r(D)<2, iar H este complet decompozabil de rang
finit. Dacd H este liber, atunci (2.4.3.14) completeaza demonstratia pentru acest caz.
Daca H nu este liber, atunci, conform lui (2.1.4.3), el nu poate avea sumanzi directi
izomorfi cu Z. In acest caz (2.3.4.15) completeaza demonstratia. [

Se impun si aici doud observatii:
Observatiie 2.4.3.17: 1) Daca G este un grup fara-torsiune cu P.1.S.D., atunci nu
orice subgrup al lui G are aceeasi proprietate.
2) Grupurile fara-torsiune care au proprietatea ca orice subgrup propriu al lor are

P.IS.D. coincid cu cele cu P.1.S.D. cu aceasta proprietate. ||
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2.4.4. Grupuri mixte scindabile

In acesta sectiune vom arita ci problema grupurilor mixte cu proprietatea
(P) nu are solutie, adica avem:
Propozitia 2.4.4.1: Nu exista grupuri mixte cu proprietatea (P).
Demonstratie: Intr-adevir, fie G un grup mixt. Rezulti ca existd g, teG, unde g este
un element de ordin infinit, iar t este un element de ordin p”, cu p - numar prim si
neN*. Atunci, conform lui (1.2.1.3), subgrupul:

H=<g>®<t>=ZDZ(p")
nu are P.I.S.D. si G nu are proprietatea (P). [
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CAPITOLUL 3

MODULE CU P.1.S.D.

In acest capitol vom prezenta alte caracterizari, decit cele prezentate in
capitolul intai, ale modulelor cu proprietatea intersectiei sumanzilor directi, module
care vor fi considerate peste diferite inele R, asociative, cu unitate. in general, acolo
unde nu se precizeazd, modulele considerate vor fi stangi. Ca si in primul capitol,
orice alta conditie (eventual suplimentara) asupra inelului R, sau R-modulelor M,
se va pune ori de cate ori va fi cazul.

Vom incepe studiul R-modulelor cu P.I.S.D., cu modulele injective cu aceasta
proprietate. Referitor la aceste module vom prezenta, aici,

» conditii necesare,
» conditii suficiente
si
» conditii necesare §i suficiente
pentru ca un astfel de modul sa aiba P.I.S.D..

Vom trece apoi la descrierea sumelor directe de module cu P.I.S.D., prezentand
noi solutii la noua problema a lui Fuchs, facand si un studiu al morfismelor unor
astfel de sume de module. in cel de al treilea (si ultimul) subcapitol, al acestui
capitol, vom geneneraliza toate rezultatele obtinute in Subcapitolul 2.3, la module
peste diferite inele.

3.1. MODULE INJECTIVE CU P.L.S.D.

Asa cum am precizat mai sus, in acest subcapitol vom prezenta o serie de
caracterizari ale modulelor injective cu proprietatea intersectiei sumanzilor directi.
Pentru un R-modul injectiv M, vom studia conditiile in care el are P.I.S.D.. Vom
prezenta o caracterizare laticeald a modulelor cu C.P.I.S.D., precum si noi solutii
referitoare la problema caracterizarii acelor R-module M, care au proprietatea ca
odati cu M si @M are P.I.S.D., pentru orice multime de indici I. In finalul sub-
capitolului, prin exemplificari, vom justifica lipsa oricarei legaturi dintre un R-modul
M si invelitoarea sa injectiva E(M), in problema intersectiei sumanzilor directi.
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3.1.1. Conditii suficiente

Incepem aceasti sectiune cu o conditie suficientd pentru ca un R-modul s
aiba P.1.S.D..
Propozitia 3.1.1.1: Fie M un R-modul. Daca pentru orice peEnd(M), ker o este un
sumand direct in M, atunci M are P.1.S.D..
Demonstratie: Fie,
M=A®B
o descompunere directd (oarecare) a lui M si:
e:A—>B
un morfism de R-module. Daca:
ta:M—> A
este proiectia canonica a lui M pe A si:
us: B —->M
este injectia canonica a lui B in M, atunci:
puseeena : A®B > A®B
este un endomorfism al lui M. Conform ipotezei, ker(pseeema) este un sumand
direct in M. Deoarece ps este monomrfism,
ker(pusegema)=ker(e°ma),
si, astfel, ker(eoma) este un sumand direct in M, care contine pe B. Conform cu [92,
Teorema], rezulta ca:
ker(eema)=C®B,
unde:
C=kere
este un sumand direct in A. Acum (1.2.4.1) completeaza demonstratia. [ |
Trebuie sa facem aici doua precizari:
Observatia 3.1.1.2: Reciproca lui (3.1.1.1) este, in general, falsa, adica: exista R-module
M, care au P.1.S.D. si care au cel putin un endomorfism ¢ cu proprietatea ca kerq
nu este sumand direct in M.
Demonstratie: Contraexemplu, fie p un numar prim si:
M=Z(p”).
Consideram aplicatia:
¢o:M->M,
definitd prin: pentru orice XeM,

P(X)=p-x.
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Se observa cd ¢ este un endomorfism al lui M, care nu este nici nul, nici injectiv;
deci kerp este un subgrup propriu al lui M si care nu este sumand direct in M
(deoarece M este idecompozabil) si, totusi, M are P.I.S.D.. []
Observatia 3.1.1.3: Daca M este un R-modul decompozabil, cu P.1.S.D., atunci M
poate avea endomorfisme @ cu proprietatea ca ker este un sumand direct in M,
fara ca aceasta proprietate sa fie valabila pentru orice endomorfism al lui M.
Demonstratie: Fie M un R-modul cu P.I.S.D. si:
M=A®B
o descompunere directd (oarecare) a lui M,
e:A—>B s n:B—>A
doud morfisme de R-module. Definim:
¢o:M->M
prin: pentru orice a€ A si orice beB,
o(atb)=¢(a)tn(b).
In acest caz, se poate demonstra usor cad ¢ End(M) si:
kerp=kere®kern.
Deoarece M are P.I1.S.D., conform cu (1.2.4.1), rezultd ca kere este un sumand direct
in A si kern este un sumand direct in B; deci kere este un sumand direct in M. [
Asadar, am demonstrat ca multimea R-modulelor cu proprietatea ca, pentru
orice e End(M), kere este un sumand direct In M, este strict inclusd in multimea
R-modulelor cu P.I.S.D..
Din (1.2.8.14) si (3.1.1.1) obtinem:
Corolarul 3.1.1.4: Fie M un R-modul si:
E=End(M).
Daca, pentru orice endomorfism & al lui M, idealul E este proiectiv i:
kers=Su(kerg),
atunci M are P.1.S.D.. [
Din (1.2.8.15) s1 (3.1.1.1) obtinem:
Corolarul 3.1.1.5: Daca inelul End(M) este principal proiectiv drept si, pentru orice
endomorfism &, al lui M,
kers=Sm(kerg),
atunci M are P.1.S.D.. ]
Acum putem prezenta o reciproca a lui (3.1.1.1):
Propozitia 3.1.1.6: Fie M un R-modul si:
E=End(M).
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Daca M are proprietatea ca pentru orice ideale drepte (finit generate) I si J ale lui
E, are loc egalitatea:
IMAIM=(1~J)M,
atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) Nucleul oricarui endomorfism &, al lui M, este un sumand direct in M,
2) Pentru orice endomorfism &, al lui M, idealul €E este proiectiv si:
kers=Su(kerg),
3) Inelul E este un inel drept principal proiectiv §i, pentru orice eeEnd(M),
kers=Su(kerg),
4) Mare P1S.D.;
5) Inelul E are P.I.S.D., ca R-modul drept.
Demonstratie: Fie M un R-modul ca si in enunt.
1) implica 2) Daca are loc afirmatia 1), conform cu (1.2.8.14), are loc si afirmatia 2).
2) implica 3) Daca are loc afirmatia 2), atunci din (1.2.8.15) rezulta ca are loc afirmatia
de la punctul 3).
3) implica 4) Aceasta implicatie rezulta din (3.1.1.5).
4) implica 5) Conform ipotezei, M este E-plat. Corolarul (1.2.8.17) arata ca afirmatia
4) implica afirmatia 5).
5) implica 1) Daca E are P.I.S.D. si este M este E-plat, atunci (1.2.8.12) aratd ca are loc
afirmatia 1). [

Desigur ca rezultatele prezentate mai sus sunt valabile pentru orice R-modul,
inclusiv pentru R-modulele injective.

Din [42, 112.7] s1 (2.1.3.1) rezulta ca grupurile divizibile care au inelul endo-
morfismelor regular au P.I.S.D.. Extindem, acum, acest rezultat la orice R-modul
injectiv.

Propozitia 3.1.1.7: Fie M un R-modul injectiv cu End(M) un inel regular. Atunci M
are P.1.S.D..

Demonstratie: Daca M este un R-modul ca si in enunt, atunci, conform cu [34,
Teorema 1.1, p. 105], rezulta ca, pentru orice @€ End(M), kere este un sumand direct
in M. Acum (3.1.1.1) completeazd demonstratia. [ |

Se stie ca daca M satisface la conditiile de la (3.1.1.7), atunci, pentru orice
T - sumand direct in M, inelul endomorfismelor lui T este regular, dar reciproca, in
general, este falsa, adica: daca,

M= Mi

iel
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si, pentru orice i€l, End(Mi) este un inel regular, nu rezulta ca si End(M) este tot
un inel regular (vezi [94, Lema 3.3, Exemplul 3.4]). In sectiunea (3.2.3) vom vedea
ca daca, in plus, fiecare Mi este total invariant in M, atunci End(M) este regular.

Acum vom prezenta doud rezultate analoage lui (1.2.2.6). Dar, pentru aceasta
avem nevoie de urmatorul concept si de urmatorul rezultat elementar.

Definitie: (/56]) Un inel R se numeste maximal de valuare daca satisface la urmatoarele
conditii:
1) oricare ar fi a, beR, sau a divide pe b, sau b divide pe a;
2) orice sistem de ecuatii, rezolvabile in R, de forma:
x=xn (modulo In),

unde n eN*, xn €R si I este un ideal in R, are o solutie in R.

Propozitia 3.1.1.8: Fie M un R-modul, iar T si S doua submodule ale lui M astfel
incdat TCS si T este un submodul pur in M. Atunci T este pur in S.

Demonstratie: Presupunem ca M, T si S sunt ca si in enunf. Atunci, conform ipotezei,
pentru orice reR, avem:

rT=TnrM.

Atunci:

TrScTArM=rT,
si, deoarece rTCTrS, obtinem ca T este pur in S. [

Primul rezultat analog lui (1.2.2.6) este:

Teorema 3.1.1.9: Fie R un inel maximal de valuare, care este si un domeniu cu ideale
principale, si fie M un R-modul fara-torsiune, de rang numarabil. Daca M este de
forma:

M=D&U, (56)
unde D este injectiv §i U este redus, de rang finit, atunci M are C.P.1.S.D..
Demonstratie: Fie {Si}ic1 0 familie de sumanzi directi ai lui M si:

s=s..

iel
Atunci S si fiecare Si, i€l, sunt submodule pure in M, conform cu [41, §26]. Daca
notam cu:

P=SD,
avem doud cazuri:

Cazul 1: Daca P#0, atunci, conform cu (3.1.1.8), P este un submodul pur atat in D
cat si in S. Deoarece D este divizibil, rezulta ca P este divizibil (vezi [23, p. 106])
si, deci, P este un sumand direct atat in D, cat si in S. Asadar:

D=P&X si S=PdY.
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Deoarece Y si D sunt submodule pure in M, rezultd ca Y+D este pur in M. Atunci,
conform cu [41, 26.1], (Y+D)/D este pur in:

M/D=U.

Din [56, Teorema 13] rezulta ca (Y+D)/D este un sumand direct in M/D. Dar,
YNDcSND=P si YNP=0.

Rezulta ca:
YND=0

si, conform cu [58, Lema 6], Y este un sumand direct in M. Atunci S este sumand
direct In M.
Cazul 2: Daca:
P=0,
atunci, facand o demonstratie analoagad primului caz, pentru:
Y=S,
obtinem ca S este un sumand direct in M. [J
Observam ca impunerea in (3.1.1.9) a unor conditii suplimentare inelului R
si, respectiv R-modulului M, anuleaza conditia ca sumandul U - partea redusa a lui M,
sa fie omogen si complet decompozabil, pastrandu-se aceeasi concluzie ca si la (1.2.2.6).
Teorema de mai sus ofera noi solutii ,,Problemei 9™’.
Corolarul 3.1.1.10: Daca R si M sunt ca si in (3.1.1.9), atunci, pentru orice mulfime
de indici I, R-modulul:

M*=@&M

are C.P.I.S.D..

Demonstratie: Daca R este ca siin (3.1.1.9), atunci R este noetherian; deci sumanzii:
D*=@&1D si, respectiv U=eU,

ai luit M*, au aceleasi proprietati ca si D, respectiv U. [
Corolarul 3.1.1.11: Daca R este un inel ca si in (3.1.1.9) si M este un R-modul injectiv,
fara-torsiune, de rang numarabil, atunci M are C.P.1.S.D..
Demostratie: Daca R este ca siin (3.1.1.9), atunci, cosiderand pe:
U=0,
obtinem afirmatia din enunt. []
Corolarul 3.1.1.12: Daca R este un inel ca si in (3.1.1.9) si M este un R-modul ca
siin (3.1.1.11), atunci, pentru orice mulfime numarabila de indici I, R-modulul:
M*=@&M
are C.P.I.S.D..
Demonstratie: O multime numarabilda de multimi numarabile este tot o multime
numarabild; deci M* satisface la conditiile de la (3.1.1.11). [
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Al doilea rezultat analog lui (1.2.2.6) este:
Teorema 3.1.1.13: Fie R un inel Dedekind si M un R-modul decompozabil, fara-
torsiune. Daca pentru orice submodul pur S, al lui M, exista un submodul T, al lui
M astfel incat:

M/S=T,
atunci M are C.P.1.S.D..
Demonstratie: Fie R si M ca si in enunt. Din [56, Teorema 8] rezulta ca M are o
descompunere unica, abstractie facand de un izomorfism, de forma:

M=D®U,
unde D este divizibil, iar U este redus. Acum putem aplica aceeasi judecata ca si la
(3.1.1.9). Deci, fie {Si}ic1 o familie de sumanzi directi ai lui M si:

s=s..

iel

Atunci S si fiecare Si, i€l, sunt submodule pure in M, conform cu [41, §26]. Daca
notam cu:

P=S~D,
avem, si aici, doua cazuri:
Cazul 1: Daca P+0, atunci P este un submodul pur si in D, si in S. Deoarece D este
divizibil, rezulta ca P este divizibil, deci P este un sumand direct si in D si in S. Fie:

D=P®X si S=P®Y.
Deoarece Y si D sunt submodule pure in M, rezulta ca si Y+D este tot un submodul
pur in M. Conform ipotezei si lui [56, Teorema 4], rezulta ca M/(Y+D) este
decompozabil. Din [56, Teorema 3] rezultd cd Y+D este un sumand direct in M.
Dar,

YNDcSND=P si YNP=0.
Rezulta ca:

YND=0
si, astfel,

Y+D=Y@D.
In acest caz, rezultd ca Y este un sumand direct in M. Asadar, S este si el un sumand
direct in M.
Cazul 2: Daca:

P=0,
atunci facand o demonstratie analoaga primului caz, pentru:

Y=S,
obtinem ca S este un sumand direct in M. [
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Obtinem si 1n acest caz o solutie pentru ,,Problema 9™’
Corolarul 3.1.1.14: Fie R un domeniu Dedekind si M un R-modul injectiv, fara-
torsiune. Atunci, pentru orice multime de indici I, R-modulul:
M*=@&M
are C.P.I.S.D..
Demonstratie: Daca R este un domeniu Dedekind, atunci, conform cu [10, p. 215],
R este ereditar stang si noetherian. In acest caz, rezultd ca M este decompozabil in
sumanzi directi idecompozabili si orice R-modul factor al lui M este injectiv, conform
cu (1.2.1.4). Rezulta ca:
M*=&M
satisface la conditiile de la (3.1.1.13). [
In finalul acestei sectiuni prezentim alte trei rezultate elementare, referitoare
la R-modulele cu P.I.S.D..
Propozitia 3.1.1.15: Daca R este un domeniu de integritate (comutativ) si M este un
R-modul divizibil si noetherian, atunci, pentru orice multime de indici I, R-modulul:
M=@&M
are C.P.1.S.D..
Demonstratie: Daca R si M sunt ca si in enunt, atunci M este fara-torsiune; el este
un spatiu vectorial peste corpul fractiilor lui R, conform cu [35, p. 22]. Deoarece
orice subspatiu al unui spatiu vectorial este sumand direct in acel spatiu, rezulta ca:
M*=&M
are C.P.I.S.D.. [J
Propozitia 3.1.1.16: Fie M un R-modul idecompozabil si:
E=End(M).
Daca, pentru orice multime de indici I, R-modulul:
M*=@&M
are P.1.S.D., atunci orice E-modul proiectiv are si el P.I.S.D..
Demonstratie: Conform ipotezei si lui (1.2.4.12), inelul E este ereditar stang. Acum
(1.2.1.5) completeaza demonstratia. [
Propozitia 3.1.1.17: Fie M un R-modul idecompozabil si:
E=End(M).
Daca, pentru orice multime finita de indici I, R-modulul:
M*=@&M
are P.1.S.D., atunci orice E-modul proiectiv, finit generat, are si el P.I.S.D..
Demonstratie: Afirmatia din enunt rezulta din (1.2.4.13) si (1.2.4.3). [J
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3.1.2. Conditii necesare

Incepem aceasta sectiune cu o generalizare a lui (1.2.1.7).
Teorema 3.1.2.1: Fie,

M=@M

iel
un R-modul cu P.1.S.D., unde, pentru orice iel, M; este un R-modul injectiv §i
idecompozabil. Atunci au loc urmatoarele afirmatii:

1) Pentru orice i, j€l,

Hom(M;,M;)=0 sau Mi=M;;
2) Daca, pentru orice i €l, M; este si proiectiv, atunci, pentru orice i, j €I,

Demonstratie: 1) Conform lui (1.1.1) si lui (1.2.1.3), daca M are P.1.S.D., atunci, pentru
orice i, jel, si orice morfism:
¢ :Mi—>Mj,
kere este un sumand direct in Mi. Deoarece Mi este idecompozabil, rezulta ca:
(ker@=0, caz in care ¢ este monomorfism) sau (kere=Mi),
caz in care @ este identic nul. Daca ¢ este monomorfism, atunci ¢(Mi) este un submodul
injectiv al lui M;j. Din [78, 2.15] rezultd ca ¢(Mi) este un sumand direct al lui M;.
Deoarece M; este (si el) idecompozabil, rezulta ca:
o(Mi)=M,;.
Acum afirmatia 1) din enunt este complet demonstrata.
2) Presupunem ca, pentru orice iel, M;j este injectiv, idecompozabil §i proiectiv.
Atunci, conform cu [35, 20.15], pentru orice i€l, existd un idempotent eieR, astfel
incat:
Mi=eiR.
Deoarece functia:
CiX > €iX
este un morfism de R-module,

de la Mi=eiR la Mj=¢iR,
conform ipotezei si celor demonstrate la punctul 1), rezulta ca, pentru orice i, jel,
i=M;. U

Observatia 3.1.2.2: Din [78, 3.12] rezulta ca daca M este ca i in (3.1.2.1), atunci,
pentru orice i €l, End(M,) este un inel local. ||

Urmatorul corolar prezinta o alta conditie echivalenta cu ipoteza de la (3.1.2.1).
Corolarul 3.1.2.3: Daca:
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M=P Mi
iel
este un R-modul cu P.1.S.D., unde, pentru orice i €l, M; este un R-modul injectiv §i
End(M,) este un inel local, atunci, pentru orice i, j €,
Hom(M;,M;)=0 sau Mi=M,.
Demonstratie: Daca End(M;) este un inel local, atunci Mi este idecompozabil, conform
lui [78, 3.11]. Deci putem aplica (3.1.2.1). [
Acest ultim rezultat ne permite caracterizarea sumelor directe de module
injective uniseriale.
Definitie: ([78, p. 78]) Un R-modul M se numeste uniserial, daca M are doar un numar
finit de submodule si acestea sunt total ordonate fata de incluziune.
Acum, din [78, p. 78] si (3.1.2.3) obtinem:
Corolarul 3.1.2.4: Daca,
M=P Mi
iel
este un R-modul cu P.I.S.D. i, pentru orice i €l, M; este un R-modul injectiv si uniserial,

atunci, pentru orice i, j €,

Hom(M;,M;)=0 sau Mi=M;. U]
Fie p un numar prim si:
Bi=@®1Z(p"),
unde I este o multime oarecare de indici si:
keN* sau k=00,

Din (2.1.2.4) rezulta ca exista un grup abelian G astfel incat Bk sa fie sumand
direct in G daca si numai daca:

(k=1 si I este oarecare) sau (k=2) sau  (k=oosi|I[=1).

Asadar partea de torsiune a unui grup abelian cu P.I.S.D. este o suma directa
de subgrupuri total invariante, fiecare avand P.I1.S.D.. In continuarea acestei sectiuni
vom demonstra cd orice R-modul injectiv cu P.I.S.D. admite, abstractie facand de un
izomorfism, o descompunere unica in sumanzi directi idecompozabili, total invarianti.

Fie M un R-modul injectiv. Din [78, p. 118-119] rezulta ca M admite, abstractie
facand de un izomorfism, o descompunere unica de forma:

M=M1®&M, (57)
unde:

0 M este invelitoarea injectiva a unei sume directe de R-module injective
idecompozabile;
0 Mz este un R-modul injectiv care nu are submodule injective idecompozabile;
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O pentru orice morfism:
f: M1 —> Mo,
M este invelitoarea injectiva a lui kerf;
O pentru orice morfism:
f: M2 —> My,

M: este invelitoarea injectiva a lui kerg.
Teorema 3.1.2.5: Fie R un inel asociativ, cu unitate. Daca M este un R-modul injectiv
cu P.1.5.D., descompus conform relatiei (57), atunci M admite, abstractie facand
de un izomorfism, o descompunere unica in sumanzi directi idecompozabili, total
invarianti.
Demonstratie: Presupunem ca R-modulul M satisface la conditiile din enunt si
consideram:

f: M1 —> M2
un morfism de R-module. Atunci, conform cu [78, Propozitia 2.3] si (1.2.1.3),

Mi=E(kerf)=kerf.
Deci:

Hom(M1,M2)=0.
Analog se arata ca:

Hom(M2,M1)=0.
Rezulta ca M si M2 sunt total invarianti In M. Conform ipotezei,

Mi=E(@ Mi),

iel
unde, pentru orice iel, Mi este injectiv §i idecompozabil. Din [95, Teorema 3 si
Corolarul 4.2] rezulta ca exista o submultime J a lui I astfel incat:
Mi=M, ®E(P Mi),
iel

!

unde M, este un submodul injectiv idecompozabil, al lui Mi. Se poate demonstra
usor ca:

Hom(M, ,M2)=Hom(M2, M, )=0
si orice morfism:

h: M, — E(@M)

iel
este un monomorfism. Din (3.1.2.1), (3.1.3.1) 51 [78, 3.13] (sau [95, Corolarul 4.1])
rezultd cad M1 admite o descompunere unicd, pana la un izomorfism, in sumanzi directi

idecompozabili, total invarianti. [
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Urmatorul rezultat poate fi considerat o teorema de structura pentru o clasd
de R-module injective cu P.I.S.D..
Teorema 3.1.2.6: Fie R un inel artinian si M - un R-modul injectiv.

1) Daca M admite o descompunere directa in sumanzi directi total invarianti,
neizomorfi si idecompozabili, atunci exista o familie (finita) de ideale prime
distincte {Pi}iel, ale lui R, astfel incadt:

M=@ E(R/Py).

iel
2) a) Daca M are P.1.S.D. si nu admite o descompunere directa in sumanzi
directi total invarianti, neizomorfi i idecompozabili, atunci exista o familie
(finita) de ideale prime nedistincte {Pi}ici, ale lui R, astfel incat:
M=@ E(R/P).

iel
b) Daca M are P.1.S.D. si este (si) proiectiv, atunci exista un ideal prim P,
al lui R, astfel incat:
M=@E(R/P).

In acest caz, dacd R este si regular, atunci R/P este un spatiu vectorial finit

dimensional peste corpul endomorfismelor sale si R/P este injectiv.
Demonstratie: Daca R este artinian, atunci R este si noetherian, conform cu [78,
3.25 Corolar]. Deoarece M este injectiv, rezulta ca:

M= Mi,

iel

unde, pentru orice i€l, Mj este un R-modul injectiv idecompozabil. Din [78, 4.5] rezulta
ca, pentru orice i€l, existd un R-modul simplu S; astfel incat Mi este invelitoarea
injectiva a lui Si; deci:

Mi=E(Si) si M= E(S)).

iel

Daca S; este simplu, atunci exista un ideal prim Pj, al lui R, astfel incat:

Si=R/Pi (vezi [70, 6.6.1] i [78, Lema 2.30, Corolar]) si M= @ E(R/P;).

iel

Daca M admite o descompunere directd In sumanzi directi total invarianti, neizomorfi
si idecompozabili, atunci, pentru orice 1, j€l, 1#],

Hom(M;,M;)=0,
caz care confirma afirmatia de la punctul 1) al teoremei. Daca M are P.I.S.D. si nu
admite o descompunere directd In sumanzi direc{i total invarianti, neizomorfi si
idecompozabili, atunci, pentru orice 1, j€l, i#j,

Hom(M;,M;)=0 sau  (exista i, jel, i#j, astfel incat Mi=M;),
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caz in care are loc afirmatia de la punctul 2)a) al teoremei. Daca, in plus, M este si
proiectiv, atunci, pentru orice i€l, M;j este proiectiv si, conform cu [70, 6.7.4] si
(3.1.2.1)2), rezulta ca, pentru orice i, j€l,
i=M;j,
caz in care, conform cu [78, 2.31, Corolar], pentru orice i, j€l,
Pi=P;j
si afirmatia de la punctul 2)b) al teoremei are loc. Acum [67, 2.5] completeaza
demonstratia. [
Corolarul 3.1.2.7: Fie R un inel artinian i M un R-modul injectiv.
1) Daca M satisface la conditiile de la (3.1.2.6)1), atunci M are P.1.S.D. daca
si numai daca exista un R-modul semi-simplu:

S=@PS;,
i-1

unde n este un numar natural oarecare si, pentru orice i=1, 2, ..., n, Si este
un R-modul simplu, total invariant in M astfel incat:

M=E(S)=E(@ S).

2) Daca M satisface la conditiile de la (3.1.2.6)2)a), atunci exista un R-modul
semi-simplu:

=@ S,
i=1

unde:
O n este un numar natural oarecare
Si
0 pentruorice i=1, 2, ..., n:
Si=®, S
este un R-modul semi-simplu i total invariant in M, S' este un R-modul
simplu si total invariant in M, iar J; este o multime oarecare de indici
astfel incat:

M=E(S)=E(@S).

Reciproc, daca, pentru orice i=1, 2, ..., n, End(S) - inelul endo-
morfismelor lui S, este un domeniu cu ideale principale, atunci, conform cu
(3.1.3.2), R-modulul:
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M=E(S)=E(@®S)

are P.1.S.D..
3) Daca M satisface la conditiile de la (3.1.2.6)2)b), atunci:

M=@E(S),
unde S este un R-modul simplu si injectiv, iar I este o multime oarecare de
indici. Daca, in plus, R este si regular, atunci:

M=,
unde S este un R-modul simplu si injectiv, iar I este o mulfime oarecare de
indici.

Reciproc, daca End(E(S)) - inelul endomorfismelor invelitorii injective a
R-modulului simplu S, este un domeniu cu ideale principale, atunci, conform
cu (3.1.3.2), pentru orice multime de indici I, R-modulul:

M=@E(S)
are P.1S.D.. Daca, in plus, R este si regular si End(S) - inelul endomorfismelor
R-modulului simplu S, este un domeniu cu ideale principale, atunci, conform
cu (3.1.3.2), pentru orice multime de indici I, R-modulul:

M=@&S
are P.I1.S.D..[]

3.1.3. Conditii necesare si suficiente

Incepem prezentarea rezultatelor din aceasti sectiune cu o reciproci a lui
(3.1.2.1)1).
Teorema 3.1.3.1: Fie,

M=@M;

iel
un R-modul fara-torsiune astfel incat:
1) pentru orice i, j€l,
Hom(M;,M;)=0 sau Mi=Mj,
2) pentru orice i€l, End(M;) - inelul endomorfismelor lui M; este un domeniu

cu ideale principale.
Atunci M are P.1.S.D..
Demonstratie: Fie,

M= Mi

iel
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un R-modul cu proprietatile din enunt. Atunci, conform cu (1.2.5.1), pentru orice
iel, M;j este idecompozabil. Consideram pe multimea I relatia de echivalenta, notata
cu ,,?” si introdusd in (1.2.1.8): pentru orice i1, i2€1, prin definitie:

11~12 daca i numai daca M; =M, .
Pentru un i€l, notdm cu 1" clasa de echivalenta a lui i, deci:

i={kel | MizMi}.

Atunci {i*}ic1 este partitia lui I, corespunzatoare relatiei ,,2”’, iar:

M= G—) Mi* ,
iel/~
unde:
Mi* =@ Mk
kei”

este un R-modul cu P.I.S.D., conform lui (1.2.5.2). Pe de alta parte, pentru orice i1,
12€l, care nu sunt echivalente,
Hom(M.,,M., )=Hom( (@ Mx, P M)

keir Iei;
se scufunda izomorf in:

Hom( @ Mg, H M, )= H H Hom (Mk,M1)=0.

kei; lei} keij leiy

Deci, pentru orice i1, i2€l, care nu sunt echivalente, M., si M., sunt total invariante
1 2

in M. Acum (1.1.2) si (1.2.1.1) completeaza demonstratia. [
Acum putem obtine noi solutii la ,,Problema 9™
Corolarul 3.1.3.2: Daca M satisface la conditiile de la (3.1.3.1), atunci, pentru
orice multime de indici J, R-modulul.
M*=@&M
are P.1.S.D..
Demonstratie: Din demonstratia lui (3.1.3.1) rezulta ca:
M= M.,
i"el/=
unde:
M. =@ Mk
kei”

are P.I.S.D. si, pentru orice i1, i2€l, care nu sunt echivalente, M, si M, sunt total
1 1

invariante in M. Rezulta ca:
M=oM=01( @ M.)= P (@ 1M.)= P (M.,

i‘el/~ i‘el/~ i‘el/~
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unde:
(M.)=@&1M...

Aplicand aceeasi judecata ca si la (3.1.3.1), obtinem ca, pentru orice i1, i2€l, care nu
sunt echivalente, (M.. )1 si (M, )s sunt total invariante in M. Din (1.2.5.2) obtinem c3,

pentru orice i€l, (M., )s are P.L.S.D.. Si in acest caz, (1.1.2) si (1.2.1.1) completeaza

demonstratia. [

Fie M un R-modul drept. Din (1.2.8.2) si (1.2.8.3) rezultd ca daca M are
P.I.S.D., atunci:

E=End(M)
are aceeasi proprietate, si, pentru orice idempotent feE si orice morfism ge(1-f)Ef,
idealul gE este proiectiv. in general, daci E are P.I.S.D., nu rezulti ci si M are
P.I.S.D., dar, daca M este E-plat, acest lucru este adevarat, conform cu (1.2.8.19) si
(1.2.8.18). In particular, daci M este fara-torsiune si E este un domeniu cu ideale
principale, caz in care orice endomorfism nenul al lui M este monomorfism - vezi
(1.2.5.1), atunci:

M are P.1.S.D. daca si numai daca E are P.1.S.D..

In acelasi context avem si urmitorul rezultat:
Propozitia 3.1.3.3: Daca M este un R-modul drept astfel incat:

E=End(M)
este un inel regular si M este E-plat, atunci E i M au P.1.S.D..
Demonstratie: Daca M este un R-modul ca si in enung, atunci, conform cu [94, p.
237], orice ideal principal al lui E este un sumand direct in E; deci E este un inel
principal proiectiv drept (vezi sectiunea (1.2.8)). Din (1.2.8.4) rezulta cd E are P.1.S.D..
Deoarece M este E-plat, (1.2.8.17) completeazad demonstratia. [

In continuarea acestei sectiuni vom folosi conceptul dual proprietitii intersectiei
sumanzilor directi, concept care va fi dezvoltat in Capitolul 4.
Definitie: Un R-modul (un grup abelian) M pentru care suma oricaror doi sumanzi
directi (adica submodulul (subgrupul) lui M generat de reuniunea lor) este tot un
sumand direct in M, se numeste modul (grup) cu proprietatea sumei sumanzilor
directi, prescurtat P.S.S.D..
Definitie: Un R-modul (un grup abelian) M spunem ca are complet (sau total)
proprietatea sumei sumanzilor directi, prescurtat C.P.S.S.D., daca suma oricarei
familii de sumanczi directi (adica submodulul (subgrupul) lui M generat de reuniunea
lor) este tot un sumand direct in M.
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Fie M un R-modul. Notdm cu S(M) multimea tuturor submodulelor i cu Sm
multimea sumanzilor directi, ai lui M, adica:

S(M)={N | N<M}

Si:

SmM={T<M | T este un sumand direct in M}.

Daca M are si P.I.S.D. si P.S.S.D., atunci Sm este o latice (adica Swm este o
sublatice a laticii tuturor submodulelor lui M), iar daca M are si C.P.I.S.D. si
C.P.S.S.D., atunci Sm este o latice completa, adica Sm este o sublatice completa a
laticii tuturor submodulelor lui M.

In acelasi context avem urmdtorul rezultat elementar:

Propozitia 3.1.3.4: Un R-modul M are C.P.1.S.D. daca si numai daca Su este o latice
completa.

Demonstratie: Fie M un R-modul cu C.P.1.S.D. si fie {Ti}ic1 o familie oarecare de

sumanzi directi ai lui M. Conform ipotezei, ﬂ T, este un sumand direct in M; deci,
iel

pentru orice familie {Ti}icicSm, existd inf{Ti}icieSm. Aceasta echivaleaza cu

faptul ca Sm este o latice completa vezi [69, 1.4.47]. [

Corolarul 3.1.3.5: Un R-modul M are C.P.1.S.D. daca si numai daca, pentru orice

familie {Ti}icr de sumanzi directi ai lui M, Z]: (adica submodulul lui M generat

iel
de UY: ) este tot un sumand direct in M. Asadar:
iel

M are C.P.1.S.D. daca si numai daca M are C.P.S.S.D.. []

Din (1.2.3.11) 51 (3.1.3.4) obtinem:
Corolarul 3.1.3.6: Daca R este un domeniu cu ideale principale si M este un R-modul
care are un submodul divizibil nenul, atunci:

M are P.I.S.D. daca si numai daca Sm este o latice completa.
Asadar, in acest caz, daca M are P.1.S.D., atunci M are si P.S.S.D.. []

Deoarece orice domeniu local Dedekind este un domeniu cu ideale principale,
din [67, Teorema 8], (1.2.3.11) si (3.1.3.4) obtinem:
Corolarul 3.1.3.7: Daca R este un domeniu local Dedekind si M este un R-modul
care are un submodul divizibil nenul, atunci:

M are P.1.S.D. daca §i numai daca Su este o latice completa.
Asadar, §i in acest caz, daca M are P.1.S.D., atunci el are §i P.S.S.D.. ]

In (1.2.1.5) am precizat c¢a in cazul unui inel asociativ cu unitate R,

toate R-modulele au P.1.S.D. daca si numai daca R este ereditar stang.

186



Capitolul 3. MODULE CU P.I.S.D.

Acum vom demonstra un rezultat analog, pentru R-module injective, in cazul
unui inel artinian.
Teorema 3.1.3.8: Fie R un inel artinian. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) Toate R-modulele injective au P.1.S.D.;
2) Inelul R este ereditar stang;
3) Toate R-modulele injective au P.S.S.D..
Demonstratie: 1) implica 2) Presupunem ca toate R-modulele injective au P.I.S.D.
si fie M un astfel de R-modul. Consideram doua submodule injective T si S, ale lui M.
Atunci, conform cu [78, Propozitia 2.3], T si S sunt sumanzi directi In M. Deoarece
M are P.I.S.D., rezultd ca TS este un sumand direct in M. Dar, atunci:
T=(TnS)®U s T+S=U®S
este tot un sumand direct in M. Deci T+S este un submodul injectiv al lui M. Acum,
din [35, Propozitia 10, p. 62, Corolar], rezulta ca R este semi-simplu, deci R este
ereditar stang.
2) implica 1) Acum, fie R un inel ereditar stang si M un R-modul injectiv. Consideram
o familie {Ti}ie1 de sumanzi directi ai lui M. Atunci, pentru orice i€l, Ti este injectiv,
conform cu [78, Propozitia 2.3]. Deoarece R este noetherian (vezi [78, 3.25, Corolar]),

rezultd cd @ Ti este, tot, un modul injectiv, conform lui [78, 4.1]. In aceste conditii
iel
Z:Ti este 0 imagine epimorficd a unui R-modul injectiv si, deoarece R este ereditar,
iel
rezulta ca Z:Ti este un R-modul injectiv; asadar Z:Ti €Sm. Conform lui [69, 1.4.47],
iel iel
rezultd ca Sm este o latice completd. Atunci ﬂTi este un sumand direct in M si,
iel
astfel, M are C.P.1.S.D. Acum (1.2.1.8) completeaza demonstratia echivalentei dintre
afirmatiile 1) si 2), ale teoremei.
2) echivalent 3) Aceasta echivalenta rezulta din echivalenta primelor doud afirmatii
si din [34, Propozitia 10, p. 62, Corolar]. [
Observatia 3.1.3.9: In general, Teorema 3.1.3.8 nu este adeviratd pentru un inel
noetherian.
Demonstratie: Contraexemplu, inelul Z al intregilor este noetherian si ereditar si
exista grupuri abeliene divizibile, care nu au P.I.S.D.; de exemplu Z(p*)@Z(p>). [
Din (3.1.3.4), (3.1.3.8), (1.2.1.6) s1 (1.2.1.8) obtinem:
Corolarul 3.1.3.10: Fie R un inel comutativ noetherian. Atunci urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:
1) Toate R-modulele injective au C.P.1.S.D.;
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Toate R-modulele injective au P.1.S.D.;
Inelul R este ereditar stang si semi-simplu;
Pentru orice R-modul injectiv M, Sm este o latice completa,
Toate R-modulele injective au P.S.S.D.;
Pentru orice R-modul injectiv M, Su este o latice;
Orice R-modul injectiv M este:
a) fara-torsiune,
sau
b) de torsiune, si orice sumand direct idecompozabil al lui M este

total invariant in M. [

Corolarul 3.1.3.11: In conditiile de la (3.1.3.10) au loc urmdtoarele afirmatii:

D
2)

Toate R-modulele injective au P.S.S.D.;
Pentru orice R-modul injectiv M, Su este o latice. [']

In continuarea acestei sectiuni vom ardta ca in problema intersectiei sumanzilor

directi, intre un R-modul M si E(M) - invelitoarea injectiva a lui M, 1n general, nu

exista

1)

2)

3)

nici o legatura. Vom exemplifica acest fapt pentru grupuri abeliene. Astfel:

Existd grupuri abeliene M, pentru care M si E(M) au P.I.S.D.; de exemplu:
daca p este un numadr prim $i:

M=Z(p),
atunci:

EM)=Z(p”).
Din (2.1.2.2) 5i (2.1.3.5) rezulta ca M si E(M) au P.1.S.D..
Existd grupuri abeliene M cu P.I.S.D., pentru care E(M) nu are P.I.S.D.; de
exemplu: dacd p este un numar prim si:

M=Z(p)®Z(p),
Atunci, conform cu [78, 2.23]:

EM)=Z(p*)®Z(p*).
Din (2.1.2.2) rezulta cda M are P.I.S.D., iar din (2.1.3.5) rezultd ca E(M) nu
are P.I.S.D..
Exista grupuri abeliene M, pentru care M si E(M) nu au P.1.S.D.; de exemplu:
daca p este un numar prim si:

M=Z(p*)®Z(p’),
atunci:

EM)=Z(p*)®Z(p*).
Tot din (2.1.2.2) si (2.1.3.5) rezulta ca nici M, nici E(M) nu au P.I.S.D..

188



Capitolul 3. MODULE CU P.I.S.D.

4) Exista grupuri abeliene M, care nu au P.I.S.D., dar pentru care E(M) are
aceastd proprietate; de exemplu, daca:
M=Mi©®&M2©BM3,
unde:
0 Mi=Z - grupul aditiv al numerelor intregi,

o] M2={E €Q | ne{p, q, p-q}, unde p si q sunt doud numere prime
n

distincte},
iar:

m . <
0 Ms={— €Q | n este un numar intreg, liber de patrate}.
n

Conform lui (1.2.7.1), M nu are P.1.S.D., dar:
E(M)=Q®Q®Q

are P.I.S.D., conform lui (2.1.3.1). []

Se stie ca, in general, fiind dat un R-modul M, intersectia a doua submodule
injective, ale lui M, nu este (tot) un submodul injectiv (al lui M), dar, daca M are
P.I.S.D., acest lucru se intampla. Notand, ca si mai sus, cu E(M) - invelitoarea injectiva
a R-modulului M, in finalul acestei sectiuni vom demonstra urmatorul rezultat:
Teorema 3.1.3.12: Fie M un R-modul. Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) EM)are P.1.S.D.;
2) Pentru orice submodule T §i S, ale lui M, are loc egalitatea:
E(T)NE(S)=E(TNS). (58)

Pentru demonstrarea acestei teoreme avem nevoie de urmatorul rezultat -
reciproca Propozitiei 2.22 din [78]:

Lema 3.1.3.13: Daca M este un R-modul si F este un sumand direct in E(M), atunci
exista N - un submodul al lui M astfel incat:

E(N)=F.

Demonstratie: Fie M si F ca si in enunt si fie:

N=MnF.

Atunci N este un submodul atat in M, cat si in F si, conform lui [78, 2.22], E(N)
este un sumand direct atat in E(M), cat si in:

E(F)=F.
Deci:

F=E(N)®K.
Deoarece:

H=KnMcFnM=N,
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rezultd ca E(H) este un sumand direct si in K, si in E(N). Rezulta ca:

E(H)=0 si K=0,
caci, daca, K#0, atunci M nu este esential in E(M) - ceea ce nu se poate. []
Demonstratia Teoremei 3.1.3.12: 1) implica 2) Presupunem ca E(M) are P.I.S.D.
si consideram doud submodule T si S, ale lui M. Atunci E(T) si E(S) sunt sumanzi
directi In E(M) si E(TS) este un sumand direct si in E(T) si in E(S). Deci, conform
cu (3.1.3.13),

E(T)=E(TNS)®E(X) si E(S)=E(TNS)®E(Y),
unde X este un submodul al lui T §1 Y este un submodul al lui S. Deoarece E(TNS)
este un sumand direct in E(T)NE(S), care, conform ipotezei, este un sumand direct
in E(M), rezulta ca exista un submodul U, al lui M, astfel incat:

E(T)NE(S)=E(TS)®E(U). (*)
Din egalitatea (*) si (3.1.3.13) rezulta ca U este un submodul al lui TNS; dar, atunci
E(U) este un sumand direct in E(TS) - contradictie cu egalitatea (*). Rezulta ca:

E(U)=0
si egalitatea (*) coincide cu egalitatea din enuntul teoremei.

2) implica 1) Daca, pentru orice submodule T si S, ale lui M, are loc egalitatea (58),
atunci, conform cu (3.1.3.13), E(M) are P.I.S.D.. [

3.2. MORFISME DE SUME DIRECTE DE MODULE CU P.LS.D.

Asa cum am mai precizat, Fuchs a propus spre rezolvare o noud problema
relativa la R-modulele (grupurile abeliene) cu P.I.S.D., ,,Problema 9. Solutii la
aceastd (noud) problema (a lui Fuchs) am prezentat in subcapitolele anterioare. In
acest subcapitol vom studia sumele directe de R-module (grupuri abeliene) cu
P.I.S.D., in sensul ca:

» vom prezenta alte solutii ale acestei (noi) probleme (atat pentru R-module -

in Sectiunea 3.2.1, cat si pentru grupuri abeliene - in Sectiunea 3.2.2);

» vom face un studiu al nucleelor si imaginilor morfismelor de sume directe
de R-module (in Sectiunea 3.2.3), ale carui rezultate le vom aplica la sumele

directe de R-module cu P.I.S.D. (in Sectiunea 3.2.4).

Peste tot In acest subcapitol vom nota cu:

M*=®M,
unde M este un R-modul (grup abelian), iar I este o mulfime oarecare de indici.
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3.2.1. Sume directe de module cu P.1.S.D.

In aceasta sectiune vom prezenta alte solutii ale ,,Problemei 9. Solutii ale
acestei probleme, pentru R-module, se gasesc in Sectiunile: 1.2.4, 1.2.5, 3.1.1 si 3.1.3.
Rezultatele descrise aici trebuie privite ca o completare a celor prezentate in sectiunile
respective. In acest sens, vom nota cu R un inel asociativ, cu unitate, iar modulele le
vom considera stangi, peste astfel de inele. Alte conditii (eventual suplimentare) asupra
inelului R, sau R-modulelor, se vor pune ori de cate ori va fi cazul.

Pentru inceput avem:

Observatia 3.2.1.1: Pentru un inel R, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) Pentru orice R-modul proiectiv (finit generat) M si orice mulfime (finita) de
indici I, R-modulul M* are P.1.5.D.;
2) R este ereditar (semi-ereditar) stang.
Demonstratie: Echivalenta afirmatiilor din enung rezulta din (1.2.1.5), [70, 6.7.4] si,
respectiv (1.2.4.3). [

Urmatorul rezultat se referd la module injective peste domenii noetheriene.
Propozitia 3.3.1.2: Fie R un domeniu noetherian si M un R-modul injectiv. Atunci
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) Pentru orice multime de indici I, R-modulul M™ are P.1.5.D.;
2) M este fara-torsiune.
Demonstratie: 1) implica 2) Daca M are proprietatea din enunt, atunci, conform lui
(1.2.2.2), el nu poate avea sumanzi directi idecompozabili, de torsiune. Rezultd ca
M este fara-torsiune.
2) implica 1) Fie:
M= Mi

iel

un R-modul injectiv, fara-torsiune, descompus conform lui [68, Teorema 2.5]; deci,
pentru fiecare iel, Mj este un R-modul injectiv idecompozabil. Deoarece M este
fara-torsiune, conform lui [78, p. 50], [68, 2.4 si 3.1] si lui (1.2.1.7), pentru fiecare
iel, M; este izomorf cu corpul fractiilor lui R. Rezulta cd M este un spatiu vectorial
peste acest corp, deci are loc afirmatia de la punctul 1), din enunt. []

Din (3.2.1.2) 51 (1.2.4.12) obtinem:
Corolarul 3.2.1.3: Fie R un domeniu noetherian i M un R-modul injectiv, idecom-
pozabil, fara-torsiune. Atunci au loc urmatoarele afirmatii echivalente:

1) Pentru orice T si S sumanczi directi in M, si pentru orice morfism de R-module:
f:8—>T,
kerf este un sumand direct in S,
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2) Pentru orice N - sumand direct in M* si orice g eEnd(N), kerg este un sumand
direct in sumandul N,
3) Inelul:
E=End(M)
este ereditar (drept), iar M este un E-modul (stang) E-plat si auto-mic. ]
Urmatorul rezultat se refera la o clasa de module peste domenii dedekindiene.
Propozitia 3.2.1.4: Fie R un domeniu Dedekind si M un R-modul cu urmatoarele
proprietati:
1) MareP.I.S.D.;
2) M are un sumand direct D#0, maximal injectiv;
3) pentru fiecare ideal prim P (al lui R), P-componenta redusd, de torsiune
Mp, a lui M este elementara.
Atunci au loc urmatoarele afirmatii:
a) Daca D este de torsiune, atunci, pentru orice multime de indici I, cu | I |>2,
R-modulul M* nu are P.1.5.D.;
b) Daca D este fara-torsiune si M=D, atunci:
R-modulul M* are P.1.S.D. daca si numai daca I este finita.
Demonstratie: a) Daca D este de torsiune, atunci, conform cu [75, p. 86] si (1.2.2.2),
oricare ar fi T i S doi sumanzi directi idecompozabili, ai lui D,
Hom(T,S)=0.
Rezulta ca are loc afirmatia a) din enunt.
b) Daca D este fara-torsiune, atunci, cu conform cu [75, p. 86] si (1.2.2.5), submodulul
de torsiune T, al lui M, este un sumand direct (in M) si:
M=D&TeU,
unde U este un sumand direct fara-torsiune si total invariant in M, care este o suma
directa finitd de R-module reduse, de rang unu si cvasi-izomorfe, astfel incat DO&U
este total invariant in M. Fie I o multime oarecare de indici. Pastrand notatia facuta
mai sus, obtinem ca:
M*=D*®@T*®U",
unde:
0 D*=@1D este divizibil, fara-torsiune si cu P.I.S.D., conform cu (3.2.1.2);
0 T=@T(=®(ETr)=B(@1Tr)), unde, conform ipotezei si lui (1.2.3.1), Tp este
un P-submodul primar elementar, pentru fiecare ideal prim P, al lui R; deci,
conform lui (1.2.3.3), T* are P.I.S.D.;
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o U=@UE®1(P U= (@1Ui)) este un submodul fara-torsiune si D*OU*

i=1 i=1

este total invariant in M, unde multimea {Ui} — este formatd din R-module

fara-torsiune, reduse, de rang unu si cvasi-izomorfe.
Rezulta ca U* este tot o suma directd de R-module fara-torsiune, reduse, de rang unu
si cvasi-izomorfe. Din cele prezentate mai sus si (2.1.4.2), rezulta ca:
M* are P.I.S.D. daca si numai daca D*®U" are aceasta proprietate,
ori, conform lui (1.2.2.5),
U* are P.I.S.D. daca si numai daca I este finita. [
Deoarece orice domeniu cu ideale principale este un inel Dedekind (vezi
[75, p. 73]), din (1.2.2.6) si (3.2.1.4), obtinem:
Corolarul 3.2.1.5: Fie R un domeniu cu ideale principale si:
M=D@T&U,
unde:
0 D0 este un R-modul injectiv, fara-torsiune;
0 U este un R-modul omogen, complet decompozabil, de rang finit

Si:
0 T este un R-modul de torsiune ale carui p-componente sunt elementare,
pentru orice p apartinand multimii P a tuturor elementelor prime neasociate,
ale lui R.
Atunci:

R-modulul M* are P.1.S.D., pentru orice multime de indici I, daca §i numai

daca I este finita. [

Se impun aici doud observatii:
Observatia 3.2.1.6: Afirmatia de la (3.2.1.5) nu este adevarata in cazul in care:

D=T=0.
Demonstratie: Intr-adevir, in acest caz, conform lui (1.2.2.5), daca U este un R-modul
omogen, complet decompozabil, de rang finit, peste un domeniu cu ideale principale,
atunci R-modulul U* are P.I.S.D., pentru orice multime de indici I, nu neaparat finita. [
Observatia 3.2.1.7: In (3.2.1.4) conditia ca ,pentru fiecare ideal prim P (al lui R),
P-componenta de torsiune Mp, a lui M, este un sumand direct, care este elementar”,
este fundamentala, caci, daca aceasta P-componenta este un R-modul ciclic,
atunci, conform lui (1.2.1.3), pentru orice multime de indici I, cu | I |22, R-modulul
M*nu are P.1.S.D.. ]

Incheiem aceasti sectiune cu:
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Propozitia 3.2.1.8: Fie R un inel artinian si M un R-modul injectiv §i proiectiv, cu
P.I.S.D., care are proprietatea ca inelul endomorfismelor oricarui sumand direct
idecompozabil este un domeniu cu ideale principale. Atunci, pentru orice multime
de indici I, R-modulul M* are P.1.S.D..
Demonstratie: Daca R si M sunt ca si in enunt, atunci, conform cu (3.1.2.7)3),
M=@®,E(S),
unde S este un R-modul simplu si injectiv, iar J este o multime oarecare de indici.
Rezultd ca si M* are aceeasi forma. Daca End(E(S)) - inelul endomorfismelor invelitorii
injective a R-modulului simplu S, este un domeniu cu ideale principale, atunci, conform
lui (3.1.3.2), pentru orice multime de indici I, R-modulul M* are P.1.S.D.. [J
Din (3.2.1.8) s1 (1.2.5.2) obtinem:
Corolarul 3.2.1.9: Fie inelul R si R-modulul M fara-torsiune, ca si in (3.2.1.8). Atunci
nucleul oricarui endomorfism al lui M™* este un sumand direct in M", care este (si el)

o sumda directa de exemplare de M. [']

3.2.2. Sume directe de grupuri abeliene cu P.L.S.D.

In aceasta sectiune vom prezenta alte solutii, decat cele prezentate in Sectiunea
1.2.6, ale ,,Problemei 9, pentru grupuri abeliene. In acest sens considerdm un grup
abelian G, cu P.I.S.D., I o multime oarecare de indici, cu cel putin doud elemente
(deci | 1]22), si:

G=@1G.

Incepem cu grupurile elementare:
Observatia 3.2.2.1: Deoarece intr-un grup elementar G, orice subgrup al sau este un
sumand direct (vezi [41, §17, p. 89]), rezulta ca, pentru orice multime de indici I, G*
are P.1S.D..[]

Pentru p-grupuri avem:
Propozitia 3.2.2.2: Daca G este un p-grup, atunci:

G*are P.1.S.D., pentru orice multime de indici I, daca si numai daca G este

elementar.
Demonstratie: Fie G un p-grup cu P.I1.S.D.. Atunci, conform lui (2.1.2.2), nu putem
avea decat urmatoarele situatii:

i) existd un neN* sau n=co, astfel incat:

G=Z(p",

sau:

ii) exista un cardinal m, astfel incat:

G=(®,, Z(p)BCp,
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unde:
Cp=0 sau Co=Z(p").

Deoarece si G* este (tot) un p-grup, rezulta cd daca G* are P.1.S.D., atunci, conform
cu (1.2.1.3), el este elementar; deci si G este elementar.

Reciproc, daca G este elementar, atunci (3.2.2.1) completeaza demonstratia
propozitiei. [
Corolarul 3.2.2.3: Fie G un grup de torsiune. Atunci:

G*are P.1.S.D., pentru orice multime de indici I, daca §i numai daca G este

elementar.
Demonstratie: Daca G este un grup de torsiune cu P.I.S.D., atunci, conform cu (2.1.2.4),
G este de forma:

G=(P Z(p" )A(D (O, ZP)D(PCv), (10)

pePy peP| peP,
unde:
0 Po si P sunt submultimi disjuncte de numere prime;
0 pentru orice pePo, np este un numar natural, np>2, si pentru orice peP1, mp
este un cardinal oarecare;

o Cp=0 sau Co=Z(p™).
Rezulta ca:
G=@( P Z(p" NS P (D, Z(p))))D(S( P Cp))
=@ @Z(p" NP (O(D,, Z(p))S(P (®1Cy)).

Conform cu (1.2.1.3), grupurile ®1Z(p"" ) si ®1Cp (dacd Cp=Z(p®)) nu au P..S.D..

Rezulta ca daca G* are P.1.S.D., atunci:
Po=0
si, pentru orice pePi,
Cp=0,
adica G este elementar.
Reciproc, daca G este elementar, atunci, ca si in (3.2.2.2), (3.2.2.1) completeaza
demonstratia. [
Din (3.2.2.3) 51 (3.2.4.4) obtinem:
Corolarul 3.2.2.4: Daca {Gk }rek este o familie de grupuri elementare gi:

G=@ G,

keK

atunci, pentru orice I §i J - doua submultimi ale lui K §i pentru orice:
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[ @G — @G

jeJ iel
un morfism de grupuri, exista o submultime L a lui K astfel incdt:

kerf=@ Gi Si Imf=@ G,.

leL jeJ\L

In particular, orice endomorfism al grupului G are aceastd proprietate. ]
Observatia 3.2.2.5: Conform lui (3.2.2.4) si [94, Corolarul 3.2], daca {Gr }kek este
o familie de grupuri elementare §i:

G=@ G,

kekK
atunci End(G) este un inel regular. [

Aplicand (3.2.1.2) la grupuri abeliene, sau utilizand (2.1.3.1) si (2.1.3.5), obtinem:
Corolarul 3.2.2.6: Fie G un grup abelian divizibil. Atunci urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

1) Pentru orice multime de indici I, grupul G* are P.1.S.D.;
2) G este fara-torsiune. [

Acum, pentru inelul Q - al numerelor rationale obtinem:

Corolarul 3.2.2.7: Urmatoarele afirmatii sunt valabile pentru inelul Q al numerelor
rationale:

1) Q este un inel ereditar;

2) Pentru orice multime de indici I si orice feEnd(@Q) exista o submultime J

a lui I, astfel incat:

kerf=&,Q i Imf=@Q;

deci, End(@®/Q) este un inel regular.

Demonstratie: 1) Tindnd cont de faptul ca orice grup divizibil si fard-torsiune este o
suma directad de exemplare de Q, afirmatia din enunt rezultd din (3.2.2.6), (1.2.6.2)
si(1.2.6.1).
2) Prima afirmatie din enunt, rezultd din (3.2.4.11) si (3.2.4.12), iar a doua afirmatie
(din enunt) rezulta din (3.2.4.9). [
Trecem acum la grupurile fara-torsiune.

Teorema 3.3.2.8: Pentru un grup G fara-torsiune, au loc urmdtoarele afirmatii:

1) Daca G nu este redus, atunci:

grupul G* are P.1.S.D. daca si numai daca multimea I este finitd,

2) Daca G este redus si nu satisface la (1.1.11), atunci grupul G* are P.1.S.D.,

pentru orice multime de indici I,

3) Daca G este redus i satisface la (1.1.11), atunci:

grupul G* are P.1.S.D. daca §i numai daca multimea I este finita.
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Demonstratie: Fie G un grup fard-torsiune, cu P..S.D.. Atunci, conform cu (2.1.4.3),
avem trei cazuri:
i) Daca G este neredus, atunci el este de forma:

G=(®mQ)®(@nC) (13)
unde m este un cardinal oarecare, n este un numar natural, iar C este un grup redus,
de rang unu. In acest caz (3.2.1.4)b) si [75, p. 73] completeazi demonstratia.

ii) Daca G este redus si nu satisface la conditiile de la (1.1.11), atunci:

G=@(®,, G, (14)

keK
unde, pentru orice ke K, mk este un cardinal oarecare, iar Gk este un grup (redus) de
rang unu si, pentru orice k1, k2eK, t(G, ) si t(G, ) sunt incomparabile. Rezulta ca:
G=@ G,,
keK
unde, pentru orice ke K, grupul:
G, =®1(@®,, G

este complet decompozabil si omogen; deci, conform cu (1.1.7), G; are P.L.S.D..

Deoarece, pentru orice keK, G; este total invariant in G*, din (1.1.2) rezultd ca G*
are P.I.S.D..
iii) Daca G este redus si satisface la conditiile de la (1.1.11), atunci:

G=(@:B)®(P Gu), (15)

keK
unde:
O n este un numar natural si B este un grup (redus) de rang unu si de tip v;
0 pentru orice keK, Gk este un grup (redus) de rang unu si de tip pk, cu v<pi,
iar, pentru orice ki, k2eK, t(G, ) si t(G, ) sunt tipuri incomparabile.

Fie I o multime oarecare de indici si:
G=B*®&(P G,),

keK
unde,
B*=®k(®nB)
si, pentru orice keK, grupul:
G, =®1Gxk
este complet decompozabil si omogen; deci, conform cu (1.1.7), G; are P.1.S.D..

Acum enuntul rezultd din ceea ce am demonstrat la punctul ii) si din (1.1.10) si,
respectiv (1.1.11). [
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Deoarece grupurile libere sunt fara-torsiune si nu satisfac la (1.1.11), din
(2.1.1.2), (2.1.1.4) 51 (3.2.2.8) obtinem:
Corolarul 3.2.2.9: Daca G este un grup liber (sau un grup liber numarabil, sau un
grup liber de puterea continuului), atunci grupul G* are P.1.S.D., pentru orice mulfime
de indici I.[]

Pe de alta parte, tot din (3.2.2.8) obtinem:
Corolarul 3.2.2.10: Daca:

G=@(®, Gy

iel
este un grup ce satisface la (3.2.2.8)2), atunci, pentru orice f eEnd(G), pentru orice

i €l si orice crdinal mi, exista un cardinal ni<in; astfel incat:

kerf=T](®, ).

iel
Demonstratie: Pentru orice i€, notam cu:
G =@, Gi
Atunci:

G=@ G;

iel

si, conform cu (2.1.4.3), pentru orice iel, G; este total invariant in G. Rezulta ca:

End(G)=] [End(G});

iel

deci orice fe End(G) este de forma:

f:{ fi* }iela
unde, pentru orice i€l, f" eEnd(G), iar:

kerf= H ker(f)").

iel

Acum (3.2.2.8)2) si (1.2.5.5) completeaza demonstratia. [

Din (2.1.5.6) rezulta ca daca:

G=A®B,
unde A este un grup mixt si B este fara-torsiune, iar G®G are P.1.S.D., atunci G are
P.I.S.D. si A este scindabil. Desigur ca, aici, putem presupune ca A este redus, caci
daca A este divizibil, atunci, conform lui (2.1.5.1), A este scindabil, fard ca AGA
sd aiba P.I.S.D..

Astfel ca pentru grupurile mixte scindabile avem:
Propozitia 3.2.2.11: Fie,

G=D@T&®B
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un grup mixt scindabil, cu P.1.S.D., unde D este fara-torsiune si divizibil,
T=T(G)
este redus, iar B este fara-torsiune i redus.
1) Daca D este nenul, atunci:
grupul G* are P.1.S.D. daca si numai daca multimea [ este finita §i,
pentru orice numar prim p, p-componenta Gp, a lui G, este un p-grup
elementar.
2) Daca D este nul, atunci:
a) daca B nu satisface la (1.1.11), atunci:
grupul G* are P.1.S.D., pentru orice mulfime de indici I, daca
§i numai daca, pentru orice numar prim p, p-componenta
Gp, a lui G, este un p-grup elementar;
b) daca B satisface la (1.1.11), atunci:
grupul G* are P.1.S.D. daca si numai daca mulfimea I este
finita si, pentru orice numar prim p, p-componenta Gp, a lui
G, este un p-grup elementar.
Demonstratie: Conform lui (2.1.5.2), daca G este un grup mixt scindabil cu P.I.S.D.,
atunci:
G=(®,, QB(( 6? Z(p"” ))@(6?(@% Z(p))®B, (16)
peky pek;
unde:

0 mo este un cardinal oarecare, iar Q este grupul (aditiv) al numerelor rationale;

0 P este o submulfime a multimii P a tuturor numerelor prime si, pentru orice
pePo, np este un numar natural, np>2;

0 Pi este tot o submulfime a multimii P a tuturor numerelor prime si, pentru
orice peP1, mp este un cardinal oarecare

Si:

0 daca mo#0, atunci B este un grup fara-torsiune, complet decompozabil,
omogen, de rang finit si astfel Incat, pentru orice sumand direct H, de rang
unu, al lui B, Q®H este total invariant in G, iar daca:

mo=0,
atunci B este orice grup fara-torsiune cu P.I.S.D..
Rezulta ca:

G'=(@1(®,, QS@(D Z(p" NSO D (D, Z())D(DiB).

pepy peh,
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1) Daca G este neredus, atunci, conform lui (3.2.1.4)2) si lui (3.2.2.3), G* are P.L.S.D.
exact daca I este o mulgime finita si T(G) este elementar.
2) Daca G este redus, atunci:

mo=0
si, conform cu (2.1.5.4), B poate fi orice grup redus, fara-torsiune, cu P.I.S.D.. Atunci
(3.2.2.3) 51 (3.2.2.8)2),3) completeazd demonstratia. [

Se stie ca daca G este un grup abelian astfel incat G* are P.1.S.D., atunci
End(G) - inelul endomorfismelor grupului G, are anumite proprietati, de exemplu:
End(G) poate fi un domeniu cu ideale principale, un inel local, sau un inel semi-local.
Reciproca acestei afirmatii, n general, nu este adevaratd. De aceea se cuvine si
facem aici urmatoarele observatii referitoare la ,,Problema 9*’, pentru grupuri abeliene:
Observatiile 3.2.2.12: Fie G un grup abelian cu P.I.S.D. si End(G) - inelul endo-
morfismelor lui G. Atunci, in nici una din urmdtoarele cazuri, nu rezulta ca G* are
P.IS.D.:

1) daca End(G) este un inel cu ideale principale;
2) daca End(G) este un inel local;
3) daca End(G) este un inel semi-local.
Demonstratie: 1) Contraexemplu: fie,
G=Z(4).
Atunci:

End(G)=G
este un inel cu ideale principale, dar, conform cu (3.2.2.2), G* nu are P.1.S.D..
2) Contraexemplu: fie,

G=Z(p”).

Atunci End(G) este un inel local, dar, conform cu (3.2.2.6), G* nu are P.1.S.D..
3) Contraexemplu: fie,

G=QDZ(p”).

Atunci, conform cu [24, Propozitia 3.1], End(G) este un inel semi-local, dar, conform
cu(3.2.2.6), G*nu are P.1.S.D.. [

3.2.3. Morfisme de sume directe de module

In aceasti sectiune vom prezenta descrieri ale morfismelor de sume directe
de R-module, descrieri care in sectiunea urmatoare vor fi utilizate pentru a caracteriza
unele sume directe de R-module cu P.I.S.D.. Astfel (peste tot in aceasta sectiune)
vom considera:

O un inel asociativ, comutativ, cu unitate, notat cu R;
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0 {Mj}jes si {Ni}iel doud familii de R-module

0 un morfism oarecare de R-module,
f: @Mj—> @N;,
jel iel
unde I si J sunt doud multimi (oarecari) de indici.
Vom descrie aici imaginile si nucleele unor astfel de morfisme.
Fie, deci, R, {M;j}jes, {Ni}ier si:
f: M — @N;
jel iel
ca si mai sus. Atunci f induce o familie dublu indexata:
{fji : Mj — Ni}gjelxd,
unde:
f ji =plofou;, u: M- @MV
jeJ
este a j-a injectie canonica,
p': @Ni—> N
iel
este a i-a proiectie canonica, iar aceste aplicatii fac comutativa urmatoarea diagrama:
@ M; — @ Ni

jel iel

U p. (66)

fi
M, —i15 N

Definim functiile:
fi: Mj—> @N;, fj =fou;
iel
si:
f: PM; > N;, fi=piof.
jel

Daca mjeM,;, atunci:
uj(mj)=(...,0,m;,0,...) e @ M,;,

jel
iar:
fi(my)=(fouy)(my)=A((...,0,m;,0,...))=n; +n; +..+ 10, ,

unde keN* i, pentru orice I=1, 2, ..., k, n; € N; ,iar i1, i, ..., ikel. Deci:
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i 0,i & {i,,ip0mnniy |
£} (mj)= C R
n;,ie {1],12,...,1k}~
Rezulta ca, pentru orice jel si orice mje Mj, mulfimea { f ji (myj) }ier este finita,
adica: pentru orice jeJ, familia { f ji }iel este aproape peste tot triviala.

Presupunem ca:
f,g: PMj—> PN;

jel iel
sunt doud morfisme de R-module care induc familiile dublu indexate:
{f : Mj = Ni}ijerd si {g, : Mj > Ni}ijend
de morfisme de R-module astfel incét, pentru orice j€J si orice i€l,
fi=g;.
Atunci:
plefou=plogouj;
deci, pentru orice jel si orice mjeM;, f((...,0,m;,0,...)) si g((...,0,m;,0,...)) au aceeasi
componentd in fiecare Ni. Deoarece f si g sunt morfisme de R-module, rezulta ca:
f=g.
Reciproc, fie:
{ fji : Mj — Ni}j)elx
o familie dublu indexatd de morfisme de R-module cu proprietatea ca, pentru orice

jel, familia {f Jl }iel este aproape peste tot triviald, adicd, pentru orice je€J si orice
mjeM;j, mulfimea { f ji (mj) }ier este finita. Pentru un mje M;j, notdm cu:
S(mj)={iel | fji (mj)=0}.

Conform ipotezei, pentru orice jelJ si orice mje M;, multimea S(my;) este finita.
Acum, pentru orice jeJ, definim:

fi: Mj—> @Ni

iel

astfel: daca mjeM;j, atunci,

fi(miy= D" £} (m)=)_f} (my).

ieS(m;) i€l

Se verifica imediat ca fj este un morfism de R-module. Acum putem defini

aplicatia:

f: M —> PN,

jel iel
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prin: pentru orice m; +m; +...+m; eM, + M; +...+M, ,
f(m; +m; +...4m, }=f, (m; )+f; (m; )+...+f, (m; )e @Ni.
1€
Desigur ca aplicatia f, astfel definitd, este un morfism de R-module.
Observatia 3.2.3.1: Dacad, pentru orice j&J §i orice iel, f!, fi si fsunt ca §i mai

sus, atunci cele doua triunghiuri si dreptunghiul de mai jos sunt comutative:

M —— N

uj fi|p (67)

PM —L>YPN O

jeJ iel
De asemenea, putem defini urmatorul morfism de R-module:
f @M — N,

jel

prin: daca,

m=m; +m; +...+m, € @?Mj,

jE

atunci:

fl(m): fJ11 (m.jl )+ fJIz (m.iz )+' ot f.]lk (mjk )
Observatia 3.2.3.2: Daca, pentru orice j €J si orice i€l, f, [ si f'sunt ca si mai sus $i:

f: @M > @PN

jeJ iel
este definita de: pentru orice m e @ Mj,
jeJ
fm)= 1" (m),
iel

atunci:

f=r
si cele doud triunghuri si dreptunghiul de mai jos sunt comutative:

wi S P (68)
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Observam ca orice sistem dublu indexat de morfisme de R-module:

{f : Mj = Ni}ijerd
poate fi reprezentat sub forma unei matrici de ordin IxJ. Daca notam cu M} ; multimea
matricilor de ordin IxJ, a caror elemente sunt morfisme de R-module:

f ji :Mj —> N;j,
cu proprietatea ca, pentru orice jeJ, familia { f ji }iel este aproape peste tot triviala, si

notam cu:

A(D=A(f])e My,
- matricea determinatd de (sau care determind) aplicatia f, atunci avem urmétorul
rezultat:
Teorema 3.2.3.3: Exista un izomorfism de R-module:

Y. Hom(@ M, PN) - M,,,,

jeJ iel
definit astfel: pentru orice feHom(@ M), P Ni),
jeJ iel

HH=A(heM,, .

Demonstratie: Adunarea obisnuitd a matricelor si inmultirea acestora cu un scalar

din R determind pe M}, o structurd de R-modul. Din cele demonstrate mai sus,

rezulta ca aplicatia ¥ este o bijectie. Demonstram, acum, ca ¥ este un morfism.
Daca f, geHom(@ M;, @ Ni) si reR, atunci, deoarece:

jel iel
u: M —> @M
jel
este a j-a injectie canonica, iar:
p': @ANi—>N;

iel
este a i-a proiectie canonica, rezulta ca:
P(Fre)=AFrg)=A(f] +g))=A(f] FA(g))=AD+A(2)=P(H+¥(g)
Si:
Y(r-f)=A(r-f)=A(r-f ji )=rA(f ji )=rA(fH)=r¥(f). [
Corolarul 3.2.3.4: Daca {M,}ici este o familie de R-module, atunci algebra endomor-

Sfismelor R-modulului @ M,, fata de adunarea si compunerea obisnuita a functiilor

iel
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§i inmultirea acestora cu un scalar, este izomorfa cu algebra matricilor patratice

M, a caror elemente sunt morfisme:
cu proprietatea ca, pentru orice j €J, familia { f j’ Jiel este aproape peste tot triviala,

algebra socotita in raport cu adunarea si inmultirea obisnuita a matricilor §i
inmultirea acestora cu un scalar din R.

Demonstratie: Fie f, geEnd(@ M) si ¥ - aplicatia din Teorema 3.2.3.3. Daca familia

iel
(de morfisme):
{fji i Mj = Mi}ijeixt
este determinata de f, iar familia:
{g? : Mi = Mk} k,ielx
este determinatd de g, atunci gef determina familia:
{ ng ° fji : Mj = Mk} kj)elxl.

iel
Daca, pentru orice jel, familia { f Jl }iel este aproape peste tot triviala si, pentru orice
iel, familia { g }xe1 este aproape peste tot triviald, atunci rezulti ci, pentru orice

jel, familia { Z gl of ji Hkj)elx este (s ea) aproape peste tot triviala - verificarea acestui
iel
fapt este imediatd. Deoarece:
A(geD=A(D g °f))=A(g )-A(f])=A(g)-A(D,
iel

rezulta ca W este un izomorfism de algebre. [

Corolarul 3.2.3.5: Daca M este un R-modul, atunci inelul endomorfismelor R-modulului
@M este izomorf cu inelul matricilor patratice M ;, a caror elemente sunt endo-

morfisme ale lui M §i a caror coloane au un numar finit de elemente nenule, inel
socotit in raport cu adunarea si inmulfirea obisnuita a matricelor. [

In continuare, pentru un morfism:

f: @Mj—> @Ni

jel iel

vom prezenta o listd cu cateva proprietati elementare referitoare la kerf si Imf,
rezultate care 1n sectiunea urmatoare vor fi folosite pentru a caracteriza sumele
directe de R-module cu P.I.S.D..
Propozitia 3.2.3.6: Fie R un inel asociativ, comutativ, cu unitate, {M;}jcs si {Nijiel

doua familii de R-module. Daca:
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[ PM —> PN

jeJ iel

este un morfism (de R-module), atunci au loc urmdtoarele relatii:

1) kerf=("kerf, (69)
2) Imf=@Inf=@P (Z Im [} ), (70)
3) @ kerfiskerf, (71)

4) Pentru orice j €J,

kerfi=("kerf, (72)
iel
St
Imfi=@PIm [, (73)
iel
5) Pentru oricei€el,
@ ker f j’ <kerf', (74)
jel
Si:
Imf= Tm f . (75)
jeJ

Demonstratie: 1) Fie me @ M. Atunci:
jel

mekerf daca si numai daca f(m)= Zf ' (m)=0,
iel

ceea ce, datoritd unicitatii descompunerii lui 0 intr-o suma directa, este echivalent
cu faptul ca, pentru orice i€l,

fi(m)=0.
Deci are loc relatia (69).
2) Egalititile (70) rezulti din definitia lui f.
3) Daca:

m=m; +m; +...+m,; €@ kerfj,

jel

unde, pentru orice =1, 2, ..., k, m,; eker fjl , atunci:

fm)=f(m; +m; +...+m; )=f, (m; )+f, (m; )+...+f, (m; )=0;
deci mekerf.
4) Pentru fiecare jeJ, consideram un mjeM;j. Atunci:
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m;j ekerf; daca si numai daca, pentru orice i€l, f ji (my)=0;
adica, pentru orice iel, mjekerf ji. Asadar, are loc egalitatea (72). Egalitatea (73)
rezultd din definitiile lui fj si ji.
5) Ambele egalititi ((74) si (75)) se obtin din definitiile lui f si f ji .0

Se impum aici cateva observatii.
Observatii 3.2.3.7: 1) In general, in relatia (71) nu are loc egalitate.
2) In general, in relatia (74) nu are loc egalitate.
3) In relatia (74) are loc egalitate dacd si numai dacd in relatia (75) suma este

directa. Asadar, pentru orice i €l

kerf'=@ker f, (76)

jeJ
daca si numai daca:

Imfl=@Im f. (77)

jeJ
4) In relatia (75) suma este directd dacd si numai dacd urmdtoarea egalitate are
loc:
kerf=("\(@ ker f}). (78)
iel jeJ
5) Daca multimea de indici J este finita si @ M; are laticea (tuturor) submodulelor
jeJ
(sale) distributivd, atunci in relatia (74) are loc egalitate. In acest caz are loc (i)
urmatoarea egalitate:
kerf=@ ([ \ker £/ ). (79)
JjeJ el
6) Daca multimea de indici J este finitd, in relatia (74) suma este directa si @ M;
jeJ

are laticea (tuturor) submodulelor (sale) distributiva, atunci are loc urmatoarea

egalitate:
ﬂ(@ ker f )=@(ﬁker ) (80)

Demonstratie: 1) Contraexemplu: fie,

f1: Z(4) > Z(8),
unde, pentru orice X €Z(4),

fi( X )=2x (mod 8), f>: Z(8) —> Z(8),
unde, pentru orice y € Z(8),

f(¥)=2y (mod 8)
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si:
f: Z(4)DZL(8) — Z(8),
unde, pentru orice X +y €Z(4)DZ(8),
f(R+7)=fi(R)+H(7)=2x +2y.
Se verifica imediat ca:
kerfi={0 }, kerf={ 0,4},
kerfi®kerf={(0,0), (0,4)}
Si:
kerf={(0,0), (0,4),(1,3),(1,7),(2,2),(2,6),(3,1),(3,5)}.
2) Vezi contraexemplul de la punctul 1).
3) Presupunem ca in relatia (75) suma este directa. Fie:
m=m; +m; +...+m; ekerf,
cu keN*si, pentru orice I=1, 2, ..., k, m, eM, . Atunci:

0=f"(m)=f’A(mjl tm; +..+tm, )
=fj1I (mjl )+fj12 (mjz )+...+fj‘k (mjk )e %)Imf}l .

Datorita unicitatii reprezentarii lui 0 intr-o suma directa, rezulta ca, pentru orice
=1,2, ..., k,

f;, (m; )=0;
adicd m; ekerf jil . Asadar:

m=m. +m. +...+m. ekerf +kerf' +...+tkerf!
Ji 12 Jx N J2 Jk

=(-Bkerfjil S@kerf}.
1=1

jel

Deci kerfc @kerf] si, conform relatiei (74), are loc egalitatea (76).

jel
Reciproc, presupunem ca are loc egalitatea (76). Fie j1 un element oarecare

al lui J si yeImfji1 ( Zlmfji ). Atunci existd un ke N* si, pentru orice 1=1, 2, ...,
jendin}

k, exista un m €M, astfel incat:
y=1f; (m; )=f;, (m; y+...+£; (m;).
Rezulta ca:

f (m,)-f; (m; )-...-f; (m, )=0;
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deci:
f'(mjl -m; -...-m; )=0.

Asadar, m; -m; -...-m; ekerf.. Conform ipotezei, pentru orice I=1, 2, ..., k,
£} (m, )=0;

deci:
y=0

si are loc egalitatea (77).
4) Egalitatea din enunt rezultd din egalitatea (69) si din cele demonstrate la punctul
precedent.

5) Deoarece kerfc @ M;, rezultd, conform ipotezei, ca:
jel

kerf=kerf( P M;)=P (kerfnM;)= P kerf;.
je jeJ ieJ
Acum, egalitatea (79) rezultd din egalitatea (72).
6) Egalitatea din enunt rezulta din egalitatile (78) si, respectiv (79). [

In finalul acestei sectiuni vom prezenta un caz in care in relatia (71) are loc
egalitate. Se stie cd dacd R-modulul M are proprietatea ca End(M) este un inel
regular, atunci, pentru orice N - sumand direct in M, inelul endomorfismelor lui N
este regular, dar reciproca, in general, este falsa, adica: daca,

M= Mk

keK

si, pentru orice keK,

Ex=End(Mx)
este un inel regular, nu rezulta ca:

E=End(M)
este (si el) un inel regular - vezi [94, Lema 3.3, Exemplul 3.4]. Urmatorul rezultat arata
ca acest lucru este adevarat dacd {Mk}kek este o familie de sumanzi directi total
invarianti ai lui M, caz 1n care in relatia (71) are loc egalitate.
Propozitia 3.2.3.8: Fie,

M=@ Mi

keK
un R-modul astfel incat:
1) pentru orice keK, End(Mk) este un inel regular,
2) pentru orice keK, Mk este total invariant in M.
Atunci au loc urmatoarele afirmatii:
a) In relatia (71) are loc egalitate;

209



Teodor Dumitru Vdlcan ¢ MODULE CU PROPRIETATEA INTERSECTIEI SUMANZILOR DIRECT!

b) End(M) este un inel regular;
¢) End(M) este un produs direct de inele regulare.
Demonstratie: a) Fie f un endomorfism al lui M. Conform ipotezei, rezulta ca, pentru
orice 1, jeK, i#j,
Hom(Mi,Mj)=Hom(M;j,M;)=0.
Deci, pentru orice 1, jeK, i#], si pentru orice morfism:
f ji :Mj - M,
kerf J.i =M;j s Imf ji =0.
Daca:
f: M — M,
atunci:
Imf=Imf;.
Deoarece End(Mi) este un inel regular, rezultd ¢ Imf/ este un sumand direct in Mi.
In acest caz, din (3.2.3.6) rezulta ci Imf este un sumand direct in M. Pe de alta parte,
kerfi=kerf jj
este un sumand direct in M;j. Daca:
m=m; +m; +...+m; ekerf,
unde, pentru orice =1, 2, ..., k, m;, eM;, atunci:
f(m; +m; +...4m; )=f, (m; )+f (m; )+...+f, (m,; )
=f5 (my )+ £ (my )+ A (my )=0,
adica, pentru orice I=1, 2, ..., k, m i ekerf jjl' . Asadar, in relatia (70) are loc egalitate.
b) Afirmatia din enunt rezulta din cele demonstrate la punctul a) si din [94, Corolarul 3.2].
¢) Aceasta afirmatie rezultd din cea de a doua afirmatie a ipotezei. [

3.2.4. Aplicatii la sume directe de module cu P.1.S.D.

In aceasta sectiune vom aplica rezultatele obtinute in sectiunea precedenta
la sume directe de R-module cu P.1.S.D.. Incepem cu urmitorul rezultat:
Propozitia 3.2.4.1: Fie {Mk }kek o familie de R-module cu proprietatea ca:

M= P Mx

keK
are C.P.L.S.D.. Atunci, pentru orice I si J - doua submultimi disjuncte (oarecari)
ale lui K si pentru orice morfism de R-module:

f: @M - DM,

jeJ iel
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are loc egalitatea:

kerf=D@(@ kerf)), (81)

jeJ
unde, pentru orice j €J,
fi: M; - @M

iel
are semnificatia din sectiunea (3.2.3), iar D este un sumand direct in M.

Demonstratie: Presupunem ca { Mk }kek,
M= My,

keK
I, J si f sunt ca si In enunf. Atunci M are P.I.S.D. si, conform cu (1.2.1.3), kef este
un sumand direct in M. Din (1.2.1.1) si (1.1.1) rezulta ca, pentru orice i€l si orice

jel, Mj@®M; are P.I.S.D. si deci ker f ji este un sumand direct in M;. Deoarece, pentru

orice jeJ, Mj are (si el) C.P.1.S.D., rezulta ca:
kerfi=("\kerf;
i€l
este un sumand direct in M;. Atunci @ kerfj este un sumand direct in M. Rezulta ca
jel
are loc egalitatea (81). [
Se impun aici cateva observatii:
Observatii 3.2.4.2: 1) Pentru orice j €J,
DM;=0.
2) Daca:
m=m; +m; *..+tm; eD,

unde keN"* si, pentru orice I=1, 2, ..., k, m,; EM/.[ , atunci:

oricare ar fi jre{l,2,....k}, exista un js€{l,2,....k}, jr#]s, astfel incat:
An(m; )=An(m; );

in particular, daca exista un jr€{1,2,....k} astfel incat m; este fara-torsiune, atunci
(mai) exista un js€{1,2,....k}, j-#]s, cu proprietatea ca m, este (si el) fara-torsiune.

(Aici An(m) noteaza anulatorul lui m.)
3) Exista R-module pentru care sumandul D din relatia (81) este 0.
Demonstratie: 1) Deoarece, pentru orice je/,
DnMjckerfnM;=kerf;,
rezultd ca:
DM;=0.
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2) Daca oricare ar fi j, jse{1,2,....k}, j#js, au proprietatea ca An(m; )#An(m, ),
atunci, pentru orice =1, 2, ..., k, m, ekerf; - ceea ce contrazice relatia din enun.

3) Contraexemplu: fie {pk}kek 0 familie de elemente prime (neasociate) din R si fie
{Mk}kek 0 familie de pk-R-module elementare. Atunci, din (1.2.3.3), (1.2.3.2) si
(3.2.4.1), rezulta ca oricare ar fi I si J - doud submultimi disjuncte ale lui K si
oricare ar fi:
f: M- P Mi
jeJ iel
un morfism de R-module, are loc egalitatea:
kerf=p kerf;. [ (82)
jel
O consecinta imediata a lui (3.2.4.1) este:
Corolarul 3.2.4.3: Fie {Mi }kek o familie de R-module cu proprietatea ca:
M= P Mx
keK
are inelul endomorfismelor regular. Atunci, pentru orice 1 si J - doua submultimi finite
si disjuncte ale lui K si pentru orice morfism de R-module:
[ DM - DM,
jeJ iel
are loc egalitatea (81).

Demonstratie: Daca End(M) este un inel regular, atunci si UMk are inelul endo-
kelul)

morfismelor regular, conform cu [94, Lema 3.3]. Din [94, Corolarul 3.2] rezulta ca,

pentru orice ¢<End( UMk ), kere este un sumand direct in UMk . Conform cu

kelul kelul

(3.1.1.1), rezulta ca UMk are P.I.S.D.. Atunci, pentru orice morfism de R-module:
kelul

f: PM; - PMi,

jel iel

kerf este un sumand direct in @ M;. Deoarece I si J sunt disjuncte, rezulta ca,
jel

pentru orice i€l si orice jelJ, Mj®M; are P.I.S.D. si, deci, ker fji este un sumand

direct in M;j. Pe de alta parte, pentru orice jeJ, M; are (si el) P.I.S.D.; deci:
kerfi= ﬂker f J‘

iel

este un sumand direct in M;. In continuare rationdm ca si la (3.2.4.1). LI
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In Sectiunea 3.1.1 am demonstrat ci multimea R-modulelor M cu proprietatea
ca End(M) este un inel regular este strict inclusd in multimea R-modulelor cu P.I.S.D..
In continuarea acestei sectiuni vom prezenta cdteva cazuri in care proprietatea
intersectiei sumanzilor directi pentru un R-modul M implicd End(M) - inel regular.
Incepem prin a descrie nucleele si imaginile morfismelor, respectiv ale endomorfismelor,
de R-module semi-simple, module care au C.P.I.S.D. si al céror inel de endomorfisme
este regular.

Teorema 3.2.4.4: Daca {Mk }rek este o familie de R-module simple si:

M= P M,

keK
atunci, pentru orice I si J - doua submultimi ale lui K §i pentru orice morfism de
R-module:
[ @M - PM,,
jeJ iel
exista o submultime L a lui K astfel incat:
kerf=p Mi si Imf= P M.

kel keJ\L

Demonstratie: Fie,

f: PM; - PMi

jel iel
un morfism de R-module si:
{f : Mj = Ni}ijerd
- familia dublu indexata de morfisme de R-module determinata de f, cu proprietatea

cd, pentru orice jelJ, familia { f ji }iel este aproape peste tot triviala, conform Sectiunii
3.2.3. Deoarece kerf J' este un sumand direct in Mj, conform ipotezei,

ker f =0 sau ker f!=M;.
Daca:

fi: Mj—> @N;, fi=fou;

iel

are aceeasi semnificatie ca si in sectiunea precedenta, atunci, conform relatiei (69),

kerfi=0 sau kerfi=M,;.
Asadar kerfj este un sumand direct trivial in Mj, caz in care exista o submultime L a
lui J astfel incat:

@ kerfi= @ Mx,

jel keL
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care este, astfel, un sumand direct in @ M;. Deoarece @ M;j este un R-modul semi-
jel jel
simplu, kerf este un sumand direct in @ M;, sumand care il confine pe @ kerf;.
jel jel
Deci:
kerf=N®( P kerf)),
jel
unde N este un sumand direct al lui @ Mj. Dacd N0, atunci, pentru orice jeJ,
jel
NNM; este sau 0, sau M;j, ceea ce este imposibil - vezi [10, 9.4] sau [78, Lema 3.14,
Corolar]. Rezulta ca:

kerf= (—D M

leL
si, conform primei teoreme de izomorfism,
Imf= @ M;.

jeJ\L
Din (3.2.4.4) obtinem:

Corolarul 3.2.4.5: Daca {Mx }kck este o familie de R-module simple si:
M= P M,

keK

atunci, pentru orice feEnd(M), exista o submultime L a lui K astfel incat:
kerf= @ Mi i Imf= @ M. [

kel keK\L

Ca un caz particular al lui (3.2.4.5) avem:
Corolarul 3.2.4.6: Daca M este un R-modul simplu, atunci, pentru orice multime de
indici I si orice feEnd(@M), exista o submultime L a lui I astfel incat:

kerf=@.M i Imf=@nM. [

Aceste rezultate le putem generaliza astfel:
Teorema 3.2.4.7: Fie {Mikek o familie de R-module idecompozabile, cu proprietatea
ca:

M= P Mx

keK
are P.1.S.D. si, pentru orice keK, End(Mx) este un inel regular. Atunci au loc
urmatoarele afirmatii:
1) pentru orice feEnd(M), exista L si L - douda submultimi ale lui K astfel
Incat:
@ Mi<kerf i @ Mi<Imf;

kel kel
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2) pentru orice i, j €K, i#j, avem:
Hom(Mi,M;)=0 sau M; este izomorf cu un submodul al lui M,.
Demonstratie: Fie f un endomorfism al lui M. Daca:

{f : Mj > Ni}ijerd
este familia dublu indexata de morfisme determinatd de f, atunci, pentru orice i,

jeK, kerf; este un sumand direct in M;. Conform ipotezei, rezultd ca, pentru orice

1,jeK,
kerf ji =(),
caz in care:
Mj=Im f J‘ cM;,
sau:
ker f ji =M;,
caz in care:
Imf;=0.
Analog:
=Im f] cM; sau Imf/ =0.

Daca, pentru orice jeJ,
fi: Mj —> @ Mg, fi=fey;
keK
are aceeasi semnificatie ca si in sectiunea precedentd, atunci, conform relatiei (72),
kerfi=0 sau kerfi=M;
si exista L o submultime a lui K astfel incat:
@ kerfi= @ Mrckerf (vezi relatia (71).

keK kel
Pe de alta parte, din ipoteza si relatiile (75) si (70) rezulta ca, dacad ieK si:

fl: M — Mi
are aceeasi semnificatie ca si in sectiunea (3.2.3), atunci existd si o submultime L' a
lui K astfel incat:

@ Imf*= @ MicImf.

keK keL'
Acum, demonstram ca, pentru orice i, jeK, i#j,

Hom(Mi,M;)=0 dacd si numai daca Hom(M,;,Mi)=0.
Presupunem ca:

Hom(Mi,M;)=0
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si exista:
0#g : Mj > M.
Atunci g este un monomorfism si, deoarece End(Mi®M;j) este regular, Img este un
sumand direct in Mi; deci, conform ipotezei, existd un morfism:
h: Mi— M;
astfel Incat:
heg=1,, E
ceea ce este o contradictie cu presupunerea facutd. Rezulta ca are loc (si) afirmatia
de la punctul 2) al teoremei. [ ]
Teorema precedenta are urmatoarele consecinte:
Corolarul 3.2.4.8: Fie {Mx}rek o familie de R-module idecompozabile si:
M= P M,

keK
cu proprietatea ca M@M are P.I.S.D.. Daca, pentru orice keK, End(My) este un
inel local, atunci End(M) este un inel regular.
Demonstratie: Daca M@M are P.1.S.D., atunci nucleul fiecarui endomorfism al lui
M este un sumand direct in M. Daca fe End(M), atunci, conform cu (3.2.4.7)1),

kerf=N®( P M),

kel
unde N este un sumand direct al lui M, iar L este o submultime a lui K. Atunci,
pentru orice ke K\L, NMMxk este un sumand direct in Mk. Deoarece, pentru orice
ke K\L, NmMk#Mk. rezulta ca, pentru orice ke K\L,

NMx=0.
Acum, din ipoteza, [10, 12.6 si 12.3], rezulta ca:
N=0.
Asadar:
kerf=P Mk si Imfz @ M. [J
keL keK\L

Corolarul 3.2.4.9: Daca M este un R-modul idecompozabil astfel incdt, pentru
orice multime de indici I, R-modulul:
M*=@&M
are P.1.5.D. si End(M) este un inel local, atunci End(M*) este un inel regular. ||
Urmatorul concept va fi folosit in continuarea acestei sectiuni:
Definitie: O familie Mk kek de R-module se numeste sistem rigid (de R-module) daca,
pentru orice i, j €K, i7,
Hom(Mi,M;)=0.
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Acum, din (3.2.4.7) si [42, §92] obtinem:
Corolarul 3.2.4.10: Daca:
M= P Mx

kek
este un R-modul cu P.1.S.D. i, pentru orice k€K, Mk este idecompozabil, fara-torsiune
si de rang finit, atunci {Mk }xek confine un subsistem rigid sau perechi de R-module
cvasi-izomorfe. (vezi Sectiunea 1.2.2) In particular, daca, pentru orice keK, Mk este
idecompozabil, fara-torsiune si de rang unu, atunci {Mx}xek contine un subsistem
rigid sau perechi de R-module izomorfe. [

Pentru R-module injective obtinem urmatorul rezultat:
Propozitia 3.2.4.11: Fie {Mi}lkek o familie de R-module injective idecompozabile,
cu proprietatea ca:

M= Mk

keK
are P.I.S.D.. Atunci au loc urmatoarele afirmatii:
1) pentru orice f - endomorfism al lui M, kerf si Imf sunt sumanzi directi in M,
deci End(M) este un inel regular;
2) End(M) este un produs direct de inele regulare.
Demonstratie: Daca {Mk}kek $1 M sunt ca si in enunt, atunci, conform cu (3.1.2.1),
pentru orice i, jeK, i#j,
Hom(M;,M;)=0 sau Mi=M,;.
Deci, facand un rationament analog celui de la (3.2.4.7), obtinem ca existd o sub-
multime L a lui K astfel incat:
Imf= P Mk

keL

si, astfel, kerf si Imf sunt sumanzi directi In M si End(M) este un inel regular. Conform
cu (1.2.1.8), putem introduce pe K urmatoarea relatie de echivalenta, notata cu ,,?”:
pentru orice ki, kaeK, prin definitie:

ki=ka daca s1 numai daca M, =M, .
Daca, pentru un ke K, notam cu k* clasa de echivalenta a lui k, deci:

k*={ieK | Mk=Mi},
atunci {k*}kek este partitia lui K, corespunzatoare relatiei ,,2”’, iar:

M= @ Mk*,
k*eK /=
unde:
Mk*:@Mi.

iek”
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Pe de alta parte, pentru orice ki, ko€ K, care nu sunt echivalente, M, si M ,, sunt total

invariante in M. Atunci, conform cu (3.2.3.8),
EndM)= [ [End(M,.),

k"eK/~

iar din [78, 3.9] si (3.2.4.9) rezulta cd, pentru orice k*eK/~, End(M,.) este un inel

regular. [

Rezultatele de la (3.2.4.11) le obtinem si in urmatorul caz:
Teorema 3.2.4.12: Fie,

M= Mk

kek
un R-modul fara-torsiune astfel incat:

1) pentru orice keK, End(Mx) este un domeniu cu ideale principale,

2) pentruoricei, jeK, i#,

Hom(M;,M;)=0 sau Mi=M,.

Atunci au loc urmatoarele afirmatii:

a) End(M) este un inel regular,

b) End(M) este un produs direct de inele regulare;

¢) pentru orice feEnd(M), exista L si L'- submulfimi ale lui K astfel incdt:

kerf=@ Mk i Imf=@ Mx.

kel kel
Demonstratie: Daca End(Mxk) este un domeniu cu ideale principale, atunci Mk
este idecompozabil, conform cu (1.2.5.1). Considerand pe K relatia de echivalenta
<, amintitad in demonstratia de la (3.2.4.11), si notand cu {k*}kex partitia lui K,
corespunzatoare relatiei ,,2”’, obtinem, si 1n acest caz ca:

M= (-B Mk*,
k*eK/~
unde:
Mk*=@Mi

iek”
si, pentru orice ki, koeK, care nu sunt echivalente, M, si M, sunt total invariante
in M. Din (1.2.5.2) rezulta ca:
M. .=@Mi

iek”
are P.I.S.D. si nucleul fiecarui endomorfism al lui M. este o suma directa de
exemplare de Mi, iek®. Deci, pentru orice k*eK/», inelul End(M,.) este regular.

Acum, pentru a obtine afirmatia de la punctul b), putem aplica (3.2.3.8). Deoarece
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M are P.I.S.D., conform cu (3.1.3.1), din (3.2.4.7) si cele demonstrate mai sus,
rezulta cd, pentru orice fe End(M),

kerf=N®( P kerf;‘: ),

k'eK/~
unde f]f: € End(M ), iar N este un sumand direct in M. Daca:
m=m,. +mk§ +...+ +mk,; eN,
unde reN* si, pentru orice I=1, 2, ..., 1, m,. € Mkr , atunci:
O=f(m)=fk¥ (mk; )+fk; (mk; ).+ fk; (mk; ).
Rezulta ca, pentru orice I=1, 2, ..., 1, m,. ekerfkr , ceea ce este imposibil. Asadar,

are loc si afirmatia de la punctul c) al teoremei. [
Rezultatul de la (3.2.4.12) poate fi imbunatatit astfel:

Teorema 3.2.4.13: Fie,
M= P Mk
keK

un R-modul astfel incat:
1) pentru orice kek,
Er=End(My)
este un inel ereditar (drept),
2) pentru orice keK, Mk este un R-modul idecompozabil, Ex-plat (stang) si
auto-mic,
3) pentruorice i, jeK, i#,
Hom(M;,M;)=0 sau Mi=M,.
Atunci, pentru orice multime de indici I, au loc urmatoarele afirmatii:
a) R-modulul @M are P.1.S.D.;
b) End(@IM) este un inel regular;
¢) End(@M) este un produs direct de inele regulare,
d) pentru orice feEnd(@M), exista L si L'- submulfimi ale lui K astfel incat:

kerf= @ (@My) i Imf=@ (&My).

kel kel
Demonstratie: Daca, pentru orice keK, Mk este un R-modul idecompozabil, Ex-plat
(stang), auto-mic si inelul:
Ex=End(Mx)
este ereditar (drept), conform lui (1.2.4.13), pentru orice mulfime de indici I, ©1Mxk
are P.I.S.D.. Pe de alta parte, considerand (si aici) pe K relatia de echivalenta ,,2”,
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amintitd in demonstratiile de la (3.2.4.11) si (3.2.4.12), si notand cu {k*}xek partitia

lui K, corespunzatoare relatiei ,,2”’, obtinem, si in acest caz ca:

M= Q—) Mk*,
k*eK />
unde:
Mk* =@ Mi

iek”
si, pentru orice ki, koeK, care nu sunt echivalente, M, si M, sunt total invariante

in M. larasi, din (1.2.4.13) si (3.2.3.6), rezulta ca, pentru orice k*eK/~,
M .=@ M
iek”

are P.L.S.D., nucleul fiecdrui endomorfism al lui M. este un sumand direct (in M, .)

si End(M,.) este un inel regular. Rezulta cd, pentru orice multime de indici 1,
OM=01( @ M_.)= P (®1M,.),
k*eK /~ k*eK/~

unde, pentru orice k*eK/~, ©1M, . este un submodul cu P.I.S.D. (al lui ©M), total
invariant in @M, si End(®1M,.) este un inel regular. In continuare judecim ca si

la demonstratia lui (3.2.4.12), dar inlocuind pe M . cu @M, .. [

3.3. SUBMODULE SI MODULE
FACTOR ALE MODULELOR CU P.1.S.D.

In acest subcapitol vom generaliza rezultatele obtinute in Subcapitolul 2.3,
la module cu P.I.S.D., module considerate peste diferite inele asociative, comutative,
cu unitate.

Din (1.2.1.1) si (1.1.1) rezulta ca dacd un R-modul M are proprietatea inter-
sectiel sumanzilor directi, atunci orice sumand direct N, al lui M, si M/N au aceasta
proprietate. In acest subcapitol vom studia conditiile necesare si/sau suficiente pentru
ca anumite submodule ale R-modulului M, cu P.I.S.D., care nu sunt, neaparat,
sumanzi directi, si modulele factor corespunzatoare, sa aiba P.I.S.D.. Astfel, fiind
dat un R-modul M, cu P.I.S.D., sunt investigate, aici, ca si in Subcapitolul 2.3,
submodulele de tipul:

> rM,

> M[r],

» r!M (in acest caz, M este un submodul al unui R-modul K, iar r este un
element oarecare al inelului R - inel asociativ, comutativ, cu unitate),
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» [F(M) - submodulul Frattini al lui M
si
» Nu - submodulul p-bazic al lui M, pentru un p - element prim (oarecare) al

lui R,
precum si R-modulele factor corespunzatoare.

Peste tot in acest subcapitol vom nota cu R un inel asociativ, comutativ, cu
unitate, R-modulele considerate vor fi peste astfel de inele si vom nota cu P mulfimea
tuturor elementelor prime neasociate din R. Alte conditii asupra inelului R sau
modulului M se vor pune ori de céte ori va fi cazul.

3.3.1. Submodule de forma rM, reR

Reamintim ca daca reR, atunci:
M={rm | meM}
este un submodul al lui M.
Incepem investigatiile noastre cu urmatorul rezultat elementar:
Observatia 3.3.1.1: Daca M este un R-modul semi-simplu (cu P.1.S.D.), atunci orice
submodul N, al lui M, si M/N au P.IS.D.. In particular, pentru orice r R, rM si M/rM
au P.1.S.D..
Demonstratie: Conform cu [70, 6.6.8], orice submodul N al unui R-modul semi-simplu
M, este un sumand direct in M, deci N si M/N au P.I.S.D.. []
In continuare vom prezenta conditii necesare si/sau suficiente pentru ca
submodulul M, reR, si aiba P.I.S.D., daca M are aceasta proprietate.
Propozitia 3.3.1.2.: Fie M un R-modul oarecare §i r eR. Atunci au loc urmatoarele
afirmatii:
1) Daca N este un sumand direct in M, atunci rN este un sumand direct in rM.
Daca:
M[r]=0
(vezi Sectiunea 3.3.2), atunci are loc §i reciproca, adica: daca rN este un
sumand direct in ¥M, atunci N este un sumand direct in M.
2) Daca H este un submodul in rM, atunci exista N - submodul in M astfel
incat.
H=rN.
3) Daca:
M[r]=0,
atunci oricare ar fi T §i S - submodule ale lui M,
mTmS=m(TNS).
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Demonstratie: 1) Daca N este un sumand direct Tn M, atunci:
M=N@K,
unde K este un submodul al lui M. Deci, oricare ar fi meM, exista, in mod unic, un
neN si un keK astfel Incat:
m=n+Kk.
Rezulta ca:
rm=rn+rk

si, deci, rMcrN+rK. Deoarece rN+rKcrM, rezulta ca:

rM=rN+rK.
Cum,

INNrKcNNK=0,
rezulta ca:

rM=rN®rK.

Reciproc, fie:

rM=rN@rK.
Atunci, oricare ar fi meM, exista, in mod unic, un neN si un keK astfel incat:

r-m=r-n+r-k.
Deci,

r-(m-n-k)=0.
Deoarece,

M[r]=0,
rezulta ca:

m=n+Kk.

Daca xeNNK, atunci:
r-xerNNrK=0
si, deci,
x=0.
Rezulta ca:
M=N@K.
2) Fie H un submodul oarecare al lui M si:
N={meM | rmeH}.
Atunci:
H=rN.
3) Fie T si S doua submodule ale lui M si xerTrS. Atunci:

X=T-1=T"8,
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cuteT siseS. Rezulta ca:

r-(t-s)=0.
Deoarece,

M[r]=0,
obtinem ca:

t=s;

deci, xer(TNS). Asadar rTnrScr(TNS) si, deoarece r(TNS)crTrS, obtinem
egalitatea din enunt. [

Incepem rezolvarea problemei noastre:
Teorema 3.3.1.3: Fie M un R-modul, cu:

M[r]=0,
unde r eR, Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) MareP.I.S.D.
2) rMare P.1.S.D..

Demonstratie: Presupunem ca M are P.I.S.D.. Fie T si S doi sumanzi directi in tM.
Conform cu (3.3.1.2.), existd N si K - sumanzi directi in M astfel incat:

T=rN s S=rK.
Tot din (3.3.1.2) rezulta ca:

TAS=rNNrK=r(NnK)
este un sumand direct in rM. Deci tM are P.1.S.D..

Reciproc, presupunem ca rM are P.I.S.D. si fie N si K doi sumanzi directi in
M. Atunci rN, 1K si:

r(NNK)=rN~rK
sunt sumanzi directi in tM (vezi (3.3.1.2)1),3)). Acum (3.3.1.2)1) completeaza
demonstratia. [

Si aici se impune o observatie:
Observatia 3.3.1.4: In enuntul Teoremei 3.3.1.3, conditia:

M[r]=0
este absolut necesarad, daca aceasta ar lipsi, atunci echivalenta celor doua afirmatii
(din enungul lui (3.3.1.3)) s-ar putea sa nu mai aiba loc.
Demonstratie: Vom arata daca R este un domeniu cu ideale principale si p este un
element prim din R, atunci existd R-module M cu proprietatea ca M[p]#0, pM are
P.1.S.D. si M nu are P.1.S.D.. Intr-adevir, fie:

M=zR/(p)®R/(p?).
Conform cu (1.2.3.9), acest R-modul nu are P.I.S.D., dar pM are aceasta proprietate
(se observa ca M[p]#0). [
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Din (3.3.1.3) rezulta:
Corolarul 3.3.1.5: Fie M un R-modul fara-torsiune. Atunci:
M are P.1.S.D. daca si numai daca, pentru orice r eR, rM are P.1.S.D..
Demonstratie: Vezi demonstratia de la (2.3.1.5). [J
Corolarul 3.3.1.6: Fie R un domeniu cu ideale principale si M un R-modul fara-
torsiune. Atunci au loc urmatoarele afirmatii:
1) Daca M este liber (sau liber numarabil sau liber de puterea continuului),
atunci pentru orvice r eR, ¥YM are P.1.S.D.;
2) Daca M nu este redus, atunci:
M are P.I.S.D. daca §i numai daca, pentru orice r €R, rH are aceasta
proprietate,
unde H este partea redusa a lui M.
Demonstratie: 1) Daca R-modulul M este ca si in enunt, atunci M are P.I.S.D.
(vezi [58, p. 49]). Deci putem aplica (3.3.1.3).
2) Fie:
M=D&H,
cu D - divizibil si H - redus. Conform cu (1.2.5.4),
M are P.I.S.D. daca si numai daca H are aceasta proprietate.
Aplicam, iarasi, (3.3.1.3). [
Corolarul 3.3.1.7: Fie R un domeniu cu ideale principale si M un p-R-modul. Atunci
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) MareP.I.S.D.;
2) Pentru orice reR, rM are P.1.S.D..
Demonstratie: 1) implica 2) Presupunem ca M este un p-R-modul cu P.I.S.D. si fie r
un element oarecare din R. Conform cu (1.2.2.5) si (1.2.3.3), distingem doua cazuri:
Cazul 1: Existd un neN" astfel incat:

M=R/(p").
Daca,
r=p'-q, cu i>1 si (p,9)=1,
atunci:
(rM=R/(p™"), pentru i<n-1) s (rtM=0, pentru i>n).

Rezulta ca, in acest caz, rM este idecompozabil si, deci, rM are P.I.S.D.. Daca nu
existd i>1 astfel incat p' sd divida pe r, atunci:
M[r]=0
si (3.3.1.3) completeaza demonstratia.
Cazul 2: M=N,®@Dy,
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cu:
pNp=0, Dpy=0 sau Dy este divizibil.
Daci p' divide pe r, unde i>1, atunci:
rM:Dp

are P.1.S.D., conform cu (1.2.1.1). Daci, pentru orice i>1, p' nu divide pe r, atunci:
M[r]=Np[r]®Dp[r]=0
(vezi (3.3.2.1)1). Iarasi (3.3.1.3) completeaza demonstratia.
2) implica 1) Daca are loc afirmatia de la punctul 2), atunci considerand pe:
r=1,
obtinem ca M are P.I.S.D.. [J
Corolarul 3.3.1.8: Fie R un domeniu cu ideale principale si M un R-modul de torsiune.
Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) MareP.I.S.D.;
2) Pentru orice reR, rM are P.1.S.D..
Demonstratie: Ca si la (3.3.1.7), este suficient sd demonstram ca ,,1) implica 2)”.
Fie M un R-modul M, de torsiune, cu P.I.S.D.. Atunci:

M=(D Mp)S(D Np)S(D Dy), (59)

pePy pep, peP,
unde:
0 PocP si, pentru orice pePo, M este un p-R-modul idecompozabil si neelementar;
0 PicP,
PonP1=J
si, pentru orice pePi, Nj este elementar,
D=0 sau Dy este divizibil.

Rezulta ca:

tM=( rMp)®( D Np)S(P 1Dp),

pePy peP, peP,

conform cu (3.3.1.2.)1). Conform cu (3.3.1.7), fiecare sumand direct din descom-
punerea lui rM, de mai sus, are P.I.S.D. si este total invariant in tM (vezi [41, §8]).
Acum (1.2.1.1) completeaza demonstratia. [

Iarasi se impune o observatie:
Observatia 3.3.1.9: In (3.3.1.7) si (3.3.1.8) cuantificatorul universal ,, v, joacd un
rol fundamental: daca acesta ar lipsi, implicatia ,,2) implica 1) s-ar putea sa nu
(mai) aiba loc.
Demonstratie: Contraexemplu: daca p este un element prim in R si:

M=R/(p*)®R/(p?),
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atunci:

pM=R/(p)®R/(p)
are P.I.S.D., iar M nu are aceasta proprietate. [ |

Conform cu (1.2.2.5), dacd R este un domeniu cu ideale principale, un R—modul
mixt, neredus, cu P.I.S.D. este de forma:

M=(@ Mp)@( P Np)&DDU (60)

peP, peP,
unde:
O Pisi P2 sunt submultimi ale multimii P a tuturor elementelor prime neasociate
din R, si:
Pin P2=;
0 pentru orice peP1, My este redus, idecompozabil si neelementar;
O pentru orice peP2, Nj este elementar;
0 D este divizibil, fara-torsiune,
si:
0 U este omogen, complet decompozabil, de rang finit.

Deoarece D@U este total invariant in M, rezulta din (1.1.1) si (1.2.1.1) ca orice
R-modul de forma (60) are P.I.S.D.. Combinand aceste rezultate cu cele obtinute la
(3.3.1.3) 51 (3.3.1.8) obtinem:

Corolarul 3.3.1.10: Daca R este un domeniu cu ideale principale si R-modulul M
este descompus conform relatiei (60), atunci:

M are P.1.S.D., daca si numai daca, pentru orvice reR, rU are P.I.S.D.. [

Fie R un domeniu cu ideale principale si:

M/tM=@ (M/tM),

plr

descompunerea directd a lui M/tM in p-componentele sale, conform cu [70, 6.11.3].
Din (1.2.1.1) rezulta ca:

M/tM are P.I.S.D. daca si numai daca, pentru orice p | r, (M/rM), este un

p-R-modul cu P.I.S.D..

Astfel avem urmatoarea teorema:
Teorema 3.3.1.11: Fie R un domeniu cu ideale principale, M un R-modul cu P.1.S.D.
si r€R un element oarecare. In oricare din urmdtoarele cazuri, M/rM are P.I.S.D.:

1) M este un p-R-modul;

2) M= M este un R-modul de torsiune, descompus conform lui [70, 6.11.3] si:

peP

@ }’MpZO;

pr
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3) M=R;
4) M este divizibil,
5) reste un element prim al lui R.
Demonstratie: 1) Fie M un p-R-modul cu P.1.S.D.. Daca existd un neN" astfel incat:
M=R/(p"),
si p' divide pe r, cu i>1, atunci, din (3.3.1.5) rezulti c:
M/tM=R/(p")/p'(R/(p"))=R/(p’).
Daci p' nu divide pe r, pentru nici un i>1, atunci, tot din (3.3.1.5), rezulti ci:
M/rM=M.
Deci, 1n acest caz, M/rM are P.1.S.D.. Presupunem, acum, ca:
M=N,®Dy,
unde:
0 Np este elementar,
0 Dp=0 sau Dy este divizibil.
Atunci:
rM=C,,
daci p' divide pe r, cu i>1, sau:
rM=M,
daci p' nu divide pe r, pentru nici un i>1. Rezulti ci, si acum, M/rM are P.1.S.D..
2) Fie:
M= M,

peP

un R—modul de torsiune cu P.I.S.D.. Conform ipotezei si lui (3.3.1.2)1),
™M= @ rMp: @ Mp,

pep, pep,
unde:

Po={peP | p nu divide r};
deci M/rM are P.I.S.D..
3) Fie:

r=p Py e Pyt
descompunerea lui r in produs de puteri de elemente prime neasociate (pieP, nieN",
pentru orice i=1, 2, ..., k, keN") si:

M=R.
Atunci:

M/rM=R/rR=R/(r)

=R/(p;" JOR/(p;* )®...BR/(p;" ),
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si are P.I.S.D., conform lui (1.2.3.9).
4) Daca M este divizibil, atunci:
rM=M s M/rM=0.
5) Daca:
=p
este un element prim din R, atunci:
M/tM=M/pM
este un p-R-modul elementar, si, acum, (3.3.1.1) completeaza demonstratia. [

3.3.2. Submodule de forma M]r], reR

Reamintim ca daca M este un R-modul oarecare si reR, atunci:

M[r]={meM | rm=0}
este un submodul al lui M. Desigur ca daca r este inversabil, atunci:

M[r]=0,
iar daca re An(M), atunci:

M[r]=M.

De aceea, in aceste doua cazuri triviale M[r] si M/M[r] au, fiecare, P.I.S.D.,
dacd M are aceasta proprietate. In continuarea acestei sectiuni, vom considera r un
element neinversabil din R si r¢g An(M).

Propozitia 3.3.2.1: Fie M un R-modul si r eR". Atunci au loc urmatoarele afirmatii:
1) Daca N este un sumand direct in M, atunci N[r] este un sumand direct in M[r],
2) Daca T si S sunt submodule ale lui M, atunci:
T[r] AS[r]=(TS)[r];
3) Daca in M orice submodul pur este sumand direct (in M), si H este un sumand
direct in M[r], atunci exista N - sumand direct in M astfel incat:
N[r]=H.
Demonstratie: 1) Fie:

M=N&K
o descompunere directd (oarecare) a lui M. Vom arata ca:

M[r]=N[r]®K]r]. (%)
Daca meM][r], atunci exista un neN si existd un keK astfel incat:

m=n+k si r-m=r-n+r-k=0.
Deoarece,

NNK=0,
rezultd ca:

r-n=r-(-k)=-r-k=0;
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adica neN[r] si keK]r]. Deci M[r]cN[r]®K]r], caci,
N[r]nK[r]eNNK=0.
Cum:
N[r][+K[r][=N[r]®K[r]=M]1],
obtinem egalitatea ().
2) Fie xeT[r]"S][r]. Atunci x€T, cu:
r-x=0,
sixeS, cu:
r-x=0.
Rezulta ca xe(TS)[r] si, deci, T[r]NS[r]<(TNS)[r]. Deoarece (TNS)[r]< T[r]S]r],
rezulta ca are loc egalitatea din enung.
3) Conform alegerii lui r, rezultd ca rtM=0. Daca M[r] este esential in M, atunci,
oricare ar fi N un submodul al lui M,
N[r][=N"M[r].

Daca M[r] nu este esential in M, atunci existd un meM cu proprietatea ca:

<m>[r]=0,

st fie:
N=<H,m>,

unde H este un summand direct in M[r]. Vom arata ca:
N[r]=H.

Daca neN, atunci:
n=h+s-m,
cuheH si seR, sg An(m). Egalitatea:

r-n=0
implica:
r-(s:m)=0;
deci:
m=0 si N[r]=H.

Daca N[r] este un sumand direct in M[r], atunci, din [41, 29.1], rezultd ca N este un

submodul pur in M. Rezultd, conform ipotezei, cd N este un sumand direct in M. [|
O consecinta imediata a lui (3.3.2.1) este:

Corolarul 3.3.2.2: Daca M este un R-modul divizibil cu P.1.S.D., atunci, pentru orice

reR, M[r] are P.I.S.D..

Demonstratie: in R-modulele divizibile submodulele pure coincid cu sumanzii directi

ai acestora; deci, putem aplica (3.3.2.1). [
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Din (3.3.2.1)1) rezulta ca problema determindrii R-modulelor M cu P.I.S.D.,
pentru care M([r] are aceeasi proprietate, se reduce la acele R-module in care M[r]=0;
deci cazul R-modulelor fara-torsiune devine trivial.
Teorema 3.3.2.3: Fie R un domeniu cu ideale principale si M un R-modul de torsiune.
Daca M are P.1.5.D., atunci, pentru orice r eR, M[r] are P.I.S.D..
Demonstratie: Fie M un R-modul de torsiune cu P.I.S.D. si:

M=& M,

peP
descompunerea directd a lui M 1n p-submodulele sale. Atunci:
M[r]= @ Myr],
pe

conform cu (3.3.2.1)1). Vom arata, mai intéi, ca, pentru orice p - element prim din R,
Mjp[r] are P.I.S.D.. Deoarece M, este un p-R-modul cu P.I.S.D., distingem doua cazuri:
Cazul 1: M, este redus, idecompozabil, nelementar. In acest caz existi un neN*
astfel incat:

M=R/(p")
si, pentru orice reR, My[r] are P.I.S.D. - vezi (3.3.1.5).
Cazul 2: R-modulul M, este de forma:

Mp=Np®Dp,
unde:

pNp=0,
iar:

Dy=0 sau Dy este divizibil.
In acest caz, oricare ar fi K un submodul pur in My,

pK=KnpMp=KnpD,=0 sau pK=Dp.

In ambele subcazuri K este un sumand direct in M,, conform cu [41, 27.5], respectiv
[41, p. 38]. Fie acum T si S doi sumanzi directi in Mp[r]. Conform cu (3.3.2.1)3),
existd U si V - sumanzi directi in M, astfel incat:

U[r]=T si V[r]=S.
Deoarece M, are P.I.S.D., rezultd cd UNV este un sumand direct in Mp. Din (3.3.2.1)1)
si(3.3.2.1)2) rezulta ca:

(UNV)[r]|=U[r]"V[r]=TS
este un sumand direct in Mp[r]. Deci Mp[r] are P.I.S.D.. Deoarece submodulele Mp[1],
peP, sunt total invariante Tn M[r], (1.2.1.1) completeaza demonstratia. |

Din (3.3.2.3) obtinem:
Corolarul 3.3.2.4: Daca R este un domeniu cu ideale principale si M este un R-modul

mixt, neredus, cu P.1.S.D., atunci, pentru orice r eR, M[r] are P.I.S.D..
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Demonstratie: Daca inelul R si R-modulul M sunt ca si in enunt, atunci:
M[r]= ® Mylr],
pe

conform relatiei (60) din sectiunea (3.3.1). Acum (3.3.2.3) completeaza demonstratia. [ |
Remarcam urmatorul fapt:
Observatia 3.3.2.5: Reciproca lui (3.3.2.3) nu este, in general, adevarata, adica. exista
R-module M si exista r eR, cu proprietatea ca M[r] are P.1.S.D., iar M nu are aceastd
proprietate.
Demonstratie: Contraexemplu, fie R un domeniu cu ideale principale, p un element
prim din R si:
M=R/(p*)®R/(p?).
Atunci:
M[p]=R/(p)®R/(p).
Conform cu (1.2.3.9), M[p] are P.I.S.D., iar M nu are P.I.S.D.. []
In incheierea acestei sectiuni prezentim urmatorul rezultat, referitor la R-
modulul cat M/M[r]:
Propozitia 3.3.2.6: Fie M un R-modul. Atunci, oricare ar fi r eR, R-modulul M/M[r]
are P.1.S.D. daca si numai dacd rM are aceasta proprietate.
Demonstratie: Fie reR si:
pr:M—>M
inmultirea cu r in M. Atunci nucleul kerpr, al lui pr, este M[r], iar imaginea Imp:
este rM. Rezulta ca sirul:
0->M[r] > M —£2>5 M >0
este exact, si, deci,
M/M[r]=rM. [

3.3.3. Submodule de forma r'M, reR

Fie K un R-modul oarecare, M un submodul al lui K si reR. Se stie ca:

r'"M={keK | rkeM}
este un submodul al lui K. In aceasta sectiune vom vedea in ce conditii r'M are
P.1.S.D., daci M are aceasti proprietate, in cazul in care r este neinversabil. In acest
sens, pentru inceput, avem:
Propozitia 3.3.3.1: Daca M este un submodul al lui K §i r este un element neinversabil
al lui R, atunci au loc urmdatoarele afirmatii:

1) Oricare ar fi N si H doua submodule ale lui K,
rINArH=r!(NnH);
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2) Daca,
M[r]=0
si T este un submodul in r'M, atunci exista S - submodul in K astfel incdt:
T=r'S;
3) M este r-divizibil daca si numai daca:
rIM=M;
4) Daca,
K[r]=0
§i M este un submodul al lui rK, atunci urmatoarele egalitati sunt echivalente:
a) M=N&H,
b) r'M=r'N@&H.
Demonstratie: 1) Fie xer'NNr'H. Atunci r-xeN si r-xeH; deci r-xeNNH, adici
xer!(NmH). Rezulti ci r'Nmr'Hcr!(NmH). (*). Dacid yer!(NmH), atunci
r-yeNNH; deci r-yeN si r-yeH, adicd yer'Nnr'H. Asadar r'(NnH)cr 'N~r!H.
(*%*) Din relatiile (*) si (**) obtinem egalitatea din enunt.
2) Fie:
S={rt|teT}=rT.
Atunci, conform ipotezei si lui [41, p. 6],
r1S=r1T)=T+M[r]=T.
3) Presupunem ci M este r-divizibil si fie xer'M. Atunci existd un meM astfel incat:
r-xX=m.
Conform ipotezei, xeM. Rezultd ci r'McM si cum Mcr'M, obtinem egalitatea din
enunt.
Reciproc, presupunem ca are loc egalitatea:
M=r'M
si consideram ecuatia:
r-x=meM.
Atunci:
xer'M=M
si, deci, M este r-divizibil.
4) Fie K si M ca si In enunt. Presupunem ca:

M=N&H.
Conform cu (3.3.1.2)2), existd M1, N1, Hi - submodule ale lui K astfel incat:
M=rMi, N=rNi si H=rH.:.
Conform ipotezei, avem ca:
rMi1=rN1®rH1,
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iar din (3.3.1.2)1) rezulta ca:

Mi=Ni®H..
Atunci:

r!M=r"!(tM1)=M1+K[r]=M=Ni1®H =(N1+K[r])®(H:i+K[r])

= !(rN1)@r ! (rtH1)=r 'N@r'H.

Reciproc, presupunem ca:

r'M=r'N®r'H.
Atunci:

r(r 'M)=r(r''N)®r(r 'H).
Deci:

MrK=(NrK)®(HNrK)
si, conform ipotezei, obtinem ca:

M=Ne@H. [

Principalul rezultat al acestei sectiuni este:
Teorema 3.3.3.2: Fie K un R-modul cu:

K[r]=0,
pentru un r €R - element neinversabil. Atunci au loc urmatoarele afirmatii:

1) Daca M este un submodul al lui rK, atunci:
M are P.I.S.D. daca si numai daca r'M are P.1.S.D.,
2) Daca M este un submodul pur in K, atunci:
M=r'M
Si:
M=N®H daca si numai daca r'M=r'N&'H.

Demonstratie: 1) Presupunem ci M are P.1.S.D. si fie T si S doi sumanzi directi in r''M.
Conform lui (3.3.3.1)2) si lui (3.3.3.1)4), existd U si V - sumanzi directi in M astfel incéat:

T=r'U si S=r'V.
Atunci:

TAS=r'Unr!V=ri(U nV)
este un sumand direct in r''M si, deci, r''M are P.I.S.D..

Reciproc, presupunem ci r'M are P.1.S.D. si fie N si H doi sumanzi directi
in M. Atunci r'N, r'H si:

"N H=r(NnH)
sunt sumanzi directi in r'M. Conform lui (3.3.3.1)4), NnH este sumand direct in
M si, deci, M are P.1.S.D..
2) Deoarece:

' (tM)=M+K[r]=M si rM=MnrK,
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din (3.3.3.1)1) obtinem:
M=M+K[r]=r"! tM)=r"! tKnM)=[r"} tK) |"(r" ' M)=(K+rK)(r''M)
=KN(r"M)=rM.
Acum ultima afirmatie din enunt devine imediata, caci daca N este un sumand direct in
M, atunci N este un submodul pur si in M, si in K (vezi [41, 26.1(a)]). [
Din (3.3.3.2) obtinem:
Corolarul 3.3.3.3: 1) In conditiile de la (3.3.3.2)2), submodulul M are P.I.S.D. exact
daca r'M are aceasta proprietate.
2) Daca, K este un R—modul fara-torsiune si M este un submodul pur al lui K (in
particular M este un sumand direct in K), atunci:
M are P.I.S.D. daca si numai daca r'M are P.LS.D.. ]
Si aici se impune o observatie:
Observatia 3.3.3.4: In (3.3.3.2)2), si implicit (3.3.3.3)1), conditiile ca,
K[r]=0,
sau M - submodul in K cu proprietatea ca:
rM=rK"M,
sunt fundamentale. Astfel, daca una din aceste conditii nu sunt indeplinite, atunci
concluzia de la (3.3.3.3)1) poate sa nu aiba loc.
Demonstratie: Contraecxemple: 1) Daca R este un domeniu cu ideale principale si peP,
K=R/(p*)®R/(p) si M=R/(p)
- este submodul pur in G, atunci:
p M=K
si K[p]#0. Se observi ci M are P.1.S.D., dar p'M nu mai are aceasti proprietate.
2) Daca R este un domeniu cu ideale principale si p, qeP,
K=R/(p*)®R/(p*)®R/(q) si M=R/(p),
atunci:
pM=0,
iar pPKNM=0. In acest caz submodulul M are P.I.S.D., iar submodulul:
p'M=R/(p*)®R/(p*)
nu are P.I.S.D.. [J

3.3.4. Submodulul lui Frattini

Fie R un domeniu de ideale principale. In aceastd sectiune vom studia
conditiile n care submodulul Frattini al unui R-modul M, cu P.I1.S.D., si R-modulul
factor M/F(M), au si ele aceastd proprietate. Reamintim ca un submodul nenul N, al
lui M, se numeste maximal (in M) daca:
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(N<M s N<H<M), implica N=H;
iar submodulul Frattini al lui M, notat cu F(M), este intersectia tuturor submodulelor
maximale ale lui M.

Pentru inceput prezentdm urmatoarele rezultate elementare exprimate in:
Propozitia 3.3.4.1: Daca M este un R-modul si N este un submodul al lui M, atunci
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) N este maximal in M,
2) a) M/N este un R-modul ciclic,
b) exista p - un element prim in R astfel incat pMcN,
¢) exista P - un ideal prim al lui R astfel incat:
An(M/N)=P i M/N=R/P;
3) M/N este un R-modul simplu.
Demonstratie: 1) implica 2) Presupunem ca N este un submodul maximal in M.
Daca M/N nu este ciclic, atunci existd un generator x+N al lui M/N astfel incat
<x,N>#M - ceea ce contrazice maximalitatea lui N. Deci:

M/N=<x+N>={r-x+N | reR}.

Daca M/N nu este de torsiune, atunci existd un reR astfel incat rM&N; deci exista
un ye M\N astfel incat <y,N>#M, ceea ce, iardsi, contrazice maximalitatea lui N in
M. Rezulta ca M/N este de torsiune. Deci existd un seR astfel incat s-:xeN. Dacd s
nu este prim, atunci exista un divizor q al lui s, q neasociat cu s, astfel incat q-xgN,
adica N nu este maximal in M. Rezulta ca:

S=Pp
- element prim 1n R si pNcM. Daca:

P=(p)
este idealul (principal) lui R, generat de p, atunci, din cele demonstrate mai sus,
rezultd ca:

An(M/N)=P.

Acum [52, Propozitia 5.2, p.107] si [10, 3.9] arata ca:

M/N=R/P.

2) implicd 3) Acum presupunem ca:

M/N=<x+N>
si cd M/N nu este simplu. Atunci M/N are un submodul propriu H/N<M/N, unde
N<H<M. Conform ipotezei si lui [70, 6.9.4], rezultd ca H/N este ciclic si de torsiune.
Pentru orice peP, pHcN. Deci:

PcAn(H/N)=(r),
unde reR. Rezulta ca existd un teR astfel incat:
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p=t-r.
Acum distingem doud cazuri:
Cazul I: r este asociat cu p. In acest caz,
P=(r)
si, conform ipotezei,
M/N=H/N
- contradictie cu presupunerea facuta.
Cazul II: r este inversabil. In acest caz,
(r)=R s H=M
- iardsi am obtinut o contradictie cu presupunerea facutd. Rezultd ca M/N este un
R-modul simplu.
3) implicd 1) Daca M/N este un R-modul simplu, atunci [10, 2.10] aratd ca N este
un submodul maximal al lui M. [
Definitie: Daca M si N satisfac la conditiile de la (3.3.4.1) vom spune ca N este un
submodul (maximal) de indice p, al lui M.
Propozitia 3.3.4.2: Pentru orice R-modul M, au loc urmatoarele afirmatii:
1) Submodulul N este maximal in M daca i numai daca N este de indice prim
(in M);
2) Intersectia tuturor submodulelor maximale de indice p, ale lui M, este pM,
3) FM)=(\pM,
peP
unde p parcurge multimea tuturor elementelor prime neasociate, ale lui R,
4) M este divizibil daca §i numai daca:
M=F(M);
5) Daca M este fara-torsiune, iar N si H sunt submodule ale lui M, atunci are
loc egalitatea:
F(NnH)=F(N)NF(H);
6) Daca H este un submodul in F(M), atunci exista N - submodul in M astfel incat:
F(N)=H;
in plus, daca H este un sumand direct in F(M), atunci N este un sumand
direct in M,
7) Daca M este fara-torsiune, iar N si H sunt submodule in M, atunci:
t{(N)=t(H) daca si numai daca t(F(N))st(F(H),
unde t(K) noteaza tipul R-modulului K;
8) Daca N este pur in M (in particular, daca N este un sumand direct al lui M),
atunci:
F(N)=NNF(M).
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Demonstratie: 1) Aceasta afirmatie rezulta din (3.3.4.1) si din definitia de mai sus.
2) Fie Fp(M) intersectia tuturor submodulelor maximale de indice p, ale lui M, cu p -
element prim din R. Daca N este un submodul al lui M, de indice p, atunci pMcN.
Rezulta ca pMcFp(M). (*) R-modulul M/pM este un p-R-modul elementar, deci:
F(M/pM)=0.
Rezultd ca intersectia tuturor submodulelor maximale Ni/pM, iel, ale lui M/pM,
este pM. Dar, atunci Nj, i€l, sunt submodule maximale (de indice p) ale lui M si
(YN, =pM. (*+) Din relaiile (*) si (+*) obtinem cé:
iel
Fp(M)=pM.
3) Egalitatea din enunt rezulta din cele demonstrate la punctul 2) si din faptul ca:

FOM)=(F, (M),

cand p parcurge multimea tuturor elementelor prime neasociate, ale lui R.
4) Daca M este divizibil, atunci:

pM=M,
oricare ar fi p - un element prim din R. Rezulta ca:

M=F(M).

Reciproc, daca:

M=F(M),
atunci McpM, oricare ar fi p un element prim din R. Deci, pentru orice p apartinand
multimii P a tuturor elementelor prime neasociate, ale lui R, M este p-divizibil.
Conform cu [41, 20.(A)], M este divizibil.
5) Fie xe F(N)NF(H). Atunci, pentru orice peP, existd un npeN si existd un hpeH
astfel Incat:

Xx=p-np=p-hp.
Din ipoteza rezulta ca:

np=hy
si xeF(NNH). Asadar F(N)NF(H)cF(NNH) si cum incluziunea inversa are loc
intotdeauna, obtinem egalitatea din enunt.
6) Fie H un submodul al lui:

F(M)=F,(M)

si D - invelitoarea divizibild a lui H. Pentru fiecare peP, consideram multimea:
Npy={meMnD | p-meH}.

Se arata usor ca:
Np este un submodul al lui M si pNp=H.
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Daca:
N={meMnD | pentru orice peP, p-meH},
atunci:
N=N, si F(N)=(")pN =H.
peP peP

Daca H este un sumand direct in F(M), atunci, conform cu [28, Teorema 5.d)], N
este un sumand direct in M.

7) Fie M un R-modul fara-torsiune, N si H doud submodule in M, cu t(N)<t(H), si
fieneN cu:

=
- inél‘;imela) lui n in N; deci:
r=hy (n).
Atunci nep'N si ngp™'N. Deoarece nep™(pN) si ngp"(pN), rezulti ci:
hPy (n)=r-1.
Rezulta ca daca neF(N) si:
w=(ki,....ki...)

este caracteristica lui n in N, atunci, caracteristica aceluiasi n in F(N) este:
weeny=(ki-1,....k-1,...).
Consideram, acum, un ueF(N) si un veF(H) si fie:

t) =trav(u)=(a,...,al,...) si t), =tran(v)=(b1,...,bi,...)
tipurile elementelor u, respectiv v, reprezentate de cate o caracteristica a lor. Din
cele demonstrate mai sus, rezulta ca:

ti=tn(u)=(a1+1,...,art1,...) si to=tu(v)=(b1+1,...,bi+1,...).
Conform ipotezei, t1<t2; dar aceastd inegalitate are loc daca si numai daca, pentru
orice i>1, ai<bi, ceea ce este echivalent cu faptul ca t(F(N))<t(F(H)).

8) Fie, deci, N un submodul pur in M. Atunci, pentru orice peP,

pN=NnpM
si, In acest caz,

F(N)=(pN ="J(N " pM) =N([ |pM )=NF(M). [I

peP peP peP
Teorema 2.3.4.2 poate fi extinsa la R-module peste domenii cu ideale principale:
Teorema 3.3.4.3: Daca R este un domeniu cu ideale principale si M, i€l, este o

familie de R-module, atunci are loc egalitatea:

F(@M)=@ F(My). (61)

iel iel

Ca si in sectiunea (2.3.4), putem trece, acum, la rezolvarea problemei noastre.
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Teorema 3.3.4.4: Daca M este un R-modul cu P.1.S.D., care nu este mixt redus, atunci
(si) F(M) are P.1.S.D..

Demonstratie: Fie M un R-modul ca si in enunf. Vom distinge trei cazuri:

Cazul 1: M este de torsiune. In acest caz, conform cu [70, 6.11.3]:

M= G—) Mp,

peP

unde M, este un p-R-modul, de torsiune, cu P.I.S.D., iar:

F(M)=@@ F(Mp).

peP
Daca M, este idecompozabil, atunci si F(Mp) este idecompozabil, conform cu (3.3.4.3)
si (3.3.4.1)6). Daca M, nu este idecompozabil, atunci, conform cu [69, 10.19], [78,
p-36](1.2.2.1) 51 (1.2.3.3),
Mp=Np@Dy,
unde Np este un p-R-modul elementar, iar Dp este un p-R-modul divizibil. Deci, in
acest caz,
F(Mp)=F(Np)®F(Dp)=Dy.
Asadar, pentru orice peP, F(Mp) are P.I.S.D.. Deoarece, pentru orice peP, F(Mp)
este total invariant in F(M), rezulta, conform lui (1.2.1.1) si lui (1.1.2), ca F(M) are
P.I.S.D..
Cazul 2: M este fara-torsiune. Fie U si V doi sumanzi directi n F(M). Conform cu
(3.3.4.1)6), exista N si H - sumanzi directi in M astfel incat:
F(N)=U si F(H)=V.
Conform ipotezei si lui (3.3.4.1)5),
UNV=F(N)NF(H)=F(NnH)
este un sumand direct in F(M).
Cazul 3: M este mixt, neredus. In acest caz, conform cu [69, 4.10.19], (1.2.2.1) si
(1.2.2.9),
M=D®T®U,
unde:
0 D este divizibil si fara-torsiune;
0 T este redus si de torsiune;
1ar,
0 U este fara-torsiune, omogen, complet decompozabil, de rang finit.
Din (3.3.4.1)7) si (3.3.4.3) rezulta ca F(U) este si el (tot) fara-torsiune, omogen,
complet decompozabil si de rang finit. Deoarece:
F(T)=0
(vezi Cazul 1), rezulta ca, in acest caz,
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F(M)=D®F(U)
satisface la conditiile de la (1.2.2.6), deci are P.I.S.D.. []
Daca inelul R are o infinitate de numere prime, atunci, pentru orice R-modul
ciclic infinit M:
F(M)=0,
iar din (3.3.4.3) rezulta ca aceasta egalitate are loc si pentru orice R-modul liber, M.
Observatia 3.3.4.5: Reciproca lui (3.3.4.4) nu este, in general, adevarata, adica:
exista R-module M, cu proprietatea ca F(M) are P.1.S.D., fara ca M sa aiba aceasta
proprietate.
Demonstratie: Contraexemplu, fie:
M=D®U®L,
unde:
0 D este divizibil si fara-torsiune;
0 U este fara-torsiune, omogen, complet decompozabil, de rang finit;
iar,
0 L este liber si fara-torsiune.
Atunci:
F(M)=D®F(U)
are P.I.S.D., iar daca U si L au tipuri diferite, atunci M nu are P.I.S.D.. []
Sintetizand cele obtinute In aceasta sectiune, referitor la R-modulul cat M/F(M),
obtinem:
Propozitia 3.3.4.6: Fie M un R-modul cu P.1.S.D. si F(M) - submodulul sau Frattini.
In oricare din urmatoarele situatii, M/F(M) are P.1.S.D.:
1) M este un p-R-modul;
2) M este un R-modul de torsiune in care, pentru orice element prim p, din R,
p-componenta lui M ori este elementara, ori este un R-modul divizibil,
3) M este un R-modul liber;
4) M este un R-modul divizibil,
5) M este suma directa dintre un R-modul liber, de rang finit si un R-modul
divizibil, fara-torsiune;
6) M este suma directa dintre un R-modul elementar, un R-modul divizibil,
fara-torsiune §i un R-modul liber, de rang finit. [

3.3.5. Submodule p-bazice

Fie R un domeniu cu ideale principale, M un R-modul si p un element prim
(oarecare) din R. In aceasta sectiune vom rezolva problema analoagi celor din sectiunile
precedente ale acestui subcapitol, pentru submodulele p-bazice.
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Definitie: Fie M un R-modul §i p un element prim (oarecare) din R. Un submodul
N, al lui M, se numeste submodul p-bazic, daca satisface la urmatoarele conditii:

1) N este o suma directa de p-module ciclice si de module ciclice infinite,

2) N este p-purin M,

3) M/N este p-divizibil.

Facand o teorie analoaga celei din [41, 32.2 si 35.2], obtinem ca orice R-modul
contine, pentru orice element prim p, din R, submodule p-bazice, si acestea sunt
izomorfe.

Conform definitiei, daca N este un submodul p-bazic in M, atunci:

N=No®Ni®...ON®..., (62)
unde:

No=®R
si, pentru orice ke N*,

Nk=®R/(p¥).

Din cele de mai sus rezulta:
Observatia 3.3.5.1: R-modulul M este p-bazic (in M) daca si numai daca M este de
forma lui N, din relatia (62). ]
Observatia 3.3.5.2: Submodulul 0 este p-bazic in M daca si numai daca M este p-
divizibil. []
Din (3.3.5.2) obtinem:
Observatia 3.3.5.3: Daca M este divizibil, atunci submodulul sau p-bazic (fiind 0)
are, in mod trivial, P.1.S.D., indiferent daca M are, sau nu, aceasta proprietate. ||
Ca si In Sectiunea 2.3.5, 1n investigatiile noastre vom folosi foarte mult rezul-
tatul de la (2.3.5.4), care poate fi generalizat la R-module peste domenii cu ideale
principale, astfel:
Teorema 3.3.5.4: Daca M, i €l, sunt R-module §i N;, i €l, este un submodul p-bazic

in Mi, il, atunci @ Ni este un submodul p-bazic in @ M. []

iel iel
Vom nota, in continuare, cu Nm submodulul p-bazic al R-modulului M. Atunci,
conform lui (3.3.5.4), are loc relatia:

N @) =@ N, - (63)

iel
Si in acest caz, incepem rezolvarea problemei noastre tot cu p-R-modulele.
Propozitia 3.3.5.5: Daca M este un p-R-modul cu P.1.S.D., atunci si Nu are P.1.S.D..
Demonstratie: Daca exista un ne N* astfel incat:
M=R/(p"),
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atunci:

Nv=M,
conform cu (3.3.5.1). Dacd M este divizibil si idecompozabil, atunci, conform cu
(3.3.5.3),

Nm=0.
Daca exista un cardinal mp astfel incat:

M=(®,, R/(p))®Dy,
unde:

Dp=0 sau Dy este divizibil si idecompozabil,
atunci,

Nm= @mp R/(p),

vezi (3.3.5.1), (3.3.5.2) si (3.3.5.4). In toate cele trei cazuri Nv are P.1.S.D.. [J
Corolarul 3.3.5.6: Daca M este un R-modul de torsiune cu P.1.S.D., atunci si Nv are
aceeasi proprietate.

Demonstratie: Fie,

M:G—)Mp

peh
un R-modul de torsiune cu P.I.S.D., unde P: este o submultime a lui P si, pentru orice
pePi, My este un p-R-modul cu P.I.S.D., conform cu (1.2.1.1) si (1.1.3). Conform
cu(3.3.5.4) 51 (3.3.5.5),

Nv=P Ny

peh

unde, pentru orice pePi, NMp este un p-R-modul cu P.I.S.D.. Deoarece, pentru orice
pePi, NMp este un p-R-modul total invariant in Nwm, rezulta ca (1.2.1.1) si (1.1.2)

completeazd demonstratia. [

Pentru studiul submodulelor p-bazice ale R-modulelor fara-torsiune, cu P.1.S.D.,
avem nevoie (si) de rezultatul de la (2.3.5.7), generalizat pentru cazul nostru:
Teorema 3.3.5.7: Fie M un R-modul redus, fara-torsiune, de rang unu. Daca M nu
este izomorf cu R, atunci:

Nu=0.

Demonstratie: Dacd M este ca si in enunt, atunci, deoarece rangul lui Nm este cel
mult egal cu 1 si Nm este de forma (62), rezulta ca:

Nm=0 sau Nm=R.

Daca,
NMm=R,
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atunci, abstractie facAnd de un izomorfism, R este p-pur in M, adica, pentru orice
keN*:

p*R=Rp*M. (*)
Daca M contine cel putin un element m cu proprietatea ca:
p-m=q, cu qeR si (P.9)=1,

atunci egalitatea (*) nu are loc si R nu este p-pur in M. Presupunem, acum, cd M nu
contine nici un element m cu proprietatea de mai sus si cd M/R este p-divizibil.
Atunci, pentru orice yeM, ecuatia:
p-(x+R)=y+R
are o solutie m+tReM/R. Deci, pentru orice yeM, exista un meM astfel incat:
p-m-y=reR.
Daca yeR si:
(pr)=1 sau (Py)=1,
atunci obginem o contradictie cu presupunerea noastra, iar dacd M nu are nici un
submodul izomorf cu R, atunci:
Nm=0.
Rezultd ca R nu poate fi un submodul p-bazic al lui M. [J
Din (3.3.5.7) obtinem:
Corolarul 3.3.5.8: Daca M este un R-modul fara-torsiune cu P.1.S.D., atunci Ny are
P.ILS.D..
Demonstratie: Distingem, si aici, trei cazuri:
Cazul 1: Daca M este un R-modul fara-torsiune, neredus, cu P.I.S.D., atunci, conform
cu(1.2.2.5),
M=D&U,
unde D este divizibil, iar:
U=®xH,
unde k este un numar natural, iar H este un R-modul redus, de rang unu. In acest caz
obtinem, conform lui (3.3.5.3), (3.3.5.2) si lui (3.3.5.7), ca:
Nuv=@xNH,
unde:
(Nu=0, daca H nu este izomorf cu R) sau (Nu=®xR, in caz contrar).
Deci, conform lui [58, p. 49], Nm are P.I.S.D..
Cazul 2: Daca M este redus si este de forma:

M= @ ( ®k| Mi),

iel
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unde, pentru orice i€l, ki este un cardinal oarecare, iar M; este un R-modul (redus)
de rang unu si, pentru orice i1, i2€l, ii#i2, (M, ) si t(M, ) sunt incomparabile. in

acest caz, notand ca si in (2.2.3.6), pentru fiecare i€l, cu:
M{=©®, M;,

obtinem ca:
Nm= g—? NM;‘

si, pentru orice i€l,

NM* =0 sau NM* este un R-modul liber.

i i

Atunci, iarasi, [58, p. 49] aratd ca Nm are P.1.S.D..
Cazul 3: R-modulul M este redus si este de forma:

M=(@D (®, H)S(P (D, M),

iel iel
unde:

O pentru orice i€l, ni este un numar natural si Hi este un R-modul (redus) de
rang unu §i de tip vi, m;j este un cardinal oarecare, iar Mi este un R-modul
(redus) de rang unu si de tip Wi, cu vi<pi

$i,

O pentru orice i1, 2€l, (((G; ),((G; )) si ((B; ),t(B, )) sunt perechi de tipuri

incomparabile.
Atunci:

Nv=@ (@, Ny,),

iel
unde, pentru orice i€l,

N, =0, sau Ny, este un R-modul liber.

Asadar, si in acest caz, [58, p. 49] completeaza demonstratia. [
Corolarul 3.3.5.9: Daca M este un R-modul mixt scindabil, cu P.1.S.D., atunci Nu
are P.1.S.D..
Demonstratie: Enuntul rezulta din (1.2.2.5), (3.3.5.4), (3.3.5.6), (3.3.5.7), (3.3.5.2)
s1(3.3.5.8). [J
Se impun aici cateva observatii.
Observatia 3.3.5.10: Exista R-module divizibile M, cu:
Nu=0,
fara ca M sa aiba P.1.S.D..
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Demonstratie: Contraexemplu: fie,
M=D®D,
unde D este un p-R-modul divizibil, idecompozabil si de torsiune. Atunci:
Nm=0
are, in mod trivial, P.I.S.D., dar M, conform lui (1.2.2.2), nu are P.I.S.D.. [
Observatia 3.3.5.11: Din (3.3.5.10) rezulta ca reciproca lui (3.3.5.5) este, in general,

falsa, adica: exista p-R-module M cu proprietatea ca Nu are P.1.S.D., fara ca M sa
aiba P.1.S.D..

Demonstratie: Contraexemplu: fie,

M=H®D®D,

unde:
H=R/(p),

iar D are aceeasi semnificatie ca si la (3.3.5.10). Atunci:
NMm=R/(p)

are P.I.S.D., dar M, conform lui (1.2.2.2), nu are P.I.S.D.. []
Observatia 3.3.5.12: Din (3.3.5.7) rezulta ca reciproca lui (3.3.5.8) este, in general,

falsa, adica: exista R-module M, fara-torsiune, cu proprietatea ca Nu are P.1.S.D.,
fara ca M sa aiba P.1.S.D..

Demonstratie: Contraexemplu: fie,
M=D®H,
unde:
0 D este un R-modul divizibil si fara-torsiune;
0 Hz(®xR),
1ar,
0 k este un cardinal transfinit.
Atunci:
Nmz=®kR
are P.I.S.D., dar M, conform lui (1.2.2.5), nu are P.I.S.D.. []
Observatia 3.3.5.13: Din (3.3.5.10) (sau (3.3.5.12)) rezulta ca reciproca lui (3.3.5.9)
este, in general, falsa, adica: exista R-module mixte, scindabile, M cu proprietatea
cda Nu are P.1.S.D., fara ca M sa aiba P.1.S.D..
Demonstratie: Contraexemplu, fie:
M=D®D®E®H,
unde:
0 D este un R-modul divizibil, de torsiune;
0 E este un R-modul divizibil, fara-torsiune;
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0 Hz=@«R,
iar,
0 k este un cardinal transfinit.
Atunci:
Nmz=@xR
are P.I.S.D., dar M, conform lui (1.2.2.5), nu are P.I.S.D.. [J
In continuare prezentim cateva clase de R-module M, pentru care R-modulul
factor M/Nwm are si el P.I.S.D..
Propozitia 3.3.5.14: Fie M un R-modul, p un numar prim oarecare si Ny submodulul
p-bazic al lui M. In oricare din urmdtoarele situatii, R-modulul factor M/Nu are
P.IS.D.:
1) M este un p-R-modul cu P.1.S.D.;
2) M este un R-modul de torsiune cu P.1.S.D.;.
3) M este un R-modul liber;
4) M este un R-modul divizibil cu P.1.S.D.;
5) R-modulul:
M= Mi
iel
este fara-torsiune, cu P.I.S.D. si, pentru orice i€l, partea redusa a lui M,

este un R-modul complet decompozabil, omogen, de rang finit;
6) M este un R-modul de forma:

M=(@ My @DSHA(P (D, S, (64)

peP, iel
unde:
O Pi este o submultime a lui P i, pentru orice p eP1, My este un p-R-
modul cu P.1.S.D.;
0 D este un R-modul divizibil,
0 H=® R,

unde ko este un cardinal oarecare;
O pentru orice i €l, ki este un cardinal oarecare, iar Si este un R-modul
redus, omogen, fara-torsiune si complet decompozabil.
Demonstratie: 1) Conform cu (3.3.5.5), daca M este un p-R-modul cu P.I.S.D., atunci:
M/Nm=0 sau M/Nwm este un p-R-modul divizibil, de torsiune si cu P.I.S.D..
2) Din (3.3.5.5) 51 (3.3.5.6) rezulta ca daca R-modulul M este ca si in enunt, atunci:
M/Nm=0, sau M/Nwm este un R-modul divizibil, de torsiune, cu P.I.S.D..
3) Fie M un R-modul liber. Atunci, conform cu [70, 6.4.28, 6.4.10 si 6.4.2.d)],
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Nv=M si M/Nm=0.
4) Daca M este un R-modul divizibil, atunci:

Nm=0 si M/Nm=M.
5) Fie:

M= Mi

iel
un R-modul ca si in enunt. Presupunem, mai intai, ca M este redus. In acest caz, conform
ipotezei, pentru orice i€l, Mi este complet decompozabil si omogen. Introducem pe
I urmatoarea relatie de echivalenta, notata cu ,,2”’ i prezentata in (1.2.1.8): pentru
orice i1, i2€l,

prin definitie, i1~i2 dacd si numai daca M; =M, .

Pentru un i€l, notam cu i* clasa de echivalenta a lui i, deci:
i={kel | MizMi}.

Atunci {i*}ic1 este partitia lui I, corespunzatoare relatiei ,,2”’, iar:
M=@ M.,

iel/~
unde:
M.= P M.
kei”

Pe de alta parte, pentru orice i1, i2€l, care nu sunt echivalente, M., si M., sunt total

invariante in M. Deci, 1n acest caz,
Nv=@ Ny,

i*EI/:

iar N, este izomorf cu o suma directa de tipul ®j(®; R), daca, existd jei” astfel

incat Mj are un sumand direct izomorf cu ®; R, iar Insumarea are loc dupa toti

acesti jei*, sau:
Ny =0,

daca, pentru orice jei*, Mj nu are nici un sumand direct izomorf cu R. Deci M/Nwm
este izomorf cu un sumand direct al lui M si, conform cu (1.2.1.1) si (1.1.1), M/Nm
are P.I.S.D.. Presupunem acum ca M este neredus. Atunci:
M=D&U,
unde:
0 D este divizibil,

0 U este redus, complet decompozabil, de rang finit.
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Deci, 1n acest caz, M/Nwm este sau izomorf cu M, sau este izomorf cu D.
6) Enuntul rezulta din (3.3.5.4), (3.3.5.5), (3.3.5.1), (3.3.5.2) 51 (3.3.5.7). [

Din (1.2.2.5)2) si (3.3.5.14)6) obtinem:
Corolarul 3.3.5.15: Daca M este un R-modul mixt, neredus, cu P.1.S.D., si Ny este
submodulul sau p-bazic, pentru un p P, atunci M/Nyu are P.1.S.D.. []

In finalul sectiunii se mai impune o (altd) observatie:
Observatia 3.3.5.16: Exista R-module M, cu proprietatea ca R-modulul factor M/Nu
are P.1.S.D., fara ca M sau Nu sa aiba aceasta proprietate.

Demonstratie: Contraexemplu: fie,
M=(@ Mp)@D&(®, R)®(®, H), (65)

peby
unde:
0 Po este o submulfime a multimii P a tuturor elementelor prime neasociate,
din R, si, pentru orice pePo, M) este un p-R-modul redus;
0 D este un R-modul divizibil fara-torsiune;
0 ko si ki sunt numere naturale nenule;
0 H este un R-modul redus, omogen, fara-torsiune, complet decompozabil si
care nu este izomorf cu R.
Atunci M nu are P.I.S.D. (in acest sens este suficient s consideram ca cel putin un
M, nu este elementar - vezi (2.1.2.2)) si:

Nuz( @ Mp)@(®, R).

peby
Rezultd ca Nm nu are P.1.S.D., dar:
M/Nu=D&(®, H)

are aceasta proprietate. [
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MODULE CU P.S.S.D.

Asa cum am precizat si in partea de introducere a acestei carti, in [84] am
introdus notiunea de ,,R-modul (grup abelian) cu proprietatea sumei sumanzilor
directi” ca fiind acel R-modul (grup abelian) M, care are proprietatea ca suma oricaror
doi sumanzi directi (adica submodulul (subgrupul) lui M generat de reuniunea lor)
este tot un sumand direct in M, si am prezentat primele caracterizari ale R-modulelor
cu aceasta proprietate (vezi Sectiunea 3.1.3).

Tot acolo am introdus si notiunea de R-modul (grup abelian) care are complet
(sau total) proprietatea sumei sumanzilor directi, prescurtat C.P.S.S.D., ca fiind acel
R-modul (grup abelian) care are proprietatea ca suma oricarei familii de sumanzi
directi (adica submodulul (subgrupul) lui M generat de reuniunea lor) este tot un
sumand direct in M, si am propus spre rezolvare urmatoarea problema deschisa:

» ,,5a se caracterizeze R-modulele (grupurile abeliene) cu proprietatea sumei
sumanczilor directi”.

Aceasta problema este duala problemei Iui Kaplansky - Fuchs, la care s-a referit,
pana aici, prezenta carte.

Avem aici o (prima) observatie:

Observatia 4.1: Daca un R-modul M are C.P.S.S.D., atunci el are §i P.S.S.D.; reciproca,
in general, este falsa.
Demonstratie: Intr-adevir, fie R un inel ereditar stang, ne-Noetherian. Atunci exista

o familie infinitd {Mi}ic1 de R-module injective astfel incat @ Mi nu este injectiv.
iel

Conform Lemei lui Zorn alegem o astfel de familie independenta. Atunci R-modulul:

M=] M,

iel

este injectiv si are P.S.S.D. - conform lui (4.1.11), dar:

Z M, =P Mi

iel i€l
nu este un sumand direct in M. Rezulta ca M nu are C.P.S.S.D.. [

In acest capitol vom prezenta alte caracterizari ale acestor R-module, rezultate
referitoare la anumite clase de R-module (injective sau proiective) peste diferite
inele, precum si rezultate referitoare la grupurile abeliene cu aceasta proprietate.
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4.1. MODULE SI INELE CU P.S.S.D.

Asa cum am precizat mai sus, ne propunem aici sa prezentam cateva carac-
terizari ale R-modulelor cu proprietatea sumei sumanzilor directi (prescurtat P.S.S.D.).
Peste tot in acest subcapitol, cu R vom nota un inel asociativ, cu unitate, iar modulele
vor fi considerate (stangi) peste aceste inele. Ca si 1n sectiunile precedente, orice alte
conditii asupra inelului R, sau R-modulelor, vor fi puse ori de cate ori va fi cazul.

Prezentam, mai intai, cateva rezultate analoage celor de la R-modulele cu
P.I.S.D..

Observatia 4.1.1: Daca R-modulul M are P.S.S.D. (respectiv C.P.S.8.D.), atunci orice
sumand direct al lui M are P.S.S.D. (respectiv C.P.S.S.D.).

Demonstratie: Fie M un R-modul cu P.S.S.D. si fie A un sumand direct in M. Daca T
si S sunt doi sumanzi directi n A, atunci T+S este un sumand direct in M, dar continut
in A. Rezulta ca T+S este un sumand direct in A si A are P.S.S.D..

Demonstratia pentru C.P.S.S.D. este analoaga. [

Rezultatul analog lui (1.2.1.2) este:

Propozitia 4.1.2: Fie M un R-modul. Atunci M are P.S.S.D. daca si numai daca, pentru
orice pereche de sumanzi directi T §i S, 7' (n(T)) este un sumand direct in M, unde:

T:M—>S
este proiectia canonica a lui M pe S.

Demonstratie: Presupunem ca M are P.S.S.D.. Daca T si S sunt sumanzi directi ai
lui M si:

n:M—>S
este proiectia canonica a lui M pe S, atunci:

' (n(T))=T+S’
este un sumand direct in M, unde S’ este un complement al Iui S in M.

Reciproc, presupunem ca M are a doua proprietate din enunt. Daca:

M=S®S=T®T
sunt doud descompuneri (oarecari) ale lui M si:

p:M—>S
este proiectia canonica a lui M pe S, atunci:

P (p(T))=T+S
este un sumand direct in M si, astfel, M are P.S.S.D.. []

Ca si in cazul R-modulelor cu P.I.S.D., reciproca lui (4.1.1) este adevarata
pentru sumanzi directi total invarianti.
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Lema 4.1.3: Fie R-modulul:
M= (—BMi,

iel

unde, pentru orice i €l, M; este total invariant in M. Atunci:

M are P.S.S.D. (respectiv C.P.S.S.D.) daca si numai daca, pentru orice i €l,

Mi; are P.S.S.D. (respectiv C.P.S.S8.D.).
Demonstratie: Presupunem ca M are P.S.S.D.. Conform cu (4.1.1), pentru orice i€l,
M; are P.S.S.D..

Reciproc, presupunem ca, pentru orice iel, Mi are P.S.S.D.. Fie T si S doi
sumanzi directi in M astfel:

M=S®S=T®T.
Atunci, conform ipotezei, pentru orice i€l,

Mi=(SAMi)N(S' Mi)=(TMi) (T "M;).

Rezulta ca:
M= @ [(SAM)N(S' M) =] @ (SAM)]®[ @ [(SM))]
Si:
S= (-B (SNM).
Analog se obtine ca:
T= G—) (TmMi).
Rezulta ca:
T+S=[ @ (SNMi) ]+ @ [(TAM))]= G—) [(SAM)HTAMI) = @ D;,

unde:
Di=(SNMi)HTNM;)
este, conform ipotezei, un sumand direct in Mi. Asadar, T+S este un sumand direct
in M si, deci, M are P.S.S.D..
Demonstratia pentru C.P.S.S.D. este analoaga. [ |
Din (4.1.3) obtinem:
Corolarul 4.1.4: Fie R un domeniu cu ideale principale si P - multimea tuturor

elementelor prime neasociate din R. Daca:
M= G—) Mp

peP
este un R-modul de torsiune, descompus conform lui [70, 6.11.3], atunci M are
P.S.S.D. (respectiv C.P.S.S.D.) daca si numai daca, pentru orice p eP, My are
P.S.S.D. (respectiv C.P.S.S8.D.).
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Demonstratie: Fie R un inel si:
M: G—) Mp

peP
un R-modul ca si in enunt. Deoarece, pentru orice peP, M, este total invariant in M,
putem aplica (4.1.3). [
Un rezultat analog lui (1.2.1.3) este:
Propozitia 4.1.5: Daca R-modulul M are P.S.S.D., atunci au loc urmatoarele afirmatii:
1) Pentru orice descompunere directa de forma:
M=A@B
Si orice morfism:
f: A —>B,
Imf este un sumand direct in B,
2) Daca A si B sunt doua R-module idecompozabile si A@PB este un sumand
direct in M, atunci:
a) Hom(A4,B)=0,
sau,

b) daca exista 0=feHom(A,B), atunci f este un epimorfism.
Demonstratie: 1) Fie S submodulul lui M generat de multimea {x+f(x) | xeA}.
Atunci:

S+B=S®B=A®B,
deoarece:
SNB=0 (verificarea este imediata).
Rezulta ca:
S=A
este un sumand direct in M. Dar,
SnA=kerf
si, conform ipotezei,
S+A=A+Imf=A@Imf
este un sumand direct in M. Rezulta ca Imf este un sumand direct al lui M, dar
continut in B; deci Imf este un sumand direct in B.
2) Fie A si B douda R-module ca si in enung si fie 0#fe Hom(A,B). Atunci, conform
ipotezei si celor demonstrate la punctul 1),
Imf=B,
deci f este epimorfism. [ |
Se impune aici o observatie:
Observatia 4.1.6: Reciproca lui (4.1.5)1) este, in general, falsa.
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Demonstratie: Intr-adevir, fie R un inel noetherian, care nu este ereditar (sting).
Atunci, conform lui (4.1.11), existd un R-modul injectiv M care nu are P.S.S.D.. Daca:

M=A®B
este o descompunere directa oarecare a lui M si:

f:A—>B
este un morfism nenul (oarecare) de R-module, atunci Imf este un submodul injectiv
al lui B; deci Imf este un sumand direct (in B). Asadar M satisface la cerintele de la
(4.5.1)1), fara ca sa aiba P.S.S.D.. [

Casiin (1.2.1.6), folosind (4.1.5), putem clasifica anumite inele R in termenii
in care anumite R-module M au P.S.S.D. si putem imbunatatii aceste rezultate.
Teorema 4.1.7: Urmatoarele afirmatii sunt echivalente, pentru un inel R:

1) R este artinian semi-simplu;

2) Toate R-modulele au C.P.S.S.D.;

3) Toate R-modulele au P.S.S.D.,

4) Toate R-modulele proiective au P.S.S.D..
Demonstratie: Se observa imediat ca 1) implica 2) implica 3) implica 4). Vom
demonstra ca 4) implica 1). Fie P un R-modul proiectiv si fie N un submodul al lui
P. Consideram, in baza lui [70, 6.4.14], un R-modul liber F si un epimorfism:

f:F—>N.

Conform ipotezei si lui [70, 6.7.5], F®P are P.S.S.D.. Deci:

N=Imf
este un sumand direct In P. Rezulta ca orice submodul al lui P este un sumand direct
in P. Atunci, conform cu [10, 9.6], P si orice R-modul factor al lui P sunt R-module
semi-simple, deoarece orice imagine omomorfica a unui R-modul semi-simplu este
tot un R-modul semi-simplu (vezi [78, 3.6]). Cum orice R-modul este izomorf cu un
R-modul factor al unui R-modul proiectiv, conform cu [70, 6.7.6], rezulta ca, in cazul
nostru, orice R-modul este izomorf cu un R-modul semi-simplu; deci, inelul R este
semi-simplu. In acest caz, orice R-modul este injectiv; fie M un astfel de R-modul
si fie T si S doua submodule ale lui M. Atunci TS este un submodul al Iui M; deci
TS este un sumand direct in M. Rezultd ca TS este injectiv si M satisface la
conditiile de la [34, Teorema 8§, p. 62]. Conform cu [34, p. 63], R este Artinian si,
astfel, teorema este complet demonstrata. [ |

Acum rezultatul de la (1.2.1.6) poate fi imbunatafit:

Corolarul 4.1.8: Urmatoarele afirmatii sunt echivalente pentru un inel R:
1) R este Artinian semi-simplu,
2) Toate R-modulele au C.P.S.S.D.;
3) Toate R-modulele au P.S.S.D.,

253



Teodor Dumitru Vdlcan « MODULE CU PROPRIETATEA INTERSECTIEI SUMANZILOR DIRECT!

4) Toate R-modulele proiective au P.S.S.D.;
5) Toate R-modulele au C.P.1.S.D.;
6) Toate R-modulele au P.1.S.D.,
7) Toate R-modulele injective au P.1.S.D.;
8) Pentru orice R-modul M, Su(=S(M)) este o latice completa;
9) Pentru orice R-modul M, Su(=S(M)) este o latice.
Demonstratie: Echivalenta afirmatiilor din enunt rezultd din (4.1.7), (3.1.3.4) si,
respectiv (1.2.1.6). [
Corolarul 4.1.9: Daca toate R-modulele proiective au P.S.S.D., atunci R este ereditar
stang.
Demonstratie: Orice inel semi-simplu este ereditar stang, conform cu [75, p. 73].
Altfel: Din demonstratia Teoremei 4.1.7 rezulta ca orice submodul al unui R-modul
proiectiv este, la randul lui, tot proiectiv; asadar, R este un inel ereditar stang - conform
cu[75,4.10]. [
Si aici se impune o observatie:
Observatia 4.1.10: Reciproca lui (4.1.9) este, in general, falsa.
Demonstratie: Daca R este un inel ereditar sting, atunci suma oricaror doi sumanzi
directi ai unui R-modul proiectiv M este un submodul proiectiv al lui M, care nu este,
neaparat, un sumand direct (in M).
Altfel: Nu orice inel ereditar stang este semi-simplu, de exemplu Z. []
Utilizand [34, Propozitia 10, p. 62], pentru R-module injective, se poate demonstra
usor cd afirmatiile de la (3.1.3.8)2) si (3.1.3.8)3) sunt echivalente pentru orice inel R.
Asadar avem urmatoarul rezultat (vezi (3.1.3.8)):
Teorema 4.1.11: Urmatoarele afirmatii sunt echivalente pentru un inel R:
1) Toate R-modulele injective au P.S.S.D.,
2) R este un inel ereditar stang. ||
Asa cum am precizat in sectiunea (1.2.2), pentru inele noetheriene R, toate
R-modulele au un unic sumand direct injectiv maximal daca si numai daca R este
ereditar. In continuarea acestei sectiuni vom demonstra ci modulele cu P.S.S.D. au un
astfel de sumand direct unic, peste orice inel noetherian, rezultat analog lui (1.2.2.1).
Propozitia 4.1.12: Fie M un modul peste un inel Noetherian R. Daca M are P.S.S.D.,
atunci M are un unic sumand direct injectiv maximal.
Demonstratie: Conform Lemei lui Zorn, putem alege o multime maximal indepen-
dentd {Ei}ic1 de submodule injective idecompozabile, ale lui M. Deoarece R este
Noetherian, rezulta ca R-modulul:

E=@Ei

iel
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este si el (tot) un R-modul injectiv si, deci E este un sumand direct in M. Vom
demonstra ca E contine toate submodulele injective ale lui M. Fie F un submodul
injectiv (oarecare) al lui M. Conform ipotezei, E+F este un sumand direct in M.
Presupunem ca FZE. Atunci:

E+F=E®QG,
unde G#0 este un sumand direct in M. Rezultd cd F\ECG. Fie xeF\E si fie F1 cel
mai mic sumand direct injectiv al lui F, care il contine pe x. Atunci F1 nu este un
sumand direct in E, dar F1 are un sumand direct in G. In acest caz, multimea {Ei}iel
nu contine toti sumanzii directi idecompozabili al lui Fi; deci, am obtinut o contradictie
cu alegerea lui {Ei}ic1. Rezulta ca FCE si E este singurul sumand direct maximal
injectiv al lui M. [

Acum demonstram un rezultat analog lui (1.2.1.7)2), pentru inele artiniene:
Propozitia 4.1.13: Fie R un inel comutativ Artinian si M1 si M> doua R-module
injective idecompozabile, izomorfe, astfel incdt Mi@M:> are P.S.S.D.. Atunci exista
un ideal prim P, al lui R, astfel incat, pentru orice 0=x eM|,

An(x)=P.

Demonstratie: Fie,

f: M1 —> M2
un izomorfism de R-module. Presupunem ca exista x, yeMi\{0} astfel incat
An(x)#An(y). Consideram a€ An(x)\An(y) si definim aplicatia:

g: M1 —> M
astfel: pentru orice me M,

g(m)=f(a-m).
Se verifica imediat cd g este un morfism de R-module. Conform ipotezei si lui
(4.1.5)1), Img este un sumand direct in M2; deci:

Img=0 sau Img=Ma.
Observam ca:

g(x)=f(a-x)=f(0)=0

g(y)=f(a-y)=0.
Asadar, g nu este nici nul, nici injectiv. Rezulta ca:
Img=M3;
deci g este epimorfism. Rezulti ci flog este (si el) epimorfism. Deoarece R este
Artinian, conform cu [78, p. 120], M1 este un R-modul Noetherian. Conform ipotezei
si lui [70, 6.5.8], rezultd ci flog este automorfism; deci g este monomorfism si:
kerg=0,
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ceea ce este imposibil, caci kerg=0. Asadar, toate elementele din M1\{0} au acelasi
anulator; fie acesta P. Deci:
P=An(M1\{0}).
Fie meMi\{0} si presupunem ca r-seP si r¢P. Atunci r-m=0 si PCcAn(r-m), pentru
orice me Mi\{0}. Dar:
An(r-m)=P
si, deoarece:
r-s-m=0,
rezultd cd seP. Asadar P este un ideal prim al lui R. [
Acum, rezultatul de la (1.2.1.8), pentru inele artiniene, poate fi imbunatatit
astfel:
Teorema 4.1.14: Fie R un inel comutativ Artinian si M un R-modul injectiv. Atunci
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) MareP.I.S.D.
2) Mare C.P.1S.D.
3) Mare C.P.S.S.D.;
4) MareP.S.S.D..
Demonstratie: Conform cu (1.2.1.8), (3.1.3.4) si (4.1), avem ca: 1) este echivalent
cu 2) care este echivalent cu 3) care implica 4). Deci ne ramane sa demonstram
doar ca 4) implica 3). Fie M un R-modul injectiv cu P.S.S.D.. Atunci, conform cu
[78, Teorema 3.25, Corolar] si [68, Teorema 2.5],
M=@P M,
iel
unde, pentru fiecare i€l, Mi este un R-modul injectiv si idecompozabil. Consideram
pe I urmatoarea relatie de echivalentd, notata cu ,,#” si introdusa in (1.2.1.8): pentru
orice i1, i2€l, prin definitie:
11~12 daca i numai daca M; =M, .

Daca, pentru un i€l, notam cu i* clasa de echivalenta a lui 1, deci:
i={kel | Mi=Mi},

atunci {i*}ic1 este partitia lui I, corespunzatoare relatiei ,,”’, iar:
M ig-% M.,

unde:
M. =@ Mk

kei”
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Asa cum am mai aratat (in (1.2.1.8)), pentru orice i1, i2€l, care nu sunt echivalente,

M. si M. sunt total invariante in M. Conform cu (4.1.3), este suficient sd

demonstram cd, pentru orice iel, M., are C.P.S.8.D.. Deci, pentru fiecare iel, M.,
este 0 suma directd de submodule injective, idecompozabile si izomorfe. Daca M .
este idecompozabil, atunci el are, in mod trivial, C.P.S.S.D.. Daca M., nu este

idecompozabil, atunci existd un ideal prim P al lui R astfel incat, pentru orice kei*
si orice Xxe Mk\{0},

An(x)=P,
conform cu [68, 2.4 si 3.1] (sau [78, Teorema 2.32, Corolar]) si (4.1.13), iar:

M. =@ Mkz=®,. E(R/P);

kei”

deci M., este 0 suma directa de R-module injective idecompozabile de forma E(R/P).

In acest ultim caz, se observi ca E(R/P) este un modul injectiv, fari-torsiune, peste
domeniul R/P; deci E(R/P) este izomorf cu corpul fractiilor Iui R/P, vezi [78, p. 50].
Asadar, pentru orice iel, M. este un spatiu vectorial peste acest corp si, astfel,

pentru orice iel, M., are C.P.S.8.D.. Acum demonstratia este completa. [

Urmatoarele observatii vor servi la imbunatatirea rezultatelor de la (4.1.8).
Observatii 4.1.15: Fie M un R-modul idecompozabil si:
M*=M@M.
Atunci au loc urmatoarele afirmatii:
1) Daca M* are P.1.S.D., atunci fiecare endomorfism nenul al lui M este injectiv.
2) Daca M* are P.S.S.D., atunci fiecare endomorfism nenul al lui M este surjectiv.
3) Daca M* are si P.1.S.D. si P.S.S.D., atunci fiecare endomorfism nenul al lui
M este automorfism.
Demonstratie: Fie M un R-modul ca si in enunt.
1) Daca M* are P.I.S.D., atunci, conform cu (1.2.4.1), pentru fiecare endomorfism
f, al lui M, kerf este un sumand direct in M. Deci,
kerf=0 sau kerf=M,
adica f este injectiv sau nul.
2) Aplicam (4.1.5)2) pentru:
A=B=M.
3) Afirmatia de la acest punct rezulta din cele demonstrate la punctele 1) si, respectiv
2), de mai sus. [
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Acum, pentru un inel artinian R vom obtine (noi) conditii echivalente cu
ncaracterul semi-simplu’:
Corolarul 4.1.16: Urmatoarele afirmatii sunt echivalente pentru un inel comutativ
Artinian:
1) R este semi-simplu;
2) Toate R-modulele au C.P.S.S.D.;
3) Toate R-modulele au P.S.S.D.,;
4) Toate R-modulele proiective au P.S.S.D.;
5) Toate R-modulele au C.P.1.S.D.;
6) Toate R-modulele au P.1.S.D.,
7) Toate R-modulele injective au P.1.S.D.;
8) Toate R-modulele injective au C.P.1.S.D.;
9) Toate R-modulele injective au P.S.S.D.;
10) Toate R-modulele injective au C.P.S.S.D.;
11) R este ereditar stang;
12) Pentru orice R-modul M, Su este o latice completa;
13) Pentru orice R-modul M, Su este o latice,
14) Pentru orice R-modul injectiv M, Sm este o latice completa;
15) Pentru orice R-modul injectiv M, Su este o latice,
16) Orice R-modul injectiv M este:
a) fara-torsiune si pentru orice sumand direct idecompozabil A, al lui
M, End(A) este un inel cu diviziune,
sau:
b) de torsiune, §i orice sumand direct idecompozabil al lui M este total
invariant in M.
Demonstratie: Din (1.2.1.6) rezulta echivalenta afirmatiilor: 1), 5), 6) si 7). Din
(3.1.3.4) obtinem echivalenta afirmatiilor 5) si 12). Din (4.1.7) rezulta echivalenta
afirmatiilor: 1), 2), 3) si 4). Din (3.1.3.8) obtinem echivalenta afirmatiilor: 7), 9) si 11).
Din (1.2.2.2) si (4.1.15) obtinem ca 7) este echivalent cu 8) care este echivalent cu
16). Acum teorema (4.1.14) completeazd demonstratia. [
In finalul acestui subcapitol vom vedea in ce conditii inelul:
E=End(M),
al endomorfismelor R-modulului M, are P.S.S.D.. Pentru aceasta, mai intdi, vom
demonstra urmatorul rezultat tehnic:
Lema 4.1.17: Daca 7, 72 §i 7 sunt trei endomorfisme idempotente, ale R-modulului
M, astfel incat:
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M+ M= M,
atunci:
miE+mE=nE,
unde:
E=FEnd(M).
Demonstratie: Mai intai observam ca, pentru orice idempotent a.€E,
oa(M)=(aE)M.
Deoarece:
TiM+mM=nM,

rezulta ca miMcaM si maMcnM. Atunci (miE)Mc(mE)M si (meE)Mc(nE)M.
Rezulta ca miEcnE si mEcnE; asadar miE+mEcCTE. (i) Deoarece:
(mE)M~+(m2E)M=(nE)M,
rezultd cd tTEcmE+mE. (i1) Din incluziunile (i) si (i1) obtinem egalitatea ceruta. [
Teorema 4.1.18: R-modulul M are P.S.S.D. daca si numai daca au loc urmatoarele
afirmatii:
1) E=EndM) are P.S.S.D., ca E-modul drept,
Si:
2) pentru orice idempotenti r §i p, din E,
aM+pM=(rE+pE)M.
Demonstratie: Presupunem cd M are P.S.S.D.. Atunci, pentru orice m1 $i 72 -
idempotenti in E, exista «t - idempotent in E, astfel incat:
TM+mM=nM.
Atunci, conform cu (4.1.17),
mE+mE=nE

mTiM+moM=nM=(nE)M=(m1E+m2E)M.

Reciproc, presupunem ca au loc afirmatiile 1) si 2) si fie T si S doi sumanzi
directi ai lui M. Daca:

m:M—>T si m:M—>S
sunt proiectiile canonice ale lui M pe T, respectiv S, atunci miE si m2E sunt sumanzi
directi in E. Conform ipotezei, exista un idempotent t€E astfel incat:

m1E+mE=nE.
Atunci:

nTM=(nE)M=(m1E+mE)M=n1M+mt2M=T+S
este un sumand direct in M. Asadar, R-modulul M are P.S.S.D.. [
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Pentru inele cu P.S.S.D. avem:
Propozitia 4.1.19: Daca inelul R are P.S.S.D., ca R-modul drept, atunci au loc
urmatoarele afirmatii:
1) Pentru orice idempotent e €R i orice r e(1-e)Re, idealul drept rR este proiectiv,
2) Pentru orice idempotent e €R si orice r, s €(1-e)Re,
rR+sR=(r+s)R@L,
unde L este un sumand direct in R, cu proprietatea ca:
rL=sL=0.
Demonstratie: 1) Observam ca 1n acest caz:
R=Endr(RRr).
Daca:
e=e’eR
si re(1-e)Re, atunci:

1’=0
(verificarea este imediatd) si exista o descompunere directd, a lui R, de forma:
R=1J,
cu:
rR=rIcJ si rJ=0.
Conform ipotezei si lui (4.1.5)1), rI este un sumand direct in J. Daca:
R=I@rI®K,
unde K este un sumand direct in J, cu proprietatea ca:
rK=0,
atunci:
rR=rl

este un sumand direct in R. Rezulta ca rR este un ideal proiectiv al lui R.

2) Conform celor demonstrate la punctul 1), pentru orice e€R si orice r, se(1-e)Re,
idealele rR si sR sunt sumanzi directi in R. Dar, r+se(1-¢)Re (verificarea este imediata!)
si:

r-s=s-1=0; (%)
deci (r+s)R este (si el) un sumand direct in R, continut in sumandul direct rR+sR.
Rezulta ca:

rR+sR=(r+s)RSL, (%)
unde L este un sumand direct in R. Din relatiile (*) si (*%*) obtinem ca:

rL=sL=0. [
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Fie M si N doua R-module. Notand cu Sm(N) - M-soclul lui N, adica suma
tuturor imaginilor omomorfice ale lui M, in N - vezi Sectiunea 1.2.8, din (4.1.19),
(1.2.8.11) 51 (1.2.8.12) obtinem:

Corolarul 4.1.20: Fie M un R-modul. Daca inelul:
E=Endr(M)
are P.S.S.D., ca E-modul drept, atunci au loc urmatoarele afirmatii:
1) Pentru orice:
=r’eE
si orice ge(1-n)Em, Su(kerg) este un sumand direct in M.
2) Pentru orice:
=r’ekE
si orice o, te(l-n)E,
oE+tE=(c+7)E@L,

unde L este un sumand direct in E, cu proprietatea ca:

oL=1L=0. ]

4.2. GRUPURI ABELIENE CU P.S.S.D.

In acest subcapitol vom studia cateva clase de grupuri abeliene cu P.S.S.D..
Mai intdi vom arata ca existd anumite clase de grupuri abeliene care daca au P.I.S.D.
au si P.S.S.D.. In acest sens avem:
Propozitia 4.2.1: Daca G este un grup abelian cu P.1.S.D., atunci, in oricare din
urmatoarele cazuri, G are (si) P.S.S.D.:
1) G este un p-grup care este redus sau divizibil,
2) G este un grup de torsiune, ale carui p-componente satisfac la conditiile de
la punctul precedent;
3) G este un grup divizibil;

4) G este un grup fara-torsiune, de forma:

G=@ G, (83)

iel
unde:
O pentru orice i €l, Gi este un grup (redus) de rang unu;
0 pentruorice i, i2€l, (G, ) si #( G, )) sunt tipuri incomparabile;
5) G este un grup mixt scindabil, de forma:
G=D@&T, (84)
unde D este divizibil, fara-torsiune, iar T este redus, de torsiune.
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Demonstratie: 1) Fie G un p-grup cu P.I.S.D., care satisface la conditiile din enunt.
Atunci, conform cu (2.1.2.2), avem urmatoarele cazuri:
Cazul 1: Existd un neN*, n>2, astfel incat:
G=Z(p") sau G=Z(p™).
In acest caz G are, in mod trivial, P.S.S.D., deoarece este idecompozabil.
Cazul 2: Exista un cardinal my astfel incat:
G=8,, Z(p).

Atunci G este un p-grup elementar si suma oricaror doi sumanzi directi ai lui G este
tot un sumand direct (in G), deoarece, in acest caz, orice subgrup al lui G este
sumand direct.

2) Afirmatia din enunf rezulta din cele demonstrate la punctul 1) si din (4.1.4).

3) Conform cu (2.1.3.5), un grup divizibil G are P.I.S.D. daca si numai daca:

G=@ Z(p™) sau G=@Q,

pePy

unde:

0 Pi este o submultime a multimii P a tuturor numerelor prime,
iar:

0 ro=ro(G) este rangul fara-torsiune al lui G.
In primul caz G satisface la conditiile de la punctul 2), iar in cazul al doilea G este
un spatiu vectorial peste Q. In ambele cazuri G are P.S.S.D..
Altfel: Putem aplica (4.2.1.1)2).
4) Daca G este un grup ca si in enunt, atunci, pentru orice i€l, Gj este un grup
idecompozabil si total invariant In G. Deci, 1n acest caz, conform cu (4.1.3), rezulta
ca Gare P.S.S.D..
5) Fie G un grup de forma (84). Atunci, conform celor precizate la punctele 2),
respectiv 3), D si T au (fiecare) P.S.S.D.. Deoarece acestea sunt total invariante in G,
si in acest caz (4.1.3) completeaza demonstratia. [

Din (4.2.1) rezulta ca n anumite cazuri P.I.S.D. implica P.S.S.D.. Aceasta
nu este, nsa, intotdeauna adevarat, adica exista grupuri abeliene cu P.I.S.D. si care
nu au P.S.S.D.. In acest context avem (si) urmatorul rezultat:

Observatia 4.2.2: Daca G este un grup fara-torsiune, complet decompozabil, care
satisface la conditiile de la (1.1.11), atunci G nu are P.S.S.D..

Demonstratie: Fie G un grup fara-torsiune, complet decompozabil, cu P.I.S.D. si
care satisface la (1.1.11). Atunci:

G=H®(P Xi),

iel
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unde:
0 H este un grup fara-torsiune, omogen, complet decompozabil, de rang finit;
0 pentru orice i€l, Xi are rangul unu; pentru orice 1, j€l, i#j, t(Xi) si t(X;) sunt
incomparabile si, pentru orice iel, t(H)<t(Xj).
In aceste conditii, pentru orice i€l, conform cu [42, §85], fiecare sumand direct de
rang unu al lui H este izomorf cu un subgrup propriu al lui Xi. Asadar, daca Y este
un sumand direct in H, pentru orice i€l, conform cu (4.1.5)1), Y®Xi nu are P.S.S.D.
si, conform lui (4.1.1), nici G nu are P.S.S.D.. [

4.2.1. Grupuri de torsiune

Inainte de a trece la determinarea structurii grupurilor abeliene cu P.S.S.D.
se impun cateva observatii:
Observatiile 4.2.1.1: 1) Daca A este un subgrup al grupului B, care nu este summand
direct in B, atunci grupul:

G=A&@B
nu are P.S.S.D.. In particular, dacd B este idecompozabil, atunci pentru orice subgrup
propriu A al lui B, grupul:

G=A@B
nu are P.S.S.D..
2) Orice grup (abelian) divizibil are P.S.S.D..
Demonstratie: 1) Fie A, B si G ca si in enunt si fie:

i:A—>B
morfismul de incluziune. Conform lui (4.1.5)1),

A=i(A)
este un sumand direct in B - contradictie cu ipoteza.
2) Deoarece inelul Z este ereditar, enuntul rezulta din (4.1.11). []
Observatii 4.2.1.2: 1) Pentru orice m, neN", cu proprietatea ca m~+n=>3, grupul
Z(p")PL(p") nu are P.S.S.D..
2) Pentru orice neN*, grupul Z(p") @Z(p~) nu are P.S.S.D..
Demonstratie: 1) Pentru orice m, neN*, cu proprietatea cd m+n>3, exista morfisme
nenule de la Z(p™) la Z(p"), sau vice-versa, care nu sunt epimofisme. Acum, putem
aplica (4.1.5)2).
Altfel: Putem aplica (4.2.1.2)1).
2) Pentru orice neN*, existd morfisme nenule:

f: Z(p") > Z(p”),
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care nu sunt epimorfisme. lardsi aplicam (4.1.5)2).
Altfel: Putem aplica (4.2.1.1)1). [
Pentru p-grupurile cu P.S.S.D. avem:
Teorema 4.2.1.3: Urmatoarele afirmatii sunt echivalente, pentru un p-grup G:
1) GareP.S.S.D.;
2) a) G este idecompozabil,
sau
b) pG=0,
sau
¢) G este divizibil.
Demonstratie: 1) implica 2) a) Daca G este idecompozabil, nu avem ce demonstra.
b) Mai intai demonstram ca, pentru orice ae G[p], avem:

hp(a)=0 sau hp(a)=co.
Presupunem ca existd un ae G[p] astfel incat:

hp(a)=k,
unde keN si O<k<oo. Rezulti ci acp*G; deci existi un beG astfel incat:

a=p~-b si p-a=0.
Asadar:

pk+1_b:0 $i O(b)zpkH.
Atunci, conform cu [23, 4.3.2], <b> este un sumand direct in G; deci:

G=<b>®G1

si <a>c<b>. Acum, presupunem ca, pentru orice geGi[p], <g> este un sumand
direct in G1. Atunci Gi[p] este un sumand direct in Gi; asadar:

G1=Gi1[p]DF1.
Dar:

Fi[p]=F1nGi[p]=0.
Rezulta ca:

F1=0, G1=Gi[p]
si, abstratie facand de un izomorfism,

G=Z(p*)&(@D, Z(p)),

unde mp un cardinal oarecare. Consideram:

S=Z(p*)DZ(p)
un sumand direct in G. Deoarece k>1, conform cu (4.2.1.2)1), S nu are P.S.S.D. si,
atunci, nici G nu mai are aceasta proprietate, contradictie cu ipoteza. Rezulta ca exista
un geGi[p] astfel incat <g> nu este un sumand direct in Gi1. Alegem un astfel de
geGi[p]. Atunci:
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o(b+g)=p*"!
si <b+g> este un sumand direct in G; deci:

G=<b+g>®H.
Se poate demonstra usor ca:

<b>N<b+g>=<pb>.
In acest caz, conform alegerii lui g,

<b>+<bt+g>=<b>D<g>
nu este un sumand direct in G; asadar G nu are P.S.S.D. - iarasi am obtinut o
contradictie cu ipoteza. Rezultd ca presupunerea initiald este falsa si, intr-adevar,
pentru orice aeG[p], avem:

hp(a)=0 sau hp(a)=co.
Fie U mulfimea sumanzilor directi p-marginiti ai lui G si {A1,Az,...,An,...} 0 multime
total ordonata a lui U. Atunci:

A=< JA, >

il

este un subgrup al lui G si, conform lui [65, p. 151], A este un sumand direct in G.
Conform Lemei lui Zorn, existd in U un element maximal B astfel Incat:

G=B@C.
Fie geC[p] un element oarecare. Daca:

hp(g)=0,
atunci:

C=<g>®F
si B&<g>eU, ceea ce contrazice maximalitatea lui B. Deci, conform celor demonstrate
mai sus, pentru orice ge C[p], avem ca:

hp(g)=c.
Dar, atunci, abstractie facand de un izomorfism, C este o suma directa de exemplare
de Z(p*). Asadar, sumanzii directi ai lui G sunt sau p-marginiti, sau izomorfi cu

@, Z(p™), unde np este un cardinal oarecare. Din (4.2.1.2)2) rezulta ca:

(G este redus, caz in care pG=0) sau (G este divizibil).
2) implica 1) Presupunem ca p-grupul G satisface la una din conditiile a), b) sau c).
Daca G este idecompozabil, atunci el are, in mod trivial, P.S.S.D.. Daca:

pG=0,
atunci G este un p-grup elementar si el are P.S.S.D.. Daca G este divizibil, atunci
(4.2.1.1)2) completeaza demonstratia. [ |

Din (4.2.1.3) obtinem structura p-grupurilor abeliene cu P.S.S.D..
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Corolarul 4.2.1.4: Fie G un p-grup abelian. Atunci G are P.S.S.D. daca si numai
daca:

1) G=Z@p"), (85)
sau:

2) G=(®,, Z) (86)
sau:

3) G=(®D, Z(r”) (87)
unde:

0 neN* n>2;
O myp Si np sunt cardinale oarecari. [
Din (4.1.4) si (4.2.1.4) obtinem structura grupurilor de torsiune cu P.S.S.D..
Corolarul 4.2.1.5: Fie G un grup abelian de torsiune. Atunci G are P.S.S.D. daca
si numai daca:

G=(D GCA D B)A D Cp)s (88)

peh prep pep;
unde:
O Pi, P2 i P3 sunt submultimi ale multimii P a tuturor numerelor prime, astfel
incat:
PinP>=P>NP3=P3NP1=&,
O pentru orice p €P1, Gy este un p-grup divizibil,
O pentru orice p €P2, By este un p-grup elementar;

O pentru orice p €P3, Cp este un p-grup redus, idecompozabil, neelementar. [

4.2.2. Grupuri fara-torsiune

Acum vom trece la studiul grupurilor fari-torsiune cu P.S.S.D.. Incepem cu:
Lema 4.2.2.1: Daca H si K sunt grupuri reduse, idecompozabile si fara-torsiune,
atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) Grupul:
G=H&K
are P.S.S.D.;
2) Hom(H,K)=Hom(K,H)=0.
Demonstratie: 1) implica 2) Presupunem ca G are P.S.S.D. si ca existd un morfism:
0#f: H - K.
Deoarece K este redus, exista un numar prim p astfel incat pK=#K. Daca p este un astfel
de numar si g este inmultirea cu p in K, atunci:
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gof:H—->K
nu este epimorfism. Acum (4.1.5)2) arata ca:
Hom(H,K)=0.
Analog se obtine ca:
Hom(K,H)=0.
2) implica 1) Daca:
Hom(H,K)=Hom(K,H)=0,
atunci G este o suma directd de doi sumanzi directi total invarianti, fiecare avand
P.S.S.D., iar (4.1.3) completeaza aceasta demonstratie. [|
O consecinta imediata a lui (4.2.2.1) este:
Corolarul 4.2.2.2: Daca H este un grup fara-torsiune, atunci grupurile H®PH si Z&PH
nuau P.S.S.D.. ]
Principalul rezultat al acestei sectiuni este urmatorul:
Teorema 4.2.2.3: Daca G este un grup fara-torsiune, atunci urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:
1) GareD.S.S.P.;
2) G are una din urmatoarele forme:

a) G este divizibil, (89)
sau:

b) G este redus si idecompozabil, (90)
sau:

0 G=@G, o1)

iel

unde:

O pentru fiecare i €l, Gi este un grup redus, idecompozabil,

O pentru fiecare i1, i2€l, i1#2,

Hom(G, ,G, )=Hom(G,,G, )=0.

Demonstratie: 1) implica 2) Fie G un grup fard-torsiune, cu P.S.S.D.. Din (4.2.1.1)1)
and (4.2.3.1) rezulta ca daca H este un group redus, atunci Q®H nu este un sumand
direct In G. Deci G este sau divizibil, sau redus. Daca G este sau divizibil, sau redus
idecompozabil, atunci demonstratia este gata. Daca:

G=@ G

iel
unde, pentru orice i€l, Gi este un grup redus idecompozabil, atunci (4.2.2.1) com-
pleteaza demonstratia.
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2) implica 1) Fie G un grup care satisface una din conditiile de la punctul 2). Daca
G este divizibil, atunci (4.2.1.1)2) arata ca el are P.S.S.D.. Daca G este un grup
redus, idecompozabil, atunci el are, in mod trivial, P.S.S.D.. Daca G este de forma
(91), atunci, pentru orice i€l, Gi are P.S.S.D. si este total invariant in G, iar din (4.1.3)
rezultd ca G are P.S.S.D.. [

Din (4.2.2.3) obtinem structura grupurilor fara-torsiune, complet decompozabile.
Corolarul 4.2.2.4: Urmatoarele afirmatii sunt echivalente pentru orice grup G,
fara-torsiune §i complet decompozabil:

1) GareP.S.S.D.;

2) G are una din urmatoarele forme:

a) G este divizibil, (89)
sau:

b) G este redus (idecompozabil) de rang unu, (92)
sau:

o G=@GaG;, (93)

iel

unde:

O pentru orice i €l, Gi este un grup redus (idecompozabil), de rang unu;

0 pentruorice i, i2€l, (G, ) si t(G, ) sunt tipuri incomparabile.
Demonstratie: Pentru orice H si K grupuri reduse, fara-torsiune, de rang unu,

Hom(H,K)=Hom(K,H)=0

are loc daca si numai daca t(A) si t(B) sunt tipuri incomparabile. Deci, putem aplica
(4.2.2.3). 1

4.2.3. Grupuri mixte scindabile

In aceasta ultima sectiune vom studia grupurile (abeliene) mixte scindabile,
cu P.S.S.D.. Incepem cu:
Lema 4.2.3.1: Fie A un grup abelian si:
G=D@®A,
cu D - divizibil si fara-torsiune. Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) GareP.S.S.D.;
2) A este de forma (88).
Demonstratie: 1) implica 2) Presupunem ca G are P.S.S.D.. Atunci QDA are aceasta
proprietate. Consideram un sistem maximal independent {Xi}ic1, format din elemente
de ordin infinit in A si fie:
B=@ <xi>.

iel
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Atunci orice morfism de grupuri:

f:A->Q
induce un morfism:
g:B—>Q
si reciproc. Dar, pentru orice i€l,
<xi>=Z;
fie:
fi:<xi>—>Z

un izomorfism. Atunci, pentru orice i€l, existd un morfism:

hi:Z—->Q
astfel incat:
hiefi=gi,

unde:
gi:<xi>—>Q

este un morfism de grupuri si:
Imgi=Imbhi.

Deoarece:

Img=Y Ime,.

iel

rezultd ca exista un morfism:

g:B—>Q
astfel incat Img*cQ. Atunci nici morfismul:

" :A>Q,
indus de g*, nu este epimorfism, contradictie cu (4.1.5)1). Rezulta ca A nu are ele-
mente de ordin infinit; deci A este de torsiune. Deoarece A are P.S.S.D., rezulta ca
el are forma (88).
2) implica 1) Daci A este un grup de forma (88), atunci el are P.S.S.D.. In acest caz,
deoarece grupul G se poate scrie ca suma directd a doud subgrupuri total invariante
(in G) si avand fiecare P.S.S.D., (4.1.3) completeaza demonstratia. |

Trecem acum la grupurile mixte, reduse, scindabile.
Propozitia 4.2.3.2: Fie H un grup redus, fara-torsiune, idecompozabil si:

G=H®@Z(p"),
unde p este un numar prim §i n eN*. Atunci au loc urmatorele afirmatii:

1) Daca H nu este p-divizibil, atunci:
G are P.S.S.D. daca si numai daca n=1.
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2) Daca H este p-divizibil, atunci G are P.S.S.D., pentru orice n>1. Mai mult,
daca n>2, atunci:
G are P.S.8.D. exact daca H este p-divizibil.
Demonstratie: 1) Presupunem cd H nu este p-divizibil. Desigur ca daca:
n=1,
atunci:
G=H®Z(p)
are P.S.S.D..
Reciproc, presupunem ca n>2 si:
G=H®Z(p")
are P.S.S.D.. Consideram:
f:H— Z(p")
un morfism oarecare de grupuri si fie:
n:H — H/p"H
proiectia canonica a lui H pe grupul factor H/p"H. Conform ipotezei, deoarece:
p"H=kernckerf,
existd un morfism nenul:
h: H/p"H — Z(p")
astfel incat:
t=hemn.
Pe de alta parte,
p"(H/p"H)=0,
deci H/p"H este un p-grup marginit, adicd el este izomorf cu o suma directd de
p-grupuri ciclice, de ordin cel mult egal cu p”; fie:
H/p"™H=@ Z(p" ),
iel
unde, pentru orice i€, ni<n. Atunci existd un morfism:
k: @Z(p") > Z(p")

iel
astfel incat:
k=heg,
unde:
g: @Z(p")—>HpH

iel

este un izomorfism, vezi figura (94)
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(94)

@ Z(p™).

iel

Conform ipotezei si lui (4.1.5)2)b), f este epimorfism. Rezulta ca si h este tot un
epimorfism. Atunci:
Z(p")=Imf=Im(h-n)=Imh=Im(h-g)=Imk= ) Imki,
iel
unde, pentru orice i€l,
ki: Z(p™) > Z(p")
este un morfism de grupuri. Consideram meN, cu proprietatea cd 2<m<n-1 si fie:
B=<p™>cZ(p").
Daca, pentru orice i€l,
ki(1)=p™,
atunci, pentru orice i€l, ImkicB. In acest caz:
Z(p")=Imf= Z ImkicBcZ(p"),

iel

ceea ce este imposibil. Rezulta ca:

n=1.
2) Daca H este p-divizibil, atunci G este o suma directd de doi sumanzi directi total
invariangi, fiecare avand P.S.S.D.. Din (4.1.3) rezulta ca G are P.S.S.D.. Acum,
presupunem cd n>2 si G are P.S.S.D.. Conform celor demonstrate la punctul 1),
dacad H nu este p-divizibil, atunci:

n=1
- ceea ce contrazice ipoteza. Asadar, in acest caz, H este p-divizibil. [
Corolarul 4.2.3.3: Fie H un grup redus, fara-torsiune, idecompozabil, B un p-grup
(redus) p"-marginit si:

G=H®B,
unde p este un numar prim si n eN*. Atunci au loc urmatorele afirmatii:

1) Daca H nu este p-divizibil, atunci:
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G are P.S.S.D. daca si numai daca B este elementar.
2) Daca H este p-divizibil, atunci G are P.S.S.D. pentru orice grup B care este
sau idecompozabil sau elementar (deci, B este de forma (85) sau de forma
(86)). Mai mult, daca n>2, atunci:
G are P.S.S.D. exact daca H este p-divizibil i B este idecompozabil.
Demonstratie: 1) Presupunem ca H nu este p-divizibil si ca G are P.S.S.D.. Atunci,
conform lui (4.1.1), B are P.S.S.D.. Din (4.1.2.4) rezulta ca:

B=Z(p") sau B=(®D,, Z(P))

unde neN*, n>2, iar my este un cardinal oarecare. Acum (4.2.3.2)1) arata ca B este
elementar.

Reciproc, presupunem ca B este un p-grup elementar si fie T si S doi
sumanzi directi ai lui G. Deoarece, B este total invariant in G, rezulta ca:

T=K®&U sau T=U,
iar:

S=L®eV sau S=V,
unde U si V sunt sumanzi directi in B, iar K si L sunt izomorfi cu H. Rezulta ca
T+S este un sumand direct in G si, astfel, G are P.S.S.D..
2) Presupunem ca H este p-divizibil. Atunci G este o suma directd de sumanzi directi
total invarianti. Deci G are P.S.S.D. daca si numai dacd B are aceastd proprietate.
Acum (4.2.1.4) completeazd demonstratia. Presupunem ca n>2. Atunci, conform
ipotezei, lui (4.2.1.4) si lui (4.2.3.2)2), G are P.S.S.D. daca si numai daca:

B=Z(p")
si H este p-divizibil. []

Rezultatul de la (4.2.3.3) il putem generaliza astfel:
Corolarul 4.2.3.4: Fie,

H=@ Hi

iel

un grup redus, fara-torsiune, cu proprietatea ca, pentru orice i €l, H; este idecompozabil
si fie:

B=@ By

peP’
un grup redus, de torsiune, descompus in p-componentele sale, unde P’ este o multime
de numere prime. Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) Grupul:
G=H®B
are P.S.S.D.;

272



Capitolul 4. MODULE CU P.S.S.D.

2) Au loc urmatoarele doua afirmatii:
a) Pentru orice p eP’,
i) By este de forma (85) si pentru orice i €l, H; este p-divizibil,
sau:
ii) By este de forma (86).
b) Pentru orice i1, i2€l, i1+,
Hom(H, ,H, )=Hom(H, , H, )=0.
Demonstratie: 1) implica 2) Fie G un grup ca si in enunt, cu P.S.S.D.. Atunci H, B
si, pentru orice peP’ si pentru orice iel, Hi®Byp au (fiecare) P.S.S.D.. Din (4.2.2.3)
si (4.2.3.3) rezulta ca are loc una din conditiile a) sau b).
2) implica 1) Presupunem ca are loc una din conditiile a) sau b). Atunci:

G=H®(P Bp)@( P Cp), (95)

peP, peP,
unde:
0 P2 i P3 sunt submultimi disjuncte ale multimii P’, cu proprietatea ca:
P2UP3=P’;
O pentru orice peP2, By este un p-grup elementar; pentru orice peP3, Cp este
un p-grup redus, indecompozabil (neelementar).
Fie:
K=H®( P By) si L= @ By
peP, peP,
Orice descompunere directa a lui K este de forma:
K=H’®( P By),

peP,
unde H’ este izomorf cu H si orice sumand direct T al lui K este de forma:
T=E®F,
unde E este izomorf cu un sumand direct al lui H si F este un subgrup in @ B,.
peb,
Deoarece, pentru orice morfism:
f:H—> @Bp
<P,
Imf este un sumand direct, rezultd ca suma oricaror doi sumanzi directi ai lui K
este tot un sumand direct In K. Pe de alta parte, sumanzii K si L sunt total invarianti
in G si L are P.S.S.P. (conform lui (4.2.1.5)). Acum, iarasi, (4.1.3) completeaza
demonstratia. ]
Pentru grupurile mixte, scindabile, nereduse, avem urmatorul rezultat:
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Lema 4.2.3.5: Fie H un grup redus, fara-torsiune, idecompozabil gi:
G=H®Z((p"),
unde p este un numar prim. Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) GareP.S.S.D,;
2) H este p-divizibil.
Demonstratie: 1) implica 2) Presupunem ca G are P.S.S.D., H nu este p-divizibil si
Z(p¥)=<c1,c2,...,Cn,...>,
unde:
p-c1=0, p-c2=ci, ey p-Cn=Cn-1,
Fie neN”* si consideram:
f:H—> Z(")
un morfism oarecare de grupuri. Daca:
g Z(p") > Z(p”)
este un morfism cu:
g(1)=cn,
atunci:
gof : H — Z(p~)
este un morfism, care nu este epimorfism. Deci, conform lui (4.1.5)2), G nu are
P.S.S.D. - contradictie cu ipoteza. Asadar, daca G are P.S.S.D., atunci H este p-divizibil.
2) implica 1) Se poate demonstra usor ca orice sumand direct propriu al lui G este
sau Z(p~) sau izomorf cu H. Deci, fie:
G=H®Z(p”)=KDZ(p™)
doua descompuneri directe ale ale lui G. Atunci:
H+K=H®[Z(p*)N(H+K)]=K®[ Z(p”)N(H+K)]
si H/(HNK) este izomorf cu Z(p*)N(H+K), vezi [92]. Deoarece H/(HNK) este p-
divizibil, rezulti ca Z(p*)(H+K) este Z(p®) sau 0. In concluzie, G are P.S.S.D.. [
Consideram grupul:

G=(D (D, ZrPMNS(DH) (96)

peP| iel
unde:
0 P este o submultime de numere prime si np este un cardinal oarecare,
0 [ este o multime oarecare de indici si, pentru orice i€l, Hi este un grup
redus, idecompozabil si fara-torsiune.
Deoarece sumandul direct:

D=@(@®, Zr™)

pepy
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este total invariant 1n acest grup G, folosind (4.2.2.1) si (4.2.3.5) obtinem:
Corolarul 4.2.3.6: Urmatoarele afirmatii sunt echivalente pentru orice grup G de
forma (96):
1) Gare P.S.5.D.;
2) Au loc urmatoarele doua afirmatii:
a) pentru orice i €l §i orice p €P1, Hi este p-divizibil,
Si:
b) pentru orice i1, i2€l, i172,
Hom(H, ,H, )=Hom(H, ,H, )=0.L]
Suntem acum 1n masura sa prezentdm structura grupurilor mixte scindabile,
cu P.S.S.D..
Teorema 4.2.3.7: Urmadtoarele afirmatii sunt echivalente pentru orice grup mixt
scindabil G:
1) Gare P.S.5.D.;
2) G are una din urmatoarele forme:
a) G=D @A, 97)
sau:
b) G=H®A, (98)
unde:

O D este fara-torsiune si divizibil,

O A este un grup de forma (88),

O H este un grup redus, fara-torsiune de forma (90) sau de forma (91), pentru
orice p-componentd neelementara a lui A orice sumand direct al lui H este
p-divizibil §i pentru orice doi sumanzi direci, distincti, idecompozabili T §i
Sailui H,

Hom(T,S)=0.

Demonstratie: 1) implica 2) Fie:

G=E®F
un grup mixt scindabil, cu P.S.S.D., unde E este divizibil si F este redus. Presupunem
ca:

E=(®,, Q®&(D A»),

pePy

unde Pi este o submultime de numere prime si pentru orice peP1, Ap este un p-grup
divizibil. Daca mo#0, atunci din (4.2.3.1) rezultd cd A este de forma (88) si G este
de forma (97). Daca:

mo=0,
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atunci (4.2.3.4) si (4.2.3.6) completeaza demonstratia.
2) implica 1) Presupunem ca G este un grup care satisface una din conditiile a) sau
b) de la punctul 2). Atunci, conform lui (4.2.3.1), (4.2.3.4) si (4.2.3.6) este suficient
sa demonstram doar ca grupul:

G=H®A
are P.S.S.D. daca multimile P1, P2 si P3 sunt nevide. Deci consideram un astfel de
grup:

G=(@D H)D(D Ap)D(D Br)®( D Cv), (99)

iel peP, peP, peP,
unde:
0 Py, P2 si P3 sunt submultimi nevide de numere prime, cu proprietatea ca:
PinP2=P1nP3=P2nP3=;
O pentru orice peP1, Ap este un p-grup divizibil; pentru orice peP2, By este un
p-grup elementar;
0 pentru orice peP3, Cp este un p-grup redus, idecompozabil si neelementar;
O pentru orice i€l, Hi este un grup redus, idecompozabil, fara-torsiune si p-
divizibil, pentru orice peP1UP3; pentru orice i1, i2€1, 11#12,
Hom(H; ,H; )= Hom(H, ,H, )=0.
Fie:
K= H)®(D Ap)
iel peP,
st fie:
L=(@® Bn®( D C»).

peP, pePs
Atunci rezultad ca, K si L au (fiecare) P.S.S.D., conform lui (4.2.3.6), respectiv lui
(4.2.1.5). Deoarece ele sunt total invariante in G si:
G=K®&L,
iarasi (4.1.3) completeaza demonstratia. [
La sfarsitul acestei cérti, ca o concluzie, remarcdm urmatoarele:
Observatii 4.2.4.8: 1) a) Exista grupuri abeliene care au si P.1.S.D. §i P.S.S.D..
b) Exista grupuri abeliene care nu au P.1.S.D., dar au P.S.S.D..
¢) Exista grupuri abeliene care au P.1.S.D., dar nu au P.S.S.D..
d) Exista grupuri abeliene care nu au nici P.1.S.D., nici P.S.S.D..
2) Pentru orice grup de torsiune, T, cu P.S.S.D., exista doua grupuri Gi si G2 cu
proprietatile: G1 si G2 au (fiecare) P.S.S.D., G1 nu este izomorf cu G2, dar:
T(G))=T(G2)=T.
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Demonstratie: 1)a) Vezi (4.2.1).

b) Conform cu (2.1.2.2) si (4.2.1.1)2), grupul:
G=Z(p")®Z(p")

satisface la conditiile din enunt.

¢) Vezi (4.2.2).

Altfel: Conform cu (2.1.2.2) s1 (4.2.1.2)2), grupul:
G=Z(p)PZL(p~)

satisface la conditiile din enunt.

d) Conform cu (2.1.2.2) si (4.2.1.2)2), grupul:
G=Z(p)DZ(p")DL(p")

satisface la conditiile din enunt.

2) Vezi (4.2.4.7). [

277



BIBLIOGRAFIE

[1] Albrecht, U., An Azumaya Theorem for a class of mixed abelian groups, Preprint.

[2] Albrecht, U., Endomorphism rings and A-projective, torsion-free abelian groups,
Abelian Groups Theory, Lecture Notes in Math., 1006, Springer-Verlag, New-York,
Berlin, Heidelberg, 1983, 209-227.

[3] Albrecht, U., 4 note an localy A-projective groups, Pacific J. Math., 120, 1985, 1-17.

[4] Albrecht, U., Baer’s lemma and Fuchs problem 84a, Trans. Amer. Math. Soc., 293,
1986, 565-582.

[S] Albrecht, U., Endomorphism rings of faithfully flat abelian groups of infinite rank,
Results in Math., 17, 1990, 179-201.

[6] Albrecht, U., Goeters, H. P., Wickless, W., The flat dimension of mixed groups as
E-modules, Rocky Montain J. Math., 25, 1995, 569-590.

[7]1 Albrecht, U., Hausen, J., Modules with the quasi-summand intersection property,
Bull. Austr. Math. Soc., 44, 1991, 189-201.

[8] Albrecht, U., Hausen, J., Mixed Abelian Groups with the Summand Intersection Property,
Lecture Notes in Pure and Applied. Math., 182, Aekker, New-York, 1996, 123-132.

[9] Albrecht, U., Jeong, J., Homomorphisms between A-projective groups and left Kasch
rings, Preprint.

[10] Anderson, F. W., Fuller, K. R., Rings and categories of modules, Springer-Verlag,
1973.

[11] Arnold, D. M., Finite Rank Torsion-Free Abelian Groups and Rings, Lecture Note in
Math., 931, Springer-Verlag, New-York, Berlin, Heidelberg, 1982.

[12] Arnold, D. M., Faticoni, T., Abelian group as flat modules over their endomorphism
rings, Comm. Algebra 21(10), 1993, 3403-3423.

[13] Arnold, D. M., Hausen, J., A characterization of modules with the summand intersection
property, Comm. Algebra, 18(2), 1990, 519-528.

[14] Arnold, D. M., Lady, E. L., Endomorphism rings and direct sums of torsion-free abelian
groups, Trans. Amer. Math. Soc., 211, 1975, 225-237.

[15] Arnold, D. M., Murley, E.C., Abelian groups such that Hom(A,-) preserves direct
sums of copies of A, Pacific J. Math., 56, 1975, 7-20.

[16] Baer, R., Abelian Groups that are direct summand in every containing abelian groups,
Bull. Amer. Math. Soc., 46, 1940, 800-806.

[17] Beaumont, R. A., Pierce, R. S., Torsion-free rings, lllinois J. Math., 5, 1961, 61-98.

[18] Botha, J. D., Gribe, P. J., On torsion-free Abelian groups whose endomorphism rings
are principal ideal domain, Comm. Algebra, 12(11), 1983, 1343-1354.

[19] Bowmann, H., Rangaswamy, K. M., Torsion-free separabile abelian groups qvasi-
projective over their endomorphism rings, Houston J. Math., 11, 1985, 147-153.

278



BIBLIOGRAFIE

[20] Butler, M. C. R., 4 class of torsion-free abelian groups of finite rank, Proc. London
Math. Soc., 15(3), 1965, 680-698.

[21] Butler, M. C. R., On localy free torsion-free rings of finite rank, J. London Math.
Soc., 13, 1968, 297-300.

[22] Cartan, H., Eilenberg, S., Homological Algebra, Princeton University Press, Princeton,
New Jersey, 1956.

[23] Calugareanu, G, Introducere in teoria grupurilor abeliene, Editura Expert, Cluj-
Napoca, 1994.

[24] Calugareanu, G, Abelian groups with semi-local rings of endomorphisms, Comm.
Algebra, 30(9), 2002, 4105-4111.

[25] Chatters, A. W., Hajarnavis, C. R., Rings with Chain Conditions, Pitman, London,
1980.

[26] Colby, R. R., Rutter, E. A. Jr., Generalizations of QF-3 algebras, Trans. Amer. Math.
Soc., 153, 1971, 371-386.

[27] Corner, A. L. S., Every countable reduced torsion-free rings is an endomorphism
ring, Proc. London Math. Soc., 13(3), 1963, 687-710.

[28] Dlab, V., The Frattini subgroups of Abelian Groups, Czech. Math. J., 10, 1960, 1-16.

[29] Dobbs, D. E., On the criteria of D. D. Anderson for invertible and flat ideals,
Cannad. Math. Bull, 29, 1986, 25-32.

[30] Dugas, M., Gébel, R., Every cotorsion-free rings is an endomorphism ring, Proc.
London Math. Soc., 45(3), 1982, 319-336.

[31] Dugas, M., Gibel, R., Every cotorsion-free algebra is an endomorphism algebra,
Math. Z., 181, 1982, 451-470.

[32] Dugas, M., Gobel, R., Endomorphism rings of separable torsion-free abelian groups,
Houston J. Math., 11, 1985, 471-483.

[33] Dugas, M., Irwin, J., Khabbaz, S., Countable rings as endomorphism rings, Quart.
J. Math., Oxford, 39(2), 1988, 201-211.

[34] Faith, C., Lectures on Injective Modules and Quotient Rings, Springer-Verlag, Berlin,
Heidelberg, New-York, 49, 1967.

[35] Faith, C., Algebra II, Ring Theory, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New-Y ork, 1976.

[36] Faith, C., Page, S., “FPF Ring Theory”, London Math. Soc., Lecture Notes Series,
88, Cambrige Univ. Press, 1984.

[37] Faticoni, T. G., Goeters, P., Examples of torsion-free groups flat as modules over
their endomorphism ring, Comm. Algebra, 19, 1991, 1-27.

[38] Fuchs, L., On a useful lemma for abelian groups, Acta. Sci. Math. Szeged, 17, 1956,
134-138.

[39] Fuchs, L., Abelian Groups, Publ. House of Hungarian Acad. of Science, Budapest,
1958.

[40] Fuchs, L., Notes on Abelian Groups, Ann. Univ. Sci. Budapest, Sec. Math., 2, 1959,
5-23.

279



Teodor Dumitru Vdlcan « MODULE CU PROPRIETATEA INTERSECTIEI SUMANZILOR DIRECT!

[41] Fuchs, L., Infinite Abelian Groups Theory, vol. I, Academic Press, New-York and
London, Pure and Applied Mathematics, 36, 1970.

[42] Fuchs, L., Infinite Abelian Groups Theory, vol. 11, Academic Press, New-York and
London, Pure and Applied Mathematics, 36, 1973.

[43] Fuchs, L., Kertész, A., Szele, T., Abelian groups in which every serving subgroup is
a direct summand, Publ. Math. Debrecen, 3, 1953, 95-105.

[44] Garcia, J., L., Properties of direct summands of modules, Contact Franco-Belge,
Antwerpen, 1985.

[45] Glaz, S., Wickless, W., Regular and principal projective endomorphism rings of mixed
abelian groups, Comm. Algebra, 22, 1994, 1161-1176.

[46] Griffith, P., Infinite Abelian Groups, Chicago Lectures in Mathematics, Chicago and
London, 1970.

[47] Hausen, J., Finite rank torsion-free abelian groups uniserial over their endomorphism
rings, Proc. Amer. Math. Soc., 93, 1985.

[48] Hausen, J., Modules with the summand intersection property, Comm. Algebra, 17,
1989, 135-148.

[49] Hill, P., On transitive and fully transitive primary groups, Proc. Amer. Math. Soc.,
22,1969, 414-417.

[50] Huber, M., Warfield, R. B., Homomorphism between cartesian powers of an abelian
group, Abelian Group Theory, Lecture Notes in Math, 874, Springer-Verlag, Berlin,
New-York, Heidelberg, 1974.

[51] Hungerford, T. W., Algebra, Springer-Verlag, Berlin, New-York, Heidelberg, 1974.

[52] Ton, D. L., Radu, N., 4/gebra, Editura didactica si pedagogica, Bucuresti, 1981.

[53] Jensen, C. U., 4 remark on flat and projective modules, Connad. J. Math. 18, 1986,
943-949,

[54] Jonssen, B., On direct decomposition of torsion-free abelian groups, Math. Scand., 7,
1959, 361-371.

[55] Kamalov, F. F., Intersectia sumanzilor directi ai grupurilor abeliene (in l. rusa), lzv.
Vyssh. Uchebn. Zaved. Mat. 5, 1977, 45-56.

[S6] Kaplansky, 1., Modules over Dedekind rings and valuation rings, Trans. Amer. Math.
Soc., 72, 1952, 327-340.

[57] Kaplansky, L., Projective Modules, Ann. of Math. 68, 1957, 372-377.

[58] Kaplansky, L., Infinite Abelian Groups, Univ. of Michigan Press, Ann Arbor, Michingan,
1954, 1969.

[59] Kaplansky, L., Commutative Rings, Univ. of Chicago Press, Chicago, 1974.

[60] Kertész, A., On fullly decomposable abelian torsion groups, Acta. Math. Acad. Sci.
Hungar, 3, 1952, 225-237.

[61] Kertész, A., Szele, T., On abelian groups every multiple of which is a direct summand,
Acta. Sci. Math. Szeged, 14, 1952, 157-166.

280



BIBLIOGRAFIE

[62] Kulicov, L., O suma directa de grupuri, (in [. rusa), Ukrain. J. Math. Tom. IV, Nr. 3,
1952, 230-275.

[63] Kulicov, L., O suma directa de grupuri, (in l. rusa), Ukrain. J. Math. Tom. IV, Nr. 4,
1952, 347- 372.

[64] Kuros, A., Lectii de algebra (I. rusa), Editura Fizmatiz, 1962.

[65] Kuros, A., Teoria grupurilor (1. rusa), Editura Nauka, 1967.

[66] Lambek. J., Lectures on Rings and Modules, Blaisdell Publ. Comp. a Division of Ginn
and Comp., Waltham, Massachusetts, Toronto, London, 1966.

[67] Levine, J., On the injective hulls of semisimple modules, Trans. Amer. Math. Soc., 155(1),
1971, 115-126.

[68] Matlis, E., Injective modules over noetherian rings, Pacific J. Math., 8(3), 1958, 508-549.

[69] Purdea, 1., Pic, Gh., Tratat de algebra moderna, Vol. 1, Editura Academiei R.S.R.,
Bucuresti, 1980.

[70] Purdea, L., Tratat de algebra moderna, Vol. 11, Editura Academiei R.S.R., Bucuresti,
1982.

[71] Rangaswamy, K. M., Full subgroups of abelian groups, Indian J. Math., 6, 1964, 21-27.

[72] Rangaswamy, K. M., Abelian groups with endomorphic images of special types, .
Algebra, 6, 1967, 271-280.

[73] Reid, J. D., On quasi-decomposition of torsion-free abelian groups, Proc. Amer.
Math. Soc., 13, 1962, 550-554.

[74] Rickmann, F., Walker, E., Cyclic Ext., Rocky Montain J. Math. 11, 1981, 611-615.

[75] Rotmann, J. J., Notes on Homological Algebra, Van Nostrand Reinhold Company,
New-York, Cincinnati, Toronto, London, 1970.

[76] Rotmann, J. J., An Introduction to Homological Algebra, Academic Press, New-
York, 1979.

[77] Rowen, L., Ring Theory, Academic Press, New-York, 1988.

[78] Sharpe, D. W., Wamos, P., Injective modules, Cambridge at the University Press, 1972.

[79] Ulmer, F., Localizations of endomorphism rings and fixpoints, J. Algebra, 43, 1976,
529-551.

[80] Vilcan, D., Grupuri abeliene cu proprietatea intersectiei sumanzilor directi, The Annual
Conference of the Romanian Society of Mathematical Sciences, 1997, May 29-June
1, Bucharest, Romania, 111-120.

[81] Vailcan, D., Subgroups and quotient groups of abelian groups with the direct summand
intersection property, Buletinul Stiintific al Universitatii de Nord, Baia-Mare, Seria
B, Fascicola Matematica-Informatica, Vol. XIII, Nr. 1-2, 1997, 17-32.

[82] Vilcan, D., Other characterizations of the abelian groups with the direct summand
intersection property, Studia Univ. Babes-Bolyai, Seria Mathematica, Vol. XLIII, Nr.
1, March 1998, 95-122.

[83] Valcan, D., On a problem of abelian group theory, Proceedings of the Annual Meeting
of the Romanian Soc. of Math. Sci. Cluj-Napoca, 27-31 Mai 1998, 57-64.

281



Teodor Dumitru Vdlcan « MODULE CU PROPRIETATEA INTERSECTIEI SUMANZILOR DIRECT!

[84] Vailcan, D., Injective modules with the direct summand intersection property, Buletinul
Stiintific al Academiei de Stiinte a Moldovei, Seria Mathematica, Nr. 3(31), 1999, 39-50.

[85] Vilcan, D., Submodules and quotient modules of modules with the direct summand
intersection property, Italian J. of Pure and Applied Math., Nr. 7, 2000, 95-112.

[86] Valcan, D., On some homomorphisms of direct sums of modules, Proceedings of A.
Razmadze Math. Institute, Vol. 124, 2000, 151-162.

[87] Valcan, D., Again on the direct sums of modules with the direct summand intersection
property, Buletinul Stiintific al Academiei de Stiinte a Moldovei, Seria Mathematica,
Nr. 3(37), 2001, 79-87.

[88] Valcan D., Abelian groups with the direct summand sum property, Demonstratio
Mathematica, Vol. XXXV, Nr. 3, 2002, 477-491.

[89] Vilcan, D., Modules with the direct summand sum property, Czech. Mathematical
Journal, 53 (128) 2003, 277-287.

[90] Vilcan, D. Indecomposable subgroups of torsion-free abelian groups, Studia Univ.
Babes-Bolyai, Seria Mathematica, Vol. LII, Nr. 2, June 2007, 133-140.

[91] Valcan, D., About a category of Abelian groups, General Mathematics, Vol. 24, No.
1 (2016), 53-63.

[92] Walker, E. A., Cancellation in direct sums of groups, Proc. Amer. Math. Soc., 7, 1956,
898-902.

[93] Wang, J. S. P., On completely decomposable groups, Proc. Americ. Math. Soc. 15,(2),
1964, 184-186.

[94] Ware, R., Endomorphism rings of projective modules, Trans. Amer. Math. Soc., 155(1),
1971, 233-256.

[95] Warfield, R. B. Jr., Decompositions of injective modules, Pacific J. Math. 31(1), 1969,
263-276.

[96] Wickless, W. J., A functor from mixed groups to torsion-free groups, Abelian Group
Theory and Related Topics, 171, Amer. Math. Soc., Contempory Mathematics, 1994,
407-417.

[97] Wilson, G. V., Modules with the summand intersection property, Comm. Algebra,
14(1), 1986, 21-38.

[98] Zassenhaus, H., Orders as endomorphism rings of modules of the same rank, J. London
Math. Soc, 42, 1967, 180-182.

[99] Zheng, X. H., Characterizations of Noetherian and Hereditary Rings, Proc. Amer.
Math. Soc., 93, Nr. 3, 1985, 414-416.

282



CUPRINS

SCURT ISTORIC SI INTRODUCERE .......cueruerruinensuecrerssesssnssasssesssssssssssasees 5
CAPITOLUL 1. PRELIMINARII .....ccoiiiiiinniinnrinnsinsnisesnssesessesesnssenesesees 30
1.1. CARACTERIZARI ALE GRUPURILOR ABELIENE CUP.IS.D. ....... 30
1.2. CARACTERIZARI ALE MODULELOR CUP.LS.D. ....cccooovevrirrnnnn 36
1.2.1. Rezultate generale ...........cccceevuiieiiieeiiieeieeeee e 37
1.2.2. Module cu sumanzi directi injectivi nenuli .........ccceeevveevveeecnveennnnn. 43
1.2.3. Module de torsiune peste domenii dedekindiene ..............cccuveeneee. 47
1.2.4. Module M-PIOI€CHIVE ....ccccvvieiiieeiiieeiieeeiieesieeesveeeeveeeereeereeeenneees 49
1.2.5. Module peste domenii cu ideale principale .........cccccecvveeeviercreeennnnn. 54
1.2.6. Grupuri abeliene de rang finit .........ccccceevvieeriieeriie e, 57
1.2.7. Grupuri complet decompozabile ..........ccccvveviiieviiieeniieeieeeieeee, 59
1.2.8. Module plate peste inelul endomorfismelor lor ...........cccveveneeennenn. 64
CAPITOLUL 2. GRUPURI ABELIENE CU P.LS.D. ..ininrnnnrnssann 70
2.1. TEOREMELE DE STRUCTURA ALE UNOR CLASE DE GRUPURI
ABELIENE CU P.I.S.D. ST APLICATII IMEDIATE ALE ACESTORA ....... 70
2.1.1. Grupuri HDETE .....ccvvievieiiieiieeiieeiecee et 70
2.1.2. Grupuri de tOTSTUNE ......cceeecveereieeiieriieeieesteeereeseeeereeseeeeseeseessneeneeas 73
2.1.3. Grupuri diviZIDIle ........cccoeviiiiiiieiieieeie e 75
2.1.4. Grupuri fAra-tOTSTUNE ........ccveerieeriieeieeieentieeieeseeeereeseeeeseeseeesneeeeas 78
2.1.5. GIUPUIT MIXEE .ovveeieieriieriieieetesieente et et ete et st ee e seee e eneesaeenee 81
2.2. ALTE CARACTERIZARI ALE GRUPURILOR ABELIENE
CU P.LS D, ettt ettt et te et esseesseensessaenseennens 86
2.2.1. Cazul general .........coceeviiiiiiiiiiii e 86
2.2.2. Grupuri de tOTSIUNE .......eceevueeririienienienieeieete ettt 93
2.2.3. Grupuri fAra-tOrSIUNE ........cecuereerierienieenieeieneente et ere e e eneeeaeens 101
2.2.4. GIUPUIT TNIXEE ..uvvieiiiieiiieesieeesreeesieeeseseeeseseeessseesssseessneessaeessseeenns 111
2.3. SUBGRUPURI SI GRUPURI FACTOR ALE GRUPURILOR
ABELIENE CU P.LS.D. .ottt 116
2.3.1. Subgrupuri de forma mG, MeN" ........cccooviiriieeeeee e, 116
2.3.2. Subgrupuri de forma G[m], meN" .......ccccciiiiiiiiiiieieeeeee 124

283



2.3.3. Subgrupuri de forma m'G, meN* ..o, 128

2.3.4. Subgrupul Tui Frattini ........cccccceeviieiiieiiieieeie e 130
2.3.5. Subgrupurile p-baziCe ........c.ccveevviieriieriieiieeie e 137
2.4. GRUPURI ABELIENE CU PROPRIETATEA CA ORICE SUBGRUP
(PROPRIU) AL LOR ARE P.ILS.D. ..oooiiiiiieeeeeeeeeee e 148
2.4.1. Grupuri de tOTSIUNE ......cccueeiiruierieriinieeieeeenieete et 149
2.4.2. Grupuri diVIZIDIIE ......ooueiviiiiiniiiiiiiiiciceccc e 152
2.4.3. Grupuri fAra-torSIUNE ........cecvereerierienienieeienieenie et ere e e eieens 154
2.4.4. Grupuri mixte scindabile ..........cccccoevieiiiiiieniiiiee e 169
CAPITOLUL 3. MODULE CU P.LS.D. ...iiininninnenissnsensessnsssssssssssans 170
3.1. MODULE INJECTIVE CU P.LS.D. .ccoiioiiieeeeeeeeeeeeeeeee e 170
3.1.1. Conditii SUICIENLE .......ccoeviiiiieiiiieeeeciiee et 171
3.1.2. Conditll NECESATE ......veeeeeuriieeeeiiiieeeeeiieeeeeeieeeeeeetaeeeeeeareeeeeearaeeeeeans 178
3.1.3. Conditii necesare $i SUFICIENLE .........ccveeeieiiiiiieeeiiieeeeciieee e, 183
3.2. MORFISME DE SUME DIRECTE DE MODULE CU P.I.S.D. ............ 190
3.2.1. Sume directe de module cu P.ILS.D. ......ccoviiiiiiiiiceeeee 191
3.2.2. Sume directe de grupuri abeliene cu P.I.S.D. .......ccccirvieniienennn. 194
3.2.3. Morfisme de sume directe de module ............coceveiiiiiiiiiiiiiiinen, 200
3.2.4. Aplicatii la sume directe de module cu P.I.S.D. .......cccccoeeeiiiennnn 210
3.3. SUBMODULE SI MODULE FACTOR ALE MODULELOR
CU PLLS.D. ettt e e e e s 220
3.3.1. Submodule de forma rM, reR ........ccccoiiiiiiiiii e, 221
3.3.2. Submodule de forma M[r], €R ......ccooiiiiiiiiiieee 228
3.3.3. Submodule de forma 1M, TER ...vouveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 231
3.3.4. Submodulul Tui Frattini .........ccccceovieiiiiieiieeee e 234
3.3.5. Submodule P-bazZiCe .......covueiriiiiiiiiieiieeeeeee e 240
CAPITOLUL 4. MODULE CU P.S.S.D. ..cuovrirurininninnesissnsessessssssssssssssans 249
4.1. MODULE ST INELE CUP.S.S.D. .ooiiiiieeeeeeee e 250
4.2. GRUPURI ABELIENE CUP.S.S.D. ..ccoiiiiieiieeeeeeeeeeee e 261
4.2.1. Grupuri de tOTSITUNE .......c.eevveerieerieeiiieniieeiienreeieeseeeseesneesseesaneens 263
4.2.2. Grupuri fAra-tOTSIUNE ........ccceeeriierrieriienieeniieereenieesreereesseeseeeseneens 266
4.2.3. Grupuri mixte scindabile ..........cccceeeieriieiiieniiiiiieeie e 268
BIBLIOGRAFIE .......uuuiioeiiecaeecnareccasecsansesssssessssssssasssssssesssssessasssssasssssasasssnass 278

284






