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ELOSZO

A jegyzet a Babes — Bolyai Tudomanyegyetem marosvasarhelyi kihelyezett iskolai €s 6vodai

pedagogiai karan elhangzo, a masodéveseknek szant Matematika elemei eléadas anyagat

tartalmazza. A jegyzet a kovetkezo fejezeteket targyalja, a kovetelményeknek megfeleld szinten:

A logika elemei,

Halmazelméleti alapfogalmak,

Relaciok,

Fiiggvények,

A természetes szamok halmaza,

Egész szamok halmaza, racionalis szamok halmaza, val6é szamok halmaza,
Kombinatorika,

A valoészinliségszamitas elemei,

A skatulyaelv,

A statisztika elemei.

Minden fejezetet tartalmaz egy sor megoldott feladatot, és minden fejezet ajanlott feladatokkal zarul.

Ezek a feladatok a szemindriumi aktivitast hivatottak eldsegiteni.

A szerz6 koszonetet mond dr.Marchis-Zsoldos Juliannanak és dr. Finta Bélanak a kézirat lektoralasa

soran minden kis részletre kiterjedd észrevételeikért, onzetlen munkajukért. A kézirat altaluk lett

lényegesen jobb, érthetébb. Koszondm a marosvasarhelyi kihelyezett tagozat mindenkori masodéves

didkjainak az elszant feladatmegoldd munkat: nélkiiliik ez a jegyzet nem sziiletett volna meg.

Marosvasarhely, 2018. jalius 9-én.



1. A LOGIKA ELEMEI

1.1 MATEMATIKAI KIJELENTESEK

Minden tudomany a megértetés gondjaival kiizd. A megallapitasok, tételek, de a feltevések is
egyértelmiiek kell, hogy legyenek, a félreértés veszélye nélkiill. A matematikaban mar rég attértek a
formalis nyelvek hasznalatdra. Ezek a mesterséges nyelvek a beszélt nyelv logikailag fontos elemeit
tartalmazzak csupan, a félreértés veszélyét elkertiilve.

Egy matematikai szoveg alapeleme a kijelentés. Egy kijelentéstdl elvarjuk, hogy azt az egyértelmiien
hamis vagy egyértelmiien igaz osztalyba tudjuk sorolni, azaz minden matematikai - és nem csak
matematikai! - kijelentéshez igazsagértéket kapcsolunk. Ez utobbi lehet igaz vagy hamis, amennyiben a
kijelentés tartalma igaz vagy hamis. Amennyiben ez a kapcsolds valamiért nem johet létre, akkor a
kijelentés sem nem hamis sem nem igaz. Az igaz kijelentések logikai értéke 1, a hamis kijelentések
logikai értéke 0.

Logikai kijelentésnek vagy itéletnek neveziink egy kijelentd mondatot, ha

egyértelmiien eldonthetd, hogy a benne foglalt allitas igaz vagy hamis.

A logikai itéletet a tovabbiakban itéletnek nevezziik, de ugyanezt fogjuk leirni a ,kijelentés”
vagy ,,dllitas” szavakkal is.
I. A kovetkezd kijelentésekrdl egyértelmiien kijelenthetd, hogy azok igazak:
- A Fadrusz Janos altal készitett Matyas-szobor Kolozsvaron talalhato
- Bolyai Janos matematikus Marosvasarhelyen halt meg.
- A Fold geoid alaku.
- A hét napjai soraban szerda utan csiitortok kovetkezik.
II. A kovetkezd kijelenések hamisak:
- A tizes szdmrendszerben a 25 egy paros szam.
- Magyarorszag fovarosa Sopron.
- Europa egy sziget.
HI. A kovetkezd kijelentésekrél nem tudjuk eldonteni egyértelmiien, hogy azok igazak-e vagy hamisak:
- Az igazsagos biintetés eléri a blindzot.
- Minden 2-nél nagyobb paros szam eldallithaté két primszam Osszegeként.
(Goldbach sejtés)
- Nagypapa sokat cigarettazott.

IV. A Kkijelentések egy specidlis fajtaja az, amelyik egyidejliileg igaz is meg hamis is: ezek a
paradoxonok. Igen sok érdekes paradoxonrdl tajékoztatnak benniinket a kulturtorténeti konyvek,
emlitsiink meg kettdt:

- A krétai Epimenidész szerint ,Minden krétai hazudik”. Ha minden krétai hazudik, akkor
Epimenidész allitasa sem igaz, illetve ha nem minden krétai hazudik, példaul Epimenidész igazat
mond, akkor kijelentése nem igaz, hiszen 6 maga krétai...(Epimenidész paradoxon);

- A fatol bizonyos tavolsagra all egy ember és a fa fele dob egy kovet. Amennyiben a ko a fa fele
mozdul, ugy a konek egyszer meg kell tennie a dobo és a fa kozotti tavolsag felét. Ehhez viszont
meg kell tennie a tavolsag felének a felét és igy tovabb, végtelenszer. Kovetkeztetésképpen a ko
nem éri el a fat... (Zénon paradoxon).

Az 1. és II. csoport mondatai kijelentések - szokas ezeket még itéleteknek is nevezni - mivel
igazsagértékilk egyértelmiien megallapithato.
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1.2 LOGIKAI MUVELETEK

Amennyiben p és q egy-egy logikai itélet, akkor a = p (,,non p”), a pA q (,,p és q”) vagy

konjunkcio, ap V q (,,p vagy qQ”) vagy diszjunkcio, a p—q (,,p-bol kévetkezik q”) vagy implikacio illetve a
peq (.p ekvivalens q-val”) vagy ekvivalencia is szintén egy-egy logikai itélet. A felsorolt itéletek
logikaiérték-tablazatait alabb mutatjuk be (1- igaz itéletet jeldl, mig 0 hamis itéletet), 1. és 2. tablazat:

1. tablazat

p -p

1 0

0 1

2. tablazat

p q pAq pVq p—q peq
0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

A tablazatokban leirtakat szavakban is 0sszefoglalhatjuk:

a) Két kijelentés konjunkciodja (p A q) igaz, ha mindkét kijelentés igaz.
b) Két kijelentés diszjunkcioja (p V q) igaz, ha legalabb az egyik kijelents igaz.

Példak

Szandékosan tartézkodunk a bonyolultabb matematikai kapcsolodasu kijelentésektdl: nem feltételezziik,
hogy az olvaso feltétleniil jaratos a matematika minden fejezetében.

Tagadas: ,,a 2000 év székoév volt!* allitas tagadasa: ,,Nem igaz, hogy a 2000 év székéév volf”.
Megfigyelhetd, hogy az eredeti kijelentés igaz, mig ennek tagadasa egy hamis allitas.

Konjunkcié: legyen a p kijelentés ,,2 osztoja 8-nak” illetve a g kijelentés: ,,2 osztoja 9-nek”. A p és g
kijelentés a kovetkez6: ,,2 osztdja S-nak és 2 osztoja 9-nek”. Konnyen belathatd ennek a
konjunkcioval eldallitott kijelentésnek az igazsagértéke. Miért hamis ez a kijelentés?

Diszjunkci6: legyen a p kijelentés: ,,holnap esni fog”, a q kijelentés pedig: ,,holnap nem fog esni”. A
p vagy q kijelentés a kovetkezd: ,,holnap esni fog vagy holnap nem fog esni”. Belathato, hogy ez a
kijelentés mindig igaz. Ezeket fajta a kijelentéseket, amelyek mindig igazak, tautologidknak
nevezziik, ezekrol a kijelentéstipusokrol még lesz szo.

Implikéacio: legyen a p kijelentés: ,,/ + I> 2” a q kijelentés pedig ,én vagyok a vdros
polgarmestere”. A p implikalja g-t kijelentés a kovetkezo: ,,ha I + 1> 2 akKkor én vagyok a varos
polgdarmestere”. A kijelentés, barmennyire is furcsa, de egy logikai igazsag. Ez lenne, a hamisbol
minden kovetkezik elve. Az internetet bongészve, az elv latin eredetijét is megtalalhatjuk, ime: “ex
falso sequitur quodlibet”.

Az ekvivalencia szemléltetésére két implikacidt valasztunk. Az elsé implikacio: ,ha a ldany szdke,
akkor Jancsi tdancolni fog vele”, azaz ,a lany széke” — ,Jancsi tancol vele”. A Kkijelentést
megvizsgalva, megallapithatjuk, hogy nem biztos, hogy Jancsi csak szokékkel tancol, illetve az is
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eléfordulhat, hogy a tancrend szerint egy legényest is eljar majd. A kijelentésbol viszont kovetkezik,
hogy a lany szokesége Jancsit tadncolasra készteti (az esetleges visszautasitdst nem tartjuk
valészinlinek a példankban). A masodik implikacié: ,,ha Jancsi tancol, akkor a lany széke”, vagyis
wJancsi tancol egy lannyal” —,.a lany szoke”. Megallapitjuk, hogy amennyiben Jancsi egy lannyal
tancol, az a lany biztosan szoke. A két implikaciot az és muvelettel egybekapcsolva azt kapjuk, hogy
Jancsi akkor és csak akkor tancol, ha a lany sz6ke. Ugy is mondhatjuk, hogy annak sziikséges és
elégséges feltétele, hogy Jancsi paros tancot tancoljon az, hogy a lany széke legyen. Megéllapitjuk,
hogy a ,Jancsi egy lannyal tancol” és ,,a lany szoke” kijelentések ekvivalensek!

Az és, vagy, nem miveletekkel illetve a ha... akkeor implikdcioval és az akkor és csak akkor
ekvivalenciaval - amelyek természetesen szintén miiveletek!- egybekapcsolva az egyszerii kijelentéseket,
Osszetett kijelentéseket kapunk, melyek tanulmanyozasaval a kijelentéskalkulus foglalkozik.
Legyen a py, pa,. . . pn allitdsok sorozata. Ha az allitassorozat barmely értékére a P(p, po, . . . pn) Osszetett
allitas hamis, akkor a P Osszetett allitas egy antilogianak, ellentmondasnak nevezziik. Ellenkezdleg, ha a
p1, p2.. pn allitassorozat barmely értékére a P Osszetett allitas igaz, akkor P egy tautologia, vagy logikai
torvény.
Tautologiak, amelyek alaptulajdonsagokat rogzitenek

1) pVg =q V padiszjukcié kommutativ (felcserélheto)

2) pAg =q N\ pakonjunkcié kommutativ (felcserélhetd)

3) pAg)Ar = pA(g Ar) akonjunkcid asszociativ (csoportosithatd)

4) @WVqg)Vr = pV(g Vr)adiszjunkcid asszociativ (csoportosithatd)

5) ®Vq)ANr = (pAr)V(gAr) akonjunkcio disztributiv a diszjunkcidra nézve

Az 5. tulajdonsagot a 3. tablazatban leirtakkal bizonyitjuk:

3. tablazat
1.|2.]3.|4. 5. 6. 7. 8.
pla|r |@Vg)|@Ar) | @A | @Vg)Ar|Ar)VgAr)
11|11 1 1 1 1
1101 0 0 0 0
110 (11 1 0 1 1
01|11 0 1 1 1
1100 |1 0 0 0 0
011101 0 0 0 0
0j0]11|0 0 0 0 0
0/0]01|O 0 0 0 0

Megfigyelhetd, hogy a 7 és 8 oszlop egyes cellai soronként megegyeznek, az 1,2 és 3 oszlop barmelyik
soranak harmasat vennénk is, ezzel bizonyitottuk az 5. tulajdonsagot.

1.3 MEGOLDOTT FELADATOK
1) Bizonyitsd be, hogy a kdvetkez6 Osszefliggések tautologiak

a) (pAq) = p
Megoldas: Elkészitjik a megfeleld logikai értéktablazatot (4. tablazat):
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4. tabléazat
rlq| @A) | ®Aq) > p
111 1
1]o]o 1
0[1]0 1
0/ofo0 1

Megfigyelhetd, hogy az utolso oszlop elemei rendre 1-gyel egyenldk, vagyis a
(p/A\q) — p Osszefliggés igaz, a p és g kijelenések barmely értékére, igy az Gsszefliggés tautologia
volta bizonyitott.

b (A - d) -4
Megoldas: Elkészitjiik a megfeleld logikai értéktablazatot (5. tablazat):

5. tabldzat
plalp—=q|pANp-q | (pAlp -~ q)~q

OO == -
S| = O
p—t [ D -
SO O =
el el e

Megfigyelhetd, hogy az utolsé oszlop elemei rendre 1-gyel egyenlék, vagyis a(pA(p - q)) = q
Osszefiiggés igaz, a p és ¢ kijelenések barmely értékére, igy az Osszefliggés tautologia volta
bizonyitott.

2) Bizonyitsuk be: (p = q) = (=p) = (—q)
Megoldas: Be kell bizonyitsuk, hogy a p —» g ugyanaz mint a (—q) - (—p) kifejezés.
Elkészitjik a megfeleld logikai értéktablazatot (6. tablazat):

6. tabldzat
plq|-p|-q|p—q|(=q) - (=p)
t{1lo [o |1 1
1tjofo [1 Jo 0
ol1t]1 o |1 1
olof1 |1 |1 1

Megfigyelhetd, hogy az utolsoé két oszlop elemei egyenldk, vagyis p = q és
(=q) = (—p) kifejezések azonosak, a p és g kijelenések barmely értékére, igy az Osszefliggés
bizonyitott.
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1.4 LOGIKAI ALAPELVEK (TORVENYEK)

1) Az azonossag elve (,principium identitatis”): a dolgok neve egyértelmi kell, hogy legyen, egy-
egy megnevezést minden esetben ugyanazon dolog megnevezésére kell hasznalni, mas dolog
megnevezesére az mar nem hasznalhato.

2) A Kkétszeres tagadas elve: =(—p) = p

3) A kizart harmadik elvének els6 megfogalmazoja Arisztotelész szerint ,,mindent vagy dllitani, vagy
tagadni kell”. Logikai operatorokkal a kovetkezOképpen fogalmazzuk meg: —=pVp = 1.

4) Az cllentmondas mentesség elve szerint egy kijelentés nem lehet egyszerre igaz és hamis:
—|p/\p =0.

5) ,reductio ad absurdum’- az abszurdra valo visszavezetés elve. Egy igen erds és gyakran hasznalt
bizonyitasi technika. Tegylik fel, hogy a p — g akarjuk bizonyitani. Ekkor feltételezziik, hogy g
nem igaz €s —q igaz. A -—g-bdl igaz kijelentések 1épésrdl 1épésre vald megfogalmazasaval
ellentmondasba keriilink p —vel vagy egy mas axiomaval, térvénnyel. Az ellentmondasbol
kovetkezik, hogy —q nem igaz, vagyis q igaz.

1.5 PREDIKATUMOK

Egy predikdtum egy kijelentés, amely egy vagy tobb valtozotol fiigg. A valtozok szamanak
fliggvényében beszEélink egyvaltozos, kétvaltozos, stb. predikatumokrol. A predikatumokat
Osszekapcsolhatjuk, ebben az esetben Gsszetett predikatumokrol beszéliink.

Példak:

a) p(x): ,,x<7,xeN”

b) p(xy): ,, x osztoja y-nak x, yeN”

c) p(x,y,2): ,x, ¥ €s z egy derékszogli haromszdg oldalhosszai, x,y,zeN”

Az egzisztencialis (3 - ,,létezik”) illetve az univerzalis (V - ,,barmely”) kvantorok a predikatumokat
kijelentésekké transzformaljak. Az egzisztencialis kvantor alkalmazasaval a kdvetkezo kijelentést kapjuk:
(3)x: p(x), x € E, amit a kovetkez6éképpen olvasunk: ,, létezik egy x elem az E halmazbdl, amelyre p(x)”.

Az univerzalis kvantor alkalmazasaval a kovetkezd kijelentést kapjuk: (V)x: p(x), x € E, amit a
kovetkezoképpen olvasunk: ,.az E halmaz barmely x eleme esetében p(x)”.
Példak:
a) Ixy): x+tH+)=3,x,yeR
b) (Vx): x*+1>0xeR
Az egzisztencialis és univerzalis kvantorok negacioja a kovetkezoképpen alakul:
- a(3Ix p), xeE) = (V)x =p(x), xeE
- A((Mxpx),x€E) = (3)x =p(x), xeE

Megfigyelhetd, hogy az egzisztencialis kvantort a negécié az univerzalis kvantorba transzformalja, és

crer

predikatum a sajat tagadasaba transzformalodik.
Tétel

Egy tételt altaldban egy implikacioé formajaban irhatunk fel: ,.ha p akkor ¢”. A tétel forditottja esetiinkben
a: ,ha q akkor p”, ellentettje: ,.,ha —p akkor —q”, illetve az ellentett forditottja: ,,ha —q akkor —p”.
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1.6 MEGOLDOTT FELADATOK
1) Anna, Balazs, Csaba és Doéra koziil valaki betort egy ablakot. Kérdésiinkre, hogy kitette, a
kovetkezo valaszok érkeztek:

Anna: Csaba volt.
Balazs: Nem én voltam.
Csaba: Baldzs volt.
Doéra: Csaba hazudik.

a) Ki volt a tettes, ha egy gyerek mondott igazat?
Megoldas:
a) Tekintsiik a kdvetkezo tablazatot, amelyben rogzitettiik az dsszes lehetséges esetet

(7. tablazat):

7. tablazat
Gyerek 1. eset 2. eset 3. eset 4. eset
Anna 1 0 0 0
Balazs 0 1 0 0
Csaba 0 0 1 0
Doéra 0 0 0 1

Az egyes esetek leirdsakor 1-gyel jeloltik azt, ha valaki igazat mondott, 0-val ha nem
mondott igazat. Sorra vessziikk az egyes oszlopokat, az egyes eseteket, és keressiik azt az
esetet, amely ellentmondasmentes, mikdzben a hamis allitasokat tagadassal, ,nem igaz
hogy..” , igazza tessziik.

Tekintsiik az els6 esetet, amelyben Anna mond igazat. Mivel a tobbi gyerek hazudik, igy az 6
allitasukat tagadjuk, igy kapjuk meg az eredeti allitasukat.

Anna: Csaba volt.
Balazs: Nem igaz, hogy nem én voltam, azaz én — Baldazs! - voltam.

Az els6 eset vizsgalatdban tovabb mar nem is érdemes kutatni, mivel amennyiben ,,Csaba
volt” és ,,Balazs volt” rendre igaz, akkor ez mar ellentmondas. Tekintsiik a masodik esetet, és
jarjunk el hasonldan. A kovetkezdket kapjuk:

Anna: Nem igaz, hogy Csaba volt.

Balazs: Nem én voltam.

Csaba: Nem igaz, hogy Baldzs volt.

Dora: Nem igaz, hogy Csaba hazudik, azaz Csaba nem hazudik, akkor viszont Csaba és
Dora allitasai ellentmondanak egymasnak.

Tekintsiik a harmadik esetet, €s jarjunk el, mint fentebb:

Anna: Nem igaz, hogy Csaba volt.

Balazs: Nem igaz, hogy nem én voltam — azaz Balazs a tettes.

Csaba: Baldzs volt- és Csaba igazat mond.

Déra: Nem igaz, hogy Csaba hazudik, azaz Csaba nem hazudik.
A fenti allitassorozatot vizsgalva megallapitjuk, hogy az ellentmonddsmentes, tehat biztosan
kijelenthetjiik, hogy Balazs a tettes!

11
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b)

Ki volt a tettes, ha egy gyerek nem mondott igazat?

Megoldas:

Tekintsiik a kdvetkezo tablazatot, amelyben rogzitettiik az 6sszes lehetséges esetet
(8. tablazat):

8. tabldazat
Gyerek 1. eset 2. eset 3. eset 4. eset
Anna 0 1 1 1
Balazs 1 0 1 1
Csaba 1 1 0 1
Doéra 1 1 1 0

Az elso eset allitasait figyelembe véve, a kijelentés sorozat a kovetkez6képpen alakul:
- Anna: Nem igaz, hogy Csaba volt.
- Balazs: Nem én voltam.
- Csaba: Balazs volt.

Megfigyeljiik, hogy ellentmondas allt el6, amennyiben Baldzs és Csaba is igazat mondtak.
Kecsegtetonek latszik a harmadik eset vizsgdlata, amikor Csaba nem mond igazat:

2)

- Anna: Csaba volt.
- Balazs: Nem én voltam.
- Csaba: Nem igaz, hogy Baldzs volt. Igy néz ki Csaba allitasanak a tagadasa
- Dora: Csaba hazudik
Az éllitassorozatot végigolvasva, azonnal belathato, hogy Csaba volt a tettes

Hérman beszélgetnek: A, B és C.

- A azt mondja: B hazudik.
- B aztmondja: C hazudik.
- Caztmondja: 4 és B hazudik

A megoldast a 9. tablazat szemlélteti

9. tablazat
Gyerek 1. eset 2. eset 3. eset
A 1 0 0
B 0 1 0
C 0 0 1

Az elsO eset ellentmondashoz vezet, mivel amennyiben elfogadjuk, hogy B allitdsa nem igaz,
akkor B allitasanak a tagadadsa az igaz: Nem igaz, hogy C nem hazudik, azaz C igazat mond.

Ebben az esetben viszont A és C allitasa vezet ellentmondashoz.

A masodik eset nem vezet

ellentmondashoz, hiszen A allitasanak tagadasa az, hogy nem igaz, hogy B hazudik, azaz B igazat
mond, tovabba C allitasa is hazugsag, aminek tagadasa: nem igaz, hogy A és B hazudik, tehat
koziiliik egyik biztosan nem hazudik, és ez B!

3)

Tudjuk, hogy szerepldink a hazugok vagy az igazmondok szektdjahoz tartoznak. Minden esetben

el kell donteni, ki melyik szektahoz tartozik.
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Egy szobaban ketten vannak : A és B. A azt mondja: ,,Legalabb egyikiink hazug”
10. tablazat

Személy 1. eset 2. eset 3. eset 4. eset
A 1 0 0 1
B 0 1 0 1

Megoldas: Az els6 eset (10. tdblazat) ellentmondasmentes: A igazat mond, B hazudik

Egy szobaban ketten vannak : A és B. A azt mondja: ,.én hazug vagyok, de B nem az”
Megoldads: Az els6 eset ellentmondashoz vezet, hiszen egy igazmond6é nem mondhatja
magarol, hogy hazug (10. tablazat). A masodik eset is ellentmondasos, hiszen
amennyiben A hazug, akkor neki minden allitdsa hazug, igy nem allithatja azt a valos
tényt, hogy B igazmond6. Egyetlen ellentmondasmentes eset a harmadik, amikor
mindketten a hazugok szektajahoz tartoznak

Egy szobaban harman vannak A, B és C. A kovetkezok hangzanak el:

A: ,Mindharman hazugok vagyunk”

B: ,,Pontosan egy igaz van kozottiink”

Megoldas: természetesen az elso és negyedik eset ellentmondashoz vezet, hiszen A nem
mondhat igazat. Ugyanigy a harmadik eset is ellentmondashoz vezet, hiszen amennyiben
tagadjuk B allitasat, akkor azt kapjuk, hogy ,.nem igaz, hogy pontosan egy hazug van
kozottiink”, tehat két vagy harom hazug van kozottiik. Hairom hazug nem lehet, hiszen azt
A pontosan ezt allitotta, és A hazudott. Két hazug sem lehet a harmadik eset szerint,
hiszen akkor B igazat mond, holott 6 is hazudik. Az egyetlen ellentmondasmentes eset a
masodik eset, ez szerint A és C hazug, B igazat mond.

4) Négy lany futdversenyen vett részt. A verseny utan mindegyiket megkérdezték, melyik helyen

végzett.

Valaki,

A kovetkez6 valaszokat kaptuk:

Anna: ,,Nem lettem sem elso sem utolso”

Bella: ,,Nem lettem elsé”

Csilla: ,,Elso lettem”

Dora: ,,En lettem az utolsd”

aki latta versenyt megallapitja, hogy a négy valasz koziil pontosan egy hamis. Ki mondott

valotlant? Ki volt az els6? Ki volt az utolsd?

Megoldas:

11. tablazat

Gyerek

1. eset 2. eset 3. eset 4. eset

Anna

Bella

Csilla

Dora

O = = —
—_— | =]
el Rl K=l
—_| == O

Szerencsénk van, mert az els6 lehetséges eset mar ellentmondasmentes! Ezek szerint Csilla lett az
els6, Dora nem mondott igazat, igy 0 biztosan nem lehet az utolso, Bella allitasabdl pedig arra
kovetkeztetiink, hogy 6 lett az utolsd, hiszen Anna nem lehet sem elsd, sem utolsé ¢€s igazat

mond. Esetiinkben két lehetséges sorrend is megvalosulhatott:
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- Csilla, Anna, Doéra, Bella, vagy
- Csilla, Dora Anna, Bella.

5) Egy papiron az aldbbi allitasok olvashatok:
a) Ezen a papiron legfeljebb 1 dllitas igaz.
b) Ezen a papiron legfeljebb 2 allitds igaz.
c) Ezen a papiron legfeljebb 3 dllitas igaz.
d) Ezen a papiron legfeljebb 4 allitds igaz.
e) Ezen a papiron legfeljebb 5 allitas igaz.
Hany allitas igaz?

Megoldas: értelmezziik az éllitast: az a) allitas szerint egyetlen allitds sem igaz a papiron esetleg
egy allitds igaz. Viszont igy a tovabbi allitasok is igazak, hiszen a legfeljebb 3 allitds igaz,
jelentheti a 0, 1, 2 vagy 3 allitas igazsagat is! Eszrevessziik, hogy egy adott allitas el5tt minden
allitas hamis, illetve mogotte minden allitas igaz. Igy a c) llitastol kezd6déen minden allitas igaz,
tehat a c), d) és e) allitasok igazak!

6) Legyen p, g, r logikai valtozd. Jeloljiik 1-gyel illetve 0-val az igaz illetve hamis logikai értéket.
Oldjuk meg p, g, r-re a kdvetkez6 egyenleteket:
a) (PVpAr=1

Megoldas:

12. tablazat
plajr|pVa | @VeAr
0[0[0|O 0
0(0|1]0 0
O[1|0|1 0
O[1]1]1 1
1/]0]0|1 0
1{0]1]1 1
11|01 0
L1 |1]1 1

A(0,1,1),(1,0,1)és (1, 1, 1) harmasok az a) egyenlet megoldasai!

b) (pAg)>7r=0
Megoldas:
13. tablazat

plajr|(aqg | (prq)>r
0[0]o0 0 0
0(0]1 0

0[1]0 0 0
01]1 0 1
1]0]o0 0 0
1/0]1 0 1
11|o] 1 0
111 1 1
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A(0,0,1),(0,1,1),(1,0,1), (1, 1, 1) harmasok kielégitik a b) egyenletet!

1.7 KITUZOTT FELADATOK

1) Késrzitsiik el az alabbi kijelentések logikai értéktablazatat:
a) =(=p)V=(=a);
b) pA(qVr);
c) pA(=qV-r)

2) Vizsgaljuk meg, hogy a kdvetkezo kijelentések tautologiak-e?
a) pV-p;
b) —(pV-p)
o) (p-PNg-1)-q

d) pA(p— q) — qalevalasztasi elv, ,,modus ponens”.

Megjegyzés: A modus ponens latinul annyit tesz, hogy tételez6 mod. Ez a legalapvetdbb kovetkeztetési
séma. A modus ponens esetében az allitdsbol és annak el6tagjabol arra kovetkeztetiink, hogy az utodtag is
helyes. Példaul: ,,ha sokat olvasok, akkor faj a szemem” éllitas és az ,,sokat olvasok™ allitasok kovetkeztetése
az, hogy ,.faj a szemem”. Megjegyezziik, hogy a masodik allitast a kovetkeztetéssel nem cserélhetjiik fel: a
»ha sokat olvasok, akkor faj a szemem” és ,.faj a szemem” kijelentésekbdl nem kdvetkezik feltétleniil, hogy
,Sokat olvasok”.

3) Vizsgaljuk meg, hogy a kdvetkezd kifejezések egyenértékiiek-e?
b) »-q=-(pA(=9)
) peq=Eqep

4) Vizsgaljuk meg a kdvetkez6 egyenletek igazsagértékét
a) —(pAq) = -pV g
b) —(pVq) = ~pA-q (de Morgan térvényei)

5) Anna, Béla és Cili szétosztanak 9 golyot ugy, hogy mindegyikiik kiillonb6zo szamu golyot kap, és
mindenki legalabb egyet. Az 6ket kérdez6 Beanak a kovetkezoket mondjak:
Anna: Ndalam legfeljebb 5 golyo van.
Béla: Annandl van a legtobb golyo.
Cili: Béla hazudik.
Kinél van a legtobb golyd és mennyi, ha tudjuk, hogy harméjuk koziil pontosan egy gyerek
hazudott?

6) Egy papiron az alabbi 4 allitast olvashatjuk:
a) Ezen a papiron pontosan 1 dllitas hamis.
b) Ezen a papiron pontosan 2 allitas hamis.
¢) Ezen a papiron pontosan 3 dllitas hamis.
d) Ezen a papiron pontosan 4 allitas hamis.
Hény allitas igaz a papiron?
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7) Az alabbiak koziil melyik a Nincs olyan gyerek, aki nem szereti a csokoladet éllitas tagadasa?
e) Nincs olyan gyerek, aki szereti a csokoladet
f)  Minden gyerek szereti a csokoladét
g) Néhany gyerek szereti a csokolddét.
h) Van olyan gyerek, aki szereti a csokoladét.
1) Van olyan gyerek, aki nem szereti a csokoladeét

8) Ot gyerek a kovetkezoket allitja egymasrol:
j) Andras: A4 fiutestvérem teniszezik.
k) Bea: Pontosan két testverem van.
l) Csaba: Nincs fiutestvérem.
m) Dora: Fiutestvérem hegediil.
n) Erik: A leanytestvérem szereti a matematikat.
Ki lehet Csaba testvére, ha mindenki igazat mondott?

9) Kati, Mari és Zsuzsi polot visel, de mindegyik mas szinit: pirosat, fehéret illetve zoldet. Milyen szinl
Kati és Mari poldja, ha:
o) Kati poloja nem fehér
p) Mari poldja fehér vagy zold
q) Zsuzsi poldja se nem piros, se nem zold.

10) Farslandia lakosainak szama 1998. A lakossag egy része igazmondo, a tobbi hazudods. Az orszagban
harom felekezet van: a Napimadok, a Foldimadok és a Holdimadok. Minden lakos pontosan egy
felekezethez tartozik. Egy orszagos felmérés alkalmaval minden lakosnak valaszolnia kellett a
kovetkez6 harom kérdés mindegyikére:

a) Te Napimado vagy? IGEN NEM
b) Te Foldimado vagy? IGEN NEM
¢) Te Holdimadé vagy? IGEN NEM

Az elsO kérdésre 999, a masodikra 777, a harmadikra 555 IGEN valasz érkezett. Hany hazudos
lakosa van Farslandianak?

11) A Seholsincs-szigeten kétféle ember él: igazmondd és hazudos. Az igazmondok mindig igazat
mondanak, a hazudésak mindig hazudnak. Egy alkalommal megkérdeztiink 6t embert, akik ismerték

egymast, hogy: ,,Hdny igazmondo van koztetek?” . A kdvetkezo valaszt kaptuk: 0, 1, 2, 3, 4. Hany
igazmondo volt az 6t ember kdzott?

12) Csam Borgd, Csen Cseld, Csin Talan és Cson Kagula négy jomadar bajba keveredtek: rablassal

gyanusitjak 6ket. Hirman ebben az {igyben artatlanok, egy valaki koziiliik biinos. Kihallgatasukkor a
kovetkezOket mondtak:

a) Csam Borgd: Csin Talan nem rablo.

b) Csen Csel6: Csin vagy Cson a rablo.

¢) Csin Talan: Cson Kagula artatlan.

d) Cson Kagula: Csam vagy Csem a rablo

Tudjuk, hogy az artatlanok minden allitasa igaz. Deritsd ki, hogy ki a biinds!

13) Ellendrizd a kdvetkezo azonossagokat:
¢) =(pAg) = ~pV-q
16



Elemi matematika

f) =(Vq) = -pA-q
g) pAq = =(—=pV-q)

14) Igazoljuk a kovetkez6 azonossagokat:
a) pe<>q=-pVq
b) p=q=@—qNqg~-p)

15) Legyen p, ¢, r logikai valtozo. Jeloljiik 1-gyel illetve 0-val az igaz, illetve
hamis logikai értéket. Oldjuk meg p, g, -re a kovetkez6 egyenleteket:
a) (pAq) = (pAr) =1
b) [pADVEPAD]—(gAr)=0

17



2. HALMAZOK

A halmaz a jelenkori matematika legalapvetobb fogalma. A halmazt elemeinek Osszessége
alkotja. Eszrevehetd, hogy az elobbi mondat csak leirja a halmazt, de nem definidlja azt. A halmazt
elsddleges fogalomnak tekintjiik, igy azt mas fogalmakkal nem definialjuk. A halmazt egyes szerzék
sokasagnak is nevezik.

Emlitettiik mar, hogy a halmazt az elemeinek Osszessége alkotja. Egy objektum hozzatartozhat,
vagy nem tartozhat hozza a halmazhoz, aszerint, hogy eleme-e a halmaznak vagy nem. A halmazhoz valo
tartozast is alapfogalomnak tekintjiik. A halmazt ismertnek, adottnak tekintjiik, ha a vele kapcsolatban
barmely dologrol egyértelmiien eldonthetd, hogy eleme-e a halmaznak vagy sem. A halmazokat
nagybetiikkel jeloljiik: 4, B, C... elemeit pedig kisbetiikkel. Amennyiben a az A halmaz eleme, akkor ezt
a kovetkezOképpen jeldljik: a € 4 (“a eleme A-nak”), ellenkezé esetben pedig a kovetkezo jelolést
hasznaljuk: a € A (“a nem eleme A-nak”™).

A halmaz elemeit felsorolassal adhatjuk meg, vagy pedig analitikusan, egy torvény segitségével:

A={1,2,3,4,5,6},

B={x| x+1<10, x€ N}.

A B halmazt elemei felsorolasaval is felirhatjuk: B= {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.

A halmazok kozott van egy, amelynek egyetlen eleme sincs. Ez a halmaz az iires halmaz, amelynek
jelolése: @.

A kovetkezokben tekintsiink két halmazt, A-t és B-t. Az A halmazt B részhalmazdnak tekintjik, ha A
minden eleme egyuttal B-nek is eleme. Azt, hogy A részhalmaza B-nek a kovetkezéképpen jeloljik: A C
B (“A része B-nek”). Természetesen minden halmaz része 6nmaganak, azaz A € A . Az A halmazt B
valodi részhalmazanak tekintjiik, ha A € B, de B-nek van olyan eleme, amely nem eleme A-nak.
Megjegyezziik, hogy egy A halmaz elemeinek szamat a halmaz szdmossaganak nevezziik és card(A)-val
vagy |Al-val jeldljik. A halmaz szamossaganak nagy szerepe van a szamfogalom bevezetésében.

2.1 MUVELETEK HALMAZOKKAL

a) Definicié: Az 4 és B halmaz egyesitése,(AU B), nyomadn keletkez6 halmaz olyan elemeket
tartalmaz, amelyek A-nak vagy B-nek elemei. Analitikusan:
AUB=(x|x€AV x € B).
b) Definicio: Az A és B halmaz metszete, (A N B) , soran keletkezé halmaz olyan elemeket tartalmaz,
amelyek A-nak és B-nek is elemei. Analitikusan:
ANB=(x|x€EAAN x€ B)
Megjegyzés: két halmaz diszjunkt, ha AN B = @
c) Definicié: Az A és B halmaz kiilonbsége (A/B) soran keletkezé halmaz olyan elemeket tartalmaz,
amelyek elemei A-nak, de nem elemei B-nek. Analitikusan:
A\B=(x|x€AANx¢& B)
d) Definicio: Az A és B halmazok egyenlék, ha A € B és B C A, azaz A barmely eleme a B halmaz
eleme is, és forditva: B halmaz minden eleme az A halmaz eleme is egyben.
Megjegyzés: hasznaljuk az € operatort is a részhalmaz jelolésére. Ebben az esetben a részhalmaz
egyenld is lehet a befogado halmazzal. A C haszndlatakor elfogadott az, hogy a befogado
halmaznak vannak elemei, amelyek nem talalhatok meg a részhalmazban.
e) Definicié: Ha BEA akkor az A \ B halmazt a B halmaz A-ra vonatkoztatott komplementer
halmazanak nevezziik. Jelolése: C4(B) .
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f) Definicié: ha A N B = @ akkor az A és B halmazokat diszjunkt halmazoknak nevezziik

o @ ) @)

A halmaz a B halmaz valdodi .
Az A és B halmazok Az A és B halmazok Az A és B halmazok

részhalmaza: A € B eyesitise: 4 U B etsscte: AN B Kiilonbsége: A / B
Megoldott feladatok
1. Tudju, hogy
a. AUB={1,23,45,67,8};
b. AnNB=1{1,5,6,7}
c. A\B=1{2,3,4}
Hatarozzuk meg az A ¢és B halmazokat.
Megoldas: Mivel AnB ={1,5,6,7}, igy {1,5,6,7}C A és {1,5,6,7}C B, tovabba az A\B = {2,3,4} -
bdl kovetkezik, hogy ezek az elemek csak az A halmaznak az elemei, igy tudjuk azt, hogy
{1,2,3,4,5,6, 7S A. A két halmaz egyesitésébdl mar csak a 8 hidnyzik, igy az eredetileg a B halmaz
eleme kell, hogy legyen, azaz 8 € B, igy {1, 5, 6, 7, 8}€ B. Kd&vetkezésképpen A ={1,2,3,4,5,6,7}
ésB=1{1,5,6,7,8}.0

2.2 A LOGIKAI SZITA - SZITAKEPLET

Adott egy n elemli 4 halmaz, card(A) = n, melynek elemeirdl tudjuk, hogy:

— p darab P tulajdonsagu eleme van (példaul: 2-vel oszthat6 szamok),

— g darab Q tulajdonsagu eleme van (példaul: 3-mal oszthatd szdmok),

— rdarab P és Q tulajdonsagu eleme van. (példaul 2-vel és 3-mal oszthatd szamok)
Megjegyzés: a P és O tulajdonsagu elemeket természetesen beszamitjuk a P tulajdonsaguak kézé, dea QO
tulajdonsagtiak kozé is!
Jeloljik a P tulajdonsagu elemek részhalmazat Ap-vel, ekkor p=card(Ap), a Q tulajdonsagu elemek
halmazat Ag-val, ekkor q=card(A4p) tovabba a P és Q tulajdonsagu elemek részhalmazat 4pp-val, ekkor
r=card(Aprg). A leirtakat az dbra szemlélteti:

A

)
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Az A halmaz elemeinek a szama pontosan az ApU Aq halmaz elemeinek a szama, azaz
card(Ap)+card(Ag)-card(Arg). Ha a card(Arg)-t nem vonnank ki, akkor a P és Q tulajdonsagt elemeket
kétszer szamitanank. Tehat:

card(ApUAq) = card(Ap)+card(Aqg)-card(Avg) = card(Ap)+card(Aqg) - card(Ar N Ag).

Mas jelolést hasznalva:

|APUAQ| = [Ap| + [Aql - |Arg| = |Ap| +[Aql - [Ar N Aql.

A fenti képlet a logikai szita formula két tulajdonsag esetére.

1) Megoldott feladat: Egy 32-es létszamu osztalyban év végén hét tanulonak volt tizese

2)

matematikabol, 12 tanuloénak pedig torténelembdl, négyen mindkét targybol tizest kaptak. Hany
tanul6 van az osztalyban, akinek sem matematikabol sem torténelembdl nem volt tizese.
Megoldas: jeloljik a matematikabol tizessel végzé didkok halmazat M-el, a torténelembdl
jeleskedOk halmazat T-vel. Belathatd, hogy a T halmazban van olyan didk, akinek matematikabol
is tizese van és viszont. Ezen didkok halmazat jeloljik MNT-vel. A feladat szovegébdl kideriil,
hogy M|=7, |T| =12, IMNT|=4. Ekkor:

IMU T| = [M[+[T|- M n T).

Behelyettesitve az ismert értékeket, azt kapjuk, hogy [IMU T|=7 + 12 — 4 = 15. Figyelembe véve,
hogy az osztaly 0sszlétszama 32, megallapitjuk, hogy 32 — 15 = 17 tanuldnak sem matematikabol
sem torténelembdl nem volt tizese.

Az abra alapjan 7 — 4 = 3 tanulonak csak matematikabol van tizese, 4 tanulonak mindkét
tantargybol van tizese, 12 - 4 = 8 tanulonak torténelembdl van tizese. Tehat 3 + 4 + 8 = 15 tanuld
torténelem illetve matematika jegyeirdl tudjuk, hogy azok tizesek. Kovetkezésképpen 32 — 15 —
17 tanulénak sem matematikabol sem torténelembdl nincs tizese.

Megoldott feladat: milyen értékek kozott valtakozhat egy 25 elemii halmaz és egy 17 elemi
halmaz uni¢janak szdmossaga?

Megoldas:
A O | | @D | .
AnB=0. ANB+Q AcB
|[AUB|=25+17=42 AeB |[AUB|=25

25<|AUB|<42
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3)

Az abrakbol kiolvashato, hogy | AU B | € [25,42].
A logikai szita formulat hdrom tulajdonsag esetére csak kijelentjiik, de nem bizonyitjuk:

JAUBUC|=]A]l+|B|+IC|—(ANnB|+]ANnC|+|BNC]))+|AnBnC|
Megoldott feladat: Egy egyetem 500 hallgatéja koziil 300 olvas németiil, 200 olvas angolul, 50
olvas franciaul. 20 olvas németiil és francidul, 30 olvas angolul és francidul, 20 olvas németiil és
angolul, 10 olvas mindharom nyelven. Hanyan olvasnak legalabb egy nyelven? Hanyan vannak
olyanok, akik egyetlen nyelven sem olvasnak
Megoldas: Angolul beszélok halmaza: A, németiil beszélok halmaza: N, franciaul beszélok
halmaza: F, angolul és franciaul beszélok halmaza: ANF, angolul és németiil besz€l6k halmaza:
ANN, franciaul és németiil beszélok halmaza: NNF, angolul, németiil és francidul beszélok
halmaza: ANFNN. Alkalmazzuk harom tulajdonsagra a szita formulat:

[JAUFUN|=|A|+ |F|+|IN|—=(JAnF|+]|]JAnNN|+|NNnF|)+|[AnFnNN|

Kovetkezik:
|[AUF UN|=300+200+50-(20+ 30 +20) + 10=550 — 70 + 10 = 490

Tehat 490 didk olvas legalabb egy nyelven, illetve 500 — 490 = 10 didk egyetlen nyelven sem
olvas a megadottak koziil.

2.3 HALMAZMUVELETEK TULAJDONSAGAI

Tekintsiik az A, B és C tetszoleges halmazokat. Ekkor:

Aup=A Ang=A

PcA (az lires halmaz barmely halmaznak részhalmaza)

AUA=A ANA=A (idempotencia)

AUB=BUA ANB=BnNA (kommutativitas)

(AuB)uC=AuU(BUC) AnB)NnC=An(BnNC) (asszociativitas)
An(BuC)=(AnB)UuAn0) AUBNC)=((AUB)N(AUC) (disztributivitas)
ACA (minden halmaz 6nmaganak részhalmaza)

2.4 HALMAZOK DESCARTES-FELE SZORZATA

Definicioé: Legyen A és B két (nem iires) halmaz. Az A X B szimbolummal jeloljiik az A és B halmazok

Descartes -féle szorzatanak halmaza. Az A X B halmaz elemeit a kévetkezokeppen irjuk le:

AxB={(a,b)|a€ADbeB}

Tehat az A X B halmaz elemei mindazok az (a,b) rendezett parok. Egy ilyen rendezett par els6 tagja az A

halmaznak, masodik tagja pedig a B halmaznak az eleme. Az A halmaz a szorzat elsé tényezdje, a B

halmaz a szorzat masodik tényezdje
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Példa: Legyen A = {1,2,3} és B = {0,6}. Ebben az esetben

A x B={(1,0),(1,6), (2,0), (2,6), (3,0), (3,6) }.

2.5 KITUZOTT FELADATOK

1y

2)

3)

4)

S)

6)

7)

8)

Hatarozzuk meg az X és Y halmazokat, ha az alabbi egyenldségek igazak:
a) XuY=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9};

b) XNnY ={4,6,9};

c) XU{3,4,5}={1,3,4,5,6,8,9};

d Yu({2,4,8}={2,4,56,7,8,9}.

Hatarozzuk meg az 4 és B halmazokat, ha az alabbi egyenldségek igazak:
a) AUB={2,3,4,5,6,7};

b) ANB ={l1,2};

c) A\ B ={5}.

Hatarozzuk meg az 4 és B halmazokat, ha az alabbi egyenldségek igazak:
a) AUB={a b ¢ d e};

b) ANB = {a, b};

c) A\ B ={c d}.

Hatarozzuk meg az E halmazt és annak 4 és B részhalmazait, ha tudjuk, hogy:
a) Cpd=1{2,5,9,12,18, 20};

b) CeB= {2, 6, 18,20};

c) AUB={1,5,6,9,13, 14}.

Hatarozzuk meg az A és B halmazokat, ha egyszerre teljesiilnek a kovetkezo feltételek:
a) AUB=1{4,5,6,7,8,10};
b) ANB=1{6,7,10};
¢ |IA\B|l=1;
d) |B| egy paratlan szam.

Hatarozzuk meg az A és B halmazokat, ha egyszerre teljesiilnek a kdvetkezo feltételek:
a) AUB=1{1,2,3,4,5,6};

b) ANnB ={3,4};

¢ |A\Bl=I|B\Al;

d) Az A4 halmaz elmei egymas utan kovetkezé szamok.

Hatarozzuk meg az A és B halmazokat, ha egyszerre teljesiilnek a kdvetkez6 feltételek:
a) AUB ={1,2,3,4,5,6};
b) ANB=1{5,6,7};
c) B\A=1{23,4}

Hatarozzuk meg az A és B halmazokat, ha egyszerre teljesiilnek a kdvetkezo feltételek:
a) AUB=1{1,2,3,4,5,6};
b) A\B UB\A = {1,4,5, 6};
c) 1eA
d {34}z A
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9) Hatarozzuk meg az 4 és B halmazokat, ha egyszerre teljesiilnek a kdvetkezd feltételek:
a) AUB ={1,2,3,4};
b) card(A) = card (B) ;
c) x EA=>x+1€B;
10) Hatarozzuk meg az 4 és B halmazokat, ha egyszerre teljesiilnek a kovetkezo feltételek:
a) AUB ={1,2,3,4,5,6};
b) A\(ANB) = {6};
¢) B\(BnA)={13}
11) irjuk fel azt a miiveletsort, amelynek eredménye az alabbi Venn-Euler diagramok besotétitett

halmaza:
A B A B 4 @B
a) b) C
9)
A g R 4 § 3 A § 3
C c <
d) e) D
A % g | {@B 4@3
c C C
g) h) )
A § 3 4 @B A § 3
C C C
J) k) )

Példaul az i) esetben a megoldas: (AU BU C) \ (ANBNC)
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12) Adott az M ={ab|ab € N, a < b} halmaz. Adjuk meg |M|-t.
13) Adott az N = {ab|ab € N,a > b} halmaz. Adjuk meg |N|-t.
14) Hany eleme van az A U B halmaznak, ha |A| = 8,|B| = 9,és|ANn B| = 5.

15) Adottak az A és B halmazok. Tudjuk, hogy |A| = 20, |B| = 15. Hatarozzuk meg |A N B|-t, ha
|A U B| = 28.

16) Adottak az A, B és C halmazok. Az abran bejeldltiink 7 tartomanyt. Hatarozzuk meg mely
tartomanybol allnak az alabbi halmazok:
a) (AuB)uC y

b) AnB)NC g
¢c) (A\B)\C A

d) (AUB)NC AWA

&) (BNnC)\4

f (B\C)nA v

gl AnC)u(BnC) C

17) Adott az A = {10, 20, 30} halmaz. Adjuk meg a B, C, D halmazokat, ha
a) AUB-={10, 20, 30, 40, 50}
b) ANB={20}
c) AD=0

18) Hatarozzuk meg az A \ B és B \ A halmazokat, ha: A={a, b, ¢, d}, AU B={a, b, c, d},
A N B={a,c}.

19) Egy osztaly létszama 30. Az osztalyban harom nyelvet tanulnak: angolt, oroszt és franciat,
minden diak legalabb egy nyelvet tanul. Angolul 14-en tanulnak, oroszul 15-en, franciaul pedig
5-en. Pontosan két nyelven hat diak tanul. Hanyan tanuljak mindharom nyelvet?

20) Egy matematikaversenyen két feladatot tliztek ki. Az els6 feladatot az indulok 70%-a, a masodik
feladatot az indulok 60%-a oldotta meg. Minden indulé megoldott legalabb egy feladatot,
kilencen mindkét feladatot megoldottak, Hanyan indultak a versenyen?

21) Egy matematikaversenyen 3 feladatot tiiztek ki. A 30 indulo koziil az elsd feladatot 19-en, a
masodikat 15-en, a harmadikat 18-an oldottak meg. Az els6 és masodik feladatot 7-en, a masodik
és harmadik feladatot 10-en, az els6 ¢és harmadik feladatot 9-en oldottdk meg helyesen.
Mindharom feladat megoldasa 3 didknak sikeriilt. Hanyan nem tudtak egyetlen feladatot sem
megoldani?

22) Egy 30 f0s tarsasagban franciaul 20-an. Németiil 22-en, angolul 25-en beszélnek, Egy nyelvet

mindenki beszél. Hanyan beszélhetnek harom nyelvet? Legalabb hanyan beszélhetnek két
nyelvet?
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23) A 45 tagt Majmok Tudomanyos Akadémidja iilést tartott. A gyilésen a kovetkezd harom

napirendi kérdés volt megtargyalva:

a) Okosabb-e a majom, mint az ember?

b) Szebb-e a majom, mint az ember?

¢) Igaz-e, hogy a majom az ember Gse?
Az els6 kérdésre 23-an , a masodik kérdésre 17-en, a harmadik kérdésre 23-an szavaztak igennel.
Az elsé kérdésre igennel szavazok koziil 13-an a masodik kérdésre nemmel feleltek, a masodik
kérdésre igennel szavazok koziil 12-en a harmadik kérdésre nemmel feleltek. Igent mondott a
masodik és harmadik kérdésre 6 akadémikus, de kozilik az elsé kérdésre nemmel szavaztak.
Hanyan szavaztak mindharom kérdésre nemmel?

24) Az osztalyban 38 tanulé van. Mindenki {izi a kovetkezd sportagak valamelyikét: atlétika,
roplabda, uszas. 19-en atletizalnak, 21-en roplabdaznak, 12 tanuld tszik; 7 tanulo atletizal és
roplabdazik, 6 tanul6 atletizal és tszik, 3 tanul6 roplabdazik és uszik. Hany tanul6 (izi mindharom
sportot?

25) Egy 29 f6s osztalynak harom kérdést tettek fel, mindenki igennel vagy nemmel valaszolhatott. A
szereted-e a matematikat kérdésre 22 igen, a szereted-e a fagyit kérdésre 18 igen, a szereted a
palacsintat kérdésre 18 igen érkezett. Tudva azt, hogy azok koziil, akik szeretik, a matematikat 7-
en nem szeretik a fagyit és 8-an nem szeretik a palacsintat, valamint 12-en szeretik a fagyit és a
palacsintat, de koziilik 2 nem szereti a matematikat. Hdnyan mondtak nemet mindharom
kérdésre?
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3. RELACIOK

Az el6z6 fejezetben ismertettiik két halmaz Descartes-féle szorzatat. Ezt fogjuk felhasznalni a

relacio fogalmanak bevezetésére.

Definicio: Legyen A és B két halmaz és S az A X B halmaz egy részhalmaza: S € A X B. Azt mondjuk,

hogy az S az A és B elemei kozott (A és B sorrendben) egy p reldciot értelmez a kovetkezoképen: ha a € A
és b € B akkor ap b (“a p relacioban van b-vel”), ha (a,b) € S. Roviden:

apb< (ab)ES.

Az itt értelmezett relaciot binaris relacionak nevezziik. A fejezetben, a tovabbiakban csak binaris

relaciokkal foglalkozunk.

3.1 TULAJDONSAGOK

Egy p binaris relacio :

1) reflexiv, ha ftetszéleges a € A esetén a p a

2) tranzitiv, ha az a,b,c € A esetén amennyiben ap b és b p c akkor apc. Roviden:
(apbAbpc)=apc

3) szimmetrikus, ha a,b € Aésap b, akkor b p a. Réviden:ap b = b pa

4) antiszimmetrikus, ha a,b € A esetén amennyiben a p b és b p a, akkor a=b. Réviden:
(apbAbpa)=a=bh.

Definicio: egy bindris reldcio ekvivalenciarelacio, ha reflexiv, tranzitiv és szimmetrikus.

Definicio: egy bindris reldcio rendezési relacio, ha reflexiv, tranzitiv és antiszimmetrikus.

példk:

1)

2)

3)

4)

3)

6)

Adottak az 4={2,3,5} és B ={l, 2, 3 ,4,5,6,7,8,9, 10} halmazok. Legyen S azon (a,b)
szamparok halmaza, amelyre S € A X B, és amely szamparokat az ,.a osztdja b-nek” relacid
kapcsolja 6ssze. Ekkor S = {(2,2), (2,4), (2,6), (2,8), (2,10), (3,3), (3,6), (3,9), (3,5) (5,10)}.
Adottak az 4A={2,4,5} és B = {1, 2, 3 ,4,5,6} halmazok. Legyen S azon (a,b) szamparok
halmaza, amelyre S € A X B,a € A,b € B, ¢és amely szamparokat az ,,a szigoruan kisebb mint
b” relacié kapcsolja dssze. gy S = {(2,3), (2,4), (2,5), (2,6), (4.5), (4.6), (5.6)}.

A természetes szamok halmazan a <, kisebb vagy egyenld” relacio tranzitiv, hiszen amennyiben
Va,b,c € N esetében, haa<b és b <c = a<c

A természetes szamok halmazan az “= egyenlé” relacio reflexiv: Va E N = a = a.

Egy varos lakosainak halmazan tekintsiik a p : ,,azonos honapban sziiletett” relaciot. A p relacio
szimmetrikus, hiszen ha a p b, azaz a és b azonos honapban sziilettek, akkor forditva is igaz:
bpa.

A természetes szamok halmazan a < , kisebb vagy egyenld” relacid antiszimmetrikus, ha

Vab €N a < b és b < a, akkor konnyen belathatd, hogy a két relacio csak akkor teljesiil
egyszerre, ha a=b.
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3.2 MEGOLDOTT FELADATOK

1) Adottaz A={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}, és az A X A Descartes-féle szorzat. Adjuk meg
rendre az S € A X A részhalmazokat, amelyeket a kovetkezo relaciok generalnak:
a) (a,b) €S, p1: “b kétszerese a-nak”
b) (ab) €S, p2: “b-a=2"
c) (a,b) €S, ps: “I<a<4, 1< b<9, a<b, a és b relativ primek”

Megjegyzés: Két természetes szam relativ prim, ha az 1-en kiviil nincs k6z6s osztojuk. A kérdéssel bévebben a
kovetkezo fejezetekben foglalkozunk.

Megoldas:

a) S={(12),24),(306),(438),(510),(6,12)}
b) S=1(13),(24),(3.5).(4,6),(57),(6.8),(7.9),(8,10), (9,11);
¢) S=1(23),(25),(27),(29),(2,11),(35),(3,7),(3.8), (3,10), (3.11), (4,5), (4.7), (4,9) }

2) Adott egy E, egy adott telepiilés lakosait tartalmazo, halmaz. Vizsgaljuk meg, a p: ,azonos
magassagu’ relacio tulajdonsagait.
Megoldas:
— a€E, apa, arelacio reflexiv, hiszen minden lakos azonos magassagu énmagaval,
— a,b€E, apb= bpa, arelacié szimmetrikus, hiszen a és b azonos magassaguak;
— a b c€E apbésbpc= a pc arelacio tranzitiv, hiszen ha a lakos azonos
magassagu b lakossal és b azonos magassagu ¢ lakossal, akkor kdnnyen belathato, hogy
a is azonos magassagu c-vel.

Megallapitjuk, hogy az ,,azonos magassagu™ relacio egy ekvivalenciarelacio. A példat tekintve,
konnyen elképzelhetd, hogy a telepiilés lakosait halmazokba rendezziik, az ,,azonos magassagu” relacio
szerint. Feltételezhet6en tobb halmazunk keletkezne: 160 cm, 161 cm...181 cm, ...de a halmazok szama
véges lenne, a halmazoknak természetesen nem lenne k6zds eleme, a halmazok paronként diszjunktak
lennének, de az Osszes igy keletkezett halmaz egyiittesen tartalmazna a telepiilés Osszes lakosat. Azt
mondjuk, hogy a lakosok halmazan az ,,azonos magassagu” ekvivalenciarelacié egy osztalyfelbontdst
generalt.

Egy, az A halmazon értelmezett ekvivalenciarelacié fogalma szorosan kapcsolodik az A halmaz
un. osztalyokra valo felbontasanak fogalmahoz. Ha valamely A halmaz felirhaté bizonyos, paronként
diszjunkt részhalmazainak egyesitéseként, akkor azt mondjuk, hogy A-t osztalyokra bontottuk, a széban
forgd részhalmazokat a felbontds osztalyainak nevezziik. Amennyiben I = {1,2,3,...} egy indexhalmaz,
akkor az A halmaz osztalyokra valo felbontasa az értelmezés szerint azt jelenti, hogy

A=UAi NANA=0WVij €1 Ni#+))
i€l
Tétel: egy A halmazon értelmezett barmely p ekvivalenciarelacio meghatarozza az A-nak egy

osztalyfelbontasat és forditva, A-nak minden osztalyfelbontasa meghataroz egy-egy ekvivalenciareldciot
A-ban
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Relaciok

3.3 KITUZOTT FELADATOK
1) Adjuk meg a kovetkez6 relaciok tulajdonsagait. Ekvivalenciarelacio-e? Rendezési relacio-e?

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
)
j)
k)
)

Emberek halmazan az ,,ugyanabban a honapban sziiletet”
Emberek halmazan az ,,ugyanaz a hajszine, mint”
Emberek halmazan az ,.alacsonyabb, mint”

Emberek halmazan a ,,nem azonos magassagu”™

Emberek halmazan az ,,azonos magassagi”

Emberek halmazan az ,,iddsebb, mint”

Emberek halmazan az ,,ugyanabbol a varosbol szarmazik”
Valamely szdmhalmazon a < relécio.

Valamely szdmhalmazon a > relécio.

Valamely szamhalmazon a < relacio.

A haromszogek halmazéan a kongruencia, az egybevagdsag.
A haromszogek halmazan a hasonlosag.

m) Egy sik egyenesei kozott a parhuzamossag.

n)

A Fold orszagainak halmazan az ugyanazon a foldrészen vannak

2) Adottak az

A=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10} és
B= {5,10, 12, 15, 24, 26, 40} halmazok.
a) Allitsuk el6 az A x B halmazt;
b) Adjuk meg a kovetkezo relacidkat, felsorolva a relacioban levé szamparokat,
haa € Aésb € B,
— pi={(a,b)| a < b,aeA, beB } - , kisebb”
— p>={(a,b)| a|b, acA, beB } - ,0sztja”
—  ps={(a,b)| |a — b| paros, aeA, beB } - ,.a kiilonbség abszolit értéke pdaros”
— ps={(a,b)| a = b(mod 3),acA, beB } - ,,a-nak és b-nek a 3-mal valé osztdasi
maradéka azonos”
— ps={(a,b)| a = b(mod 3),acA, beB } - ,,a-nak és b-nek a 3-mal valé osztdasi
maradéka azonos”
— ps={(a,b)| a < b,a —nak és b — nek van k6z0s primosztédja, acA, beB }
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4. FUGGVENYEK

A hozzarendelés és a relacid fogalmanak ismeretében tobbféleképpen is definialhatjuk a
fliggvényt.
Definicié: Valamely A4 és B halmazok kozott egy p relaciot fiiggvénynek nevezziik, ha az 4 halmaz
minden eleme a B halmaz egy és csak egy elemével van relacioban . Megjegyezziik, hogy a B halmaz
nem feltétlentil kiilonbozik az 4 halmaztol.

Definicié Valamely nem iires 4 halmaz minden eleméhez hozzarendeljiik egy B halmaz egy, de csak egy
elemét, akkor fiiggvényt adunk meg. Ebben az esetben az 4 halmaz a fiiggvény értelmezési tartomanya, a
B halmaz a fiiggvény értékkészlete.

Szintén a relacio fogalmat hasznalja fel a kovetkezé meghatarozas:
Definicio: Az A és B halmazokon adott f kétvaltozos relaciot az 4-n értelmezett fliggvénynek nevezziik,
ha barmely a € 4 esetén az f[a] metszet egyelemil részhalmaza B-nek.

Leggyakrabban hasznalt fliggvényjelolések: f: A — B vagy A Z) B.

Definicié: Az fla]={b} egyelemi halmaz, a€A4, b€ B, az a elemnek fla)=b elem a képe, vagy az f
fliggvény értéke vagy helyettesitési értéke.

Definicié: A I' ={(a,f(a)| a € 4)} halmazt a fliggvény grafikonjanak nevezziik.

Definicio: Az f: A — B fiiggvény monoton névekvd, ha Vxq,x, € 4,x; < x3 = f(x1) < f(xy).
Definicié: Az f: A — B fiiggvény szigoruan novekvo, ha Vx,,x, € 4,x; < x5 = f(x1) < f(xyp).
Definicio: Az f: A — B fiiggvény monoton csokkend, ha Vxq,x, € 4,x; < x5 = f(x1) = f(xy).
Definicié: Az f: A — B fiiggvény szigortian csokkend, ha Vxy, x, € 4, x; < x5 = f(xq) > f(x3).

Definici6: Tekintsiik az f: A = B és g: B — C fiiggvényeket. A g o f: A = C, fiiggvényt, amelyre a
h(x) = go f(x) = g(f(x)) fuggvény a g és f fliggvények dsszetett fiiggvénye.

f f

1 Ahra

Injektiv fiiggvények — sziirjektiv fiiggvények- bijektiv fiiggvények
Definicio: Egy f: A — B injektiv,haV x1,x, € A, f(x1) = f(x3) = x4 = x5.
A fenti definicio6 agy is igaz, ha az egyenldségeket egyenldtlenségre cseréljiik: Egy f: A — B injektiv, ha

Vx1,% €A f(x1) # f(x3) = x1 # Xp.

Definicio: Egy f:A — B injektiv, ha Yy € B, esetén az f(x)=y egyenletnek legtobb egy x € A
megoldasa van.
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Flggvények

Definicié: Egy fiiggvény sziirjektiv,ha Vy € B, 3x € A,agy hogy y = f(x).

Definicio: Egy fliggvény bijektiv (bijekcio vagy kolcsondsen egyértelmii leképezés), ha injektiv és
szlirjektiv.

Tekintsiik az 14 figgvényt, 1,: A = A, 1,(x) = x, az identikus fiiggvényt.

Definicio: Egy f: A — B fliggvény invertalhatd, ha 1étezik egy g: B — A fliggvény, g az f inverze gy,
hogy gof =146s fog=1g. A gfiiggvényt £ -gyel is jelolik.

A bijekcid definiciojabol kovetkezik, hogy ha egy fliggvény bijektiv, akkor az értelmezési tartomanynak
és az értékkészletnek ugyanaz a szamossaga: f: A — B, f bijektiv = |4|=(B].

Tétel: egy fliggvény akkor €s csak akkor invertalhato, ha bijektiv.

1) A kovetkez6 diagrammal értelmezett f- A—B fliggvény injektiv:

2. abra

1#3=f(a) #f(c)>a+*c
Az olvasé mondja, meg, hogy a fiiggvény sziirjektiv-e? Miért?

2) A kovetkez6 diagrammal értelmezett /2 4—B fiiggvény sziirjektiv:

3. éabra

Vy€B,Ix € A,4gy hogy y = f(x).

Az olvas6 mondja meg, hogy a fiiggvény injektiv-e? Miért?
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Elemi matematika

3) A kovetkez6 diagrammal értelmezett f: 4—B fliggvény bijektiv:

4. abra

Az olvas6 mondja meg, miért sziirjektiv és miért injektiv a fliggvény?
4) A harmas pontban leirt fiiggvény inverz fiiggvénye: f~1: B — 4

B A

7l

5. abra

4.1 FUGGVENYEK ABRAZOLASA A SIKBELI DEREKSZOGU
KOORDINATARENDSZERBEN

Példa: Abrazoljuk a derékszogii koordinata-rendszerben a kovetkez6 fliggvényeket
2
a) A={x€e|lx|<5}f:A-> Bf(x) ="

Megoldas: leirjuk a fiiggvényt megado rendezett parokat.
Az A halmaz: {-4,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3, 4}
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17
(== -

f(=3)= +;
f(—2)= 2
f(-1)- §;
(0)=

f(1)=
f(2)=
f(3)=

f(4)=

OOIU‘I\IINGNIH
2,19 NN oy

|E\'|8
L~ L

[uy
o
o

17 10 5 2 1 2 51017

A Bhalmaz:{ —,—,—, =, =, = -
2’34567 8 7 10

Az f fliggvény grafikus képe:

xF+1

f(X)—

Miutan az értékkészlet nem egy intervallum, igy a grafikus képiink is pontok halmaza lesz a derékszogii
koordinatarendszerben. Amennyiben az 4 halmazt modositjuk Ggy, hogy x€ R, |x| < 4, azaz x € (—4,4),
a fiiggvény grafikus képének a kovetkezo abrat kapjuk:

b) A={xeR||x|<4},f:A- B, f(x) — X1

x+6 "
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f(x}z ¥ +1
x+6
9
g
7
6 -
5
a
3
3
1 /
4 2 0 2 :1
7. abra

4.2 OSSZETETT FUGGVENYEK

A tovabbiakban olyan fliggvényeket targyalunk, amelyeknek az értelmezési tartomanya ¢és az
értékkészlete a valos szamok halmaza. Az egyes lesziikitésekre kiilon kitériink.
Példa : Adottak az f:R-> R, f(x)=3—-2-xésa g:R-R, gx)=x%—-2-x fiiggvények.
Adjukmegaz fog,gof,fof ésgo g figgvények megfeleltetési torvényét.
Megoldas:

h(x) = (feg)(x) = f(g(x)) =3—2g(x) =3 —2(x% —2-x) = —2x% + 4x + 3.

h(x) =(ge ) =g(f(x) = (f(x))23 —2f(x) = (3—2x)2—2(3 —2x) = 4x? — 8x + 3.
h() = (fe ) = f(f()) =3 -2f(x) =3 -2(3 —2x) = 4x -3
h(x) = (g° 9 = g(g(0) = (9(0)° - 29(x) = (¢ = 22)? — 2(x2 — 2x) =
= x* — 4x3 + 2x? + 4x.
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4.3 KITUZOTT FELADATOK

1) Vizsgaljuk meg a kovetkezd abrak fiiggvényeket abrazolnak-e? Amennyiben a valasz igen,
ugy vizsgaljuk meg a fliggvények sziirjektivitasat, injektivitasat és bijektivitasat.
Invertalhatosag esetén abrazoljuk az inverz fiiggvényt

a)

b)

d)
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g)

2) Abrazoljuk a kovetkez fiiggvényeket
a) A={-3,-2,-1,0,1,2,3},f:4A- f(A),f(x) =x+2
b) fiR- R f(x) =x+2
) A={-3,-2,-1,0,1,2,3},f:A> f(A),f(x) =x*>+1
d fiR-> R f(x)=x2+1
e) A={-3,-2,-1,0,1,2,3},f:4-> f(A),f(x) =x3—-3-x
) fiR-> R f(x)=x3-3-x

3) Adottak az f:R—->R, ésa g: R - R fiiggvények. Adjukmegaz fog,gof,fof és
g ° g fiiggvények megfeleltetési torvényét.
a) f(x) =3x,gx) =3—x?
b) f(x) =x, g(x) = 3x + 4x?

©) f(x) === gx) =x2+2

x2+1

4)
5) Adott az f:R—R, f{x) x? - x* fiiggvény. Szamitsuk ki: (fo fo fof )(1) értékeét.
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5. A TERMESZETES SZAMOK HALMAZA

A halmazok szamossaga egy ekvivalenciarelacid, mivel a szamossag:

- reflexiv: |A] = |A];

- szimmetrikus |[A| = |B| = |B| = |A]|;

- tranzitiv: |A| = |B| A |B| = |C| = |A| = |C]
Egy ekvivalenciarelacié egy halmaz osztalyfelbontasat hatarozza meg. Egy adott n természetes szam, a
szamossag ekvivalenciarelacio altal, a véges szamossagli halmazok halmazan generalt osztalyfelbontas
egy osztalya: az osztalyba tartozik az 0sszes olyan 4 halmaz, melyre igaz, hogy |4| = n. Példaul igy az 5
szam a halmazok osztalyfelbontasabol azt az osztalyt irja le, amelyekben 5-0s szamossagu halmazok
tartoznak. A 0 szam az iires halmazok osztalya.

5.1 MUVELETEK A TERMESZETES SZAMOK HALMAZAN

Osszeadas
A természetes szamok halmazan az 6sszeadast a kovetkezoképpen értelmezziik:
N XN — N ,(a,b)—a+b, Va,b € N

A természetes szamok Osszeadasat a halmazok egyesitésével a kovetkezOképpen értelmezziik: legyen A4 és
B két diszjunkt halmaz, az a €s b ekvivalenciaosztalyokbol. A két halmaz egyesitésével keletkez6 A U B

halmaz szdmossaga:|A U B| = a + b.
Az 0sszeadas tulajdonsagai:

a) asszociativia + (b +c¢)=(a + b) + ¢,Va,b,c € N;

Megjegyzés: a c természetes szam egy C halmaz szamossaga. C halmaz diszjunkt az 4 és B halmazokkal.
b) kommutativ:a+b=>b+a, Va,b € N;
c) a0 az dsszeadas semleges eleme : a + 0 =a, Va € N;

Megjegyzés: a 0 természetes szam az lires halmaz szamossaga.

Kivonas

A természetes szamok esetében a kivonas visszavezethetd a kovetkezd feladatra: ismerve két szam
Osszegét €s az egyik szamot, hatarozzuk meg a masik szamot. A halmazok segitségével a kivonast a
kovetkezoképpen értelmezziik: legyen az 4 halmaz és |4| = a (kisebbitend6) és az A4 halmaz egy B
részhalmaza, B € A, |B| = b (kivonando). Ekkor az 4\B halmaz szamossaga |4\B|=a - b az a és b szamok
kiilonbsége. A természetes szamok halmazan a kivonas csak akkor lehetséges, ha a kisebbitend6 kisebb,
mint a kivonandé. Ezt a feltételt a B A biztositja.
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Szorzas
A természetes szamok halmazan a szorzast a kovetkezoképpen értelmezziik:
N XN — N ,(¢,b)—ab, Va,b € N

Az a és b szamok a szorzotényezok, az a-b szam a szorzat. A szorzast egyenld tagok ismételt
Osszeadasaként is értelmezhetjiik, a kovetkezOképpen: a-b = b+b+...+b.

a - SZor

Ha a szorzat egyik tényezdje 0, akkor a szorzat is 0: a- 0 =0, Va € N. Halmazokkal a szorzas a
kovetkezoképpen fejezhetd ki: Adottak az A és B halmazok, |A|=a és |B|=b. Az a-b szorzat értékét az A X
B halmaz szamossaga adja: a-b=|A X B|.

A szorzas tulajdonsagai:

a) asszociativia- (b -¢)=(a - b)-c, Va,b,c € N;

b) kommutativia- b=b-a, Va,b € N;

¢) az [ aszorzas semleges eleme:a- 1=1-a = a;

d) a szorzas disztributiv az dsszeaddsranézve: a-(b+c)=a-b+a-c,Va,b,c € N.

Osztas

A természetes szamok esetében az osztds visszavezethetd a kovetkezd feladatra: ha ismerjiik két szam
szorzatat, és az egyik szorzotényezoOt, hatarozzuk meg a masik szorzétényezot. Az osztast (a:b, a az
osztando, b az osztd) gy is értelmezhetd, mint az osztd ismételt kivonasat az osztandobol: “hdnyszor
vonhato ki az oszto az osztandobdl ugy, hogy a végeredmény - a maradék - szigoruan kisebb legyen mint
az osztd”. Az osztasnak a halmazokkal valé értelmezése a kdvetkezOképpen torténik: Adott az 4 halmaz,
|[A|=a, és egy b szam. A kérdés az, hogy hany diszjunkt, egyenként b szamosagu részhalmazat lehet
eléallitani az 4-nak. A kérdést tigy is feltehetjiik, hogy amennyiben az 4 halmazbdl b darab, diszjunkt,
azonos szamosagl halmazt szeretnénk el6allitani, egyenként mekkora lesz ez a szdmossag.

Konnyen belathato, hogy amennyiben b=0, ugy az osztas nem lehetséges.

Maradékos osztas

Barmely két a, b természetes szam esetében, b# 0, akkor létezik két egyértelmiien meghatarozott
természetes szam, g (hanyados) és r (maradék) ugy, hogy:

a=b-q +r, r<b, a,b,q,r€ N.
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A természetes szamok halmaza

Ertelmezés: Ha az adott a és b szamokhoz taldlhaté egy olyan q szam, amelyre a = b- q, akkor azt
mondjuk, hogy a oszthato b-vel, illetve a szam b szamnak a tobbszérése. Ezt a tovabbiakban b|a-val
jeloljiik.

Megoldott feladatok

1) Adjuk meg az 0sszes természetes szamot, amely 4-gyel osztva a maradék 24.
Megoldas: Az a = b-q+r 0sszefliggésbol kiindulva kapjuk, hogy a = 4b+24. A b-nek rendre az
1, 2,... értékeket adva kapjuk a keresett halmazt: 4 = {28, 32, 36, 40, 44,...}
2) Két szam 6sszege 105. Adjuk meg a két szamot, ha a nagyobbat a kisebbel osztva, a hanyados 7,
a maradék 9.
Megoldas: A két szamot jeldljiik a-val és b-vel. Az a = b-q+r Gsszefliiggést felhasznalva kapjuk,

hogy
a=7b+9=a+b=8-b+9=105=28-b=96=>b=12=>a=7-124+9 =930

Az oszthatdésag tulajdonsagai

a) Barmely természetes szam esetében ala (reflexivitas) ;
b) Ha alb és bla akkor a = b (antiszimmetria);

c) Ha alb és b|c akkor a|c (tranzitivitas),

d) Az I szam minden szamnak osztoja,

e) A 0szam minden szammal oszthato;

f) Ha alb és a|c akkor a|(b+c);

g) Haalb és alc és b > ¢, akkor a|(b - ¢)

5.2 PRIMSZAMOK - TORZSSZAMOK

Ertelmezés : Valamely 1-t6l kiilonboz6 természetes szamot akkor neveziink primszamnak (torzsszamnak),
hap= a-besetén, a, b, p €N, a=1vagy b=1. Ez az értelmezés egyenértékii azzal, hogy a p természetes
szam akkor és csak akkor primszam, ha csak 1-gyel és p-vel, 6nmagaval oszthato.

Ertelmezés: Valamely 0-t6 és 1-t61 kiilonbozd p természetes szamot akkor neveziink primszamnak, ha

pla- b esetén pla vagy p|b teljesiil.

Az elsé értelmezésbdl kovetkezik, hogy egy p primszamnak csak a trividlis p= 1 - p felbontdsa 1étezik.
Osszetett szamok az olyan természetes szamok, amelyeknek van nem trivialis felbontasuk.

Tétel: Barmely c>1 természetes szam vagy primszam, vagy van primtényezoje.

Bizonyitas: amennyiben a ¢ szam nem primszam, akkor létezik egy nem trivialis osztoja, legyen ez a szam
p- Ez a p szam biztosan prim, hiszen ha nem lenne az, akkor nem lehetne a legkisebb nem trivialis osztd
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Primesség vizsgalata

Egy naiv algoritmus 6nként adodik: legyen a p € N, /<p, természetes szam, illetve az

M= {x| ISx<p, xp EN} é N={yy
primszam (az N halmaznak pontosan két eleme van, ezek lennének a p szam oszt6i. Masképpen, minden

p, Y€ M } halmazok. Amennyiben |[N|=2, gy a p szam

szam, amelynek pontosan két osztoja van az primszam). A fentebb vazolt algoritmus pontosan p szamot
vizsgal meg az 1, 2, 3,.. ,p halmazbol, és a p szam osztdit az N halmazba rakja at. Ha a keresés végén az
N halmaz szdmossadga 2, Ugy a szam prim. A szadmolas mennyiségét tovabb csokkenthetjiik, ha
figyelembe vessziik, hogy p = a-b esetében a és b nem lehet nagyobb \/5 -nél. Ha a>,/p és b>\/5, akkor
a-b > p ami lehetetlen, hiszen a p = a-b egyenldségbdl indultunk ki. fgy egy gyorsabb keresést

eredményez az az algoritmus, amely a {3,5,7,11,. .. [\/5]} halmazban keresi p osztoit.

Példa: a 883 ebben a megkdzelitésben azért prim, mert a {3, 5, 7, 11, 13, 17, 23, 29} halmazban nincs
osztoja. Figyelembe vettiik azt is, hogy paros és prim csak a 2 szam lehet, az Gsszes tobbi paros szam nem
prim, igy paros osztokat nem is vesziink figyelembe.

Tétel: Végtelen sok primszam van.

Bizonyitas: tételezziik fel, hogy a primszamok halmaza véges: 2, 3, 5... pi . Képezziik a primek szorzatat:
P=2-3.5-...px és képezziik a P+1 szamot. Amennyiben csak ez a k darab primszam van, az 0j szam,
P+1, nem lesz oszthat6 egyetlen primszammal szem, igy a P+1 egy 11j primszam vagy van egy 2, 3, 5,. . .,
pr-tol kiilonbozd prim osztdja (ebben az esetben a feltételezésiink, mely szerint pontosan & primszam van,
bizonyult hamisnak). A miveletsort (szorzas és utana eggyel valdo novelés) végtelenszer ismételve,
végtelen sok primszamot kapunk. Kovetkezésképpen a primszdmok halmaza végtelen.o

Félprimek

Ertelmezés: Félprim minden olyan természetes szam, amely két (nem feltétleniil kiilonbozd) primszdm
szorzata. Diszkrét félprimrol beszéliink, amennyiben a szorzatot alkoto két primszam kiilonbozo.
Ertelmezés szerint a félprimeknek nincs dsszetett szam valodi osztéjuk.

Példa felprimekre 4, 6, 9, 10, 14, 15, 21, 22, 25, 26, 33, 34, 35, 38, 39, 46, 49, 51, 55, 57, ...
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5.3 A LEGNAGYOBB KOZOS OSZTO - Inko — (a,b)

Barmely két természetes szamnak mindig van legalabb egy ko6zos osztdja. Ha tobb is van, akkor
tekintsilk a legnagyobbat. Ennek a meghatarozasara tobb moddszer is a rendelkezésiinkre all. A
legismertebb az Eukleidész-féle algoritmus. Ennek alapja a kovetkezo tétel:

Tétel: Legyen a és b szamok legnagyobb kozos osztoja d. Tudjuk, hogy a = bq+r, a,b,q,v€ N. Ekkor b-
nek és r-nek szintén d a legnagyobb kézos osztoja.

A tétel bizonyitasa igen egyszerl: induljunk ki abbol, hogy dla és d|b, igy felirhatjuk, hogy
a=a;-d és b=d-b;. Az oszthatdsagi relaciot felhasznalva, mely szerint a = b-g +r = a;d=d-b; q+r
= r = a;d—d-b; = dla;—b;) = d|r. Forditva, amennyiben d\b és d|r , tehat b =b;-d és r = r;-d, az
oszthatosagi relaciot felhasznalva kapjuk, hogy a = b;-d-g+ ri-d=d-( biq+ r;) = dla O

Roéviden : ha a = b-g +r, akkor (a,b) = (b,r). Itt (a,b)-vel az a és b szamok legnagyobb kozds osztojat
jeloltiik. Tekintsilik a kovetkezo Gsszefiiggéseket:

a=bqtr 0<r<b
b=rqtr 0<r;<r
r=riqatr; 0<r:<r;
ri=raqstrs 0<r;<r;
7’;1-1:l’n61n+1+1’n+1 OS T+l <In+]

igy (a,b)=(b,r)=(r,r1)=(r1,r2)=...(rn-1,r»). Véges szamu lépés utan r,+,=0 lesz, tehat (a,b)=(r,0), és ekkor
(a,b)=rs

Példa:
a b r
525 | 231 | 63
231163 |42
63 |42 |21
42 |21 |0

Tehat (525,231) = 21.

Egy masik moédszer, hogy a két természetes szamot, amelynek az [nko-jat keressiik primtén-
yezokre bontjuk, majd a kdzos tényezoket a legkisebb hatvanykitevékon 6sszeszorozzuk:
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Példa:
525=3.5%7
231=3-7-11

(525231)=3-7=21

Megjegyzes: ha két természetes szam esetében (a,b) = 1, azaz a legnagyobb koz6s osztd 1, akkor a két
szamot relativ primeknek nevezzik.

5.4 LEGKISEBB KOZO0OS TOBBSZOROS Ikkt — [a,b]

A legkisebb k6zos tobbszords szamolasi képlete:

@ b] = aXb
@1 = @ b)
Példa:
[525,231]_525X231 _ 121275 — 5775

(525,231) 21

Egy masik moédszer, hogy a két természetes szamot, amelynek az [kkt-jét keressiik, primtényezdkre
bontjuk, majd a k6zos és nem kozos tényezoket a legnagyobb hatvanykitevokon dsszeszorozzuk:

525=3.5%7

231=3-7-11

(525,231)=3 - 52.7-11= 5775
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5.5 OSZTHATOSAGI SZABALYOK

- 2-vel oszthato természetes szam utolsd szdmjegye oszthatd 2-vel.

- 3-mal oszthat6 természetes szdm szamjegyeinek dsszege oszthatd 3-mal.

- 4-gyel oszthatd természetes szam utols6 két szamjegyébdl képzett kétjegyli szdm is oszthatd 4-
gyel. Példa: 624=156 -4, — mivel 4|24.

- 5-tel oszthato természetes szam utolso szamjegye 0 vagy 5.

- 6-tal oszthatd természetes szam 2-vel és 3-mal is oszthato.

- 7-tel oszthatd az a szdm, melynek szamjegyeit hatulrél harmasaval csoportositva és valtakozo
eléjellel 6sszeadva a kapott szam oszthato 7-tel. Példa 7|87206 mivel (0+8+7)-(2+0+6)=15-8=7

- 8-cal oszthat6 természetes szam utolso harom szamjegyébol képzett haromjegytli szam oszthato 8-
cal. Példa: 8|/11616, mivel 8616, mivel 616=77- 8

- 9-cel oszthat6 természetes szam szamjegyeinek Osszege is oszthatd 9-cel. Példa: 91293121, mivel
249+3+1+2+1=18, és 9|18

- 10-zel oszthato az a szam, amelyiknek utolso szamjegye 0.

- 11-gyel oszthat6 az a természetes szam, melynek paros helyiértéken allé szdmjegyeinek Osszege
megegyezik a paratlan helyiértéken allo szdmjegyek 0sszegével, vagy a kettd kiilonbsége 11-nek
a tobbszordse. Példa: 11387717, mivel (8+7+7)-(3+7+1)=22-11=11

- 12-vel oszthato természetes szam 4-gyel és 3-mal is oszthato.

Megjegyzés: bebizonyithato, hogy ha a,b,p € N és amennyiben a|p, b|p és (a,b) =1,
akkor a-b|p. Ezt a tulajdonsagot figyelembe véve konnyen belathatdo, hogy ha egy
természetes szam oszthatd 3-mal és 4-gyel, miutan (3,4) = 1, ez a szam oszthato 12-vel is.

- 13-mal ugy vizsgalhatjuk meg az oszthatoésagot, hogy a szam elsd szamjegyétdl utolso elotti
szamjegy¢ig képzett szamhoz hozzaadjuk az utols6 szamjegy 4-szeresét. Az igy kapott szamra a
miveletet megismételjilk mindaddig, amig a keletkezé szamrol eldonthetd, hogy oszthatd-e 13-
mal vagy sem Példa: 6253 = 625+4-:3=625+12= 637 = 63+28 = 91 = 9 + [- 4=13 ami
oszthat6 13-mal, tehat az eredeti szam is oszthato 13-mal!

- l4-gyel oszthat6 természetes szam 2-vel és 7-tel is oszthato.

- 15-tel oszthat6 természetes szdm 3-mal és 5-tel is oszthato.

- 16-tal oszthatd természetes szam utolsd négy szamjegyébol képzett négyjegyli szam is oszthatd
16-tal. Példa 16|743488, mivel 16|3488, hiszen 3488=16- 218

- 17-tel ugy vizsgalhatjuk meg az oszthatésagot, hogy a szam elsé szamjegyétdl az utolso eldtti
szamjegyéig képzett szambol kivonjuk az utolsé szamjegy Otszorosét. A folyamat itt is
ismételhetd. Pl.: 132770-> 13277-(0*5)=13277-> 1327-(7*5)=1292-> 129-(2*5)=119. 119
oszthato 17-tel, oszthato az a szam, tehat 132770 is oszthato 17-tel.

- 18-cal oszthato természetes szam 2-vel és 9-cel is oszthato.
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5.6 AZ OSZTOK SZAMA

Ha egy n szamot torzstényezore bontunk, akkor az egyenl6 primtényezdket hatvanyokba gytijthetjiik:

n=ptpyt..pek.
Az n szdm osztoinak szamat a:
tm)=(a;+1) (a,+1)-..(ap+1)
kifejezés értéke adja.

Példa: 525 = 3- 5% 7 esetében a torzstényezdékre bontott szam oszthatd 3-mal, 5-tel, 7-tel, 3- 5=15-tel,
52=25-tel, 3-52-75-tel, 3-7=21-gyel, 3-5-7=105-tel, 5-7=35-tel, 5>-7=175-tel, 1-gyel és 3- 5% 7=525-tel. igy
az osztok szama 12. A képlet szerint:

7(525)=(1+1)-2+1)-1+1)=2-3-2=12

5.7 MEGOLDOTT FELADATOK

1) Hatarozzuk meg azt a két legkisebb szamot, amelyeknek pontosan 6 osztdja van.
Megoldas: El6szor felirjuk a 6-ot az 6sszes lehetséges szorzat formajaban:

- 6=61
- 6=23
- 6=32
- 6=16

Megallapitjuk, hogy az osztok szamat megadd szorzat legtobb két tényezOs lehet, igy két
primszammal: p; és p», és két kitevovel aqés a, szamolunk. A kovetkezdkben észrevessziik, hogy
a,;+1=6 = a;=5. A legkisebb primszam a 2, igy a legkisebb szam, amelyiknek pontosan 6
osztdja van az a 2°=32 (az osztok: I, 2, 4, 8, 16, 32). Megjegyezziik, hogy az elsd esetben
a,t1=1 = a,=0.

A masodik esetben a; +1=2 = a;=1 és a,+1=3 = a,=2. A keresett szamn =2 - 3 = 18
(az osztok: 1, 2, 3, 6, 9, 18).

A harmadik esetben a;+1=3 = ;=2 és a,+1=2 = a,=1. A keresett szam: n = 2°- 3'=24 (az
osztok: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 24).

Tehat a két legkisebb szam, amelyiknek pontosan 6 osztéja van a 18 és a 24.
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2)

3)

4)

5)

Mutassuk meg, hogy ha az abc szam oszthato 37-tel, akkor a bca szam is oszthatd 37-tel
Megoldds: abc = 100-a +10-b+c; bca = 100-b+10-c+a. De 10-abc = 1000-a+100-b+10-c = 999-a
+ 1006 + 10-c + a. Tudjuk, hogy 37|abc, igy 37|10-abc. Tovabba 999=37-27 tehat, 10-abc
helyett a k-t hasznalva, és figyelembe véve, hogy 37|k, tehat &=37k’, kapjuk, hogy:

37-k’=3727-a + bca = 37k + bca.=37(k’-k’’) =bca o

Bizonyitsd be, hogy ha egy tetszdleges kétjegyli szamot haromszor egymads utan irunk, akkor az
igy kapott hatjegyii szam oszthato lesz 13-mal!

Megoldads: ababab = a-10° + b-10* + a-10° + b-10° + a- 10 + b =

a-(10°+10°+10) + b-(10*+10%+1) = 10-a-(10*+10°+1) + b+ (10*+10%+1) = (10*+10*+1)-(10-a+b) =
=10101-(10-a+b)=777-13-(10-a+b)x.

Hény 36ab alakii szam van, amely oszthaté 2-vel?

Megoldas: a feladatnak tobb megoldésa is lehetséges, mi most egyet mutatunk be. Tudjuk, hogy
egy szam oszthato 2-vel, ha az utols6 szamjegye paros. Tekintsiik az els¢ paros szamot, a 0-t.
Rogzitsiik est a szamot. Ekkor az a szamjegy tiz szamjegyet vehet fel az A = {0,1,2,...,9}
halmazbél, azaz pontosan tiz olyan szdm van amely 36ab alaku, és 0-ra végzoédik. Maradt még
négy paros szamjegyiink, amivel végzédhet az 36ab szam, igy dsszesen 5-10=50 olyan szamunk
van amely 36ab alakt és paros.o

Hény 36ab alaki szam van, amely oszthato 3-mal?
Megoldas: Olyan a, b szamjegyeket keresiink, amelyek 6sszege oszthaté 3-mal, mivel a 3 és 6
szamjegyek 0sszege mar eleve oszthatd 3-mal. Tekintsiik a kdvetkezo értéktablazatot
(1. tablazat), amelyben @ -al jeloltiik az els6 sorban és els6é oszlopban a megfeleld helyeken 1évo
szamjegyek 0sszegének 3-val valo osztasi maradékat.

1. tablazat

® |0]|1|2|3|4|5(6|7|8|9

001 2(0|1]|2|0]1|2]|0

Megszamolva a 0 értékeket, azt kapjuk, hogy a 0-k szama 34, igy a valaszunk: 34 ilyen szdm van.
Egy masik megoldas lenne az, hogy észrevessziik, hogy a maradékok a (0,1,2) (0,1,2)...(0,1,2)
modon csoportosithatok, pontosan 33 ilyen csoport van és még egy elem, igy a keresett szamok
szdma 33+1=34.0
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6) Mutassuk meg, hogy az N = 573 . 2" — 125 barmely n € N szam oszthaté 45-tel.
Megoldds: az N-et atalakitjuk: 5™ - 53 - 2" — 125 = 5™ - 125 - 2" — 125 = 125 - (52" — 1)=
125 - (10™ — 1). Eszrevessziik, hogy a szorzat elsé tagja oszthaté 5-tel, illetve azt, hogy a szorzat
masodik tagja 999...9 alakt (10™ — 1 = 99 ...9, n darab 9-es), tehat a szorzat oszthatd 5-tel és 9-
cel, azaz oszthato 45-tel.

5.8 EROSEN OSSZETETT SZAMOK

Ertelmezés: Erdsen osszetett szamnak nevezziik az n természetes szamot, ha a ndla kisebb szamok
mindenikének kevesebb az osztoja (2. tablazat).

Példa:

2. tablazat

n 1 2 4 6 12 24 36 48 60 120 | 180 | 240 | 360 | 840

t(n) |1 2 3 4 6 8 9 10 12 18 20 24 30 32

Tokéletes szamok

Az d6kori gorogok nagyon kedvelték a szammisztikat. Kiilondsen fontos volt az osztok a részek szerepe. A
gorogok magat a szamot nem tekintették a szam osztojanak.

Ertelmezés: Egy szam tokéletes, ha egyenld a ndla kisebb osztéinak dsszegével.

Példa: 6 = 1+2+3

5.9 EGY TERMESZETES SZAM UTOLSO SZAMJEGYE

Egy természetes szam utolsd szamjegye a szam fontos tulajdonsagaira vilagit ra. Amint mar lattuk, az
oszthatosag kapcsan vizsgaltuk a szam utols6 szamjegyét: paros vagy paratlan, négyzetszam vagy nem. 4-
gyel és 25-tel valo oszthatosag, 5-tel és 10-zel vald oszthatosdg kérdését tisztazza a szam utolsod
szamjegye.

A tovabbiakban bevezetiink egy fiiggvényt az utolso szamjegy fiiggvényt, a kovetkezdképpen
u:N —{0,1,2,...,9},

u(n) az n € N szam utols6 szamjegye.
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Tulajdonsagok

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

u(n) az n szam tizzel vald osztasi maradéka.
Valoban, adott az n = a;a, ... a; természetes szam. A szamot felirhatjuk a kdvetkezéképpen:
n=ar- 10"+ a 1052+, .. a1 10" +a = 10-( a1- 105+ ay 10+ ai)) + a = 10-m+ a. O

Barmely n, m € N esetén u(n+m)=u(u(n)+tu(m)).
Példa: u(214124+614799)=u(u(214124)+u(614799))=u(4+9)=3.

Barmely n, m € N esetén u(n-m)=u(u(n)-u(m)).
Példa: u(214124+614799)=u(u(214124)-u(614799))=u(4-9)=6.

Béarmely n, k € N esetén u(n*)=u(u(n)").
Példa: u(2141247)= u(u(214124))= u(4")=4.

Adottak azn = a;a, ...a; ésm = m természetes szamok.
a) Haay < by, akkor u(n—m)=u(lay, —u(m)).
b) Haay, = b, akkor u(n—m)=u(u(m) —u(m)).
Példa: u(214124—799) = u(14—9)=5 illetve u(214124—791) = u(4—1)=3.

2, 3,7, 8 hatvanyainak utols6 szamjegye (3. tablazat)

3. tabldzat
k | 4p | 4p+l | 4p+2 | 4p+3
u| 6 | 2 4 8
u3“ | 1 3 9 7
w7 | 6| 7 9 3
u(89 | 1 8 4 2
4 és 9 hatvanyainak utolsé szamjegye (4. tablazat):
4. tablazat
k 2p | 2p+i
u@d9y (6 |2
u@99 |1 |3
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5.10 MEGOLDOTT FELADATOK

1) Adott az a=2%2'+2%+.. 422", Adjuk meg az a+1 szam utolsé szamjegyét.
Megoldas:1 +a =242+ 2"+ 22+ + 227 = 22"y + 22 + ... + 227 = 2*42H) + ... +
VT | —(2016492016) | 92017 9201720172018 (] 1) —y(22018)=4,

2) Adottak az a =27-3%-5%! gs b = 243551,

a) Adjuk meg, hogy az a-b szam hany nullaban végzddik.
Megoldds: a-b = 27 -3%-521.241.36.511
— 27+41 . 36+6 . g21+11
— 048,312,532
—232.916.312.532
— (2 . 5)32 . 216 . 312
—1032 .16 .312

Az utolso kifejezésbol lathatd, hogy a szorzat pontosan 32 nulldban végzddik.

b) Adjuk meg az a‘b szam utolsé nem nulla szdmjegyét.
Megoldas: Felhasznaljuk az a) pont eredményét: a szorzat megalkotasaban a nem nulla
szamjegyeket a 21 - 312 szorzat hozza, hiszen 1032 csak a nullakért “felelés”. Ezek
szerint a keresett szam u(216 - 312) = 14(6-3)=8

5.11 NEGYZETSZAMOK

Ertelmezés: Négyzetszamon vagy teljes négyzeten (teljes mdsodik hatvanyon) olyan egész szamot értiink,
amely felirhato valamely egész szam négyzeteként, mas szoval egy egész szam onmagaval vett
szorzataként, masodik hatvanyaként. Mds meghatarozas szerint egy egész szam pontosan akkor
negyzetszam, ha négyzetgyoke létezik, és az egész. Tagabb értelemben véve négyzetszamnak szamit az a
tortszam is, amelynek négyzetgydke raciondlis’.

A tablazat a négyzetszamok sorozatat tartalmazza 1, 27, 37, 4%...29° az utolsé szdmjegy szerint
csoportositva (5. tabldzat):

5. tablazat

(01| [11| [41| [SI] [6] 9]
100( 1| 4| 25[ 16 9

400| 81| 64)225| 36| 49

121 (144 (625|196 | 169

361|324 256|289
4411484 576|529
841|784 676|729

! A racionalis szamokkal a tovabbiakban foglalkozunk.
47



A természetes szamok halmaza

Megfigyelhetd, hogy a négyzetszamok utolsé szamjegye a {0, 1, 4, 5, 6, 9} egy eleme. Megallapitjuk,
hogy nem lehet négyzetszam az olyan szam, amelynek utolso szamjegye a {2, 3, 7, 8} egy eleme.

Fontos megallapitasok:

a) Négyzetszamok 4-gyel osztva 0 vagy I maradékot adnak.
b) Négyzetszamok 3-mal osztva 0 vagy 1 maradékot adnak.
c) Ha egy négyzetszam oszthato egy primszammal, akkor oszthato annak négyzetével is
d) Ha egy szam két szomszédos négyzetszam kozott van, akkor nem lehet négyzetszam. Pld: 9°=81 és
10°=100, tehat 90, 91, 92... 98,99 biztosan nem néegyzetszamok
e) Két egymas utdani kobszam kozétti szam nem lehet négyzetszam. Pld:10°=1000 és 11°= 1331, igy
1005, 1006... 1329, 1330 nem lehet kobszdam
Az a) és b) megallapitasok masképpen és némileg kibovitve igy hangzanak: ha egy szdam felirhato 3k+2,
4k+2, 4k+3, Sk+2, 5k+3, 6k+2, 6k+5 formdaban, akkor nem teljes négyzet!

5.12 UTOLSO SZAMJEGY - MEGOLDOTT FELADATOK

1) Bizonyitsuk be, hogy az m = 5- 2"+3 szam nem lehet teljes négyzet, barmely n € N esetében.
Megoldas: bevezetjik az u(k) fliggvényt, amely adott k& természetes szdm esetében a k szam
utolsd szamjegyét adja vissza. Példaul u(216)=6, u(11)=1. Eszrevessziik, hogy az u(2") fiiggvény
értékkészlete a {2,4,6,8} halmaz, barmely n>0, n € N esetében. Igy az u(m) lehetséges értéke a
{3}. El6z6 megallapitasunkat alapul véve, egy négyzetszam nem végzddhet 3-sal, tehat m nem
négyzetszam.o

2) Bizonyitsuk be, hogy az E = 1'%7+27%77+31%7+ _ +1997"%7 értéke nem lehet teljes négyzet.

Megoldas: Elkészitjiilk minden k szamjegyre az u(k) fiiggvény értéktablazatat (6. tablazat):

6. tablazat
k u2% [ u@Y [ u@® [ uG w6 | w@) | u@ | u©"
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 4 9 6 5 6 9 4 1
3 8 7 4 5 6 3 2 9
4 6 1 6 5 6 1 6 1

Eszrevessziik, hogy a kifejezés mindenik elemének utolsd szamjegye a tablazat értékei koziil
keriil ki. Példaul u(1286"°7) = u(6"””) = 6. Tovabba észrevessziik, hogy minden esetben
maximum négy kiilonboz6 értéket vehet fel az u(c¥) , ¢ € {0,1, 2, 3,..., 9} fiiggvény.

Ebb6l  kiindulva, ¢és figyelembe véve, hogy 1997=4-499+1, kovetkezik, hogy

u(E)=u(1+2+3+... 1997)=u(m) =8, ami nem lehet egy négyzetszam utolso6 eleme.o

3) AdjukmegazE=1-3 -5:7+3-5-7 -9+,...495-97 -99 - 101 utolsd szamjegyét.
Megoldas: Els6ésorban arra vagyunk kivancsiak, hogy pontosan hany szorzatbol tevédik Ossze a
kifejezés. Eszrevessziik, hogy mindenik négyelemii szorzat paratlan szammal kezdédik: 1, 3, 5,
... stb. A paratlan szamok altalanos alakja legyen ebben az esetben p=2-k-1. Ha k=1, akkor p=1,
k=2, akkor p=3, stb. igy megtudhatjuk, hogy pontosan hany szorzatunk van, hiszen a 2-k-1=95
egyenletbdl kapjuk, hogy k=48, tehat 48 szorzatunk van. A tovabbiakban észrevessziik, hogy a
szorzatok 6tosével csoportosithatok az utolsd szamjegy szerint. Legyen:
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4)

3)

6)

7)

8)

e=13-5-7 = u(e1)=5
e=3:5-7-9 = u(e2)=5
e;=5-7-9 - 11 = u(e3)=5
es=79 -11 -13 = u(es)=9
es=9-11 -13 - 15 = u(es)=5

Egy ilyen 6tos csoport utols6 szamjegye:
u(u(er)+ u(e2)+ ules)+ ules)+ ules))=u(5+5+5+9+5=9
Mivel 48=9-5 + 3, igy pontosan kilenc ilyen 6tds csoportunk van, ezek utolsé szamjegye

u(9-9) =1. A tovabbiakban az utols6 harom csoport utolsé szamjegyét kell megkeresniink. Az
utols6 harom szorzat-csoport rendre: 97-93-95-97, 93-95-97-99 és 95-97-99-101. A szorzatok
mindenikében szerepel egy oOttel végz6dé szam, igy mindharom szorzat ottel fog végzédni
(nullaval természetesen nem végzodhet egyik sem, mivel nincs paros szam a szorzatokban),

Osszegiik pedig szintén 6ttel fog végzédni: u(5 + 5 + 5) =5, tehat a keresett szam u(1+5)=6.0

Hany olyan négyzetszam van, mely 25-tel osztva 12-t ad maradékul?

Megoldads: Tételezziik fel, hogy van olyan n€ N szam, amelyre n’=25-g+12. Ekkor n’-12=25q.
Az egyenl8ség jobb oldala utolso szamjegye 5 vagy 0, tovabba u(n?) €0, 1, 4, 5, 6, 9}, igy
u(n’-12) € {2,3,4,7,8,9}, és 0 vagy 5 & {2,3,4,7,8,9}. Tehat nincs olyan négyzetszam, amelyet
25-tel osztva 12-t kapunk maradékul.o

Miért nem négyzetszam a 10'°+5 szam
Megoldés: Az n = 10'°+5 oszthatd 3-mal, hiszen 1+5 = 6, tehat ahhoz, hogy négyzetszdm legyen
oszthatd kellene, legyen 9-cel, ami viszont nem igaz, hiszen 5+1=6 nem oszthato kilenccel, igy a

3. megallapitast felhasznalva #n nem négyzetszam.

Van-e olyan négyzetszam, amelynek négyzete igy irhaté n = 19999419
Megoldds: u(1999*°°%)=1, igy u(1999*°°+1)=2, igy az n szdm nem lehet négyzetszam.

Lehet-e négyzetszam az n = 1998'2+2?
Megoldas: Tekintsik az 1998 szamot, amely oszthato 3-mal. gy 1998'? szintén oszthato
harommal. Az n = 1998'*+2 szamnak a 3-mal val6 osztasi maradéka 2, tehat az n szam nem lehet

négyzetszam.

Felirhato-e az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamsorozat egy olyan sorrendben, hogy a keletkez6 hatjegyli szam
négyzetszam legyen?

Megoldds: A szamsorozatot 6!=1-2-3-4-5-6=720 szamot eredményezne, mindegyikébdl nem
vonhatunk gyokot! Tekintsiik viszont a szamjegyek Osszegét: 1+2+3+4+5+6=21, igy az 0] szam
biztosan oszthaté 3-mal, viszont a 9-cel nem oszthatd, ami ellentmond a 3. megallapitasnak!
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9) Négyzet szdm-e az 1444...444 .
99 db 4-es

Megoldas: 1444... 444=4 -36111...111. A szorzat masodik tényezdje nem lehet négyzetszam,

97 db 1-es

mivel a36111...111 szam néggyel val6 osztasi maradéka 3 (az 1 megallapitast hasznaltuk).

10) Lehet-e két paratlan természetes szam négyzetének dsszege is egy négyzetszam?
Megoldas: A két természetes paratlan szamot, p; és p,, felirhatjuk a kovetkezo alakban:
pi= 2:k+1 és pr = 2°k’+1, igy piHp=4(kK® + k + kK> + kK’ + 2) + 2, mely szam néggyel osztva
kettSt ad maradéknak, tehdt pi®+p,® nem lehet négyzetszam.o

11) Lehet-e négy egymdast kdvetd természetes szam természetes szam négyzetének Osszege
négyzetszam?
Megoldas: A négy egymast kovetd természetes szam legyen k, k+1, k+2, k+3, igy
kH(k+ 1)+ (k+2)*+(k+3)*=4-(k*+3-k+3)+2, amely szdm néggyel osztva kettdt ad maradéknak,
tehat az 6sszeg nem lehet négyzetszam.o

5.13 SZAMRENDSZEREK

Az altalunk hasznalt szadmrendszer a 10-es szamrendszer. Ez azt jelenti, hogy tiz egységet
(egyest, tizest, szazast, ezrest, stb.) foglalunk egy-egy magasabb egységbe (tiz egyest tizesbe, tiz tizest
szazasba, €s igy tovabb). A tizes szamrendszerben felirt szamok lehetséges szdmjegyeia 0, 1,2, 3,4, 5, 6,
7, 8, 9. A szamokat helyiértékes irasmodban irjuk fel, ami azt jelenti, hogy jobbrol balra haladva a
szamjegyek az egyesek szamat, a tizesek szamat, a szdzasok szamat, stb. adjuk meg. Példaul a 12306
szédm 1 tizezresbol, 2 ezresbdl, 3 szazasbol, 0 tizesbol €s 6 egyesbdl all, azaz:

12306 = 1-10*+2-10°+3-10?4+0-10'+6-10°.

Altaldban egy n € N szam a kovetkezoképpen irhat6 fel altalanos alakban, 10 hatvanyainak segitségével:

n=ag 10% + a,_; - 10571 + .- +a; - 10 + a, - 10°.

Az altaldnos alakbol kiindulva, konnyen belathaté, hogy a 10 alapot barmilyen mas b alappal
felcserélhetjiik. Ebben az esetben a b szamrendszer szamjegyei a {0, 1, 2,...,(b-1)} halmazbol keriilnek ki.
Amennyiben b>10, gy a 11, 12 stb. szamoknak megfeleld jelolést kell biztositani. Tizenhatos
szamrendszer szamjegykészlete a {0, 1,2 ,3,4,5,6,7,8,9, 4, B, C, D, E, F} halmaz elemeibdl keriil ki.
Egy adott b szamrendszerben egy n € N szam a kdvetkezoképpen irhaté fel altalanos alakban:

n=a, b?+ay_ bP1 + - +a; bt +ay- b
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Példdul:
(31248)10=(75020)s=(160050),=(111101000010000),=(7A10)6, mivel:

31248 = 7-8*+5-83+0-8%+2-8'+0-8" = 1-7°+6-7*+0-7>+0-7°+5-7'+0-7°= 7-16°+10-16>+1-16'+0-16°.

A 31248 szam kifejtését a kettes szdmrendszerben az olvasoéra bizzuk.

Feltevodik a kérdés, hogyan irunk at egy szamot a tizes szamrendszerbdl egy adott b szamrendszerbe. Az
alabbi négy példaval szemléltetjiilk a modszert, amelyet azonban nem fogunk bizonyitani:

5.14 MEGOLDOTT FELADATOK

1) 1irjuk fel a 31248 szamot a 7 és 16 szamrendszerekben.

Megoldas
31248 = 4464 X7+ 0 = a, =
4464 = 637x7+5 =>a, =5
637 = 91x7 +0 =>a,=
91 = 13x7 +0 =a3=0
13 = 1xX7 +6 =>a,=
1= 0x7 +1 =2as=1

Tehat: (31248)1=(160050);

31248= 1953 x 16+ 0 =>a9=0

1953 = 122x16 + 1 2>a =1
122 = 7x16 + 10(4) =a,=4
Tehat: (31248)10=(7A10);6 7 — O0x16 + 7 =>a3="7

Megfigyelhetd, hogy az eredeti szamot addig osztjuk az uj alappal, amig a hanyados 0 lesz.
Minden 1épéskor az 0j osztandd az eldtte 1évé 1€pés hanyadosa lesz. Minden 1épés maradéka az uj
szamrendszerben felirt szam egy-egy jabb szamjegye lesz.

A szamrendszerek mar az emberi kultura hajnaldn megjelentek, Tudjuk, hogy a babiloniak a 60 alapt
szamrendszert hasznaltak, de az is kozismert, hogy a franciak a 80 és 100 kozotti szamok esetében a
htszas alapt szdmrendszert hasznaljak:
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80 = quatre-vingts - négyszer hlsz,
88 = quatre-vingt hiut - négyszer husz (és) nyolc,
90 = quatre-vingt-dix - négyszer hlisz (és) tiz.
Erdekes, hogy a dan nyelv is 6rzi a huszas szamrendszer nyomait’:
3 =tre,
60 = tres — a harmadik huszas csoport, tulajdonképpen 3 X 20 = 60,
61= enogtres — egy és(og) a harmadik huszas csoport , azaz 1 +3 X 20 =61,
4 = fire,
80 =firs — anegyedik huszas csoport,
82 = toogfirs — kettd és(og) a negyedik huszas csoport , azaz 2 + 4 X 20 = §2.

Felvetodik a kérdés: hogyan valtozik a szamjegyek szama, ha egy 0ij szamrendszerre tériink at. Meg
szeretnénk becsiilni az 0j szamrendszerben hany szamjegybdl allithatjuk el6 az adott szamot. A kérdés
megvalaszolasara tekintsiik az N = 10"-1 szamot:

10" — 1 =99...9,

—amely n darab 9 szamjegybdl all. Amennyiben ezt a szamot egy b alapt szamrendszerben akarjuk
felirni, akkor egy m szamot kell meghatarozni, amelyre :

b™1 <10™ —1 < b™, ahonnan
pm-1l < 10™ < p™,

A tovabbiakban az egyenldtlenségekben szereplé hdrom szam tiszes alapu logaritmusat vesszik, és
figyelembe vessziik, hogy 1g10=1°.

(m—1)-lgh<n<m-lIgb.

Az egyenlotlenségeket [gb —vel elosztva, kapjuk, hogy :

n
m—-—1<—<m,
Igb

igy m az elsO egész szam, amely nagyobb, mint lglb. Megjegyezziik, hogy ez egy becsiilt érték, amely

megegyezhet a valos, szamitott értékkel, de akar kiilonbozhet is 1,2 vagy akar 3 egységgel is.

Példa: Becsiiljik meg, hany szamjegy(i szam lesz a 2-es szamrendszerben a (2017),9 szam?

2 A szerzd nem tud danul és francidul sem. A translate.google.com viszont nagy segitség ilyen esetekben. ..
3 Legyen a egy 1-t81 kiilonbdzb pozitiv szam és x egy tetszdleges valds szam. Akkor létezik egyetlen y valds szam

amelyre a¥ = x. Az y szdmot az x szam a-alapu logaritmusanak nevezziik, és log, x-szel jeldljiik.
Tehit y = log, x & a” = x. Példéul log, 32 = 5 mivel 2° = 32 és log,; = —2, mivel 272 = — =~ Alog, -t
kettes alapt logaritmusnak nevezziik. A tizes alapt logaritmust 1g-vel keldljiik.
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Megoldas: a telefonunkon 1évé szamologéppel kiszamoljuk a /g2 értékét: 0.30103... A 2017-nek négy
szamjegye van, igy 5 3;103 = 13.28771 ...

fgy a becsiilt érték 14, a valédi érték: 11, hiszen (2017)6=(11111100001),.0

2)

Hatarozzuk meg az ismeretlen szamrendszert ugy, hogy az egyenldség igaz legyen:

Megoldds: 3001 x=3-x"+0-x*+0-x'+1-x°, tovidbba 1424(=1-6’+4-6*+2:6'+4-6". Innen kapjuk, hogy
3.x°=375= x’=125=5=x=5 0.

3)

Hatarozzuk meg az ismeretlen szamrendszert ugy, hogy az egyenléség igaz legyen:

Zl(x) + Xxg = 61(8)
Megoldas: A szamitasokat elvégezve kapjuk, hogy 8x =48 = x =6 0.
4)

Hatarozzuk meg az abc,, szamot, ha abc1 + abc = 2003
abcl+

be abz1+
—abe_ —y | (o+])=3= =2 = a2
2003

a821+
_abzs - — _a82 — -
5003 = u(2+tb)=0 = b=8= 5005 = u(1+8+a)=0= a=1
Tehat a keresett szam mw =182.0

5) Hatarozzuk meg az abc szdmot, ha aa + bb + ¢¢ = abc
Megoldas:

+

2 g8l

(4

e = a+b=10 és ct+1=b = a=1, b=9 és c=8 = 11+99+88=198 o.

6)

Adjuk meg azt a négy szamjegybdl allo szamot, amely 7812-vel kisebb a forditottjanal, és az
Osszeg esetében a szazasok szdma a keresett szam esetében megegyezik az egyesek szamaval.
Megoldas:

abcd +

7812
bchba

Az ezresek szamat figyelembe véve megallapitjuk, hogy a € {1,2}, hiszen ha a nagyobb lenne,
akkor az eredmény az 6tjegyli szam lenne. Feltételezziik, hogy a = 1, igy azt kapjuk, hogy:
1bcd+ 1bco+

7812

=>d=9 :—_7812
bcb1

YT = u(ct+2)=b és u(b+8)=c =b =9 és ¢ = 7. A keresett szam 1979.
Az a =2 eset targyaldsat az olvasora bizzuk.
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7)

8)

9)

Adjuk meg az 6sszes 54xy alaka szamot, ha tudjuk, hogy a szam oszthaté 6-tal.

Megoldas: ha egy szam oszthatd 6-tal Gigy oszthato 2-vel és 3-mal. Tehat y € {0, 2, 4, 6, 8}. A
tovabbiakban sorra vessziik a lehetséges értékeket: y=0 esetében olyan x szamjegyeket keresiink,
amelyekre az 5+4+x szam oszthatdé harommal. Kévetkezok, hogy x € {0, 3, 6, 9} igy megkaptuk
az 5400, 5403, 5406 ¢és 5409 szamokat. A feladat folytatasat és befejezését az olvaséra bizzuk.

Adjuk meg azokat a kiilonb6z6 szamjegyekbdl allo nem nulla haromjegyii szamokat, amelyek a
10-es szamrendszerben az 0sszes lehetséges modod felirva, az 1776 szamot adjak 0sszegiil.

Megoldas:

abc+
acb
bac
bca
cab

f7T—7"6 =2(at+b+c)=6 (1 eset), vagy 2(a+b+c)=16 (2 eset), vagy 2(a+b+c)=26 (3 eset).

Az 1. eset természetesen nem lehet megfeleld, hiszen a lehetséges hdrom, egymastol kiilonbozo
szamjegy, amelynek Osszege = 3 az a {0, 1, 2} halmaznak elemei, ami ellentmond az el6zetes
feltételeknek. Tekintsiik a masodik esetet, amikor a + b + ¢ = 8. Ebben az esetben a, b, c €

{1, 3, 4}, vagy a, b, ¢ € {1, 2, 5}. Valoban: 134 + 431 + 314 + 413 + 143 + 341 = 1776. A
masodik lehetséges szamhalmaz kiprobalasat az olvasora bizzuk.

Az olvaso magyarazza meg, miért nem lehetséges a harmadik eset.

Hatarozzuk meg az abc szamot, ha tudjuk, hogy a cha-val valé osztasi hanyadosa 5, maradéka
36, tovabbaa—-b=1.

Megoldds: abc = 5 - cha + 36 =100-a+10-b+c=5-(100-c+10-b+a)+36. Figyelembe véve, hogy
a=>b+t1= 55b+59=499-c. = b=8,c=1,a=90.

10) Hatarozzuk meg az &sszes abc alakt szdmot,ha 1 +2+3+.. + ab = abc.

nn+1)

Megoldds: Gauss 0Osszefiiggését hasznalva: 1+2+...+n = , 1 +2+3+.+ ab =

DD 100-a+10-b+e. = ab - (@b + 1) =200-a+20-b+c = 20- (10-a+b)+c= 20ab+e. =

ab? + ab =20-ab+2-c= ab-(ab-19)=2-c. De 0< ¢ < 9 ¢=> 0< ab-(ab-19) < 18. Két lehetséges
esetiink van: ab = 19 = ¢ = u(wﬁo = abc = 190. Az olvasé vizsgalja meg az ab = 19

esetet.
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5.15 KITUZOTT FELADATOK

Utols6 szamjegy meghatarozasa
1) Adjuk meg a kovetkez6 szamok utolsd szamjegyét: 8%, g¥+1 gak+2 gaks3,

2) Adjuk meg a kdvetkezé szamok utolsé szamjegyét: 231247° 31347 147 3155%7, 256'%7 5177,
2018°7, 15159

3) Adottaz: 1, 3, 7, 15, 31, 63, . . .szamsorozat. Adjuk meg az 1997 és 2016 helyen 1év6 szdmok
utolsd szamjegyét.

4) Adjuk meg az 1990"%® szam utols6 1997 szamjegyét.
5) Adjuk meg az 1990'% szam utolsé 1993 szamjegyét.

6) Hatarozzuk meg a kovetkez6 szamok utolsd szamjegyét:
a) 1997*"1+1999°™1+2001"+2005%"
b) 12n+23n+1+34n+2+45n+3

7) Hany nullaban végzddnek a kdvetkezd szamok:
a) 273*5%17%
b) 352000‘4999_39

8) Adjuk meg a kifejezés értékének utols6 szamjegyét:
a) 1:2:3-4..999-1000

b) 1:3-5-7..997-999
c) 12-3-4..999-1000 - 1-2-3-4...999

9) Adjuk meg a kifejezés értékének utolsod szamjegyét:
a) a=6+6>+6>+...+6'°
b) b=9+9’+9%+ . +9'%7
c) atb
d) ab

10) Adjuk meg az E kifejezés Gsszeg utolsd szamjegét:
E = 142'+142°+142%+.. +142%

11) Adjuk meg az E kifejezés Gsszeg utolsd szamjegét:
E=111""+2222+3333+. + 999>

12) Vizsgaljuk meg, hogy az n=1'7%>+9!9861-819871 8198 oe7thato-e tizzel?

13) Adjuk meg a kifejezés utolsé szamjegyét:
E = 14273’ +4% . +10"+...+20%

Négyzetszamok

1) Hatarozd meg az 1-2-3-...-n+58 szamot ugy, hogy az teljes négyzet legyen!

2) Vizsgald meg, hogy a 169-et fel lehet-e irni harom négyzetszam 0sszegeként?
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3) Bizonyitsd be, hogy az m = 5:(n+1)+6"?+1001""+5 nem lehet négyzetszdm!

4) Vizsgald meg, hogy az n = 2"9%0-219%8.2199721996 e]jes négyzet-e?
5) Miért nem négyzetszam a 10'%+10°°+1?
6) Miért nem négyzetszam a 3 + 3+ 3+ 3%+, +3'0

7) Van-e olyan természetes szam, amelynek négyzete az
1+1-2+1-2:3+1-2-3-4+...+1-2-3-4-.. .-13-14-15 szam?
(Masképpen: az 1!+2!+3!+...+15! négyzetszam-e?)

8) Hatarozzuk meg az ab szamot gy, hogy az ab + ba szdm teljes négyzet legyen.

9) Hatarozzuk meg az abc szamot Gigy, hogy a<b<c és az ab + ba + ac + ¢a + bc + cb szam
teljes négyzet legyen.

10) Vizsgaljuk meg a kijelentés igazsagértékét: Az n’+17 szam lehet teljes négyzet!

11) Mutassuk meg, hogy a kovetkez6 szamok teljes négyzetek:
a. N=1997 +2(1+2+3+...+1996)
b. P=1+3+5+..+1997
c. Altalnosits

12) Mutassuk meg, hogy a kovetkez6 szamok nem teljes négyzetek
a. 1997'+1997*+1997°+1997*+1997°

1990+1991'+1992%4+1993+1994*+1995°+1996°+1997’

5-2m4+3

11997+21997+31997+...19971997

12006+22006+32006+"‘+20052006+20062006+2007

1+7+7*+7+ .+ 7014

e o o

13) Hatarozzuk meg az 1 - 2 - 3 - ...- n + 58 szamot gy, hogy az teljes négyzet legyen.

14) Vizsgaljuk meg, hogy az 1 -2 - 3 - ...- 2002 + 2003 teljes négyzet-¢?

15) Mutassuk meg, hogy az aaa szam nem lehet teljes négyzet.

16) Mutassuk meg, hogy az 1+3+5+7+...+2005 teljes négyzet.

17) Mutassuk meg, hogy az y szam nem lehet teljes négyzet, ahol y-12 = 4-(5 + 52+ 53+ ... + 57)
18) Vizsgald meg, hogy a 111+222%+333°+444*+555°-12345 szam teljes négyzet-e?

19) Mutassuk meg, hogy az 1+ 3 + 5 +... + 999 szam teljes négyzet!

20) Mutassuk meg, hogy 2005 + 2-(1+2+3+. ..+2004) teljes négyzet.
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21) Mutassuk meg, hogy az abc + cha alaka szamok nem lehetnek teljes négyzetek. (azb#c).
22) Vizsgald meg, hogy a 1+2°4+2'+2%4+2% + ..+ 22%' s74m teljes négyzet-e?
23) Vizsgald meg, hogy a 1?+2%+3%+...4+56% szam teljes négyzet-e?

24) Mutassuk meg, hogy az:
1+3+5+...+999

egy teljes négyzet. Adjuk meg ezt a szamot!

25) Mutassuk meg, hogy 2005 + 2(1+2+3+...+2004) egy szam teljes négyzete. Adjuk meg ezt a
szamot!

26) Lehet-e négyzetszam az n = 172'9° + 7.
27) Egy szam szamjegyeinek &sszege 1995. Lehet-e ez a szam négyzetszam?

28) Adott a kovetkezo szam: 11... 11100011. Lehet-e ez a szam négyzetszam?

28 darab 1-es

29) Négyzetszam-e a 2-(3+3%+3%+. . . +32%)+39

30) Vizsgaljuk meg, hogy 6t egymast kdvetd természetes szam négyzetének dsszege lehet-e
négyzetszam?

31) Vizsgaljuk meg, hogy hat egymast kovetd természetes szam négyzetének Osszege lehet-e
négyzetszam?

Maradékos osztas

1) Adjuk meg az &sszes, legtobb haromjegyii, természetes szamot, amelyet 32-vel osztva a maradék
6.

2) Adjuk meg azokat a természetes szamokat, amelyeknek a 7-tel valo osztasukkor a hanyados
3-mal nagyobb, mint a maradék.

3) Adjuk meg azt a legkisebb négyjegyi szamot, amelyet 23-mal osztva, 15 a maradék.

4) Adjuk meg azt a legnagyobb hadromjegyti szamot, amelyet 12-vel osztva, a maradék 5.

5) Adjuk meg azt a legkisebb természetes szamot, amelyet 320-szal osztva, a hanyados egy paratlan
szam, a maradék 83.
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6) Adjuk meg az 6sszes természetes szamot, amelyet 4-gyel osztva, a maradék 24.

7) Adjuk meg az Osszes természetes szamot, amelyet 6-tal osztva, a maradék 32.

8) Adjuk meg az Osszes természetes szamot, amelyek 5-tel osztva, a hanyados egyenlo a
maradékkal.

9) Adjuk meg az 0sszes természetes szamot, amelyet 4-gyel osztva, a hanyados 34-szer nagyobb a
maradéknal.

10) Adjuk meg azokat a négyjegyt szamokat, amelyeket 83-mal osztva, a maradék 54.

11) Adjuk meg az 6sszes 200-nal kisebb szamot, amelyet 26-tal osztva, a maradék négyszer kisebb a
hanyadosnal.

12) Hatarozzuk meg azt a harom természetes szamot, tudva azt, hogy a masodik 42-vel nagyobb a
harmadiknal, illetve a masodik szamot a harmadikkal osztva, a hanyados 6 és a maradék 12,
tovabb4 az els6é szam a masodik kétszerese.

13) Két szam 0sszege 105. Adjuk meg a két szamot, ha a nagyobbat a kisebbel osztva, a hanyados 7 a
maradék 9.

14) Egy szam 7-tel nagyobb egy masiknal. Osztasi hanyadosuk 3, a maradék 2. Melyik ez a két
szam?

15) Adjuk meg az Osszes szamot, amelyeket 9-cel osztva, a hanyados q a maradék r, 5-tel osztva, a
hanyados r és a maradék q.

16) Adjuk meg azt a legkisebb illetve legnagyobb haromjegyli szamot, amelyeket ugyanazzal a
kétjegyli szdmmal elosztva a maradék 97.

17) Hatarozzuk meg azokat a természetes szdmokat, amelyeket 4-gyel osztva a hanyados q és a
maradék r, illetve 10-zel osztva a hanyados r és a maradék q.

18) Adjuk meg az 6sszes, 10.000-nél kisebb szamot, amelyet rendre 11-gyel, 13-mal és 19-cel osztva
a maradék 7!
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19) Adjuk meg azt a legkisebb haromjegyli szamot, amelyet 73-mal osztva, a maradék kdbét kapjuk
hanyadosként!

20) Adjuk meg az 0sszes természetes szamot az {1000, 1001, 1002,..2000} halmazbol, amelyeknek a
217- tel valo6 osztasi maradéka egyenl6 az osztas hanyadosaval.

21) Adjukmegaz 1-2-3-..-100 + 999 szam 440-nel valo6 osztasi hanyadosat és maradékat.

Utmutatds:
999 = 2-440+ 119,
1:-2-3-..-100=440-(1-3+4-...-8-9-12-13-...-100),
1-2-3-...-1004+999 =440(1-3-4-...-8-9-12-13-...-100 + 2) + 119.

22) Adott az x = 2™"-3"+ 2" - 3" + 19 szam. Adjuk meg a szam 5-tel vald osztasi hanyadosét és
maradékat.

23) Adjuk megazn=1-2-3 - ... - 100 + 999 szam 440-nel vald osztasi hanyadosat és maradékat.

24) Adjuk meg az dsszes abc alaku természetes szamot, ha tudjuk, hogy 25-tel vald osztasi maradéka

1, tovabba cab-nak 26-tal valo osztasi maradéka 2.

25) Hany olyan természetes szam van, amely abab3c alaku alaky, oszthatoak 4-gyel és ab teljes
négyzet.

26) Adjuk meg az osszes abc alaku szamot, amelynek a bc szammal valo osztasi hanyadosa 4, a
maradék pedig: bc - 8.

Szamrendszerek

1) Hatarozzuk meg az a és b szamjegyeket, hogy az egyenléség igaz legyen:
2a4 = 1b3.

2) Hatarozzuk meg az ismeretlen szamrendszereket ugy, hogy az egyenléség igaz legyen:
a. 405(,) = 149(40);
b. 152544y = 200(g);
C. 23(x) + 45(y) = 40(10);
d. 22 + XxX(4) = 241s).
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3) Hatarozzuk meg az a szamjegyet ugy, hogy a kifejezés igaz legyen:
9-(aa:5—-17:5) = 108!

4) Hatarozzuk meg az dsszes aby, alakil szamot ugy, hogy ab =a-b + a + b.

5) Hatarozzuk meg x-et, ha 12 + 34+ 5609=124s.

6) Keressiink olyan az ab alaka szamokat a tizes szamrendszerben, ha tudjuk, hogy ab;, = ba,.

7) Keressiink olyan az ab alakil szamokat a tizes szamrendszerben, ha tudjuk, hogy ab,, = bas.

8) Hatarozzuk meg az x és y természetes szamokat, ha
12 t34)=410
23+451)=52s
9) Hatarozzuk meg az x és y természetes szdmokat, ha
14(x)+ 1 2(y): 1410
2300-21=11s.

10) Hatarozzuk meg az a,b és c szamjegyeket, ha abcc + cb = 1993!

11) Hatarozzuk meg az abc szamot, ha tudjuk, hogy a szam bc-vel vald osztasi hanyadosa 6 , a
maradék 5.

12) Azt mondjuk, hogy az abc szam “pdrja” az XyzZ szamnak, ha a + x =b +y = ¢ + z = 10.
Hatarozzuk meg az abc szamot, ha a “pdrjdval” vald osztasi hanyadosa 3 és a maradék 14.

13) Hatarozzuk meg az abc szamokat, ha tudjuk, hogy bc —vel osztva a maradék és a hanyados
egyarant 18.

14) Hatarozzuk meg x-et €s y-t ha 23+ 42 = 430!

15) Hatarozzuk meg az x#y, x#z és y#z szdmjegyeket, tudjuk, hogy Xx + yx + zx = xy3

16) Hatarozzuk meg azokat az abc alaku szamokat, amelyekre igaz a : 2abc + bc = 2016 + ab0
Oszefliggés.

17) Hatarozzuk meg az dsszes ab alaku a<b szamot, ha tudjuk, hogy ab + ba = 143.
18) Hatarozzuk meg az dsszes Xy alaki , ha tudjuk, hogy x3y — y2x = 109.

19) Hatarozzuk meg az dsszes abc alak® szamot, ha a#b, atc,b#c, és tudjuk, hogy

aada + bbb +ccc +a+ b + ¢ = 2016.
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20) Hatarozzuk meg az 6sszes abc alaku szamot, amennyiben 4-(ab + ba) + 6°=221.a, b, ¢ €
{0, 1, ...9}.

21) Hatarozzuk meg az x és y szamjegyeket, ha xy7 + 3 - 4xy = 2143.

22) Hatarozzuk meg az 6sszes abc alakii szamot, ha ab + bc = ca + 45.

Oszthatdésag

1) Vizsgaljuk meg, hogy az xyzxyz alaka szam oszthato-e 91-gyel?

2) Adjuk meg az sszes 4a2a3a szamot, amely:
a) Oszthat6 5-tel
b) Oszthato 10-zel
3) Vizsgaljuk meg, hogy a 2*™'+3 oszthato-e 5-tel?
4) Vizsgaljuk meg, hogy a 15-46"-4-13" paros szam-¢?
5) Vizsgaljuk meg, hogy 46"-13" oszthato-e 2-vel?
6) Vizsgaljuk meg, hogy 46"-13" oszthato-e 3-mal
7) Hatarozzuk meg az 6sszes 30ab alaka 24-gyel oszthaté szamot.
8) Hatarozzuk meg az 6sszes 21a5b alaka 75-tel oszthatd szamot.
9) Mutassuk meg, hogy két egymas kovetkezd természetes szam Gsszege nem oszthatd 2-vel.

10) Mutassuk meg, hogy harom egymasutan kdvetkezo természetes szam Osszege oszthaté harommal.

11) Mutassuk meg, hogy négy egymasutan kovetkezd természetes szam Osszege nem oszthatd
néggyel.

12) Mutassuk meg, hogy négy egymasutan kovetkez6 természetes szam szorzata oszthato nyolccal.
13) Mutassuk meg, hogy k darab egymasutan kdvetkezd természetes szam szorzata oszthat6 k-val.

14) Hatarozzuk meg az 6sszes abb alakil, 5-tel oszthatd szamot, amely szam szamjegyeinek osszege:
a) 9
b) 19
c) 27
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15) Hatarozzuk meg az 6sszes aab alaku, 2- tel oszthat6 szdmot, amely szam szamjegyeinek Osszege:

a) 10
b) 16
c) 21

16) Mutassuk meg, hogy hat egymasutan kovetkezd szambol egy biztosan oszthatd 5-tel!

17) Adott az a;a,as ...agxyz szam, ahol a;, a ... ar tetszleges szamjegyek, Xyz szam pedig

oszthato 8-cal. Mutassuk meg, hogy a;a,a; ... ayxyz is oszthato 8-cal.

18) Forditva: ha az a;a,as ... @y XYz szam oszthat6 8-cal, akkor az Xyz szam is oszthato 8-cal.

19) Adjuk meg az 6sszes 1a4a alakll szamot, amely oszthat6 8-cal.

20) Mutassuk meg, hogy az 37a + 7a3 + a37 0Osszeg oszthatd 37-tel, fliggetleniil az a nemnulla
szamjegytol

21) Vizsgaljuk meg, hogy a kovetkezo kifejezések oszthatéak-e 5-tel? Hat 6-tal?

a) Ei=1+3+5+...51,
b) Ea=1+4+7+...+148,
¢) Es=1+3+3%.. . +3%8
d) Es=1+1+2+22+2°+ . +2%8,

22) Adjuk meg az 6sszes abab alakl 12-vel oszthatd szamot.

23) Adjuk meg a legkisebb abab alaki szamot, amely oszthato 4-gyel, 5-tel és 9-cel, tovabba
atb=c

24) Bizonyitsd be, hogy ha egy tetszdleges haromjegyti szamot kétszer egymas utan irsz, akkor az igy
kapott hatjegyii szam oszthato lesz 13-mal! (példaul: 134= 134134)

25) Hany abca alak( szam oszthatd 13-mal?

26) Keressiik meg azt a legnagyobb természetes szamot, amit ha 47-tel osztunk, a hanyados a
maradék haromszorosa lesz.

27) Az 8sszes haromjegyti, 900-nal nagyobb szamot elosztjuk 91-gyel. Hatarozzuk meg a maradékok
Osszegét.

28) Mutassuk meg, hogy Vn € N, ap = 7 - n* — 99 nem oszthat6 5-tel.

29) Mutassuk meg, hogy az n=abc + bca + cab szam oszthaté 37-tel.
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Vegyes feladatok

1) Adott az N = 2+2%42%+.. +22°7 szam. Vizsgaljuk meg, hogy az N+2 szdm felirhato-e 2 egy
hatvanyaként?

2) Legyen N = 2+22+23+2%+.. 42297 Adjuk meg az N+2 szamot a 2 egy hatvanyaként!

3) Vizsgald meg, hogy a 3+3%+3%+3%+3°+3° egy paros szam-e?

4) Hatarozd meg az abc szam haromszorozat, ha tudjuk, hogy 4-a = 84, 2:-b =20 és ¢ = (a + b):2.

5) Tudjuk, hogy 2938d - ab37c = 1. Adjuk meg az a+b+c+d 6sszeget!

6) Legyen egy abcd természetes szam. Azt mondjuk, hogy ez a szam , kétszerezett szam”, ha a cd
szam az ab szam kétszerese.
a) Adjuk meg a legkisebb kétszerezett szamot;
b) Adjuk meg a legnagyobb “kétszerezett szam” szdmjegyeinek 0sszegét;

¢) Ha kegy “kétszerezett szam”, és ab + cd = 72, hatirozzuk meg a k szamot.

7) Hatarozzuk meg az abac szamot, ha tudjuk, hogy a + b+ a + ¢ = ac.

8) Hatarozzuk meg az dsszes ab alaka szam 6szegét, ha tudjuk, hogy ab + ba = 110.

9) Hatirozzuk meg az dsszes abca szdmot, ha tudjuk, hogy 3-ab = 5 - ca.

10) Hatarozzuk meg az abab alakl szam 11-gyel valo osztasi maradékat.

11) Adjuk meg az n = (2%%+2'%%)-(5"+5'"") sz4dm szamjegyeinek dsszegét.

12) Egy négy szamjegyii természetes szamot abcd-t , kiilonlegesnek” neveziink, ha 2-(a + b + ¢) = d.
a) Bizonyitsuk be, hogy egyetlen kiilonleges szam sem oszthatd 5-tel.
b) Bizonyitsuk be, hogy mindenik kiilonleges szam oszthatd 3-mal.
¢) Hatarozzuk meg az 6sszes kiilonleges szamot.

13) Mutassuk meg, hogy barmely x, y szamjegyekre az n = x0y + y0x szam biztosan nem prim.
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14) Adott az A = {1006, 1007, 1008,...,3016} halmaz.
a) Adjuk meg a|A[|-t.
b) Mutassuk meg, hogy az A halmaz elemeinek Osszege egy teljes négyzet.
¢) Adjuk meg az A halmaz elemeinek a 8-cal vald osztasi maradékainak Gsszegét.

15) Adott az 112222333333...1111..11 szam. Hany szamjegye van az A szdmnak? Hanyszor

.,

11-es 22-szer

hasznaltuk az 1-es szamjegyet az A szam felirasaban? Melyik szamjegy van a 101 helyen?

16) Adott az 4 = {3"+9"| n€ N}
a) Mutassuk meg, hogy 2*°'7¢ 4
b) Mutassuk meg, hogy az A halmaz nem tartalmaz négyzetszamokat
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6. AZ EGESZ, A RACIONALIS ES A VALOS SZAMOK
HALMAZA

Az egész szamok halmaza a természetes szamok halmazanak egy bovitése: a természetes
szamokat a negativ egész szamokkal bovitjiik.
A negativ szamokhoz a kivonds miveletén keresztiil jutunk el. Tekintsiik a kovetkezo egyenletet:

a+x=0,a €N,

A 0-nal nagyobb a természetes szam negativianak nevezzilkk, €s —a-val jeloljik a fenti egyenlet
megoldasat. Tehat: a + (— a) = 0. Megjegyezziik, hogy a —a szdmot az a szam ellentettjének is
nevezziik. A (— a) szam az a szam negativja. Az 0sszes természetes szam negativ parjaval, negativjaval,
egyiitt az egész szamok halmazat alkotja. A nullanal nagyobb egész szamok a pozitiv egész szamok, a
nullanal kisebb szamok a negativ egész szamok. Altaldban egy pozitiv egész szamok ellentettje annak a
negativ parja, amely szintén egész szam. A 0-t nem soroljuk sem a pozitiv sem a negativ egész szamok
kozé. Az egész szamok halmazat a Z-vel (zahlen - német) jeloljiik.
A szamok a szamegyenesen az abra szerint helyezkednek el.

Az a egész szam abszolut értéket a kdvetkezOképpen értelmezziik:
la| = { a, a=0
—a, a<0
Ezek szerint |—12=12, |6|=6, stb. Két negativ szdm koziil az a kisebb, amelyiknek az abszolut értéke
nagyobb: —7 <=5 mivel |=7|=7>|-5 |- 5.

Miiveletek az egész szamok halmazan

Osszeadas (a, b € N):
(+a) + (+b) = +(a + b);
(—a) + (=b) = —(a + b);
(+a) + (=b) =+(a—b),a > b;
(+a)+ (=b)=—-(b—a),b > a;
(—a)+ (+b) = —(a—b),a > b;
(—a)+ (+b)=+bB—a),b > a;
(+ta)+(-b)=0a=b;
(+a)+0=a;
(—a)+ 0 =—a;

Kivonas:
(+a) — (+b) = (+a) + (=b);
(+a) — (=b) = (+a) + (+b);
(—a) — (+b) = (—a) + (-b);
(—a) = (=b) = (=a) + (+b);

A kivonast gy végezziik el, hogy a kivonandot ellenkezd eldjellel a kisebbitend6hoz hozzaadjuk.

Szorzas:
(+a) - (+b) =a-b;
(@) (-b)=a-b;
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(+a) - (=b) =—a-b;
(—a)-(+b)=—a-b;
(—a):0=0-(-a)=0;

Az egész szamok halmazan érvényben marad a kommutativitas, az asszociativitds és a disztributivitas.
Azt mondjuk, hogy az egész szamok halmaza az Gsszeadasra, kivonasra és szorzasra nézve zart, azaz az
eredmény szintén az egész szamok halmazanak az eleme.

Ezzel szemben az osztas az egész szamok halmazan nem végezheté el korlatlanul. A 2-x—3=0
egyenletnek nincs megolddsa az egész szamok halmazan, nincs olyan egész szam, amely kielégitené a
fenti egyenletet.

6.1 A RACIONALIS SZAMOK HALMAZA

Amint lattuk, az egész szdmok halmazan a miiveletek nem mindig végezhetdk el. A bx = a,b # 0,a,b €

. . , a .
Z, egyenletnek az egész szamok halmazan nincs mindig megoldasa (az ;, SZ4m nem minden esetben

a
egész szam). Ilyen esetben 5 —t egy 0j szamnak tekintjiik. Ezeket a szamokat tortszamoknak vagy

racionalis szamoknak nevezziik(a: szamlalo, b: nevezd). A racionalis szamok halmazat Q-val (quotiens —
hanyados, latin) jeloljiik.

Q ={x3a € ZA3b € Z\ {0}, ligy, hogy x = 2},

A racionalis szamok halmaza végtelen halmaz.

Tortek egyenlésége
e a , Qa . e o .
Két tortet, — és P akkor és csak akkor tekintiink egyenlonek, ha a;b,=a>b;. Az egyenlOség
1 2
definicidjabol kovetkezik a tortek egyszerlsitésének és bovitésének lehetdsége. Minden tort addig

a
egyszerlsithet, ameddig a szamlalonak és a nevezének van 1-t6l kiilonbozo kozds osztdja. Mikor az E

tortnek a legnagyobb kozods osztdja 1, akkor a tortet redukalt tortnek nevezzik, az a és b szamot pedig
relativ primeknek.

6.2 MUVELETEK A RACIONALIS SZAMOK HALMAZAN

Osszeadas — Kivonas (a, b, c,d € Z,c # 0,d # 0):

Szorzas:

ala alQ
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Osztas:
a a
—:b=—,
c b-c
a. b ad
c'd cb

A Q halmaz mind a négy alapmiiveletre zart, kivéve a 0-val val6 osztast.
Egy a € Q \ {0} racionalis szam reciprokanak nevezziik azt az a; € Q \ {0} szamot, amelyre a - a; = 1.

6.3 TIZEDES TORTEK, TISZTA SZAKASZOS ES VEGYES SZAKASZOS TIZEDES TORTEK

Az olyan raciondlis szamok, amelyeknek a nevezdje 10 valamilyen hatvanya, tizedes torteknek nevezziik.
Egy redukalt tortet, amelynek a nevezdje oszthatd 2-vel vagy 5-tel, és massal nem, bdvithetiink olyan
modon, hogy a nevezé 10 valamilyen hatvanyava véljon. Igy jutunk el a tizedes torthez.

Példa:

7 7 7-53 875
-=—=—=——=(,875.
8 23 23.53 1000

. 1 s ST 875 . s . . .
Esetiinkben a redukalt tort a g racionalis szam volt, T7oo pedig ezzel egyenld tizedes tort. A tizedes tort

tizedes vessz6s formaja a 0,875. A 875-nek az 1000 valo osztasa véges 1épés utan befejezddik, ezért a
kapott tizedes szam egy véges tizedes szam vagy véges tizedes tort.

Vannak esetek, amikor a redukalt tort nevezdjének felbontasaban nem szerepel 2 vagy 5. Ekkor a
maradékos osztas tétele alapjan a = b-g+r, r < b. Ha nem kapunk maradékul nullat, azaz r#0, akkor
legtobb b—1 maradékot kaphatunk, igy a b-ik osztas a hanyadosul kapott szamok szempontjabol ismétlést
jelent, azaz beall egy periodicitas, amely a végtelenségig tart. Az igy kapott tizedes szamot, tizedes tortet,
vegtelen szakaszos tizedes tormek nevezzik, az ismétlodo rész a szakasz.

Példa:
% =2,818181... = 2,(81),
23
39 = 07666 ... = 0,7(6)

Megfigyelhetd, hogy — tovbba a == is redukalt tirtek. Az els6 tizedes tort egy fiszta szakaszos tizedes

tort, a masodik tort egy vegyes szakaszos tizedes tort, mivel a tizedes vessz0 utan van egy szakasz elotti
rész.
A tovabbiakban bizonyitas nélkiil kijelentiink két tételt:

Tétel: Minden raciondlis szam felirhato tizedes tort formajaban.

Tétel: Minden tizedes tort felirhato két egész szam hanyadosaként.
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Tiszta szakaszos tizedes tortek atalakitasa racionalis szamma

Példa: Alakitsuk tortté az x = 1,(0102) szamot.
Megoldas: az x-et 10* = 10000-rel szorozzuk, ekkor 10000-x = 10102,0102..., ebbdl kivonjuk x-et:
10000 - x =10102,01020102...
x= 1,01020102...
9999-x = 10101
Innen kifejezziik x-et és azt kapjuk, hogy

10101
9999 °

Megjegyezziik, hogy az x-et azért szoroztuk be 10*-nel, mert a szakaszban négy szamjegy volt.

6.4 VEGYES SZAKASZOS TIZEDES TORT ATALAKITASA RACIONALIS SZAMMA

Példa: alakitsuk tortté a x = 0,12(131) vegyes szakaszos tizedes tortet.

Megoldads: az x-et megszorozzuk 10°=100-zal, mivel a vegyes szakaszban a nem ismétlédd rész pontosan
két szamjegybdl all: 100-x=12,131131... majd az eredeti egyenléséget megszorozzuk 10°=100000, az
olvas6 mar biztosan kitalalta miért, és azt kapjuk, hogy 100000-x = 12131,131131... Az utdbbi
egyenldségbil kivonjuk az elsé egyenldséget:

100000 - x =12131,131131...
100 - x = 12,131131...
99900 - x = 12119

Innen kifejezve x-et kapjuk, hogy
12119
X = .
99900

6.5 A VALOS SZAMOK HALMAZA

A természetes szamok halmaza N, az egész szamok halmaza Z, a racionalis szamok halmaza kozott a
kovetkezd bennfoglalasi relacio érvényes:

NcZcQqQ.

Felmeriil a kérdés, hogy a racionalis szamokkal kimeritettiik-e az 0sszes lehetdséget, ami a szamokat
illeti, masképpen, léteznek-e olyan szamok, amelyek nem irhatok fel racionalis alakban. A problémat ugy
is megkozelithetjiik, hogy keressiik a racionalis szdmok halmazan példdul az x*—3=0 egyenlet
megoldasait. Ekkor x* = 3. Feltételezziik, hogy létezik egy ilyen raciondlis szam. Amennyiben x€ Q-nak,

ugy x = s alakban felirhato, p, q € Z-nek, és (p,q)=1, q # 0, azaz a legnagyobb ko6zds osztojuk 1,

vagyis p, q relativ primek (a relativ primek értelmezését lasd az legnagyobb kozos 0sztd bemutatasanal).

Az x helyett a Z tortet visszahelyettesitjiik az eredeti egyenletbe x helyett, és azt kapjuk, hogy
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2 2
(S) =3> 5—2 =3=>p?=3-q?= a p? oszthatdo 3-mal, techit p is oszthat6 3-mal. Ezek szerint

felirhato, hogy p = 3 - k , k € Z. Visszahelyettesitve p-nek az igy kapot értékét az egyenletbe, azt kapjuk,
K\ 2 .
hogy (%) =3= ke 3=29-k?=3-q% > q% =3-k? = a q? oszthato 3-mal, tehat q is oszthato

3-mal, azaz (p,q)=3. Ez a kovetkeztetés ellentmond annak, hogy eredetileg azt feltételeztiik, hogy
(p,q)=1. Igy az eredeti feltételezésiinket, mely szerint létezik egy olyan racionalis szdm, amely
kielégitené az x°—3 = 0 egyenletet elvetjiik, és kijelentjiik, hogy nincs olyan raciondlis alakban felirhaté
szam, amely kielégitené az x>—3 = 0 egyenletet.
Megjegyezziik, hogy a fent bemutatott bizonyitasi eljaras a reductio ad absurdum, a lehetetlenre valod
visszavezetés technikdja. A modszer Iényege, hogy a bizonyitandd kijelentést igaznak tételezziik, majd
1épésrol 1épésre haladva eljutunk egy olyan részkovetkeztetéshez, amely ellentmond az eredeti
feltételeknek. Ekkor az ellentmondas igy oldhaté fel, hogy ha a bizonyitando kijelentést hamis.
Az olyan szamokat, amelyeket nem lehet felirni tort alakban, irraciondlis szamoknak nevezzik. Az
irracionalis szamok végtelen tizedes tort alakuak és nem szakaszosak.
A fenti feladatot ugy is megfogalmazhattuk volna, hogy: “Bizonyitsuk be, hogy a V3 szdm egy
irracionadlis szam”.
Az irracionalis szamok tulajdonsagai:

a) Nem irhatok fel két egész szam hanyadosaként, hanem csak végtelen nem szakaszos tizedes tort

alakjaban

b) Az irracionalis szamok raciondlis szamokkal tetszéleges pontossaggal megkdzelithetoek.

c) Ha egy természetes szam nem négyzetszam, akkor négyzetgyoke irracionalis szam.

d) Egy irraciondlis szam és egy nullatol kiillonb6zo racionalis szdm Gsszege, kiilonbsége, szorzata

vagy hanyadosa szintén irracionalis szam.

Az irracionalis szamok halmaza a racionalis szamok halmazaval egyiitt a valds szamok halmazat (jeldlése
R - “real”) adja.
A kovetkezokben bemutatunk egy eljarast, amellyel megkozelithetéek az irracionalis szamok. Jeloljiik a
kozelitett értéket x-szel, illetve az irracionélis szam legyen példaul V5. Eljarasunk alapja az, hogy

x <+/5. Innen kovetkezik, hogy V5-x <5=+5< ; A két egyenldtlenség alapjan fogjuk

megkozeliteni a V5 értékét. Kezdeti becslési értéke V5 —nek legyen 3.

* 5 Kozépérték: (x + 2) - %
x
3 1,6 2,3
2,3 2,17 2,235
2,235 2,237 2,236

Ellendrizhetd, hogy a V5 szamot a 2,236 harom tizedes pontossaggal kozeliti meg. Amennyiben nagyobb

szamu tizedes szdmjeggyel dolgozunk, ugy a kozelitésiink is pontosabb.
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Az egész, a racionalis és a valos szamok halmaza

Példa: V2 kozelitése:

. s 2\ 1

X ; Kozépérték: (x + ;) S
1,4 1,42857 1,414285
1,414285 1,414142 1,4142135
1,4142135 1,4142136 1,4142136

Az 1,4142136 hat tizedes pontossaggal kozeliti meg a v2-t. Az utolsd szamjegy az egy kerekitett szam,
igy azt nem tekintjiik “pontosnak”

6.6 KITUZOTT FELADATOK

1) Bizonyitsuk be, hogy a kdvetkez6 szamok irracionalisak
a) 7,V11,V/13,15;
b) 1-+7,2—V11, 1-V13, 3—V15;
¢) 2++7,1++11,3++13,1 +/15;
1 1

d 1 1
) 1—V3 2 1+V3° 17’ 24+V7"

2) Adjuk meg a % racionalis szam 2017-ik szamjegyét.
3) Adjuk mega % racionalis szam 20000-ik szamjegyét.

4) Kozelitsik meg négy tizedes pontossaggal a V5, V11 és V8 értékeit.

5) Irjuk fel racionalis alakban:
a) 1,23(014);
b) 0,0(123);
c) L,(111);
d) 2,1(212).
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7. KOMBINATORIKA

A kombinatorika targya végesen sok elemet tartalmazo halmaz elemei sorba rendezési
lehet6ségeinek a kiszamolasa, tovabba a véges halmazbol torténd kivalasztasi esetek szamanak a
vizsgalataval foglalkozik. A kombinatorika a matematika igen jelent0s aga, modszereit és eredményeit
szamos teriileten hasznaljuk, tobbek kdzott a valoszinliségszamitasban ¢és a grafelméletben.

A kombinatorika problémai két f6 kérdéskor koré csoportosulnak:
1. egy halmaz elemeinek kiilonb6z6 sorrendbe vald helyezése, és
2. egy halmaz elemeibdl a kiilonb6zé modon valoé kivalasztas

7.1 PERMUTACIOK

Az els6 kérdéskor vezet a permutaciok fogalmahoz. Tekintsiik a kovetkezo feladatot: Adott egy n

elemii halmaz. Hanyféleképpen lehet a halmaz elemeit sorba rakni ugy, hogy minden uj sor kiilonbozzon
az osszes tobbitol?
Megoldas: tekintsiik kozelitésképpen a négyelem {1, 2, 3, 4} halmazt. Ha az 1, 2, 3 és 4 elemekkel
kezdjiik a sorrendet, akkor Osszesen 4 féleképpen kezdhetjiik a sorunkat. A tovabbiakban tételezziik fel
hogy rogzitettiik az 1-t az elsé helyre, igy a masodik helyre harom elemet tehetiink (2, 3, 4). Azonban ez
mind a négy kezdésre igaz, vagyis négy lehetséges kezdés utan harom folytatas valaszthato, igy eddigi
lehetdségeink szama: 4 -3. A gondolatmenetet folytatva azt kapjuk, hogy a négyelemii halmazt pontosan
4-3-2-1=24 féle képpen rendezhetjiik sorba. A feladatot altalanositva beldthato, hogy egy » elemii halmaz
elemeit n! = n-(n-1) «(n-2) -...-2-1 féleképpen rendezhetjiik sorba, azaz:

P,=n!.

Az n!-t “ n faktorialis”-nak olvassuk. A négyelemi halmaz elemeinek egy felirasi sorrendje, példaul a
41 2 3 szamsor a halmaz egy permutdcioja, mig az n! adja a halmaz permutdcioinak szamat.
Megegyezés szerint 0!=1.

7.2 MEGOLDOTT FELADATOK

a) A szinhazba egy 5 f6s barati tarsasag jegyei egymas mellé szolnak. Hanyféleképpen iilhetnek le
egymas mellé? Hanyféleképpen iilhetnek le akkor, ha Teri és Feri mindenképp egymas mellett
szeretne iilni?

Megoldas: a feladat els6 része konnyen belathatéan visszavezethetd az 5! = 5-4-3-2-1 értékének
kiszamitasahoz, hiszen 6t személyilink van, akiket sorba szeretnénk elhelyezni. A helyzet egy
kissé bonyolddik, ha Teri és Feri egymas mellé iilnének mindenképpen. Ebben az esetben
célszerli Terit és Ferit “Osszeragasztani” ugy hogy TeriFeri legyen bel6liik, és a tovabbiakban
Oket egyiitt kezeljiilk. Ebben az esetben egy négyelemli halmaz all el harom, szamunkra
ismeretlen, emberrel és TeriFeri-vel. Oket pontosan 4! = 4-3-2:1 = 24 moédon lehet sorba
rendezni. A feladat azonban még nincs megoldva, hiszen a TeriFeri allapotot felvalt(hat)ja a

FeriTeri allapot is, ez pedig szintén egy négyeleml halmazt eredményez, amelyet szintén 4!
4-3-2-1 = 24 modon lehet sorba rendezni. Tehat: 2-4! = 48 moddon lehet sorba rendezni a
szinhazlatogato tarsasagot ugy, hogy Teri és Feri minden esetben egymads mellett iiljenek.
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b) Készitsiink az 1, 2, 5, 6, 9 szamjegyekbdl Otjegyli szamokat gy, hogy minden szamjegyet

egyszer hasznalhatunk.

1.

1i.

iii.

1v.

Hany 6tjegyt szam képezhet6 igy?
Megoldas: 5! = 5-4-3-2-1= 120

Héany 15-tel kezd6d6 szam képezhetd igy?
Megoldads: Lasd a TeriFeri-feladatot. Az elsO ,.elemet’, a 15-t rogzitjik, marad még
harom elem. Tehat 3! = 3-2-1 = 6 szam képezhetd ugy, hogy 15-tel kezdédjenek.

Hany paros (6tjegyil) szam képezhet6 a fenti modon?

Megoldds: A paros szdmok paros szamjegyben végzodnek. Rogzitve a 2-t utolsonak 4!
szamu Otjegyl szamot képezhetiink. Ha a 6-t rogzitjikk, akkor szintén 4! paros szdm
allithat6 el6 a szamhalmazbol. Tehat 2-4!=2-24=48.

Hany néggyel oszthatd szam képezhetd a fenti moédon?

Megoldas: A fenti szamjegyekbdl képzett szam akkor oszthato néggyel, ha 16-ra, 12-re,
52-re vagy 56-ra végzodik. Tehat 4-3!1=4!=24 szamot allithatunk el6 a fenti feltételeknek
megfelelden.

Hény harommal oszthaté szam képezheto a fenti modon?
Megoldas: A valaszt az olvaséra bizzuk!

7.3 ISMETLESES PERMUTACIOK

Legyen n szamu elemiink, amelyek kozt rendre k;, ks, ...k, sz&mua egymas kozott megegyezo elem

crer

nevezziik. Az 6sszes ismétléses permutaciok jeldlése €s szama:

Pkl,kz...kp _ n!

" = e ket =

7.4 MEGOLDOTT FELADATOK

1) Hany kiilonb6zd négyjegyii szam alkothaté egy 1-es, egy 2-es és két 3-as szamjegyekbél. Irjuk

fel a szamokat!

4! 4-3-2-1

Megoldas: Alkalmazzuk a képletet: P41'1'2 = —= =12. A lehetséges négyjegyli szamok

Toar1r2l T 1121

a kovetkezOk: 1233, 1323, 1332, 2133, 2313, 2331, 3123, 3132, 3213, 3231, 3312, 3321.

2) Az A, A, A, B, B betiikb6l hany 5 betlis sz6 készithet6?
Megoldas: n=5, ki=3 (az A betiik szama), k,=2 (a B betlik szama). Alkalmazzuk a képletet:

51 54321
T3r20 T 3201241

P> =10.
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3) A bal fels6 sarokbol kiindulva, és jobbra illetve lefele 1épkedve hanyszor olvashato ki a
PERMUTACIO sz6 a tablézatbol:

>Hcz R m s
OpHczmo
~—ar-Saczg®
o—arp-Hdacz

Megoldas: Eszrevessziik, hogy a bal felsé sarokbol kiindulva, és az elsé soron végighaladva,
minden cella csak egyszer érinthetd, tovabba az els6 oszlopot bejarva, minden cella szintén csak
egyszer érinthetd:

P
1
1
1
1
1
1

A tovabbiakban megfigyeljiik, hogy a sziirke szinnel jel6lt cellahoz kétféle képpen johetiink:
fentrdl és balrol, minkét esetben a PER rész sz6 az eredmény. Tovabbhaladva a soron illetve az
oszlopon azt kapjuk, hogy:

— ] | e [ | |
N NN | | W —

Azaz, a cellaban a 3 szam azt jeloli, hogy a cellaba haromféle képpen lehet eljutni. Kitoltjiik a
cellakat tigy, hogy fentrdl lefele és balrol jobbra haladva minden iires cellaba a két atlosan folotte
balra helyezked6 cellak 6sszegét irjuk. Az eredmény:

Pl 1

1123 |4

13 10
1(4]10|20
151535
1162156
1728|884

Tehat a PERMUTACIO sz6t pontosan 84-szer lehet kiolvasni a racsbol.
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A feladatnak van egy masik megoldasa, ami szorosan kapcsolodik az ismétléses
permutacidhoz. Eszrevessziik, hogy minden kiolvasott sz6 egy bizonyos szamu jobbra és egy
bizonyos szamu lefele 1&pésbdl tevodik Gssze. Pontosan harom jobbra(j) és hat lefele(l) 1épéssel
jutok el a bal also sarokig. A feladatot ugy is megfogalmazhatjuk, hogy van 3 j betlink és 6 /
betiink. Hanyféleképpen lehet ezeket kirakni. Ekkor n=3+6= 9. Alkalmazzuk as ismétléses
permutécio képletét:

RS = = I 34784

Tehat a PERMUTACIO szot pontosan 84-szer lehet kiolvasni a racsbol.

4) AO0,1,1,1,2,2,5 szamjegyek permutalasaval hany hétjegyli szam képezhetd?
Megoldas: 0-val természetesen nem kezdddhet a szam. Rogzitsiik a szamot az utolso helyen,
majd az utolsé el6ttin, és igy tovabb. Ekkoraz 1, 1, 1, 2, 2, 5 szamokat kell permutalnunk:

X | X|X|X|X]|X]|0 |Ekkor P>*" ismétléses permuticionk—
szamunk! — van, tovabba:
X|X|X[X|X[0[X]| P¥" ismétléses permutacionk van
X|X|X[X|0|[X[X]| P¥ ismétléses permutacionk van
X|X|X[0 |X|[X|X| P ismétléses permutacionk van
X|X|0 | X|X|[X[X| P¥" ismétléses permutacionk van
X0 | X |X|X|X|X|P¥" ismétléses permuticionk van
Tehat 6 - P> = 6 3!;1! =6-3-54 =360 hétjegyli szamot lehet elallitania 0, 1, 1, 1, 2, 2,

5 szamokbol.

7.5 KOMBINACIOK -n ELEM k-AD OSZTALYU KOMBINACIOI

A fejezet elején emlitett masodik kérdéskor a kombinaciokra és amint latni fogjuk, a variaciokra
vonatkozik. Adott egy n elemii halmaz. Felvetédik a kérdés, hogy egy k elemii 0<k<n részhalmazt
hanyféle képpen lehet kivalasztani az n elemii halmazbol. Természetesen a részhalmaz is halmaz, igy a
kivalasztasi sorrend nem szamit. A részhalmazok szdmat az n elem k-ad osztalyt kombinécidi adjak.
Jelolése: CK, és szamolasi képlete a kovetkezo:

Ck = n!
k!'"(n—k)!
Példa: Adott az {a, b, ¢, d, e} Otelemii halmaz. Hanyféleképpen emelhet6 ki a halmazbol egy haromelemti
halmaz. Adjuk meg az 6sszes haromelemi részhalmazt, és a részhalmazok szamat.
A részhalmazok:

{a,b, c}, {a,b,d}, {a, b, e}, {a, c,d}, {a,c, e}, {a,d, e}, {b, c, d}, {b,c, e}, {b,d, e}, {c,d,e}.
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A részhalmazok szama:

c3 51 54321 _

5 T 3n-3) 32121 10.

7.6 MEGOLDOTT FELADATOK

1) Hany részhalmaza van egy hatelemii halmaznak.
Megoldas: Meg kell szamolnunk, hogy hany 0 elem, 1, 2, 3, 4, 5 és 6 elem{i részhalmaza van a

halmaznak.

Ce = 0!-(:!—0)! =1 Ce = 41-(:!—4)! =4
Co = 1!-(:!—1)! =6 ¢ = 51-(:!—5)! =6;
¢ = 2!-(:!—2)! =15 Cs = 6!-(:!—6)! =1
¢ = 3!-(:!—3)! = 20;

Osszesen 1+6+15+20+15+6+1 = 64 = 2°
Megjegyzés: Bebizonyithatd, hogy

Co+Cr+--+Crt+Ch=2"

2) Egy palyazaton 12-en vettek részt: 5 kiilfoldi és 7 hazai cég. Mindegyikilk egy-egy palyazatot
nyujtott be. Harom palyazat kapott dijat. Hanyféleképpen lehet a dijazottak kozo6tt pontosan 1
kiilfoldi cég, ha a dijak azonosak?

Megoldas:
C: = 5 —féleképpen lehet kivalasztani egy céget az 6t kiilfoldibol;
C? = 21 —féleképpen lehet kivalasztani két céget a hét hazaibol;
Tehat 5-21=105 féleképpen lehet dijazni.

7.7 KOMBINACIOK - n ELEM k-AD OSZTALYU ISMETLESES KOMBINACIOI

Adott egy n elemii halmaz. Felvetddik a kérdés, hogy egy k elemili 0<k<n részhalmazt hanyféle képpen
lehet kivalasztani az n elemii halmazbol gy, hogy a kivalasztott elemek ismétlodhetnek, tovabba az
elemek sorrendjére nem vagyunk tekintettel. Egy ilyen £ elemil részsorozatot, amely ismétléseket is
tartalmazhat, az n halmaz elemeibdl az n elem egy k-ad osztalyl ismétléses kombinaciojanak nevezziik.
Az n elembdl kivalaszthatd kiilonbozo k-ad osztalya ismétléses kombinacioit C,’f’i-vel jeloljiik, és a
kovetkezOképpen szamitjuk ki:

ki _ rk
= Cn+k—1'

Megjegyezziik, hogy a fels6 kitevoben az i az ismétlésre vonatkozik.
Példa: jeloljiik egy barati tarsasag négy tagjat A, B, C és D-vel. A tarsasag egy este elmegy egy barati
beszélgetésre. Az este sordn kétszer szoélal meg a telefonjuk (feltételezziik, hogy mindenkinek van
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telefonja). Hanyszor szoélalhat meg a telefon, ha ugyanaz a személynek akar kétszer is megszolalhatott a
telefonja? Megjegyezziik, hogy a sorrend nem szamit AB=BA, ahol AB azt jelenti, hogy a két csengetés
egyike A-nak a masik B- nek szdlt.

Megoldas: a lehetséges esetek AA, AB, AC, AD, BB, BC, BD, CC, CD, DD.

. . i 5!
A lehetséges esetek szama: Cf’l = Cf+2_1 = C52 =so= 10.

7.8 MEGOLDOTT FELADATOK:

1) Egy gyerek 5 kiilonb6zo fagylaltbol valaszthat ki egy haromgombocos adagot (M — malna, V —
vanilia C - citrom). Hanyf¢le lehetdsége van a valasztasra? Megjegyezziik, hogy az MVM és az
MMV fagyikat azonosaknak tekintjiik, azaz a sorrend nem szamit.

Megoldis: C3* = C3,5_; = C} = —— = 35.
Néhany a lehetséges esetek koziil: MMM, MMV, MMC, MVV,...,CCC.

2) A példaban szerepld tarsasagnak (A, B, C és D) most mar nem kétszer, hanem 6tszor szélalhat
meg a telefonja. Hanyszor szdlalhat meg a telefon, ha ugyanannak a személynek akar 6tszor is
megszolalhat a telefonja? A lehetséges esetek néhany eleme: AAAAA, AAAAB, AAAAC, ...,

DDDDD.

Megoldas: Cf’i =Cps1=C5= 5%' = 56, szoval a fenti sorozat 56 elembdl all.

7.9 VARIACIOK - n ELEM k-AD OSZTALYU VARIACIOI

Adott egy n elemil halmaz. Felvetddik a kérdés, hogy k elemet hanyféle képpen lehet kivalasztani az n
elemii halmazbol gy, hogy a kivalasztott elemek nem ismétlddhetnek, azaz a kivalasztott elemet nem
tessziik vissza a halmazba, tovabba az elemek sorrendjére tekintettel vagyunk, a sorrend szamit és k < n.

.....

I/;lk=(nr_l!k)!=n-(n—1)-(n—2)...-(n—k+1).

Példa: Egy 8 f0s csoport 3 tisztségre (elnok, alelnok, titkar) a tagjaibol valasztast tart. Hanyféleképpen
végzOdhet a szavazas, ha egy ember csak egy tisztséget tolthet be, és arra a tisztségre a csoportbdl barki
jelolhet6?

Megoldas: Az elsé helyen 8-an lehetnek, tehat 8 valtozatunk van, a masodik helyen, miutan az elsé helyet
mar lefoglaltuk 7-en vannak, tehat 7 valtozat lehetséges. Ezek utan belathatd, hogy a titkari allasra hat
lehetséges esetiink lehet, a fenti feladat koriilményei mellett. A valasztasi lehetdségek szama igy: 8- 7 -

6 = 336. A fenti képletet alkalmazva azt kapjuk, hogy:
3_ 8 8 87654321
8 T (8-3)! 5! 54321

=8-7-6 =336.
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7.10 MEGOLDOTT FELADATOK

1) Egy urnaban hat goly6 van, az 1, 2, 3, 4, 5 és 6 szdmmal szdmozva. Az urna tartalmat
Osszerazzuk, és talalomra egymas utan négy golyot kihuzunk beldle, anélkiil, hogy a golyokat
visszatennénk. A golyokra irt szamok sorrendjét lejegyezziik, a golyokat visszahelyezziik az
urnaba. Hany kiilonb6z6 szamsor sorrend Iehetséges.

Megoldads: A lehetséges szamsorok az: (1,2,3,4), (1,2,4,3), (1,3,2,4,)...(4,3,2,1), ...(6,5,4,3). A
szamsorok szama:

6! 6! 6:5-4-3-2-1

6—4) 2! 21

Ve

2) Hany nyolcra végzdo négyjegyii szam van, ha a szam szamjegyei nem ismétlddhetnek?
Megoldas: Harom esetet targyalunk:

1. A szam

[x[r]0]8]

alakt, x,y € {1,2,3,4,5,6,7,9}, x # y. Ebben az esetben a lehetséges esetek szama:
V82 = 56
ii.  Aszam

[x[o]y[8]

alakt, x,y € {1,2,3,4,5,6,7,9}, x # y. Ebben az esetben a lchetséges esetek szama:
V¢ = 56.

1il. A szam
x|y [z]8]

alaka, x, y, z €{1,2,3,4,5,6,7,9}, x#y, x #zésy # z. Ebben az esetben a
lehetséges esetek szama: Vg = 336.

A harom eset esetszamait figyelembe véve, megallapitjuk, hogy 56+56+336 = 448 olyan szam
van amely négyjegyl, utols6 szamjegye 8 €s a szdmjegyek kiilonboznek.

7.11 VARIACIOK - n ELEM k-AD OSZTALYU ISMETLESES VARIACIOI

Adott egy n elemli halmaz. Felvetddik a kérdés, hogy k elemet hanyféleképpen lehet kivalasztani az n
elemii halmazbdol ugy, hogy a kivalasztott elemek ismétlédhetnek, azaz a kivalasztott elemet
visszatessziik a halmazba, tovabba az elemek sorrendjére tekintettel vagyunk, a sorrend szamit. Az n

.....

ki _ k
V,” =n

képlet adja. Megjegyezziik, hogy a kivalasztasok szama a k nincs viszonyban n-nel, azaz k lehet nagyobb,
mint #.
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Példa: Adott az A = {a, b, ¢, d} halmaz. Irjuk fel a halmaz elemeibdl képezhetd masodosztalyli ismétléses

variaciokat és azok szamat.

Megoldds: Az ismétléses variaciok:

aa ba ca da

ab bb c¢b db
ac bc cc dc
ad bd cd dd

s ST " 2,
Az ismétléses variaciok szama esetiinkben: V" = 4% = 16.

7.12 MEGOLDOTT FELADATOK

1)

2)

3)

Egy dobdkockaval 6tszor dobunk egymas utan. Hany kiilonb6z6 dobassorozatot kaphatunk, ha a
dobasok sorrendje nem szamit.

Megoldas: A kockanak 6 oldala van, az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamokkal. Az elsé lehetséges szamsorozat
az1,1,1,1,1,azutan az 1, 1, 1, 1, 2 ...az utols6 lehetséges sorozat a 6, 6, 6, 6, 6. Tehat n =6, k

=5. Azismétléses varidciok szama esetiinkben: V65'i = 6° = 7776.

Hény 7-re végz6do négyjegyl szam van?
Megoldas: a keresett szamok altalanos alakja:

@ fale]7]

Ahol ¢y, ¢z, c;3 szamjegyek, igy ¢; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, 1 =1,2,3. A tizelemii halmazbol
harom elemet kell kivalasztanunk rendre a c;, ¢ €s c3-nak. Az igy kialakult négyjegyli szamok
szama: Vféi = 10% = 1000. Viszont ezekbdl a szamokbdl le kell vonnunk azoknak a szdmoknak

a szamat, amelyek 0-vak kezdddnek, tehat:

e ]e]7]

alaktiak. Ebben az esetben is ¢; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, de itt i =1,2. Ezeknek a szamoknak a
szédma: Vlzo'i = 10?2 = 100. Kdvetkezésképpen, a keresett szamok szama:
V3 — vA =1000 — 100 = 900.

Hany olyan négyjegyli szam van, ami csak az 1 és 2 szamjegyeket tartalmazza? Adjuk meg
ezeknek a szamoknak az 0sszegét

Megoldds: n=2, k=4,V," = 2% = 16,

Ha ezeket a szamokat egymas alé irjuk, akkor egy-egy oszlopban 8-8 egyes ¢€s kettes szamjegy
lesz, tehat egy oszlop Osszege: 8 -1 + 8 - 2 = 24. Mivel négyjegyli szamokrol van sz6, a keresett
Osszeg =24+ 103 + 24 -10% + 24 - 10 + 24 -10° = 24 - (103 + 102 + 10 + 10°) =

10 —1 _ 9999

4- 10-1 —24-T=24-1111=26664.
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7.13 KITUZOTT FELADATOK

Permutaciok

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Egy fut6 versenyen nyolc futé keriilt a dontébe. A dontdben hany kiillonbdz6 befutasi sorrend
lehetséges, ha feltételezziik, hogy nem volt holtverseny?

Hény olyan 6tjegyti szam képezhet6 az 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyekbdl, amelyben az 1-e és a 3-as
jegy egymas mellett helyezkedik el és minden szamjegyet pontosan egyszer hasznalhatunk

fel? Es ha a 2-es szamjegyet 0-ra cseréljiik?

Hany o6tjegyli paros szam képezheté a 0, 1, 2, 3, 4 szdmjegyekbdl, ha minden szamjegy csak
egyszer szerepelhet?

Hanyféleképpen iilhet le 9 ember egy kilencszemélyes hosszu padra?

Hanyféleképpen iilhet le 4 nd és 5 férfi egy kilencszemélyes hossz padra, tigy hogy azonos
nemiiek ne keriiljenek egymas mellé?

A0,1,2,3,4,5 szamjegyek felhasznalasaval hany olyan hatjegyli szamot irhatunk fel, amelyben
minden szamjegy csak egyszer fordul el6?

Tiz regény koziil az egyik haromkdtetes, a tobbi egykotetes. Hanyféleképpen tehetjiik fel a
konyveket a konyvespolcra, ha a haromkdtetes regény konyveinek egymas mellett kell lennitik?

A0, 1,2, 3,4, 5 szamjegyek felhasznalasaval hany olyan hatjegyli szamot irhatunk fel, amelyben
minden szamjegy csak egyszer fordul el6?

A0, 1,2, 3, 4 szamjegyekbdl hany otjegyll szam készithetd, ha minden szamjegyet csak egyszer
hasznalunk fel? Ezek k6zott hany olyan szam van, amelyben a 0 a masodik helyen szerepel?

10) 10 hazaspart szeretnénk leiiltetni egy egyenes asztal mellé. Hanyféle sorrend lehetséges, ha

azonos nemiiek nem iilhetnek egymas mellett?

11) Hany olyan permutacioja van az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 elemeknek, amelyben az elsé harom helyet a

6, 7, 8 elemek foglaljak el valamilyen sorrendben, s az utolso6 helyen az 5-6s all?

12) Hanyféleképpen allithatunk sorba 30 tanul6t ugy, hogy a 3 legmagasabb

a) A sor elejére;
b) A sor végére;
c) Egymas mellé keriiljon?

13) Egy gimnaziumi osztalybol 6 leany és 4 fiu kotelezd oltason jelenik meg. Hanyféle sorrend

allithato eld a didkokbol?
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14) Nyolc autonak leszerelték egy-egy rendszamtablajat.

a) Hanyféleképpen lehet ugy a nyolc autora felszerelni ezekbdl egyet-egyet ugy, hogy
pontosan két rendszamtabla visszakeriiljon az eredeti helyére.

b) Hanyféleképpen lehet Ggy a nyolc autoéra felszerelni ezekbdl egyet-egyet tigy, hogy
pontosan 6t rendszamtabla ne keriiljon vissza az eredeti helyére.

Ismétléses permutaciok

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Hany 6tjegyt szamot irhatunk fel a 3, 3, 3, 4, 4 szamokbol?
Hany o6tjegyti szamot irhatunk fel a 0, 2, 2, 4, 6 szdmokbol?

A MATEMATIKA szonak hany permutéacidja van?

Hanyféle sorrendbe irhatok a PARALELOGRAMMA 5z6 betiii?

Hanyféleképpen olvashaté ki a PARALELOGRAMMA sz6 a tablazatbdl, ha a bal felsé sarokbol
indulunk ki és a jobb also sarokba érkeziink meg?

G
ormC > =® >
Qo mE > ™
2> %00
22> 7000
>Z2Z2»RAQO0

L
E
L
O
G
R
L A
5

A
L
E
L
(0]
G
R
Hany hatjegyti paros szam alkothato a 2, 2, 3, 5, 6, 6 szamjegyekb6l?

A KOMBINATORIKA szénak hany permutacidja van?

Hanyféleképpen tolthetiink ki egy PRONOSPORT szelvényt - ha 13 mérkdzésre tippeliink - ugy,
hogy 8 darab 1-es, 2 darab x-es és 3 darab 2-es tipp legyen rajta?

A0, 1,1,1,2,2,5 szamjegyek permutalasdval hany hétjegyt 6ttel oszthatd szam képezheto?

10) A0, 1,1,1,2,2,5 szamjegyek permutalasaval hany hétjegyi kettovel oszthatdé szam képezhetd?

11) A0, 1,1, 1, 2, 3, 3 szdmjegyekbdl hany paros szam képezhet6?

12) Egy dobozban két sarga goly6 van. Hany darab piros golyot kell a dobozba tenni, ha azt kivanjuk

elérni, hogy a dobozban 6sszes goly6 21 kiilonb6zé modon legyen kirakhato (kihuzhat6)?

13) Egy dobozban 16 golyo6 van, koziilikk 10 fehér, 4 piros és 2 kék szinli. A 16 golyo6t egymas utan

kihtizzuk a dobozbdl. Hany sorrendben htzhatjuk ki a golydkat, ha az egyszinliecket nem
kiilonboztetjiikk meg?
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14) Hanyféleképpen tolthetiink ki egy PRONOSPORT szelvényt, ha 8 darab 1-es, 2 darab x-es és 3

darab 2-es tipp kell legyen rajta?

Kombinaciok

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Egy 35 f0s osztalyban 6 gyereket kirandulni kiildenek, Hanyféleképpen valaszthato ki a kirandulo
hat gyerek?

Egy sikban 10 pontot jeloliink meg. Hany olyan egyenest lehet htizni, amely két pontot atmegy.

A lotté szdmai 1-t6l 49-ig terjednek. Valaki a 10, 11 és 18 szamokkal mindig jatszik. Ha egy
jatékban hat szam fogadhaté meg, akkor 6sszesen hany jatékvaltozat lehetséges?

Petinek 5 oraja lesz holnap: magyar, matek, rajz, ének és német, de csak harombol van irasbeli
hazi feladat. Hanyféle eset lehetséges?

Egy sikban 10 nem egybeesd pontot jelolink meg. Kivalasztunk harmat és egy haromszdoghet
szerkesztiink. Hany kiilonb6z6 haromszog szerkeszthetd?

Egy 32 lapos magyar kartyabol hanyféleképpen huzhatunk ki visszatevés nélkiil 5 piros lapot? A
sorrend nem szamit! Gondoljunk arra, hogy 8 piros lap van!

A 32 lapos magyar kartyabdl egy jatékosnak kiosztunk 10 lapot. Hanyféle laptartalom alakulhat
ki, ha tudjuk, hogy véletleniil mind a négy aszt a jatékosnak osztottuk. A sorrend nem szamit.

Az 6tos, vagy a hatos lotton lehet kevesebb szelvénnyel biztosan telitalalatot elérni. (Az 6tds lotto
esetén 90 szam koziil kell 6tot eltalalni, a hatoson 45-bol 6-ot.)

Hény olyan 6tjegyi szam van, melynek jegyei
a) novekvo sorrendben,
b) csokkend sorrendben kovetkeznek egymas utan?

10) Az 1,2,3,4,5,6, 7, 8,9 elemek hany negyedosztalyu ismétlésnélkiili kombinacidja tartalmazza

az 1, 2 elemeket?

11)Az 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 elemek hany hatod osztalyt ismétlésnélkiili kombinacioja tartalmazza

az 1, 2 és 4 elemeket?

12) Hany olyan részhalmaza van az egyjegyli pozitiv egész szamok halmazanak, amelynek

a) a4disésazsiseleme;

b) a4 cleme, de az 5 nem;

c) az5eleme, de a4 nem

d) sem a4, sem az 5 nem eleme?

13) Igazoljuk, hogy egy 53 elemii halmaznak ugyanannyi 16 elemi részhalmaza van, mint ahany 37

elem.
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Ismétléses kombinaciok

1) Hanyféleképpen helyezhetiink el 5 levelet 16 rekeszbe, ha a levelek kozott nem tesziink

kiilonbséget és egy rekeszbe legfeljebb egy levelet tesziink.

2) Hanyféleképpen helyezhetiink el 5 levelet 16 rekeszbe, ha a levelek kozott nem tesziink

kiilonbséget és egy rekeszbe tobb levelet is tehetiink.

3) Egy tisztségre 3 jelolt van, ezekre 20-an szavaznak. Hanyféle eredménnyel végzddhet a szavazas,

ha mindenki egy jeloltre szavaz? (Eredmény: kire hanyan szavaztak.)

4) Egy osztalyban egy évben haromszor keriil sor jutalmazasra. Hanyféleképpen lehet jutalmazasi

csoportokat kialakitani, ha az egyes jutalmazasoknal mindenkit figyelembe vesziink, azaz

lehetséges az, hogy mindharom jutalmazaskor ugyanaz a diak kapjon jutalmat.

Variaciok

1) Az 1, 2, 6, 8, 9 szamjegyekbdl hany haromjegyli szam készithetd, ha a szadmjegyek nem
ismétlédhetnek.

2) AO,1, 2,6, 8,9 szamjegyekbdl hany négyjegyli szam készithetd, ha a szamjegyek nem
ismétlédhetnek.

3) Egy urnaban 10 cédula van, rendre a 0, 1, 2,..., 9 szdmjegyekkel megjelolve. Egymas utan
hat cédulat htizunk ki, a céduldkat nem tessziik vissza. Hany esetben kapunk hatjegyl
paratlan szamot?

4) Egy urnaban 10 cédula van, rendre a 0, 1, 2, . . ., 9 szamjegyekkel megjeldlve. Egymas utan
hat cédulat htizunk ki, a cédulakat nem tessziik vissza. Hany esetben kapunk hatjegyti 5-tel
oszthat6 szamot?

5) Egy urnaban 10 cédula van, rendre a 0, 1, 2, . . ., 9 szamjegyekkel megjelolve. Egymas utan
hat cédulat huzunk ki, a cédulakat nem tessziik vissza. Hany esetben kapunk hatjegyti, 5-tel
oszthato paratlan szamot?

6) Zaszlokészitéshez otszind vaszon (P, F, Z, K, S, L) all rendelkezésre.

a) Hany haromszinii zaszl6 készithet6?

b) Hény haromszinii zaszl6 készithetd, ha kozépen csak F szinii lehet?

¢) Hany haromszinii zaszl6 készithetd, ha kdzépen csak F vagy S szinii lehet?
d) Hany haromszinii zaszl6 készithetd, ha kdzépen sem F sem S szinti lehet?
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Ismétléses variaciok

1))

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Hény négyre végzodo otjegyli szam van?

Hény 6-ra végz0do hatjegyli szam van?

Hény néggyel oszthatd 6tjegyii szam van?

Héany 6tre végz6do6 hatjegy(i szam van?

Hény hatjegyti 6ttel oszthaté szam van?

Héany olyan haromjegyli szam van, amelyiknek minden szdmjegye 6-nal nagyobb?
Hény olyan haromjegyii szam van, amelyiknek minden szdmjegye 3-nal kisebb?

Héany olyan haromjegy{i szam van, amelyiknek minden szamjegye 3-nal nagyobb paros szam?

Fiiggvénytani ismereteket felhasznalo feladatok

1) Ha A=1{, 2, 3, 4, 5}, hatarozzuk meg az f : A — A bijektiv fliggvények szamat, amelyre

Fy=2.
2) Hany f: {1, 2,3,...,10} —> 0,1} figgvényre teljesiil az 1)+ f(2)+ f(B) +...+ f(10)=2 egyenlOség

3) Hatarozzuk meg az f: {1, 2,3} — {1, 2, 3, 4, 5} injektiv fliggvények szamat, amelyekre
fQ1.

4) Adottegyf-{ 1,2,3} —{ 4,5, 6}injektiv fliggvény. Igazoljuk, hogy f()+ f2)+ f(3)=15.

5) Az A=1{,2,3}¢ésB={ 5,6,7,8 }halmazok esetén, hatdrozzuk meg az f : A — B szigorlian

monoton fiiggvények szamat.

Vegyes feladatok

1. Hanyféleképpen irhato fel a MISSISSIPPI sz6 ugy, hogy a ket S betii ne kévetkezzen egymas utan?

2. Hanyféleképpen irhatd fel a MASSASAUGA sz6 (észak 9*amerikai mérges kigyo) ugy, hogy a két A
betii ne kovetkezzen egymds utan?

3. Hanyféleképpen irhato fe la MASSASAUGA sz6 (észak amerikai mérges kigy0) tigy, hogy a csak ket

A betii

kovetkezzen egymdas utan (Pld.. MAASSASUGA - megfeleld, MAAASSSGU — nem

megfeleld)?
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Ot pénzérmét 10 gyerek kozott osztunk el. Hanyféle elosztas lehetséges, ha egy gyerek megkaphatja
akar mind az 6t pénzérmét?

Ot pénzérmét 10 gyerek kozott osztunk el. Hanyféle elosztas lehetséges, ha egy gyerek legtobb egy
pénzérmét kaphat?

Héany néggyel oszthato néegyjegyii szam van?
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8. A VALOSZINUSEGSZAMITAS ELEMEI

A matematikaban egy eseményen adott koriilmények kozott megismételhetd torténést értiink. Az
események egy kisérlet lehetséges kimenetelei. Példaul egy pénz feldobasakor két lehetséges eseményiink
van “fej” vagy “iras”, egy gyerek sziiletésekor két lehetséges eseményiink van a gyerek nemét illetéen:
fia vagy leany, egy kocka eldobasakor hat lehetséges eseményiink van: az a szam, amit a kocka a dobas
utan mutat, stb.

Elemi eseménynek nevezziik azt az eseményt, ami csak egyféleképpen kdvetkezhet be. Kénnyen
belathato, hogy a kocka eldobasakor hat elemi esemény lehetséges.

Osszetett esemény az az esemény, ami egy megfigyelés sorozat soran tobbféleképpen is
bekdvetkezhet. Példaul egy kocka eldobasakor a ,,pdratlan szamot mutat a kocka”, vagy ,,primszamot
mutat a kocka” esemény tobbféleképpen bekovetkezhet.

Definicié: egy megfigyelés sorozat elemi eseményeinek halmazat eseménytérnek nevezziik, és altalaban
H-val jeloljiik. A H eseménytér barmely részhalmaza az adott megfigyelés sorozatra vonatkozoan egy
eseményt hataroz meg.

Specialis események:

- Biztos esemény: a megfigyelés sorozatban minden esetben bekdvetkezik. Példaul kockadobas
esetében a ,,7-nél kisebb nem nulla szamot mutat a kocka” esemény mindig bekdvetkezik.
Jelolése I.

- Lehetetlen esemény: a megfigyelés sorozatban soha nem kovetkezik be. A kockadobasnal
maradva a ,,negativ szamot mutat a kocka” esemény soha nem kovetkezik be.

8.1 A VALOSZINUSEG FOGALMA

Egy megfigyelés sorozat soran egy adott A esemény k alkalommal kovetkezik be, mikdzben n
eseménybdl all a teljes megfigyelés sorozat. Az A esemény relativ gyakorisagat a

relativ gyakorisadg = -

képlettel szamoljuk ki. A valosziniiség fogalmat az a megfigyelés adta, hogy egy megfigyelés sorozat
soran egy megfigyelt 4 esemény relativ gyakorisaga egy adott szamérték koriil ingadozott. Ezt a szamot
tekintjiik a megfigyelt esemény valosziniségének.

Definicié: az A esemény valdsziniisége az a szam, amely koriil a megfigyelés sorozat kapcsan az A
esemeny relativ gyakorisaga ingadozik.
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8.2 A VALOSZINUSEG AXIOMAI

1.

axioma: a H eseménytér tetszoleges 4 eseményéhez tartozik egy P(4) szam, az A esemény
valoszintisége, amelyre igaz, hogy :
0<P(4).

Megjegyzés: bizonyithatd, hogy P(4)<I

axioma: A biztos esemény valosziniisége 1:
P(I) =1.
axioma: Ha A és B egymast kizar6 események, akkor annak valdszinlisége, hogy az egyik vagy
masik bekovetkezik:
P(A+B) = P(A) + P(B).

A Klasszikus valosziniiség-szamitas alaptétele: Ha a H véges eseménytér n elemi eseménye egyenld

valoszinliséggel kovetkezik be, akkor barmelyik & elemi eseménybdl 4llo 4 esemény valosziniisége:

P(A)=E,ah010SkSn.
n

8.3 MEGOLDOTT FELADATOK

a)

b)

Adott az 4 = {1,2,...,1000} halmaz. Szamitsuk ki annak a valoszintiségét, hogy a {% |n €
A} halmaz véletlenszeriien kivalasztott eleme racionalis szam legyen

Megoldas: eloszor megallapitjuk, hogy n=1000 és konnyen belathato, hogy a halmaz minden
eleme egyenld valosziniiséggel kovetkezik be. Nem kell bizonygatnunk, hogy a 3/n csak akkor
racionalis, ha n kobszam. Keressiik meg tehat a halmaz kdbszamait!

m 1 2 3 4 9 10

m’ 1 8 27 64 .. 729 1000

Tehat az A halmazban pontosan 10 kobszam talalhato, igy a relativ gyakorisag k£ =10. A keresett

valoszintliség:
10
=——=0,01.
P=To00

Hatarozzuk meg annak a valdsziniiségét, hogy az 4 = {0,5,10,...,2015} halmazbol kivalasztott
elem oszthato legyen 25-tel.

Megoldas: Az |A|=2015:5=403, tehat n = 403, és minden elem egyenld valdszinliséggel
kovetkezik be. Keressiik meg, hany 25-tel oszthat6é szam van a halmazban. Elkészitjiik a
kovetkez6 tablazatot:
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5 10 15 20 25
30 35 40 45 50

400:5=80 sor

1980 | 1985 | 1990 | 1995} 2000
2005 | 2010 | 2015

A tablazat adataibol kdvetkezik, hogy pontosan 81 (80 + a nulla) olyan szam van a halmazban,

amelyik oszthat6 25-tel, tehat a relativ gyakorisag k = 81. A keresett valoszinliség: p = 2

403
0,20.

8.4 KITUZOTT FELADATOK

1)

2)

3)

4)

3)

6)

7)

8)

9)

Egy minden oldalan befestett kockat 1000 azonos méretii kis kockara flirészeliink szet. A kis
kockéakbol véletlenszerlien valasztunk egyet. Mi a valdszinlisége, hogy festett lesz a kis kocka
(nem szamit, hogy egy, két vagy harom oldalan)?

Az A= {1,2,3,4,5} halmaz részhalmazai kozil véletlenszeriien kivalasztunk egyet. Hatarozzuk
meg annak a valdsziniiségét, hogy a kivalasztott részhalmaz elemeinek szorzata 120 legyen!

Az A = {1,2,3,4,5,6} halmaz nem {ires részhalmazai koziil véletlenszeriien kivalasztunk egyet.
Hatarozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy a kivalasztott részhalmaz minden eleme paratlan
szam legyen!

Szamitsuk ki annak a valosziniségét, hogy a {\/ﬂn € N,n < 100} halmaz véletlenszeriien
kivalasztott eleme racionalis szdm legyen!

Hatarozzuk meg annak a valdszintiségét, hogy a 4 ={0,1,2,3,...,2017} halmazboél véletlenszeriien
kivalasztott elem oszthato legyen 5-tel!

Hatarozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy egy véletlenszerien kivalasztott haromjegyi
természetes szam oszthato legyen 50-nel!

Adott az 4 = {1,2,3,4,5,6} halmaz. Hatarozzuk meg annak a valoszinliségét, hogy az 4AXA4
Descartes szorzat egy véletlenszerlien kivalasztott (a,b) eleme esetén az a és b szamok szorzata
paros legyen!

Hatarozzuk meg annak a valdsziniiségét, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott négyjegyt
természetes szam oszthato legyen 9-cel!

Hatarozzuk meg annak a valdsziniiségét, hogy véletlenszerien kivalasztva egy szamot a
{11,12..., 50} halmazbdl, az oszthat6 legyen 2-vel és 5-tel!
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10) Hatarozzuk meg annak a valdsziniliségét, hogy az 56 osztéinak halmazabol kivalasztott szam
oszthat6 legyen 4-gyel!

11) Hatarozzuk meg annak a valdszintiségét, hogy az 4 = {1,3,5,...,2017} halmazbol kivalasztott
elem a 3 tobbszordse legyen!

12) Hatarozzuk meg annak a valosziniiségét, hogy az 4 = {2,4,6,...,2018} halmazbol kivalasztott
elem oszthato legyen 4-gyel és ne legyen oszthato 8-cal!

13) Hatarozzuk meg annak a valoészinliségét, hogy az 4 = {1,2,3,4,5,6} halmaz valamely
véletlenszerlien kivalasztott részhalmazanak harom eleme legyen!

14) Hatarozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy a haromjegyli természetes szamok halmazabol
kivalasztott szam szamjegyeinek 0sszege 2 legyen!

15) Hatarozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy a paros kétjegyli természetes szamok halmazabol
kivalasztott szam oszthato legyen 4-gyel!

16) Hatarozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy a kétjegyli természetes szamok halmazabdl
kivalasztott szam mindkét szamjegye paratlan legyen!

17) Egy dobozban 49 golyé van. A golyok sorszamozva vannak 1-t6l 49-ig. Szamitsuk ki annak a
valdszinliségét, hogy véletlenszerlien kihuzott golyon lev szam teljes négyzet!

18) Hatarozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy a 4 = {1,2,3,...,100} halmazbdl véletlenszeriien
kivalasztott elem ne legyen oszthato 6-tal!

19) Hatarozzuk meg annak a valdsziniiségét, hogy egy 1 és 1000 kozotti természetes szam teljes kob
legyen!

20) Hatarozzuk meg annak a valoszintiségét, hogy a haromjegyli természetes szamok halmazabol
kivalasztott szam els6 szamjegye primszam legyen!

21) Hatarozzuk meg annak a valoszinliségét, hogy a haromjegyli természetes szamok halmazabol
kivalasztott szam szdmjegyeinek szorzata paratlan legyen!

22) Hatarozzuk meg annak a valosziniiségét, hogy a kétjegyli természetes szamok halmazabol
kivalasztott ab szam esetén a #b legyen!

23) Hatarozzuk meg annak a valoszinliségét, hogy a kétjegyli természetes szamok halmazabdl
kivalasztott szam teljes négyzet legyen!
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24) Hatarozzuk meg annak a valoszintiségét, hogy a haromjegyli természetes szamok halmazabol
kivalasztott szamnak pontosan két egyenld szamjegye legyen!

25) Hatarozzuk meg annak a valoszinliségét, hogy egy haromjegyli természetes szam minden
szamjegye egyenlo legyen!

26) Hatarozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy a {10,11,12,..., 40} halmazbol kivalasztott szam
szamjegyeinek Osszege oszthato legyen 3-mal!

Megjegyzés: A feladatok nagy részét a taniigyminisztérium €rettségi-tétel javaslataibol valogattam.
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9. ASKATULYAELV

A skatulyaelv megalkotoja Peter Gustav Dirichlet (1805 - 1859) német matematikus. A
skatulyaelv leegyszertisitett megfogalmazasa a kovetkezo:

Ha n skatulyaba elhelyeziink n-nél tobb targyat, akkor lesz olyan skatulya, amelyben legalabb két

targy keriil.
Egy masik megfogalmazas szerint:

Ha n dobozba legalabb n-k+1 tdargyat helyeziink el, akkor legalabb egy dobozba k darabnal

tébbet kell tenniink.
Példa: Mutassuk meg, hogy Marosvasarhelyen biztosan van két ember, akinek ugyanannyi hajszala van.
Megoldas: Az olvasé biztosan tudja, ha nem akkor pedig megkeresheti az interneten, hogy egy embernek
kb. 100000 hajszala van. Tekintsiik ezt kiindulébpontnak. Marosvasarhely lakosainak szama 2012-ben 142
327-volt. Tekinthetjiik ezt is kiindulopontnak. Képzeljiink el egy 100001-es sorozat dobozt: 0, 1, 2,
.-99999, 100000 cinkékkel. Helyezziik bele a megfeleld hajszalszdmu embereket. Egy id6 utan, mivel
tobb ember van, mint hajszal, biztosan lesz olyan ,,doboz”, amelyben mar van ember. Ebben a dobozban
az embereknek azonos hajszalszdma lesz.o

9.1 MEGOLDOTT FELADATOK

1) Legalabb mekkora létszamu az az osztaly, ahol biztosan van két olyan didk, akinek ugyanannyi
foga van?
Megoldas: Egy embernek maximum 32 foga van. Vegyiink egy 33 dobozbdl allo sorozatot a
dobozokon a 0, 1, 2, ..., 31, 32 cimkékkel, egy 33 fos osztaly tagjainak a neveit cimkéken, és
rakjuk bele a dobozokba az osztaly tagjainak nevét tartalmazéd cimkéket, a fogak szama szerint.
Egy adott pillanatban biztosan lesz egy olyan doboz, ahova két cimke keriil, mivel az Osszes
diaknak 0 és 32 kozott van a fogainak szama.o

2) Egy fiokban 10 fekete és 10 fehér, azonos méretii zokni van. Legkevesebb hany darabot kell
kivenni ahhoz, hogy a zoknik kozott biztosan legyen egy par azonos szintl.
Megoldads: A feladat megfogalmazasa kissé¢ félrevezetd, hiszen sokkal tobb zokni esetében is
ugyanez lenne a helyzet: képzeljiik el, hogy az els6 két huzasra egy-egy fekete illetve fehér zoknit
huzunk ki a zsakbol €és egy-egy dobozba tessziik. Ebben az esetben a harmadik huzas biztosan
kiegésziti az addigi két fél part, azaz vagy a fehér vagy a fekete dobozba keriil.o

3) Egy zsakba tiz par barna és tiz par fekete azonos méretii kesztylit tesziink, majd az egészet jol
Osszekeverjiik. Legkevesebb hany kesztytit kell kivenni a zsakbol ahhoz, hogy biztosan legyen
egy par azonos szinii kesztyiink.
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Megoldas: Képzeljiink el két dobozt, két-két rekesszel az abra szerint.

balos jobbos balos jobbos

Fekete kesztylik Barna kesztyiik

Gondoljunk a lehet6 legrosszabb esetre: kihuzunk 10 darab balos barna kesztyit, majd kihtizunk
10 darab jobbos fekete kesztytit, tehat 6sszesen 20 huzast végeztiink el. A 21-1 huzasunk biztosan
barna jobbos vagy fekete balos kesztyii lesz, mert csak ezek maradtak. igy legkevesebb 21 huzas
utan biztosan lesz egy par fekete vagy barna kesztyiink.

4) Legyen a, b és ¢ harom természetes szam! Bizonyitsuk be, hogy az a-b-c'(b - a)(c - a)(c - b)
szorzat oszthat6 6-tal!
Megoldas: egy szam akkor oszthato hattal, ha oszthatd 2-vel és 3-mal. Az a, b és ¢ szamok koziil
kettd biztosan azonos paritasu (paros vagy paratlan), igy a kiilonbségiik biztosan oszthatd 2-vel.
Megallapitjuk, hogy a szorzat biztosan oszthatd 2-vel. A harommal val6 oszthatésagot vizsgalva
megallapitjuk, hogy
a) Haa, b, c koziil az egyik oszthatd 3-mal akkor a szorzat is oszthaté harommal. A szorzat
tehat oszthat6 2-vel és 3-mal.o

b) Ha a, b, c koziil egyik sem oszthat6é 3-mal, akkor belathatd, hogy a harom szambol kettd
biztosan 3-k+1 vagy 3-k+2 alakl. Mindkét esetben a kiilonbségilik biztosan oszthatd
harommal, igy a szorzat biztosan oszthatd 3-mal. A szorzat tehat oszthatdo 2-vel és 3-
mal.o

9.2 KITUZOTT FELADATOK

1) Mutassuk meg, hogy hat paratlan szam kozott mindig van kettd, amelyiknek a kiilonbsége
oszthato 10-zel.

2) Mutasd meg, hogy 6t, 10-nél nagyobb primszam koziil mindig kivalaszthato kettd, melyek
kiilonbsége oszthato 10-zel.

3) Mutassuk meg, hogy 7 darab, kiilonb6zo természetes szam négyzete kozott van két olyan,
amelyiknek a kiilonbsége 10-zel oszthato.

4) Egy zsakban 10 fehér, 20 fekete és 30 barna, egyforma méretii zokni van. Hany darabot kell
kivenni véletlenszertien, hogy biztosan legyen kozte
a) Egy par
b) Egy par fehér
c) Egy par fekete
d) Egy par barna
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5) Iskolakezdéskor a matematikatanar igazgatdé megkérdi a titkarnét, hogy hany didk van
beiratkozva Osszesen. Miutan a titkarné valaszol, az igazgaté azt mondja: ,,nos, akkor biztosan
van legalabb két diak, akik azonos napon iinnepli a sziiletésnapjat”. Legkevesebb hany diak lehet
beiratkozva az iskolaba? Miért?

6) Adott 4 természetes szam. Bizonyitsuk be, hogy koziiliik legalabb kettd azonos maradékot ad 3-
mal osztva!

7) Adott 5 természetes szam. Bizonyitsuk be, hogy a szamok kozti kiilonbségek koziil legalabb egy
oszthato 4-gyel!

8) Bizonyitsuk be a kovetkezo tételt:
Tétel: Ha n egy természetes szam, akkor tetszOleges n + [ természetes szam koziil
kivalaszthato kett6 gy, hogy a kiilonbségiik oszthato legyen n-nel.
Utmutatds: Tekintsiik egyszer az 1, 2, ...,n esetet, aztan egy altalanos esetet, amelyben
k> 2 szam nagyobb mint n.

9) lIgaz-e, hogy egy 25 f6s osztalyban biztosan van 3 didk, akik ugyanabban a honapban iinneplik a
sziiletésnapjukat?

10) Igaz-e, hogy egy 37 fOs osztalyban biztosan van négy didk, akik ugyanabban a hoénapban
unneplik a sziiletésnapjukat?

11) Mutassuk meg, hogy 0t, tiznél nagyobb primszam kozill mindig kivalaszthaté kettd, amelyik
kiilonbsége oszthato 10-zel.
Utmutatds: Gondoljunk arra, hogy a 10-nél nagyobb primek milyen szamjegyekben
végzddhetnek.

12) Bizonyitsd be, hogy 11 egész szam koziil mindig kivalaszthato kettd, melyek kiilonbsége oszthato
10-zel.

13) Bizonyitsd be, hogy 7 darab egymastol kiilonb6zé természetes szam koziil mindig van kettd,
amelyek négyzetének kiilonbsége (a’-b”) oszthaté 10-zel.

14) Egy zsakban 11 piros, 8 fehér és 6 fekete golyd van. Hany golyot kell véletlenszertien kivenni,
hogy kozte biztosan legyen
a) fehér vagy fekete,
b) fehér és fekete,
¢) valamennyi szinb6l legalabb 3?

15) Mutasd meg, hogy 5 négyzetszam kozott mindig van ketté melyeknek dsszege vagy kiillonbsége
oszthato 10-zel.

16) Egy ladaban négyfajta alma van. Legalabb hany almat kell kivenni véletlenszeriien, hogy
valamelyik fajtabol biztosan legyen két alma?

17) Egy ladaban négyfajta alma van, 6sszesen 100 darab, minden darabbdl 25-25. Legalabb hany
almat kell kivenni véletlenszer(ien a ladabol, hogy mindenik fajtabol biztosan legyen 2 alma?
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18) Egy ladaban négyfajta alma van, 6sszesen 100 darab, minden darabbdl 25-25. Legalabb hany
almat kell kivenni véletlenszertien a 14dabol, hogy mindenik fajtabol biztosan legyen 10 alma?

19) Legalabb hany lakosa van annak az orszagnak, ahol biztosan van két olyan lakos, akiknek
ugyanolyan a fogazata (azaz ugyanazon a helyen hianyoznak, illetve vannak fogai.)?

20) 40 diak versenyzik 6 feladat megolddsan egy kétnapos matematikai olimpian. Bizonyitsuk be,
hogy koziiliikk legalabb hat ugyanannyi feladatot oldott meg!

21) Egy kosarban 30 gomba van, mind csiperke vagy rokagomba. Tudjuk, hogy barmely 20 gomba
koziil legalabb egy csiperke, és barmely 12 gomba koziil legalabb egy rokagomba. Osszesen hany
rokagomba van ebben a kosarban?

22) Egy dobozban hét par fehér kesztyii és 5 par fekete kesztyiit tettiink, majd a doboz tartalmat jo

Osszekevertiik.. A kesztytiparokat nem kotottiik 6ssze! Legkevesebb hany kesztyfit kell kivenni a
dobozbdl, hogy biztosak legyiink benne, hogy egy egyszinii par kesztyfit is kihuztunk?
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10. A STATISZTIKA ELEMEI

A statisztika a tarsadalmi, gazdasagi jelenségek és folyamatok szamadatokkal torténd leirasaval,
ezek torvényszerliségeinek feltarasaval foglalkozik. A statisztikai analizis kezdeti szakaszaban a leiro
statisztikai elemek az elsOdlegesek, amely a kovetkezOkkel foglalkozik: adatgytijtés, adathelyesség
ellendrzése, elhelyezkedési mutatok €s szorodasi mutatok meghatarozasa, eloszlas alakjanak meghatarozasa.

A statisztika egyik 6 eleme a statisztikai sokasdg. Statisztikai sokasagnak tekintiink minden
olyan halmazt, amely egy statisztikai analizis targya (egyetemistak halmaza, varos kornyéki lakotelepek
lakosainak halmaza, falurél varosba ingdzok halmaza, stb.). A statisztikai mintat a statisztikai sokasagbol
vesszik, a fent emlitett szamitasokat, meghatarozasokat a statisztikai mintan végezziik el. A statisztikai
minta halmazanak szamossaga lényegesen kisebb, mint a sokasag halmaza: szinte lehetetlen egy kisérlet
soran a sokasag Osszes elemét vizsgalni. A statisztikai sokasag (vagy populdcio) elemei a statisztikai
egységek vagy egyedek: ezek a minta és egyben a populacid legkisebb elemei. A minta Gsszes egyedét
egy bizonyos jol meghatarozott tulajdonsag szempontjabdl vizsgaljuk. Ezek a tulajdonsagok az ismérvek.
A statisztikai analizis targyat képezheti a sokasag egy vagy tobb ismérvének vizsgalata.

A kovetkez6 adatsor egy populacio (kisvaros) érettségizd didkjainak atlagabol valasztottunk ki
véletlenszeriien 32 darabot. Az adatok, az ismérvértékek a kovetkezok:

9.14 621 698 694 7.18 7.39 8.62 9.58 6.98 8.44 9.93 7.86 8.2
9 686 7.02 687 8.06 7.78 9.8 6.06 7.63 835 7.83 632 8.21
6.37 739 595 891 634 8.8

Az ismérvek eléfordulasi szamat, abszolut gyakorisagat, hét jegy-osztdlyba soroljuk, aszerint, hogy az
érettségi atlag milyen osztalyba tartozik:

Osztaly | Abszolut gyakorisag
<5 0
5-5.99 1
6-6.99 10
7-7.9

8-8.99 8
9-9.99

10
Osszesen 32

Az egyes jegy-osztalyok relativ gyakorisaga:

Osztdly | Relativ gyakorisag

<5 0

5-5.99 % = 0.03125
10

6-6.99 % = 03125

7-7.9 == 025

8-8.99 2~ 025
32

9-9.99 > = 0.15625
32

10 0

Osszesen 1
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A kovetkezékben egy sor nevezetes adatjellemzot tekintiink at:
10.1 A SZAMTANI ATLAG

Az adatok, a jegyek szdmtani atlagat a kovetkezd képlettel szamoljuk ki:

_ xitxteex,+ B x
B} N N
A képletben x; az i-edik adat, esetiinkben az i-edik atlag értéke, N a minta elemeinek szdma, esetiinkben
ez 32, X pedig a szamtani atlag.
A szamitasokat elvégezve kapjuk, hogy adataink szadmtani atlaga:

% =22 _ 771875,
32

A szamtani atlag tulajdonsagai:

a) YN x;=N-x;

b) TN, (x—®) =0;

¢) Amennyiben egyes adatok hidnyoznak, példaul nem kaptuk meg az elsd, az 6todik és a hetedik
atlagot, ugy a szamitasainkban ezeket az értékeket a tobbi adat szamtani atlagaval
helyettesithetjiik, igy az elkovetett hiba minimalis lesz.

d) Ha egy minta két részmintabdl al, ezeknek elemszama N; és N, (példaul két iskolabol kaptunk 16-
16 atlagértéket), akkor a teljes minta atlagara nézve igaz, hogy:

N1X1+NyX;

x = ;

10.2 SULYOZOTT SZAMTANI ATLAG

Sulyozott szamtani atlagot akkor szamolunk, ha a mért értékek kozott egyes értékek tobbszor is
el6fordulnak valtozoé gyakorisaggal. Ebben az esetben a szamtani atlag meghatarozasanak modja:

i = Z{Vil fixi’

N
ahol f; az egyes atlagok el6fordulasi szama, x; az az atlag, amely fi-szer jelenik meg az adatokban, M az
egymastol kiilonbozé adatok szama. Megjegyezziik, hogy Y1, f; = N.

Mértani atlag

Egy N elemil minta x,, x2, ..., xy megfigyelt pozitiv értékeinek mértani atlagat ugy hatarozzuk meg, hogy
az x; értékeket Osszeszorozzuk, és a szorzatbol gyokot vonunk. A tényezok szama adja meg a gydkvonas
fokat.

~ — N
Xg = VX1X3 o Xy

Esetlinkben az adatok mértani atlaga:
Xy = V9.14 X621 x6.98 X ...x 8.8 = *1/9.14 x *V6.21 x ..°/8.8 =7.639971239

10.3 HARMONIKUS ATLAG

Egy N eleml minta x;, x2, ...xy megfigyelt pozitiv értékeinek harmonikus atlagat megkapjuk, ha az
elemszamot az értékek reciprokjanak osszegével osztjuk:

N

= 1.
Z{V=1x_l

Xh
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Esetlinkben az adatok harmonikus atlaga:

32 32

= 1 1 ~ 223151
91476217 "t 88

= 7.562312.

10.4 NEGYZETES ATLAG

Egy N elemil minta x;, x;, ...xy megfigyelt pozitiv értékeinek négyzetes (kvadratikus) atlagat ugy
kapjuk meg, hogy az értékek négyzeteinek atlagabol négyzetgyokot vonunk.
7 Moxf
q N )
Megallapitjuk, hogy (fq)z XN =YN_ x2
Esetiinkben az adatok négyzetes atlaga:

= 7.797864.

 [914% + 6212 4 -+ 882
Xq = 32

10.5 MEDIAN - MODUS

A median (Me) olyan helyzeti kozépérték, amely a nagysag szerint novekvo vagy csokkend
sorrendbe rendezett adatok kozott a kozépsé érték. Ugy is fogalmazhatnank, hogy az median az adatok
felez6pontja. Amennyiben az adatok szama paros, ugy a két kozépso érték szamtani kozepe lesz a median
értéke. Esetiinkben:

x1 x2 s x16 x17 ...X32

a nodvekvd sorba rendezett adatok 16-i és 17-k eleme 7.63 illetve 7.78. Adataink medianjat a

kovetkezoképpen szamoljuk ki:

7.63 +7.78
Me = — = 7.705.

Megjegyezziik, hogy ha csak 31 értékiink lenne, tigy a 7.63-as érték mindsiilne mediannak.
A modus (vagy stirisodési kozéppont) azt az értéket jelenti, amely a mintaban a leggyakrabban fordul el6.
Ez a mi példankban a 6.98-as érték.

10.6 KVANTILISEK

A kvantilisek az adatok rendezésére, azok eloszlasanak megismerésére szolgalnak, az adatok
elhelyezkedésének tomor leirasat adjak. A kiilonb6zo kvantilisek meghatarozasa ugy torténik, hogy az
els6 1épésben az adatokat nagysag szerint novekvé sorrendbe rendezzilkk, majd a minimum- és
maximumértékek altal meghatarozott tartomanyt £ szami egyenl6 részre osztjuk. Az egyes tartomanyok
fels6 hataranak értékei lesznek a kvantilis értékek
Nevezetes kvantilisek:

a) Median: a rendezett adatokat két részre osztjuk, a median alatt és folott az értékek 50-50%-a

szerepel. Esetiinkben a median 7.705, 16 atlag kisebb, 16 atlag nagyobb, mint 7.705.

b) Kvartilisek: a rendezett tartomanyt négy részre osztjuk, igy 3 kvartilis értéket kapunk.

Esetlinkben a legkisebb érték 5.95, a legnagyobb érték 9.93, igy k=4 esetén egy tartomany hossza

293759 — 0.995. A kvartilisek értékei rendre 6.945, 7.94, 8.935. Az igy kiszamitott értékosz-
talyok alapjan a kdvetkez6 tablazatot kapjuk:

96



Elemi matematika

c)
) Eléfordulési szam -
Ertékosztalyok gyakorisag
<=6.945 9
>6.945 és <=7.94 10
>7.94 és <=8.935
>8.935 és <=9.93 5

d) Kuvintilisek — a rendezett tartomanyt 5 egyenlo részre osztjuk

) Eléfordulasi szam-
Ertékosztalyok gyakorisag
<=5.95 és <=6.746 6

<6.746 és <=7.542
<7.543 ¢ <=8.338
<8.338 és <=9.93
>9.134 és <=9.93

E-Sl o) W EN i No)

e) Decilisek: a rendezett tartomanyt 10 részre osztjuk
f) Percentilisek: a rendezett tartomanyt 100 egyenlOrészre osztjuk.

10.7 SZORODAS — AZ ADATOK SZORODASANAK MERESE

A vizsgalataink soran a mért értékek igen valtozatosak lehetnek, ezek egymastol és az atlagtol is
jelentdsen eltérhetnek. A mért adatok kozott lehetnek hibds mérésbdl, hibas beirasbol vagy mas hibaforras
utjan bevitt adatok (pld. nem megfeleld csoportot mértiink, stb.). A mért adatokat sziirni kell, a durva
mérési hibakat (angolul: outlier) ki kell kiiszobdlni. Szamos, durva mérési hibakat kikiiszobolo teszt all a
rendelkezésre, itt a Grubbs-tesztet emlitjiik meg, annak ismertetése nélkiil.

Az adatok egymastd vald eltéréseit, variabilitdsat szoroddsnak (diszperzionak) nevezzik. A
kozépérték az adatok centralis tendencidjat fejezi ki, a szorddas az adatok valtozékonysagardl ad
felvilagositast. A statisztikai vizsgalatokban a kozépérték és a szoras vizsgalatanak, elemzésének kiemelt
szerepe van. Megismételjiik, hogy szérodast akkor szamolunk, ha a durva mérési hibakat mar kiszrtiik.

10.8 ATLAGOS ABSZOLUT ELTERES

Az atlagos abszolut letérés a szorodasnak egy mérdszama, amelyet a kdvetkezOképpen
szamolunk ki:

5 _ Ll —
N .
Csoportositott adatok esetében:
5= Zliv=1fi|xi - f|.
N

Esetiinkben az atlagos abszolut eltérés értéke 0.938125.
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10.9 SZORAS

A leggyakrabban hasznalt szorddasi mutato. Elemzése kdzponti helyet foglal el a statisztikai

vizsgalatokban, mivel a statisztikai modszerek jo része a szorasanalizisre €piil.

Két szorast ismertetiink:

a)

b)

d)

Tapasztalati szorasnégyzet:
$*2 = Z?I:l(xi B f)z
B T—

Tapasztalati szoras:

s* Zliv=1(xi - f)z
N
Esetlinkben a tapasztalati szorasnégyzet értéke 1.227585938, a szorasé pedig 1.125693335.
Korrigalt empirikus szorasnégyzet
2 _ Z?I:l(xi - f)z
N-1

Korrigalt empirikus szoras

<= Z?I:1(xi —x)?
N—-1

Esetlinkben a korrigalt szorasnégyzet értéke 1.267185484, a korrigalt szorasé pedig 1.125693335.
Megjegyezziik, hogy a kozismert EXCEL program statisztikai programcsomagjanak STDEV()
fliggvénye a korrigalt szoras értékét szamolja ki.

10.10 NORMALITAS — A NORMALITAS ELLENORZESE

A természetben lejatszodo folyamatok egy jo része normalis eloszlast kovet. A normalis eloszlas

egy olyan modell, amely az adatoknak az atlag koriili szorodasat irja le. Fontosak azok a vizsgalatok,

amelyek azt vizsgaljak, hogy egy eloszlas mikor tekinthetd normalisnak. A gyakorlatban szigoruan vett

normalis eloszldssal nem taldlkozunk, igy a normalitastol valo eltérés ellendrzése minden esetben
indokolt.
A normalitas ellenérzésére két értéket mutatunk be a ferdeséget (angolul: skewness) illetve a lapultsagot

(angolul: kurtosis). A fenti értékek kiszdmitasahoz sziikségilink van a momentumok kiszamitasara. Négy

momentummal dolgozunk:

N Y, (o — %)
e —
N

¥ M)
2 N »

S —®
3 N )

TG =D
4 N -
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A momentumok meghatarozasa utan ratérhetiink a csiszads mértékét meghatarozo ferdeség tendencia
vizsgalatara. Meghatarozzuk

ms

g1 = .
! Ma\Mmy

a) Ha az eloszlas szimmetrikus, akkor m; =0 és g; =0.

b) Ha g,>0 az eloszlas pozitiv ferdeségti, jobbra eltolt.
c) Ha g;<0 az eloszlas negativ ferdeségii, balra eltolt.

Esetiinkben
mj 0.0000000000000
m; 1.227585938
m; 0.356287699
my 3.178300159

0.356287699

g1 = = 0.261952756.
1.227585938v1.227585938

A lapultsag tendencia vizsgalatahoz kiszamoljuk

értékeét.
a) Normalis eloszlas esetén g,=0.
b) Ha g,> 0 esetén az eloszlas grafikonja a normalisnal csticsosabb, mig
c) g:<0 esetén az eloszlas grafikonja a normalisnal laposabb.

Esetiinkben

3.178300159

= To775g503gz ~ 3 = —0-890929486.

92

Megallapitjuk, gl és g2 értékeit figyelembe véve, hogy adataink normalis eloszlasa jobbra tolt és lapult.
Adatainkat az 1. és 2. abran szemléltetjiik.
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10.11 ADATOK ABRAZOLASA- HISZTOGRAM LETREHOZASA.

Az adatok abrazolasa a derékszogl koordinata rendszerben torténik. Az y tengelyre a gyakorisag
értékét, az x tengelyre a valodi osztalyhatarok adatait mérjiik fel, és minden osztalyhoz téglalapot
rajzolunk. Egy téglalap szélessége az osztalykdz, kdzéppontja az osztalykdzép, magassiga az osztalyhoz
tartoz6 gyakorisagot jelenti. A téglalapok teriilete azt fejezi ki, hogy az adatok hanyadrésze esik az illetd

I . ...\'-.
7 7.5 8.3 91 9.

5.95 6.746 ' 7.542 ' 8.338 6.0 G.
Ertékosztalyok Entékosztalyok

1. abra 2. abra

osztalyba.

10 -

Eléfordulasi szam- gyakorisag
[9,]

Eléfardulis szim- gyakorisag

-

Az 1. abra az Excel program statisztikai programcsomagjaval készilt, eben az esetben négy
értékosztallyal dbrazoltuk a hisztogramot, a 2 abrat pedig a Medcalc harmincnapos ingyenes valtozataval.
Ebben az esetben az értékosztalyok szama ot.
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