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INTRODUCERE

Problemele de constructie au fost totdeauna un subiect de predilectie in geo-
metrie. Numai cu rigla si compasul se pot face numeroase constructii, un segment sau
un unghi pot fi impartite in doud parti egale, se poate coboré perpendicular dintr-un
punct pe o dreaptd datd, se poate inscrie un hexagon regulat intr-un cerc. in toate
aceste probleme, rigla e folositéd doar ca instrument de trasare a distantelor. Restrictia
traditionald la rigld si compas provine din antichitate, cu toate ca grecii nu ezitau sa
foloseasca si alte instrumente. In viziunea geometriei moderne, aceasta restrictie se im-
pune, in virtutea cautdrii unui sistem minimal de instrumente cu ajutorul carora sa
efectudm toate constructiile posibile. Desi unele constructii se pot face numai cu rigla,
sau numai cu compasul cu anumite precizari specifice.

Una dintre problemele clasice celebre de constructie este aga numita problema
de contact a lui Apollonius (aproximativ anul 200 e.n.) in care sunt date trei cercuri arbi-
trare intr-un plan si se cere un al patrulea cerc, tangent celor trei cercuri date. in par-
ticular se admite ca unul sau mai multe dintre cercurile date s& degenereze intr-un punct
sau o dreapta (respectiv un “cerc de raza zero” sau “infinit’). De exemplu, se poate cere
sa se construiascd un cerc tangent la doud drepte date, care sa treaca printr-un punct
dat. in timp ce astfel de cazuri particulare pot fi tratate cu usurintd, problema generald
este mult mai dificild. Dintre toate problemele de constructie aceea a construirii unui
poligon regulat cu n laturi, folosind doar rigla si compasul, prezinta cel mai mare interes.
Pentru anumite valori ale Iui n, de exemplu n=3, 4, 5, 6, solutia era cunoscuta din an-
tichitate si formeaza o parte importantd a geometriei invatate in gcoala.

insd pentru heptagonul regulat (n=7) s-a dovedit c constructia este imposibil&.
Mai exist trei probleme clasice enuntate de greci, a caror solutie s-a cautat in zadar:

trisectiunea unui unghi arbtrar dat, dublarea unuj cuf 2t ‘(?dicé gasirea muchiei unui
A
%u

cub al carui volum sa fie egal cu dublul volumului\¢u muchie daté) si cvadratura cercului
(adica construirea unui patrat care s& aibd aceeasi arie ca si un cerc dat).

in toate aceste trei probleme, rigla si compasul sunt singurele instrumente per-
mise. Problemele nerezolvate de acest fel au dat nastere unora dintre dezvoitarile noi si
remarcabile ale matematicii cand, dupa secole de incercari zadarnice de rezolvare, s-a

ivit banuiala c& aceste probleme sunt irevocabil nerezolvabile. Astfel, matematicienii au



fost pusi sa cerceteze problema: cum se poate demonstra ca anumite probleme nu pot fi
rezolvate?

in algebra, problema rezolvarii ecuatiilor de grad 5 si de grad superior a fost cea
care a dus la acest nou mod de gandire. in secolul al XVI-lea matematicienii au invétat
c3 ecuatiile algebrice de grad trei sau patru pot fi rezolvate printr-un proces asemanator
cu metoda elementard de rezolvare a ecuatiilor patratice. Toate aceste metode au
urmatoarea caracteristicd comuna: solutiile sau “radacinile” ecuatiei pot fi scrise ca ex-
presii algebrice obtinute din coeficientii ecuatiei printr-un sir de operatii fiecare fiind fie o
operatie rationald: adunare, scddere, inmultire sau impartire- fie extragerea unei
rad&cini patratice cubice sau de ordinul patru.

Se spune ca ecuatiile algebrice de grad cel mult egal cu patru pot fi rezolvate
“prin radicali” (de la cuvantul radix, care inseamna radacina in limba latind). Nimic nu
parea mai natural extinderea acestui procedeu la ecuatii de grad cinci sau grad superior,
folosind fireste, radicali de ordin corespunzator. Toate aceste fncercari au dat insa gres.
Chiar matematicieni distinsi din secolul al XVlil-lea sau ingelat crezand ca au gasit
solutia. Abea in pnmu ani ai secolului al XIX-lea, italianul Ruffini (1765-1822) si genialul
matematician nonguan N. H. Abel (1802-1829) au conceput ideea revolutionara pe
atunci a demonstrarii imposibilitatii rezolvérii prin radical a ecuatiei algebrice generale de
gradul n. Trebuie s& intelegem limpede c& nu se pune problema daca orice ecuatie al-
gebrica de gradul n poseda solutie. Acest fapt a fost demonstrat de Gauss in teza sa de
doctorat, in 1799, astfel incat nu exista nici o indoiald in privinta existentei radacinilor
ecuatiei. Mentionam ca aceste radacini pot fi gasite prin anumite procedee, cu orice
precizie doritd. Arta rezolvarii numerice a ecuatiilor care are o foarte mare importanta
practicd, era admisibil elaboratd. Dar problema lui Abel si Ruffini era cu totul deosebita:
se poate obtine solutia doar cu ajutorul operatiilor rationale si al radicalilor? Dorinta de a
obtine o deplind claritate in aceasta problema a fost aceea care a inspirat dezvoltarea
grandioasa a algebrei moderne si a teoriei grupurilor ale caror baze au fost puse de
Ruffini, Abel si Galois (1811-1832). Problema demonstrarii imposibilitétii unei anumite
constructii geometrice da unul dintre cele mai simple exemple ale acestei tendinte din

algebra.



Folosind notiunile algebrice, vom fi in masura s& demonstram imposibilitatea tri-
sectiunii unghiului, a construirii heptagonului regulat sau a dublarii cubului, doar cu aju-
torul riglei i a compasului (problema cvadraturii cercului este mult mai dificild).

Punctul nostru de plecare nu va fi problema negativa a imposibilitati anumitor
constructii, ci mai curand problema pozitivd: cum pot ficaracterizate complet toate pro-
blemele ale caror constructii pot fi facute? Dupa ce am raspuns la aceasta intrebare va
fi ugor de aratat ca problemele mentionate mai sus nu fac parte din aceastd categorie.
La varsta de 17 ani, Gauss a investigat problema construirii “p-goanelor’ (poligoanelor
cu p laturi) regulate, unde p este un numar prim. Pe atunci constructia era cunoscuta
doar pentru p=3 si p=5. Gauss a descoperit ca p-gonul regulat este construibil daca si
numai daca numarul prim p este un “numar Fermat” de forma

p=2"+1

Cand ne ocupam de constructii geometrice nu trbuie s& uitdm niciodatd ca nu
se pune problema trasarii figuriior in practica, cu un anumit grad de precizie, ci se pune
problema daca solutia poate fi gasitd teoretic, folosind numai rigla si compasul, presu-
punand ca instrumentele sunt de o precizie perfectd. Ceea ce Gauss a demonstrat este
faptul ca constructiile Iui pot fi efectuate in principiu. Teoria lui nu se refera la efectuare
lor pe calea cea mai simpla, sau la gasirea artificiilor care pot fi folosite pentru a simpli-

fica rezolvarea problemei.



CAPITOLUL I

1. Construirea corpurilor si extragerea radacinii patrate

Pentru a formula ideile noastre generale, vom incepe prin examinarea a catorva
constructii clasice. Cheia unei intelegeri mai profunde se afla in traducerea problemelor
geometrice in limbajul algebric. Orice problema de constructie geometrica este unul din
urmétoarele tipuri. Se d& o anumitd multime de segmente, a, b, ¢, ..... si se cer unul sau
mai multe segmente, X, V, ..... Totdeauna este posibil s& formuldm probleme in acest
mod, chiar dac3 la prima vedere ele au un aspect cu totul deosebit. Segmentele cerute
pot apare ca laturi ale unui triunhgi care trebuie construit, ca raze ale unor cercuri sau
cordonate rectangulare ale anumitor puncte. Pentru a simplifica vom presupune ca se
cere un singur segment x. Constructia geometrica se reduce atunci la o problema alge-
brica, mai intai trebuie\/@'sim o relatie intre cantitatea cautata x si cantitatile date a, b, c,
..... * apoi trebuie s& gasim cantitatea necunoscuté x prin rezoivarea acestei ecuatie i in
sfarsit, trebuie s3 determindm daca aceasté solutie poate fi obtinuta prin procedee alge-
brice corespunzétoare constructiilor cu rigia si compasul. Principiul geometriei analitice,
care constd in caracterizarea cantitativé a obiectelor geometrice cu ajutorul numerelor
reale, bazatd pe introducerea continutului numerelor reale, constitue fundamentul
intreqii teorii.

in primul rand, observam ca unele dintre cele mai simple operatii algebrice co-
respund unor constructii geometrice elementare. Daca sunt date doud segmente cu

lungimile a si b ( m&surate cu ajutorul unui segment “unitate” dat ) atunci este foarte
. . . a .
usor de construit a+b, a-b, r<a ( unde r este un numar rational oarecare, b si a.b. Pen-

tru a construi pe a+b, trasdm o dreapta si pe ea determindm cu ajutorul compasului dis-
tantele OA = a si AB = b. Atunci OB=a + b. in mod asemanator, pentru a - b deter-
minand pe AB in sens opus sensului lui OA. Atunci OB = a - b. Pentru a construi pe 3a,

adunam pur si simplu a + a + a; in mod asemandtor construim pe p-a, unite peste un



intreg oarecare. Construim pe a/3 prin artificiul urmator, determinand pe OA = a pe 0
dreapta si trasém o a doua dreapta prin O.

Pe aceastd dreaptd determinam un segment arbitrar OC = c, si construim pe
OD = 3 ¢. Unim pe A cu D si ducem prin C o dreapta paralela cu AD, care intersecteaza

pe OA in B. Triunghiul OBC st OAD sunt asemenea, deci

Figura 1
O a A b B a
a+bh | O 2 | b A
Figura 2 Figura 3
D A
c a
O B A 0 B
al3 A 1 ,| D
W a . b
Figura 4
a OB OB 0OC 1 a
= == si OB=—
! . a o4 =op 3 ¥ 3
S in acelasi mod putem con-
b strui pe a/q, unde q este un intreg
C oarecare. Efectuand acesta ope-
a.b ratie asupra segmentului p-a, pu-

tem construi in acest mod pe r-a,
unde r = p/q este un numar rational

oarecare. Pentru a construi pe a/b



determinam pe OB=b si OA=a pe laturile unui unghi oarecare O, si pe OB ludm OD=1.
Prin D ducem o paraleld la AB, care intersecteaza pe OA in C. Atunci OC va avea
lungimea a/b. Aceste constructii sunt aratate in figurile 1, 2, 3, 4. Din aceste consideratii
rezulta ca operatiile algebrice “rationaie” adunarea, scaderea, inmultirea si inmpartirea
unor cantitati cunoscute pot fi efectuate cu ajutorul unor constructii geometrice.

Din orice segmente date, masurate prin numerele reale a, b, ¢ ....., prin apli-
carea succesiva a acestor constructii simple putem construi orice cantitate exprimabild
in functie de a, b, c... intr-un mod rational, adicd prin aplicarea repetatd a adunarii,
scaderii, inmultirii, impartirii. Totalitatea cantitatilor care pot fi obtinute in acest mod din a,
b,c... constitue aga-numitul corp de numere, adicd o multime de numere, astfel incat
orice operatii rationale aplicate la doud sau mai multe elemente ale multimii dau tot un
numar al multimii. Reamintim c& numerele rationale, numerele reale si numerele com-
plexe formeaza astfel de corpuri. In cazul de fatd se spune ca corpul este generat de
numerele date a, b, c... Constructia noud decisiva, care ne scoate din corpul obtinut,
este extragerea unei radacini patrate, daca este dat segmentul a, atunci va putea fi con-
struit deasemenea, folosind doar rigla si compasul. Pe o dreapta determinam pe OA = a
sipeAB=1. (Fig.5 )

Figura 5 C

Trasdm un cerc cu diametrul OB si construim perpendiculara la OB in punctul A,
care intersecteaza cercul in C. Triunghiul OBC are un unghi drept in C, in virtutea teo-

remei din geometria elementara, care afirma ca un unghi inchis intr-un semicerc este un



unghi drept. DeciXOCA=¢ABC triunghiurile dreptungice OAC si CAB sunt asemenea si

X
pentru x = AC avem ST x’ =a,x=+a
X

2. Poligoane regulate

S& consideram acum cateva probleme de constructie putin mai complicate.
fncepem cu decagonul regulat. S& presupunem c& un decagon regulat este inchis intr-
uncerc deraza1 ( Fig. 6 ) si sd notdm cu x latura lui. Deoarece x va subantinde un
unghi de 36° in centrul cercului, celelalte doua unghiuri ale triunghiului mare vor fi, am-
bele, de 72° si deci linia punctaté care bisecteazd unghiul A, imparte triunghiul OAB in
doua triunghiuri isoscele, fiecare avand laturile egale, egale cu x. Raza cercului este

impartita in acest mod in segmentele x si 1-x. Deoarece OAB este asemenea cu tri-

- o 1
unghiul isoscelmai mic, avem —= 1%
X —-X

Figura 6

x

Din acesta proportie obtinem ecuatia patraticd x* + x —1= 0 a cérei solutie este

X = (\/S_l_l)/z ( Cealalta solutie a ecuatiei este nesemnificativa, deoarece ea
da o valoare negativa pentru x ). De aici rezultd cé x poate fi construit geometric.

Avand segmentul x, putem construi acum decagonul regulat, purtand acest

segment de zece ori ca coarda in cerc. Pentagonul regulat poate fi construit acum unind

varfurile decagonului regulat din doua in doua.



Raportul OB/AB din problema precedenta a fost numit raportul de aur, deoarece
matematicienii greci considerau ca un dreptunghi, ale carui laturi se afla in acest raport,
este cel mai placut sub raport estetic. Valoarea Iui este aproximativ egald cu 1, 6, 2 .

Dintre toate poligoanele regulate, hexagonul este cel mai umhconstruit. In-
cepem cu un cerc de raza R; lungimea laturii unui hexagen regulat iachis in acest cerc
va fi atunci egald cu R. Hexagonul poate fi construit prin purtarea succesivd a unor
coarde de lungime R, incepand dintr-un puncr oarecare al cercului, pané ce se obtin
cele sase varfuri.

Din n-gonul regulat putem obtine 2n-gonul regulat impartind in doua parti egale
arcul subantins pe cercul circumscris, de fiecare laturd a n-gonului si folosind punctele
suplimentare/astfel obtinute, ca si varfurile initiale, cu varfuri ale 2n-gonului cerut. in-
cepand cu diametrul unui cerc ( un “2-gon” ) putem construi de aceea 4, 8, 16 ....., 2"-
gonul. In mod similar, putem obtine 12, 24, 48-gonul e.t.c. pornind de la hexagon si 20,
40-goanele e.t.c. prnind de la decagon.

Daca Sn este lungimea laturii n-gonului regulat inchis in cercul unitate ( cercul

de raza 1) atuncilatura 2n-gonului are lungimea.

Figura7 Figura 8

/’_\ 5

S, =y2—+4-5,’
Acest lucru poate fi demonstrat in felul urmator. ( Fig. 8). Daca S, = DE,

DE =2DC, S,,=DB si  AB=2



BD-AD AB-CD
SABD: ) = 2 >

Deoarece AD =+ AF —-DB*> =>§,=3S,, \f'4— S’

2
sau §°=8,°(4-S5,). g
2 2 L 5

Rezolvand acesta evededie patratica in raport cu x =5, . si observand ca x tre-
buie sa fie mai mic decat 2, gasim cu usurinta formula data mai sus. Din aceasta for-

mula si din faptul ca S, ( latura pétratului ) este egala cu V2, rezults c& S = V232 si

S = \/2—\]27\/_5 , Sy, = \/2— V2 ++/2#4Ca formuld generald obtinem pentru n > 2,

cerc este egal cu 2" - S, . Cand n tinde cétre ifinit 2"-gonul tintre catre cerc. Deci
2" . S, tinde spre lingimea circumferintei cercului unitate care mefinitie este egald

cu 2xn. Astfel inlocuind pe n - 1 cumsi simplificand cu factorul 2, obtinem formula

urmatorul fapt careracteristic: laturile 2"-gonului, ale 5-2"-gonului si ale 3-2"-gonului pot fi

obtinute prin adunari, scaderi, inmultiri impartiri si extrageri de rédacini patrate.

3. Problema lui Apollonius

O alta problema de constructie, care devine foarte simpla din punct de vedere
algebric, este celebra problemé de contact a lui Apollonius. In contextul nostru, nu este
necesar sa gasim o constructie deosebit de elegantd. Ceea ce conteaza aici este faptul
ca, in principiu, problema poate fi rezolvata doar cu ajutorul riglei si al compasului. Fie
(X1, y1), (X2, ¥2) Si (X3, y3) coordonatele centrelor vercurilor date, respectiv de raze rq, r; si
rs. S& notam cu (x, y) centrul cercului cdutat si cu r raza lui. Atunci conditia ca cercul s&
fie tangent celor trei cercuri date se obtine observand ca distanta dintre centrele a doua
cercuri tangente este egald cu suma sau diferenta razelor, dup& cum cercurile sunt tan-
gente exterior sau interior. Aceasta ne duce la ecuatiile:

(1) (x-x1 2+ (y-yo)* - (£ i = 0
(2) (X=X + (y - Y22 - (£ 12f= 0

10



(3) (x-Xa 2+ (y - Yo - (r £ raf'= 0

sau la
(1) X2+ Y2 -7 - 2XX¢ - 2yy1 + 2Ty + X2 + Y2 -1° =0
(2) X+ Y =P - 2XK - 2YYo £ 2MTa + Xp° + Ya° - 122 =0
() X2+ y? -1 - 2XX3 - 2YY3 + 23 + X3° + Y5° - 13- = 0

Q) &

Semnul plus sau minus se alege in fiecare dintre aceste ecuatii, dupa cum cer-
curile sunt tangente interior sau exterior (Figura 9).

Ecuatiile (1), (2) si (3) sunt trei ecuatii patratice cu trei necunoscute, x, y, , cu
proprietatea ca tremenii de gradul doi sunt aceiasi in fiecare ecuatie, dupa cum se vede
din formula dezvoltata (1’), (2') si (3).

Deci, scazand ecuatia (2) din (1) obtinem o ecuatie liniara in x, y, r:

(4)ax+by+cr=ad,

11



unde a = 2 (x, - X4), etc. In mod analog scizand ecuatia (3) din (1) obtinem o

ecuatia liniara
(5)ax+by+cr=d

Rezolvand ecuatiile (4) si (5) in raport cu x si y i substituind valorile gasite in
ecuatie (1) obtinem o ecuatie patratica in raport cu r, care poate fi rezolvaté prin operatii
rationale gi prin extragerea unei radé&cini patrate. in general, vom avea dou3 solutii la
aceasta ecuatie, dintre care numai una va fi pozitivd. Dupa ce gasim pe r din aceasta
ecuatie obtinem pe x gi y din cele doud ecuatii liniare (4) si (5). Cercul cu centrul (x,y) de
raz4 r va fi tangent celor trei cercuri date. in procesul dezvoltérii am folosit doar operatii
rationale si extrageri de radacini patrate. Rezulta ca r, x gi y pot fi construite doar cu
ajutorul riglei si a compasului. in general vom avea opt solutii ale problemei lui Apollo-
nius, corespunzatoare celor 2 x 2 x 2 = 8 combinari posibile ale semnelor + gi - in
ecuatiile (1), (2) si (3). Aceste alegeri corespund conditiile cu cercurile cerute sa fie tan-
gente Tn exterior sau interior fiecaruia dintre cele trei cercuri date. Se poate intampla ca
procesul nostru algebric sa nu dea valori reale pentru x, y si r. Acest lucru se va
intdmpla, de exemplu daca cele trei cercuri date sunt concentrice, asfel incat nu exista
nici o solutie a problemei geometrice.

De asemenea ne putem asgtepta la “degenerari’ ale solutiei, ca jn cazul in care
cle trei cercuri date degenereaza in trei puncte colinioare. Atunci a%GLbH lui Apolionius de-

genereaza in aceeasi dreapta.
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CAPITOLUL II. NUMERE CONSTRUIBILE $I CORPURI DE NU-
MERE

1. Teoria generala

Discutia noastra precedentd indicé fundamentul algebric general al constructiilor
geometrice. Orice constructie cu rigla i compasul consta dintr-un sir de pasi, fiecare fi-
ind wAEf de unul din urmatoarele tipuri:

1) trasarea unei drepte prin doua puncte,

2) aflarea intersectiei a doua drepte,

3) trasarea unui cerc de raza data, cu centrul intr-un punc dat,

4) aflarea punctelor de intersectie ale unui cerc cu un alt cerc sau cu o dreapta.

Un element (punct, dreaptd sau cerc) se considera a fi cunoscut, daca a fost
dat de la inceput, sau dacd a fost construit intr-unul din pasii precedenti. Pentru o
analizd teoreticd putem raporta intreaga constructie la un sistem de coordonate X, .
Elementele date vor fi reprezentate atunci prin puncte sau segmente in planui x, y. Daca
de la inceput este dat un singur segment, atunci il putem lua ca unitate de lungime,
ceea ce fixeaza punctul x =1, y = 0. Uneori apar elemente “arbitrare”. se traseaza drepte
arbitrare, se aleg puncte sau raze arbitrare. (Un exemplu de element arbitrar de acest
fel apare la constructia mijlocului unui segment; trasam doua cercuri de raze egale, dar
arbitrare, cu centrul in fiecare extremitate a segmentului i unim punctele lor de inter-
sectie). in asfel de cazuri, putem alege elementul in asa fel incat el s& nu fie rational;
adica putem alege puncte arbitrare cu coordonate rationale x, y drepte arbitrare a x + by
+C = 0 cu coeficienti rationali a, b, c, cercuri arbitrare, ale céror centre au coordonate
rationale i care au raze rationale. Vom face o astfel de alegere a elementelor arbitrare
rationale peste tot; daca elementele sunt intr-adevar arbitrare, aceasta restrictie nu
poate influenta rezultatul unei constructii. Pentru simplificare, vom presupune in discutia
Ce urmeaza ca, de la inceput, este dat un singur element, unitate de lumgime 1. Atunci,
in concordanta cu Capitolul | putem construi cu ajutorul riglei si a compasului toate nu-
merele, care pot fi obtinute din unitate prin procesele rationale de adunare, scadere,
inmultire si impartire, adica toate numerele rationale a/b unde a si b sunt intregi. Siste-

mul numerelor rationale este “inchis” in raport cu operatiile rationale; adica suma, di-
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ferenta, produsul sau catula doud numere rationale - excluzand impartirea cu zero, ca
de obicei este un numar rational. Orice multime de numere, care are aceasté proprietate
de inchidere in raport cu cele patru operatii rationale se numegte corp de numere.
Pornind de la unitate, putem construi astfel intregul corp al numerelor rationale
si deci toate punctele rationale (adica punctele care au ambele coordonate rationale) din

planul x, y. Putem obtine noi numere irationale folosind compasul, pentru a construi; de-
pilda numarul V2, care dupa céte stim nu se afla in corpul rational. Dup& ce am gasit pe
V2 putem gasi prin constructiile “rationale” toate numerele de forme.

(1) a+b42

unde a,b sunt numere rationale si de aceea $i ele sunt construibile. De aseme-

nea, putem construi toate numereie de forma

Z:Zﬁ sau(a + b\/—Z_)(C +d\/§) ,

unde a, b, ¢, d sunt rationale. Aceaste numere pot fi scrise insa intodeauna sub

forma (1), deoarece avem

a+b\/§_a+b\/5 c—a’\/f_ac_y,dJr be —ad e prafi
C+d\/5—c+d‘/§~c_d‘/5—cz_2dz c? — 242 =P rg~s,

unde p, q sunt rationale (Numitorul ¢* —2d” nu poate fi nul, deoarece daca
. c - o
¢t -2d* =0, atunci 2 = contrar faptului ca V2 este irational). De asemenea

(a + b\/f).(c + dﬁ) = (ac +2bd) +(bc +ad)v2 = r + 542, uneste r, s sunt rationale. Prin

urmare tot ceea ce obtinem prin construirea lui V2 este multimea numerelor de forma

(1), cu numerele rationale a, b arbitrare

Exerecitii:

Din p=1+42, g=2-42, r=-3++2  obtinem numerele:
V4 2 NG p.q.r. p.q.r.

= +p —pr) s e Lty

q? p p‘) (p p)r’ 1+r2 2+pr2

sub forma (1)
Aceste numere (1) formeaza din nou un corp, dupa cum rezulta discutia prece-

denta. (Faptul ca suma sgi diferenta a doua numere de forma (1) este tot un numar de
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forma (1) este evidentd). Acest corp este mai cuprinz&tor decat corpul rational, care este
o parte, sau un subcorp al sau. Ins&, desigur, este mai mic decat corpul tuturor numere-

lor reale. Sa notam corpul rational cu F,si noul corp al numerelor de forma (1) cu/Z, .
Faptul ca orice numar din “corpul extins” /| poate fi construit a fost stabilit. Putem ex-
tinde acum domeniul contructiilor noastre luand, de exemplu un numar din F,, ca de
pildd K = 1++/2 extragand radacina patratd si obtinand in acest mod numarul con-
struibil

Ji+42 =K

o data cu el, obtinem corpul format din toate numerele de forma

2 p+avK

unde acum p $i g pot fi numere arbitrare din F,, adica numere de forma
a+by2 ,unde a, b se afldin F,, adica sunt rationale

Exercitii: Reprezentati numerele

1Jr(\/f)z ﬁJ]Z+j§ (1+\/E).(2—\/f).(\/5)+

147K (VE) -3 1+42.K

-

(WK):

sub forma (2)

Toate aceste numere au fost construite pe baza ipotezei ca, de la inceput, a fost
dat un singur segment. Dacé& sunt date doua segmente, putem alege pe unul din ele ca
unitate de lungime. S& presupunem c3, fatd de aceasta unitate, lungimea celuilat seg-

ment este egal cu L. Atunci putem construi corpul G format din toate numerele de forma.

unde numerele q, ........ ,a Sib ... , b_sunt rationale, iar m si n sunt intregi

pozitivi arbitrari.

Exercitiu: Daca sunt date doud segmente de lungimi 1 sid, indicati constructiile
efective necesare pentru obtinerea numerelor: 1 + o + o (1+ o) / (1-); o

S3 presupunem acum, mai general, cd suntem in stare s& construim toate nu-

merele unui corp numeric F. Vom ar&ta cé ca folosind doar rigla nu vom iesi niciodata
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din corpul F; ecuatia dreptei care trece prin toate punctele de coordonate a4, by i a,, b,
luate din corpul F; este: (b1 - by)x + (az-aq)y + (a1b2 - axby) =0
Coeficientii ei sunt expresii rationale formate cu numere din F, si deci, din
definitia corpului sunt gi ei in F. Mai mult dacé avem doua drepte
X+By-y=0si
ax+py+ y=0,
cu coeficientii in F, atunci coordonatele punctului lor de intersectie, aflate prin
rezolvarea sistemului corespunzator de ecuatii, sunt
oo WP e ay—ya
af—pa" " af—pal

Deoarece si acestea sunt nume din F, este limpede ca folosind doar rigla nu

putem iesidin corpul F.

Exerciti: Dreptele x + V2 y—-1=02x-y+ V2=0 au coeficientii in corpul (1).
Calculati coordonatele punctului de intersectie si verificati faptul ca ele sunt de forma (1).
Uniti punctele (1\/5) Si (\/5 NE \/5) printr-o dreapta ax +by +c =0 si verificati faptul ca

coeficientii sunt de forma (1). Faceti acelasi lucru in raport cu corpul (2) pentru dreptele;

VI4v2 x+ 2y +1

1+ \/E)x-y= 1- JW si pentru punctele (\/5, 1), (1 + NCX m)

Putem iesi din limitele lui F numai prin folosirea compasului. in acest scop,
alegem un element K al ui F, asfel incat JK sdnuseafleinF.

Atunci putem construi pe VK si de aceea, putem construi toate numerele de

forma

(3) a+bJK

unde a si b sunt rationale, & chiar elemente arbitrare a lui F.

Suma si diferenta a doud numere de forma a+bVkK sic+ dVk, produsul
lor (@ + by/K) - (c + d/K) = (ac + kbd) + (ad + bc) /K si catul lor sunt tot de forma
p+q«/f, unde p si q sunt numere din F. (Numitorul ¢* — Kd’nu se poate anula, decéat

daca c si d sunt ambii nuli; intr-adevar, in caz contraripotezei dupa care +K nu se afla
in F).
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Deci, multimea numerelor de forma a+bvK formeaza un corp F. Corpul F

contine corpul initial F, deoarece putem alege in particular b=0. F"'se numeste o extin-

dere a corpului F, iar F se numeste subcorpal corpului F.

Ca exemplu, fie F corpul format din numerele a +5+/2 unde a si b sunt numere
rationale $i s& ludm K = /2 . Atunci numerele extinderii F sunt reprezentate de p +¢4/2,
undepsgigseaflainF, p=a +b\/§,q =a +bﬁ, cu a, b, a, b rationale. Orice numar din

F' poate fi adus la aceasts forma.

De exemplu:

b1 V2-42 2+32 A2 V202+472) 2“/—‘&/—
V22 2+2) - (V2+42) 2-42 2-42 0 4-2 B

:(1+J§)—(1+%\/5)-i/5

Am vazut ca daca pomim de la orice corp F de numere construibile care contine

numarul K, atunci prin folosirea riglei si printr-o singura aplicare a compasului, putem

construi pe JK si deci orice numar de formd a + 5K , unde a $i b sunt numere din F.
S& aratam acum c& reciproc, printr-o singurd aplicare a compasului, putem
obtine numai numere de aceasta forma. Intr-adevar ceea ce realizeazd compasul intr-o
constructie este tocmai definirea punctelor (sau a coordonatelor lor) cu puncte ale inter-
sectiei unui cerc cu o dreaptd sau cu un cerc. Un cerc de centru &, N si de raza r are
ecuatia
(x - €)* + (y - n)>= r* deci daca &, , R sunt in F, ecuatia cercului poate fi
scrisd sub forma:
X+ y?+ 2ax+ 2By +y=0
cu coeficientii a, B, ydin F. O dreapta
ax+by+c=0
care unesgte doua puncte, ale caror coordonate se afld in F, are coeficientii a, b,
¢ in F. Eleminand pe y din acest sistem, obtinem pentru abscisa unui punct de inter-

sectie a celui cu dreapta o ecuatie patratics de forma:

Ax* + Bx+C=0
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cu coeficientii A, B, C, in F. (In mod explicit 4 =a® +b*, B = 2(ac + b’ - abp),
C=c? - 2bcp + by
Solutia este data de formula:
L -meEadc
24

Care este de forma p+q VK, cu p, 9, k din F. O formuld aseméanatoare este
adevarata pentru ordonata unui punct de intersectie. Daca ins& avem doué cercuri
X2+ y? + 20x + 2By +y =0
X2+ Y2+ 200X + 2B’y + v =0
atunci, scdzand a doua ecuatie din prima, obtinem ecuatia liniara
2(a- o)X+ 2(B-p)y +v-v =0
Care poate fi rezolvatéd impreuna cu ecuatia primului cerc, ca si mai inainte. In
ambele cazuri, constructia furmizeaza cele doud coordonate din noilor puncte si aceste
noi cantitati sunt de forma p+¢+K , cu p,¢,K din F. in particular, desigur, VK poate
apartine el insusi lui F, ca de pilda cand K = 4. Atunci constructia nu da esential nimic
nou, si raméanem in F. Dar in general, lucrurile nu se vor petrece in acest fel.

Exercitii: considerati cercul de razd 2+/2 , cu centrul in origine si dreapta care
, 1 o ,
trece prin punctele (5 ,0), (4\/5, \/5). Gasiti corpul F’ determinat de coordonatele punc-

telor de intersectie ale cercului si ale dreptei. Faceti acelasi lucru pentru intersectia cer-

, 2 . 2 " "
cului dat cu cercul de raza g si de centru (0, 242 ). Rezumand, daca de la inceput

sunt date anumite cantitati, atunci doar cu ajutorul riglei putem construi toate cantitatile
din corpul F, generat prin operatii rationale efectuate cu cantitatile date. Folosind com-
pasul, putem extinde apoi corpul F al cantitétilor construibile, obtinand o extindere a cor-
pului dat, mai largd, alegand un numar K din F, extragand radacina patraté din K, si con-
struind corpul F format din numerele a +5JK , unde a si b se afla in F; F se numeste

subcorp al corpului F’, toate cantitatile din F se afli, de asemenea, in F’, deoarece in

expresia a +bvK putem alege b = 0 (presupunem cé /K este un nou numar, care nu
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se afld in F, deoarece in caz contrar procesul adjunctionarii lui VK nu ne-ar da nimic
nou, $i F ar fi identic cu F).

Am aratat ca orice pas efectuat intr-o constructie geometrica (trasarea unei
drepte prin doud puncte cunoscute, trasarea unui cerc cu centru cunoscut si de raza
data, sau intersectarea a doud drepte sau cercuri cunoscute) va produce fie noi cantitati
aflate in corpul despre care stim c& este format din numere construibile sau prin con-
struirea unei radacini patrate, va produce o noud extindere a corpului numerelor con-
struibile. |

_Multimea tuturor numerelor construibile poate fi descrisa acum in mod precis.

e

fncepem cu un corp dat Fo, definit prin cantitatile date de la inceput, de pildé corpul nu-

merelor rationale, dacd este dat un singur segment, luat ca unitate de lungime. Apoi,
prin “adjunctionarea” vK o, unde K, se afld in Fo, dar 4K o nu se afld in Fo, construim o

extindere F; a numerelor construibile, format din toate numerele de forma a; + bgvK o,

unde ap $i by pot fi numere oarecare din Fo. Atunci F,, 0 nouad extindere a corpului Fy,

este definitd de numerele a; + bm/f 1, unde a; si by sunt numere arbitrare din F4, iar K;
este un numar din F;, a carui rddacina patratd nu se afld in F,. Repetand acest pro-
cedeu, vom obtine un corp F,, dupd “adjunctionarea” a n radacini patrate.

Numerele construibile sunt acelea si numai acelea, care pot fi obtinute printr-un
astfel de sir de extinderi, adica acelea care se afla intr-un corp F, de tipul descris.
Marimea numarului n de extinderi necesare nu are importanta; intr-o oarecare masura el
masoara gradul de complexitate a problemei. Exemplu urméator ilustreaza procedeul.

Dorim s& obtinem numarul:
(T = -
\/€+\)\j\f1+ﬁ+\/§+5
Fie Fo corpul rational. Punand Ko = 2, obtinem corpul F4, care contine numarul

1+4/2 . Acum luand Ky = 1+4/2 siKo = /3
De fapt, 3 se afld in corpul initial Fo, $i deci a fortiori in corpul F, astfel incéat

este permis sa ludm K; = 3. Apoi ludam K; = \f1+\/§+\/§. Si in sfarsit K=

\flv“1+\/5 +4/3 +5. Corpul F5 astfel construit contine numarul dorit, pentru ca J6 se afld

in Fs, dat fiind c& +/2 si /3 si deci produsul lor, se afld in F3, deci se afla in Fs.
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CAPITOLUL 111

1. Nerezolvabilitatea celor trei probleme grecesti

Sa& consideram mai intai problema dublarii cubului. Dacé cubul dat are o muchie
de lungime unitate, volumul sdu va fi egal cu unitatea de volum, se cere sa gasim
muchia x a unui cub, de volum dublu. De aceea, muchea x va satisface ecuatia cubica
simpla.

(1) x-2=0

Demonstratia faptului ca acest numar nu poate fi construit doar cu rigla i com-
pasul este indirectd. Vom incerca s8 presupunem ca este posibila o constructie. Con-
form discutie precedente, aceasta inseamna ca x se afla intr-un corp Fg, obtinut ca mai
sus din corpul rational prin extinderi succesive, efectuate prin “adjunctionarea” unor
r&dacini patrate. Dupd cum vom arata, aceasta ipoteza duce la o consecinta absurda.
Stim deja ca x nu se poate afla in corpul rational Fo, pentru ca 32 este un numér
irational. Deci x se poate afla in numai intr-o extindere Fy, unde K este un intreg pozitiv.

Tot atat de bine putem presupune ca K este cel mai mic Tntrég pozitiv, astfel incat x se
afla intr-un Fx. Rezultd cad x poate fi scris sub forma x = p+qﬁ , unde p, q si w apartin
unei Fy., dar +/w nu-i apartine. Acum, printr-un rationament algebric simplu dar impor-
tant, vom ar3ta ci dacid x=p+gvJweste o solutie a ecuatiei cubice (1), atunci
y= p—qﬁ este de asemenea o solutie. Deoarece x se afla in corpul Fy, X si X2 se
afla de asemenea in Fi si avem:
2) x-2=a+bJw,

unde a si b se afld in Fg4. Printr-un calcul simplu putem arata ca a=p>+3pq*"-2;
b=3p?q+q™™. Daca punem y = p—¢"* atunci inlocuim pe q prin -q in aceste expresii ale

lui a si b, obtinem.

2) Y =2=a-bJw
Dar x a fost prin ipoteza, o radacina a ecuatie x°-2=0, deci
(3) a+bJw=0
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Aceasta implica -si aici este cheia rationamentului- ca a si b trebuie sa fie am-
s , . y -a . ,
bele nule. Daca b nu ar fi nul, am deduce din (3) c& Jw = —~ Dar atundi Jw arfiun

numdr al corpului F.1, in care se afla a si b, contrar ipotezei noastre. Deci b=0, si din (3)

rezultd imediat cd a=0. Acum dupa ce am aratat ca a=b=0, din (2’) deducem imediat ca

p- qﬁ este de asemenea o solutie a ecuatiei cubice (1), deoarece y>-2=0.

Mai mult, y = x, adica x -y = 0, pentru ca x—y = ZqW se poate anula numai
daca g = 0, si daca ar fi asa, atunci x = p s-ar afla in Fi4, contrar ipotezei noastre. Am
ardtat deci cd dacé x = p+ q‘m este o radacina a ecuatiei cubice (1) atunci y = p— g
este o radacind diferitd a aceleiasi ecuatii. Aceasta duce imediat la o contradictie,

deoarece existd un singur numar real x care este radacina cubica a lui 2, celelalte

radacini cubice ale lui 2 fiind imaginare; y = p—q‘/; este in mod evident real, deoarece

p, q si vw erau reale.
Astfel, ipoteza noastra initiald a dus la o absurditate si deci am dovedit ca este
falsa; o solutie a ecuatiei (1) nu se poate afla intr-un corrp Fx, astfel incat dublarea cu-

bului cu ajutorul riglei si a compasului este imposibila.

2. O teorema asupra ecuatiilor cubice

Rationamenul algebric final era adaptat in mod special problemei particulare de
care ne ocupam. Daca vrem sa tratdm celelalte doud probleme grecesti, este de dorit sa
ne bazdm pe o teoremd mai generald. Din punct de vedere algebric, toate cele trei
probleme depind de rezolvarea ecuatiilor cubice. Pe baza unui rezultat fundamental
referitor la ecuatia cubica

(4) Z’+az’+bz+c=0,
daca x4, Xo, X3 sunt cele trei radacini ale acestei ecuatii, atunci
(5) X1+ X2+ X3 = -a
Polinomul z* + az® + bz + ¢ poate fi descompus in factori sub forma produsului

(Z - X1) (Z - %2) (Z - X3), unde X4, X2, X3 sunt rédacinile ecuatiei (4). Deci
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Z2+az?+bz+C=2"- (X4 + + Xp + Xa)Z2 + (X1X2 + X1Xs+ XoXa)Z - X1XoXa, ASt-
fel, deoarece coeficientul fiecarei puteri\ a lui z trebuie sa fie acelasi in ambii membrii,
deducem:

A= X+ + X+ X3, b= XX + XeXat XoX3 §i C = - XqXoX3
Sa consideram o ecuatie cubica (4) in care coeficientii a, b, ¢ sunt numere
rationale. Se poate ca una dintre rad&cinile ecuatiei sa fie rationald; de exemplu, ecuatia
x> - 1 = 0 are rad&cina rationald -1, in timp ce celelalte doua radacini date de ecuatia
patratica
X+x+1=0
sunt imaginare. Putem demonstra insé cu usurinta teorema generala:
Teorema: Dacd o ecuatie cubicd cu coeficienti rationali nu are radacini
rationale, atunci nici una din radacinile ei nu poate fi construitd de la corpul rational Fo.
Demonstratia va fi datd ca si mai inainte printr-o metoda indirectd. Sa presu-
punem ca x este o radacina construibild a ecuatiei (4). Atunci x s-ar afla in ultimul corp
F« al unui sir de extinderi Fo, Fq, ..., Fx ca mai sus. Putem presupune cd numarul k este
cel mai mic intreg, astfel incat o rédacina a ecuatiei cubice (4) se afld intr-o extindere Fi.
Desigur, k trebuie s& fie mai mare decat 0, deoarece in enuntul teoremei se presupune

ca nici o radacina x nu se afla in corpul rational Fo. Deci x poate fi scris sub forma
xX=p+ q‘m

unde p, g, w, se afla in corpul precedent Fg., dar ﬁ nu se afla in acest corp.
Rezultd ci si pentru ecuatia particulard z° - 2 = 0, ¢& un alt numér din Fx si anume
y= p—q” va fi de asemenea o radacina a ecuatiei (4). Ca si mai inainte, vedem ca
0=0, si deci x =Y.

Din (5) rezulta ca a treia solutia a ecuatiei (4) este datd deu =-a -x-y.

Dar, deoarece x + y = 2p, acesta inseamna ca

u=-a-2p

din care Vw a disparut, astfel incat u este un numar din corpul Fg.1. Acest fapt

contrazice ipoteza ca numarul k este cel mai mic numar, astfel incat un Fx contine o

radacina a ecuatiei (4). Prin urmare, ipoteza este absurda si nici o radécind a ecuatiei

(4) nu se poate afla intr-un astfel de corp Fx. Teorema generald este demonstrata. Pe
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baza acestei teoreme se dovedeste ca este imposibild construirea unei solutii doar cu
ajutorul riglei si al compasului, daca echivalentul algebric al problemei este rezolvarea
unei ecuatii cubice care nu are radacini rationale. Aceasta echivalenta a fost evidenta

pentru problema dublarii cubului, iar acum va fi stabilita pentru celelalte doua probleme

grecesti.

3.  Trisectiunea unghiului

Vom demonstra ca trisectiunea unghiului, numai cu ajutorul riglei gi al com-
pasului, este imposibild in general. Desigur, exista unghiuri ca de pilda cele de 90° si
180° pentru care trisectiunea poate fi efectuatd. Ceea ce trebuie s& demonstram este
faptul ca trisectiunea nu poate fi efectuata printr-un procedeu valabil pentru orice unghi.
Pentru demonstratie este suficient sa indicdm un singur unghi care nu poate fi tri-
sectionat, deoarece o metodd general valabila ar trebui sa fie aplicabila fiecarui caz par-
ticular, prin urmare, inexistentd unei metode generale va fi demonstrata daca putem
demonstra de exemplu c& unghiul de 60° nu poate fi trisectionat numai cu ajutorul riglei
si al compasului. Putem obtine un echivalent algebric al acestei probleme in diferite
moduri, cel mai simplu este sa presupunem ca unghiul & este dat prin cosinusul sau:

cos@® = ¢. Atunci problema este echivalentd cu aceea a gasirii
. 6 _. . e . 0
cantitatii x = cosE, Dintr-o formula trigonometrica simpla, cosinusul iui 3 este legat de

cosinusul lui @ prin egalitatea:

0 7
cosf = g = 4cos’ 3 3cos§

cu alte cuvinte, problema trisectiunii unghiului @ cu cos#=g, se reduce la
cosntruirea unei solutii a ecuatiei cubice
(6) 47°-3z-g=0
Pentru a arata ca acest lucru nu poate fi facut in general, ludm g= 60°, astfel

incat
1 . . .
g =cos60°= 5 Ecuatia (6) devine atunci

(7) 8z°-6z=1
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in virtutea teoremei demonstrate in sectiunea precedents, trebuie s& ardtam ca
aceasta ecuatie nu are radacini rationale. Fie v = 2z. Atunci ecuatia devine
(8) Vv*-3v=1

" , N r . y .
Daca ar exista un numdr rational v =—, care satisface aceasta ecuatie, unde r
S

si s sunt intregi relativ primi ar trebui sa avem

r° - 3¢r = s°. De aici rezultd c& s® = r ( - 3 %) se divide cu r, ceea
ce inseamna ca r si s au un factor comun, cu exceptia cazului in care r = + 1. De ase-
menea, s* este un divizor al lui s° = s? (s + 3r), ceea ce inseamna c& r si s au un divizor
comun, cu exceptia cazului in care s = + 1. Deoarece am presupus ca r si s nu au divi-
zori comuni, am aratat ca singurele numere rationale care ar putea satisface ecuatia (3)
sunt =1 sau -1. Substituind pe +1 si pe -1 in locul lui v in ecuatia (8), si prin urmare
ecuatia (7), nu are radacini rationale, ceea ce demonstreaza imposibilitatea trisesctiunii

unghiului.

4. Heptagonul regulat

Sa consideram acum problema gasirii laturii X a unui heptagon regulat, inscris in
cercul unitate. Cel mai simplu mod de rezolvare foloseste numerele complexe. $tim ca
varfurile heptagonului regulat sunt date de rad&cinile ecuatiei

9 z'-1=0

coordonatele x, y, ale varfurilor fiind considerate ca parti reale si imaginare ale
numerelor complexe z = x + iy. O radacind a acestei ecuatii este z = 1, iar celelalte sunt
radacinile ecuatiei

7

z' —1
=+ +2+2+22+2+1=0

(10)

Z —
obtinute din (9) prin simplificarea cu factorul z - 1. impartind ecuatia (10) prin 2°,
obtinem ecuatia
A
(11) =4z 5 +z+—+1=0
z z z

Printr-o transformare algebrica simplad, aceasta poate fi scrisa sub forma

(12) (z+l)3—3(z+l)+(z+l)2—2+(z+l)+1:0
zZ Z V4 V4
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1
Notand cantitatea z +— cu y, gasim din (12) ca
V4

(13) y+y?-2y-1=0
Stim ¢4 z, rddacina de ordinul 7 a unitatii, este data de
(14) z = cos ¢ + ising
unde ¢ = 360°/7 este unghiul subintins in centrul cercului de latura heptagonului

regulat, de asemenea stim ca

1 o .
—= oS ¢ - i sing, astfel incat
z

1
y=zZ+ —=2C0S¢
Z

Daca putem construi pe y, atunci putem construi si pe cos ¢ si reciproc. Deci,
daca putem demonstra cd y nu este construibil, vom arata in acelasi timp ca z, i deci
heptagonul nu este cosntruibil. Astfel, construind teorema din sectiunea 2, ramane sa
aritam doar ca ecuatia (13) nu are radacini rationale si acest lucru se demonstreaza in
mod indirect. S8 admitem ca ecuatia (13) are o rédacina rationald r/s, unde r si s sunt
fntregi care nu au nici un factor comun. Atunci avem

(15) rP+r’s-2rs’>-s’=0

De unde ca si mai sus, vedem ca r* are factorul s, iar s* are factorul r. Deoarece
r si s nu au nici un factor comun, fiecare trebuie sa fie egal cu +1; de aceea, y poate
avea numai valorile + 1 si - 1, dacé este rational. Substituind aceste numere in ecuatie,
vedem ca nici unul dintre ele nu o satisface. Deci y i, prin urmare, latura heptagonului

regulat, nu sunt construibile

5. Observatii asupra problemei cvadraturii cercului

Am reusit s& rezolvdm problemele dublarii cubului, trisectiunii unghiului i con-
structiei heptagonului regulat prin metode destul de elementere.

Problema cvadraturii cercului este mult mai dificild si necesita tehnica analizei
matematice avansate.

Deoarece un cerc de raza r are aria egald cu nr®, problema construirii unui

pétrat cu o arie egald cu aceea a unui cerc dat, a carui raza este egala cu unitatea de
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lungime, se reduce la cosnstruirea unui segment de lungime +/r, ca latura a patratului
cautat. Acest segment va fi construibil dacd si numai daca numarul 7 este construibil. in
lumind caracterizarii noastre generale a numerelor construibile, am putea demonstra
imposibilitatea cvadraturii cercului, aratand ca numarul z nu poate fi construit in nici un
corp Fk care poate fi obtinut prin “adjunctionari” succesive ale radacinilor patrate la cor-
pul rational Fo. Deoarece toate elementele unui astfel de corp sunt numere algebrice,
adicd numere care satisfac ecuatii algebrice cu coeficienti intregi, va fi suficient sa
ardtam ca numarul 7 nu este algebric, adica este transcendent. Aparatul tehnic pentru
demonstrarea faptului ca = este un numar transcendent a fost creat de Charles Hermite
(1822- 1905), care a demonstrat c& numdarul este transcendent. Printr-o usoara extin-
dere a metodei lui Hermite, F. Lindemann a reusit (1822) s& demonstreze transcendenta

lui 7, rezovand astfel definitiv problema milenara a cvadraturii cercului.

6. Scurt istoric

Problema dublarii cubului sau problema “din Delos” are o origine fabuloasd. Se
spune c& locuitorii din insula Delos au intrebat Pithya din Delphi ce trebuie sa intreprind3
pentru a fi izbaviti de molima ciumei, care pustia pe atunci insula. Pithya a ordonat sa se
indoiasca altarul de aur din templul vestit pe care Apollon il avea in insuld. Grecii, cu
spiritul lor de rigoare, au inteles sd dubleze exact altarul, si au incredintat problema
geometrilor de pe atunci. Calculul numeric la greci invesmanta forme geometrice.
“Calculat” insemna la ei “construit cu rigle si compasul”.

Mirarea si teama lor va fi fost mare, cand au vazut ca problema pe care le-a
propus-o Pithya ii depéaseste. Toate sfortdrile lor de a dubla cubul altarului cu linia si
compasul s-au dovedit zadarnice. Problema a fost preluata de Academii si considerata
ca relevand o geometrie superioard. Pentru a o solutiona, Platon inventeaza doctrina
locurilor geometrice. Secole intregi ea ramane in centrul preocuparilor stiintei eline.

Hipocrate din Chios a transformat putin problema inlocuind-o cu aceea a doua
medii proportionale. Ecuatia problemei este (luand latura cubului dat ca unitate)

(1  x*-2=0
Aceasta ecuatie de gradul al lli-lea, pentru care grecii nu aveau nici un sistem

de scriere, ei si-0 apropie inlocuind-o cu urmatorul sistem:
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care poate fi interpretat ca inserare a doua medii proportionale intre 1 si 2.

Menechne, discipol a lui Platon, inventeaza un dispozitiv mecanic constand din
doua parabole care, prin intersectia lor, livreaza lungimea necunoscuta. Eudox si Archi-
tas din Tarent, pitegoricianul, dau alte solutii.

in secolul al Vi-lea ecoul problemei nu se stinsese. Eutocius scrie un intreg re-
ferat asupra solutiilor pe care fiecare geometru, in opt secole de cultura greaca se
simtise obligat s& le dea celebrei probleme. Prin el aflam ca Nicomede inventase con-
coida iar Diocles cicloida, pentru a putea construi cea de-a doua medie proportionala.

Problema trisectiunii unghiului a fost dezbatuta intai in scoala lui Platon. Un
secol mai tarziu, Dinostrat imagina o curb& mecanica (in disperare de a rezolva prob-
lema cu rigla si compasul) care dadea in acelasi timp $i o solutie cvadraturii cercului. De
aceea curba a primit numele de cvadratricea lui Dinostrat. Dupd alta sutd de ani (150
fen) problema nu-si pierduse interesul. Nicomede foloseste concoida, inventata de el

pentru duplicarea cubului gi la trisectiunea unghiului.
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CAPITOLUL IV. DIFERITE METODE DE EFECTUARE A
CONSTRUCTIILOR. TRAN SFORMARI GEOMETRICE.
INVERSIUNEA

1. Observatii generale

Multe dintre problemele de constructie cu rigla si compasul pot fi privite mai clar
din punctul de vedere general al “transformarilor geometrice” in loc de a studia o con-
structie particulard, vom considera simultan o intreaga clasa de probleme legate intre
ele prin anumite procese de trasformare. Puterea clarificatoare a notjunii de clasa, de
transforméari geometrice, nu este restransa catusi de putin la problemele de constructie,
ci influenteaza aproape intreaga geometrie. Vom studia aici un tip particular de trans-
formare, inversiunea in raport cu un cerc dintr-un plan, care este o generalizare a
simetriei obtinute faté de o dreapta.

Prin transformare sau aplicatie a planului pe el insusi intelegem o regula care
asociaza fiecarui punct p al planului un alt punct P’, numit imaginea lui P. Prin transfor-
mare; punctul P’ se numeste antecedentul lui P’

Un exemplu simplu de astfel de transformare este dat de simetria fata de o dre-
apta L, aflat in plan; un punct P aflat de o parte a lui L, are ca imagine punctul P’, aflat
de cealaltd parte a lui L. Astfel incat L este mediatoarea segmentului PP’. O transfor-
mare poate Idsa pe loc anumite puncte ale planului, in cazul simetriei acest lucru se
intampl& cu punctele de pe dreapta L. Alte exemple de transformari sunt rotatiile planu-

Fig. 1. Simetria unui punct fata Fig. 2.Inversul unui punct faté de un
de o dreapta L cerc
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lui Tn jurul unui punct fix O, translatiile paralele care deplaseaza fiecare punct cu o dis-
tanta d, intr-o directie si intr-un sens dat (o astfel de transformare nu are puncte fixe) i,
mai general, miscarile rigide ale planului pot fi gandite ca fiind compuse din rotatiile si
translatii paralele.

- Clasa de transformari particulare care ne intereseaza acum este formata de in-
versiunile in raport cu cercul. Acestea sunt cunoscute uneori sub numele de simetrii cir-
culare pentru ca, cu o0 oarecare aproximatie, ele reprezintd relatia dintre original si
imaginea in reflexia intr-o oglinda circulara. intr-un plan fix, fie dat un cerc C, cu centru
O (numit polul inversiunii) si de raza r, imaginea unui punct P este, prin definitie, punctul
P’ care se afla pe semidreapta OP, astfel incat

(1) OP-OP =1

Se spune ca punctele P si P’ sunt puncte inverse in raport cu C. din aceasta
definitie rezultd c&, daca P’ este inversul punctului P, atunci P este inversul lui P’

O inversiune permuta interiorul si exteriorul cercului C, deoarece dacé OP <,
avem OP’ > r, iar pentru OP > r, avem OP’ < r. Singurele puncte ale planului care raman
fixe prin transformare, sunt punctele de pe cercul C insusgi. Regula (1) nu defineste o
imagine a cercului O. Este clar ca dacd un punct este variabil P, se apropie de imaginea
P’, se va indepéarta din ce in ce mai mult. Din acest motiv, spunem uneori c& punctul O
insusi corespunde prin inversiune punctului de la infinit. Utilitatea acestei terminologii se
afla in faptul ca ea ne permite s& afirmam ca o inversiune stabileste o corespondenta
intre punctele planului si imaginile lor, care este biunivoca faré exceptie. Orice punct al
planului are o singurd imagine si este el insusi imaginea unui singur punct. Aceasta pro-

prietate este impartasita de toate transformarile considerate mai inainte.

2. Proprietitile inversiunii

Cea mai importanta proprietate a unei inversiuni este faptul ca ea transforma
dreptele si cercurile in drepte si cercuri. Mai precis, vom arata ca printr-o inversiune
a) o dreapta care trece prin O devine o dreapta care trece prin O,
b) o drapta care nu trece prin O devine un cerc care trece prin O;
¢) un cerc care trece prin O devine o dreapta care nu trece prin O;

d) un cerc care nu trece prin O devine un cerc care nu trece prin O;
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Propozitia (a) este evidents, deoarece din definitia inversiunii, orice punct de pe
dreaptd are ca imagine un alt punct al acelei drepte, astfel incat, cu toate ca punctele

dreptei sunt permanente, dreapta in ansamblu se transforma in ea insasi.

Fig. 3. Transformarea prin inversiune a unei drepte L \intr-un
cerc L
/
P
o
N A
—

Pentru a demonstra propozitia (b), s& coboram o perpendiculara din O pe dre-
apta (L) (figura 3). Fie A piciorul acestei perpendiculare si fie A’ inversul punctului A.
Fie P un punct oarecare de pe L si fie P inversul sdu. Deoarece
OA-OA=0OP".OP=r*, rezult c&
ox_or
oP' 0A
deci triunghiurile OP’A’ i OAP sunt asemenea si unghiul OP’A’ este drept. Din
geometria elementara rezultd ca P’ se afl& pe cercul K, de diametru OA’, astfel incat

Figura 10 Inversiunea unui cerc.
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figura imensa a lui L este acest cerc. Acest fapt demonstreaza propozitia (b). propozitia
(c) rezulta acum din faptul ca, deoarece inversul lui L este K, inversul lui K este L.
Ramane s& demonstrdm propozitia (d). Fie K un cerc care nu trece prin O, cu
centrul iIn M si de raza K. Pentru a obtine imaginea lui ducem o dreapta prin O, care in-
tersecteazd pe K in A si B si apoi stabilim cum variaza imaginile A', B’, cand dreapta
dusa prin O intersecteaza pe K in toate modurile posibile. Sa notam distantele OA = a,
OB =b, OA =a’, OB’ =b’, OM = m, si fie t lungimea unei tangente dusa prin O la K.
Avem aa’ = bb’ = r? in baza definitiei inversiunii, si ab = t, in baza unei pro-
prietati geometrice elementare acercului (puterea punctului faté de cerc). Daca impartim

primele egalitai prin ultima obtinem

unde ¢? este o constantd care depinde numai de r si t, si este aceeasi pentru
toate pozitiile lui A si B. Prin A’ ducem o paraleld cu BM, care intalneste pe OM in Q. Fie
0Q =q, si AQ = g. Atunci

m bk’
q=ma'lb=mc*, q=ka'lb=kc’

Aceasta inseamna pentru toate pozitile lui A si B, Q se va afla intotdeauna in
acelasi loc pe OM si distanta AQ va avea intotdeauna aceeasi valoare. De asemenea
B'Q = q, deoarece a'/b = b’/a. Astfel, imaginile tuturor punctelor AB de pe K sunt puncte
a caror distantd la Q este intotdeauna egald cu q, adica imaginea lui k este un cerc.

Aceasta demonstreaza propozitia (d).

3. Constructia geometrica a punctelor inverse

Teorema urmatoare va fi utild in continuare. Punctul P’, inversul unui punct dat
P in raport cu un cerc C, poate fi construit geometric doar cu ajutorul compasului.

S& consideram mai intai cazul cand punctul dat P este exterior vercului C, cu
OP ca raza si P ca centru, s descriem un arc de cerc, care intersecteaza pe C in

punctele R si S.
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Figura 11 Inversiu ui punct exte-

Cu aceste douj
puncte luate ca centre, s3
descriem arce de cerc de
raza r, care se intersecteazs

. in O si intr-un punct P’ de pe
—p dreapta OP in triunghiurile

isoscele ORP si ORP’ avem
Z0RP = /POR = /OPR
astfel incat aceste triunghiuri
sunt asemenea si de aceea

S
OP OR . . ,
R ﬁadlca OP.OP’ = /.

Deci P’ este inversul ciutat a Iuj P, care trebuie construit. Dac3 punctul P se aflg
in interiorul lui C, aceeasi constructie si demonstratie raman in vigoare cu conditia ca
cercul de razd OP si cu centrul in P, s& intersecteze pe C in doua puncte. in caz contrar
putem reduce construirea punctului invers P’ la cazul precedent folosind urmatorul artifi-
ciu simplu.

Sa observdm mai intai c& doar cy ajutorul compasului, putem gasi un punct C
pe dreapta carre unneste doud puncte date AO astfel incat AO = OcC.

Pentru a face acest lucru, sa trasdm un cerc cy centrul in O, de razd r = AO Si
sa de terminam pe acest cerc punctele P, Q, C astfel jncat AP = PQ=QC =r Atunci C
este punctul dorit dupd cum se vede din faptul ca triunghiurile AOP, OPQ, OQC sunt
echilaterale astfel incat OA $i OC formeaza un unghi de 180° $i OC = 0Q = AO. Re-

petand acest procedeu, putem prelungi cu usurinta pe AO de cate ori dorim. in trecst fie
zis, deoarece lungimea segmentului AQ este egald cur+/3, dupa cum se vede am con-
struit in acelasi timp pe /3, pornind de Ia segmentul unitate, f&ra a folosi rigla. Acum
putem gasi inversul oricirui punct P aflat in interiorul cercului C. mai intéi sd g&sim un
Punct R pe dreapta OP, a carui distanta pana la O este un multiplu intreg a lui OP si care
$a se afle in exteriorul Iui C.

OR=n-OP
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Putem face acest lucru purtadnd succesiv distanta OP cu compasul, pana ce
ajungem in exterorul lui C. acum gasim punctul R’, inversul lui R, din constructia data
mai inainte. Atunci.

P=OR -OR=0R’-(n-OP)=(n-OR’)-OP

De aceea punctul P’ pentru care OP’ = n - OR’ este inversul dorit.

4. Cum putem impirti un segment in dou parti egale si gisi cen-
trul unui cerc doar cu ajutorul compasului

Acum, dupa ce am aflat cum putem g&si inversul unui punct doar cu ajutorul
compasului, putem efectua cateva constructii interesante. De exemplu s& consideram
problema gasirii mijlocului unui segment cu extremitatile A si B, folosind doar compasul
(nu se poate trasa nici o dreapta!). iat& solutia: s& trasam cercul de raz AB cu centru B,
si s& determinam trei arce de raz& AB incepand din A. Punctul final C se va afla pe dre-
apta AB asa ca AB = BC. S& trasdm acum cercul de raza AB si de centru A si fie C’ in-
versul punctului C in raport cu acest cerc. Atunci:

AC’ - AC = AB?, AC’ -2AB=AB?, 2AC =AB

Deci C' este mijlocul dorit.

O alta constructie cu ajutorul compasului, care foloseste punctele inverse, este
aceea prin care gasim centrul unui cerc, in care cunoastem doar circumferinta. Alegem
un punct oarecare P pe circumferinta si cu centrul in acest punct, trasdm un cerc care
intersecteaza cercul dat in punctele r si s. Cu centrele Tn aceste puncte trasdm arce de
raza RP = SP, care se intersecteaza in punctele Q. O comparatie cu figura 12 arati ca

centrul necunoscut Q' este inversul lui Q in raport cu cercul de centru P, astfel incat Q

Figura 13 |Inversiunea unui

Figur: ] PP A
% a 12 Dublarea unui segment punct interior in raport cu un cerc

Q

T R T
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poate fi construit doar cu ajutorul compasului.

5. Constructii numai cu ajutorul compasului

in timp ce este natural ca acceptand un numar mai mare de instrumente s3
putem rezolva un numar mai mare de probleme de constructie, ne-am putea astepta ca
reducand numéarul instrumentelor permise, s& micsoram clasa constructiilor posibile. De
aceea a fost foarte surprinzatoare descoperirea facuta de italianu!l Marcheroni (1750-
1800) ca toate cosntructile geometrice posibile doar cu ajutorul riglei si al compasului
pot fi efectuate numai cu compasul. Desigur, nu putem trasa dreapta care uneste doua
puncte, daca nu dispunem de rigld astfel incat aceastad constructie fundamentald nu
este posibil in teoria lui Marcherorni. in schimb, terbuie s& concepem o dreapta ca fiind
data de oricare doua, din punctele ei. Folosind doar compasul, pe aceasta cale putem
construi punctul de intersectie a doud drepte si de asemenea intersectia unui cerc dat cu
o dreapta. in continuare vom rezolva problema injumatatirii unui arc dat AB, al unui cerc

de centru O.

Figura 14. Aflarea mijlocului

. Figura 15 Aflarea centrului unui
unui segment

cerc

S

N

Constructia este urmatoarea:

din A gi B ca centre sa& trasam doua arce de cerc de raza AQ. Din O sa ducem
arcele OP si OQ egale cu AB. Apoi sa trasam doua arce cu PB si QA ca raze si cu P si
Q ca centre, care se intersecteazd in R. In sfarsit, cu OR ca raza, sa descriem un arc cu

centrul in P sau Q, pana ce intersectam pe AB. Acest punct de intersectie este mijlocul
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cerut al acrului AB. Ar fi imposibil s& demonstram teorema generala a lui Marcheroni
dand efectiv o constructie doar cu ajutorul compasului, pentru ca numarul constructiilor
posibile nu este finit. ins& putem ajunge la acelasi scop, demonstrand cé fiecare din
urmatoarele patru constructii fundamentale este posibild doar cu ajutorul compasului.

(1) Trasarea unui cerc de raza si de centru date

(2) Gasirea punctelor de intersectie a doua cercuri.

(3) Gasirea punctelor de intersectie a unei drepte cu un cerc.

(4) Gasirea punctelor de intersectie a doua drepte.

Orice constructie geometrica in sensul obignuit, cu ajutorul riglei si al compasu-
lui, const& dintr-o succesiune finitd a acestor constructii elementare. Primele doua sunt
evident posibile doar cu ajutorul compasului. Rezolvarea problemelor mai dificile (3) si
(4) depinde de proprietatile inversiunii dezvoltate in paragraful precedent.

S3 rezolvam problema (3): sa gasim punctele de intersectie ale unui cerc C cu o
drapta data prin doud puncte A si B. cu centrele A si B si respectiv razele AO si BO sa
trasdm dou3 arce care se intersecteaza din nou in P. S& determindm acum punctele Q,
inversul lui P in raport cu C, prin constructia daté precedent i efectuata doar cu ajutorul
compasului. S& trasdm cercul cu centrul cu Q si raza QO (acest cerc trebuie sa inter-
secteze pe C) punctele de intersectie X si X’ ale acetui cerc cu centru Q dat sunt punc-
tele cerute. Pentru a demonstra acest lucru trebuie sa aratém doarcad X si X' sunt
echidistante fatd de O si P, dat fiind cd A si B au aceastd proprietate prin constructie.
Aceasta rezulta din faptul ca inversul lui Q este un punct a carui distants la X si X’ este
egald cu raza lui C. s& remarcam cé cercul care trece prin X, X' i O este inversul dreptei
AB, deoarece acest cerc si dreapta AB intersecteazd cercul C in aceleasi puncte
(punctele de pe circumferinta unui cerc sunt propriile lor inverse). Constructia este im-
posibila numai in cazul cand dreapta AB trece prin centru cercului C. dar atunci punctele
de intersectie pot fi gasite prin constructia data in acest paragraf, ca mijloace ale arcelor
de pe C, obtinute prin trasarea unui cerc arbitrar cu centru in B, care intersecteaza cer-
cul C in B, si B,. Metoda determinarii cercului invers dreptei care unegte doua puncte
date permite o rezolvare imediata a problemei (4). Sa presupunem ca dreptele sunt date

prin AB si AB’ (figura 13), s& trasdm un cerc oarecare C in plan, si prin metoda prece-
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dentd s& gasim cercurile inverse dreptelor AB si AB’. aceste cercuri se intersecteaza in
O si intr-un punct Y.

Punctul X, inversul lui Y este punctul de intersectie cerut si poate fi construit prin
procedeul deja folosit. Faptul ca X este punctul cerut este evident, deoarece Y este sin-
gurul punct invers, atat al unui punct AB cat si a unui punct de pe AB': deci punctul X,

inversul lui Y, trebuie sa se afle atat pe AB, cat si pe AB'.

Figura 16 Intersectia unui cerc cu o 5 )
dreapta care trece prin centrul cercului Cu aceste doua constructii

am completat demonstratia echiva-

E lentei  dintre  constructile  Iui
Marcheroni, care utilizeazd numai
compasul, si constructiile geometrice
""""""""""""" clasice cu rigla si compasul. Nu ne-
am straduit sa gasim solutii elegante

pentru fiecare problema in parte,

C deoarece scopul nostru a fost mai
degraba sa furnizédm o privire in cad-

rul general al constructiilor lui Marcheroni. Vom da insa constructia pentagonului regulat,
mai precis vom gasi conci pnte pe un cerc, care vor fi varfurile unui pentagon regulat
inscris. Fie A un punct oarecare al cercului dat K. Latura unui hexagon regulat inscris
este egala cu raza lui K. Prin urmare putem gasi punctele A, C, D pe K astfel incat

arcele AB = BC = CD = 60° (figura 14). Cu A si D ca centre si AC ca raza trasam arce

care se intersecteaza in X. Atunci, dacé O este centrul lui K, un arc cu centrul in A, de
raza OX va intersecta pe K in mijlocul F al arcului BC: acum, cu raza lui K, trasém arce
de cenrtu F, care intersecteaza cercul K in G si H. Fie Y un puct a crui distantd pana la
G si H este egald cu OX, astfel incat O s& se afle intre X si Y. Atunci segmentul AY va fi
egal cu latura pentagonului cerut.

Inspirat de Marcheroni, lacob Steiner (1796-1863) a incercat sa foloseasca doar
rigla in locul compasului. Desigur, doar cu ajutorul riglei nu putem iesi dintr-un corp nu-
meric dat si deci ea nu este suficientd pentru toate constructile geometrice in sensul

clasic. Este cu atat mai remarcabil faptul ¢ Steiner a putut reduce folosirea compasului
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singura aplicare. El a demosntrat c3 toate constructiile din plan care sunt posibile
r cu rigla $i compasul, sunt posibile doar cu ajutorul riglei cu conditia ca sa fie dat un

cerc fixat gi centrul séu. Aceste constructii utilizeazi metode proiective.
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CAPITOLUL V. UN ALT PUNCT DE VEDERE ASUPRA CON-
STRUCTIILOR CU RIGLA S1 COMPASUL

Sa substituim conceptului empiric, de problema rezolubila cu rigla si compasul,
un concept pozitiv. Fara de aceasta precautie ar fi zadarnic sa speram o teorie matem-
atica a acestor constructii. O problema de geometrie este rezolubila cu rigla si compasul
cand ea revine la determinarea unui segment X prin:

1) intersectii de drepte;

2) intersectii de drepte si cercuri;

3) intersectii de cercuri.

Introduse succesiv cu ajutorul punctelor figurii primitive plus un numar de puncte
accesorii. S& consideram acum aceeasgi problema in tratamentul ei prin geometrie
analitica. Figura initiala e determinata cand cunoastem coordonatele unui anume numar
de puncte si coeficientii ecuatiilor unui anume numar de curbe algebrice. insemnam cu
S multimea tuturor acestor méarimi si cu R corpul prim. Consideram “corpul problemei”

H=R (S)

avem de deosebit intre:

I. solutia directa a problemei, in care prin rezolvarea ecuatiilor introduse
numai de datele problemei (fara folosirea punctelor accesorii) ajungem sa construim
corpul de reductiune L al ecuatiei Fx = 0, de care depinde necunoscuta X, a problemei.

Il. solutia mijlocitd a problemei unde (cu folosirea punctelor accesorii
asadar dupa prealabila adjunctionare la H a unei anumite multimi = de nedeterminate)
urmarind solutia geometrica ajungem s& construim peste

H*=H (%)

Un alt corp de reductiune L* al ecuatiei F,. Cum so;utia geometrica revine la op-
eratiile

1), 2) si 3) este clar ca L* provine din H* printr-o succesiune de adjonctiuni
patratice din elemente luate extinderii imediat anterioare, sa observam ca avem (corpul
L fiind separabil):

LnH*=

Astfel ar exista un element 6 din H* = H (=) depinzand veritabil de unele nede-

terminate X si situat in corpul L, asadar algebric peste H. Ar urma ca unele din nedeter-
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minatele = s& fie legate algebric peste H, ceea ce e imposibil. Urmeaza atunci, ca
infasurarile
Lo H, L*3 H* au acelasi grup al lui Galois, &. Altfel spus, € nu de-
pinde de punctele accesorii folosite. Alt rezultat e urmatorul: daca o problema e rezolu-
bild cu rigla si compasul, atunci exista un corp de reductie L* al ecuatiei F [X] = 0 a
problemi si un corp de incepere H* asa incat L* provine din H* exclusiv, printr-o succesi-
une de adjonctiuni patratice reale.
Reciproc, dacd o marime X, apartine unui corp L*, axtindere finitd din H* prin
mijlocirea unei succesiuni de radacini patratice din marimi nu numai decat reale atunci

Xo se poate construi cu rigla si compasul. intr-adevar dacd avem de-a face cu un radical
real va atunci il construim din lungimile juxtapuse A si | ca medie proportionala a lor: cu
rigla si compasul, in felul cunoscut. Dacd avem de-a afce cu un radical dintr-un numar
complex

va+ib

atunci figuram pe a + ib printr-un punct C din planul lui Gauss. Construim ca mai
sus radicalul real

Wa? +8* =JoC

apoi impartim in doua unghiul pe care OC il face cu axa Oy (constructia cu rigla
si compasul) gi transpunem segmentul Joc pe bisectoarea interioara a acestui unghi
in amandoua directiile (constructie cu rigla si compasul). Deci afirmatia e intemeiata.
Dupa aceasta pregatire, sa tercem la demontarea a doua teoreme care, impreuna, ne
dau criteriul cautat. Desi cazul care priveste constructiile cu rigla si compasul este acela
al caracteristicii p = 0, le vom stabili totusi in conditii mai generale.

Teorema:

Fie un corp L* construit peste un corp H* de caracteristicad p = 2, dar altfel arbi-
trar, prin adjonctiuni succesive, in numar finit de radacini patratice Ve, potrivit regulii ca,
O datd cu # sa adjunction toate radacinile patratice Vo din conjungatii 8, ai lui @ n
raport cu H*.

in aceste conditii L* rezultd un corp normal, extindere separabila finita peste H*,

cu un grup al lui Galois, de ordin o putere 2° a lui 2.
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Demonstratie. O ecuatie pétratica ireductibila separabild in toate corpurile afara
poate de acelea de caracteristica p = 2. Ceva mai mult, radacinile acestor ecuatii sunt
exprimabile printr-un radical patratic dupa formula obignuiti.agsadar toate aceste ad-
junctiuni de elemente patratice revin la adjunctiuni de radicali pétratici. Prin urmare L*
provine din H* prin adjunctiuni succesive de elemente separabile, unul fatd de ad-
junctiunea precedentului. Rezulta atunci ca, L* este extindere separabild (finitd) peste
i

E clar ca adjunctiunea primei radacini patrate Jt la H* ne da un corp normal H*
(JZ ) peste H*, caci singurul conjugat al lui N (t—>H*) este

Nt > HY (V1)
Sa admitem atunci ca& procedeul descris in enunt aplicat de n-1 ori ne-a dus la o
extindere (S multimea adjunctd completa).
A=H*(S)
care este corp normal peste H*. Adjunctionam acum racinile patrate.
VO, N6, ., N6, (0-A)

Din toate conjugatele iui ¢ fatd de H*. Daca ¢ [x] = O este ecuatia ireductibila,

cu coeficienti in H* verificatd de @, aceasta revine la a adjunctiona toate rédacinile.
S =&V0, 04, .., +,/6, ) ale ecuatiei
¢ [¥’] = 0 cu coeficientii in H*

deci AN, Vb, .., 6, ) =H* (S, =) unde multimea adjuncts S + 3
este o multime completé de conjugate.

Asadar A (40, ..., m ) € un corp de reductie, deci un corp normal peste H*
$i anume: corp normal, extindere separabild finitd. E deci probat prin recuretd ca L* e

€orp normal, extindere separabila finitad. Sa ciutdm acum gradul lui L* peste H*. Vom
intrebuinta tot un rationament prin recurenta.

E clar c& gradul primei adjunctiuni H* (+/7 ) este 2.
Presupunem ca gradul fatd de H* al adjunctiunii A, obtinutd dupa aplicarea de

(n-1) ori a procedeului din enunt este o putere de 2° a lui 2. Cum A e corp normal
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contine o datéd cu ¢ toate conjugatele sale: 84, ..., @m1. Incat putem scrie in mod pleo-

nastic: A= (V0, V04,.., \J6,,)= A@B,.6,,....6,, (VO, b4, .., J6_ )
A

Se Vede atunci ca gradul adjunctiuni iui Vo fata de precedentd este 2 sau 1. E
vorba de gradul fata de A. Deci gradul adjunctiunii fatd de primul membru fats de A, e o

putere a lui 2. Cum gradul lui A fatd de H* este 2" conchidem, ca aplicatia teoremei
inmuiltirii gradelor, ca gradul corpului A ((\/5 N, V.. . ) pe care-l obtnem prin a n-

a operatie descrisa in enunt fatéd de H* e o putere 2° a lui 2.

Cum L* e corp normal extindere separabild finitd peste H*, conchidem ci or-
dinul grupului lui Galois ¢ al infasurarii L* mai mare decéat H* este 2°.

Observatie. Teorema se mentine incé in cazul p = 2 cu conditia ca elementele
patratice pe care le adjunctionam s3 fie separabile si ca, o daté cu radacinile ecuatiei

X+ o+ B=0

Sa adjunctionam si radécinile ecuatjilor relative la toti conjugatii o;, B; ai lui o, .

Teorema reciproca: dacé L* este corp normal extindere separabild finita peste
H* cu grup a lui Galois de ordin egal cu putere 2° a lui 2, atunci L* provine din H* prin
adjunctiuni succesive de radacini patrate purtand asupra unor elemente din ad-
junctiunea imediat anterioara.

Demonstratie: daca (,s este grupul lui Galois, conform unei teoreme asupra p-
grupurilor el e rezolubil. Admite un sir de compozitie cu factori de ordine prime toate
egale cu 2. Asadar, constructia lui L* din H* decurge prin constructiuni succesive de cor-
puri intermediare ciclice de ordin 2, astfel supus prin adjunctiuni de radacini patrate din

elemente apartinand corpului anterior.

1. Criteriul de recunoastere al constructiilor cu rigla si compasul

Teorema: pentru ca o problemé& geometrica s fie rezolubil& cu rigla si compasull
este necesar si suficient ca grupul lui Galois ¢ al problemei s& aiba un ordin egal cu o
putere 2° a lui 2.

Demonstratie. Conditia & necesaré. intr-adevar, daca L e corpul de reductie si H
corpul de incepere (evident de caracteristicd P=0) al problemei, am vazut c& grupul lui
Galois al infagurarii L H este acelasi cu grupul lui Galois al infasurarii L* » H*, unde L*
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provine din H* prin adjunctiuni patratice succesive. Dar L* e corp normal. Prin urmare, o
datd cu /6 avem obligatoriu adjonctionate si radacinile patrate din toto conjugatii lui @
fata de H*. Asadar ¢ este obligatoriu de ordin 2°.

Conditia e suficienta. Tntr-adevér, dacad { e de ordin 2°, in virtutea teoremei
demonstrate corpul de reductiune L al problemei provine din H prin adjunctiuni succe-
sive de radacini patrate. Dar, dupd cum am aratat, aceasta ajunge pentru ac necun-

oscuta Xo a problemei, sé poata fi construitd cu rigla i compasul.

2. Impeosibilitatea dublarii cubului

Problema dublarii cubului revine, cum am aratat la a construi cu rigla si com-
pasul radacina x, a ecuatiei

x-2=0

peste corpul R a numerelor rationale.
Aceasta ecuatie e insé ireductibild. Putem da mai multe argumente:

1) e ireductibila in virtutea faptului cd e o ecuatie binoma de grad
prim, care nu se reduce decéat daca 2 este putere 3 exacta in R. Fie u/v functia ordinara
simplificatd a unui numér din % a carui cub ar putea fi egal cu 2. Am avea 2v° = u®

Deci u® se imparte cu numarul prim 2. Atunci chiar u se imparte cu 2:
u=2w
Relatia devine Ve =252
Citim c& v° si deci si v se imparte de asemenea cu 2.
Concluzia e contradictorie, deoarece u, v au fost presupuse prime intre ele.

Deci ecuatia e ireductibild.

2) e ireductibila in virtutea criteriului lui Eisenstein pentru un numar
prim q = 2. intr-adevar toti coeficientii ecuatiei afara de primul se impart cu 2, iar ultimul
nu se imparte cu 4. Deci ecuatia are un grup al lui Galois tranzitiv subgrup al grupului s
Dar singurele grupuri tranzitive sunt Cs Si Cai» ale caror ordine nu sunt puteri ale Iui 2.
Deci problema, nesatisfacand la criteriul necesar si suficient de rezolubilitate cu rigla si
compasul, e imposibila. Alt argument! Cum ecuatia e ireductibild, corpul intermediar
R(Xo) are gradul trei. Deci, ordinul grupului lui Galois (gradul corpului de reductie) se di-

vide cu 3 si deci nu poate fi o putere a lui 2. Problema e imposibila .
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3. Imposibilitatea trisectirii unghiului cu rigla si compasul

Am vazut c& problema revine la a cosntrui cu rigla si compasul o radacina a
ecuatiei
4x%-3x-a=0, lal <1 *)
cu coeficienti in R, unde a este o nedeterminatd (extinderea Iui R, e tran-
scendenta).
Daca ecuatia r fi reductibild ar admite cel putin o radacina xo, din R(,. Aceastd
radacina ar fi de forma
Xo = p [al/q [a]
unde p[a] si g[a] sunt polinoame ale inelului R. Important este sd ne ddm seama
ca desi |al <1, totusi inelul R, e un inel de polinoame. intr-adevar, el are ca imagine
amorfa inelul de polinoame Ry. Lui 0 din R, nu-i poate corespunde in R, decat poli-
nomul identic nul, caci a nu este lagebric ci transcendent relativ la R. Prin urmare, intr-
adevar R, e izomorf cu R, Putem presupune polinoamele pg), g prime intre ele. Ar
trebui sé avem identitatea:
4p°-3pg®-ag®=0
Inelul R, e cu descompunere unicd in factori primi ( e chiar inel cu ideale prin-
cipale). Ca atare, din faptul care apare pe identitatea de mai sus, c& Q divide pe p°
(inmultit cu o unitate a ineiului) urmeazé ca -q divide pe p. insé p si g sunt prime intre
ele. Urmeaza, ca q este o unitate a inelului, asadarq=, > R, B = 0.
Citim, de asemenea, ca p trebuie sa divida pe a (inmultit cu o unitate q = B a
inelului). Cum a e un polinom prim, avem doua cazuri:
1) p=0aa, a>R
2)p=a,a—>R

1) avem pentru xo:

Xo =va, - RN

a

8

Introducénd in (*) obtinem
4°3°-3ya-a=0,7y >N

Ar urma ca a sa fie algebric, ceea ce am exclus. Deci acest caz e contradictoriu.
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2) Avem pentru X,

a
Xo=Y, Y=75—>NR

B

ecuatia (*) conduce la identitatea

47°-3y-a=0,y >R

ins4 a e transcendent. incat si acest caz e contradictoriu, conchidem la ireducti-
bilitatea in R, a ecuatiei (*).

Grupul ei al lui Galois este asadr un subgrup tranzitiv al lui ¢. Prin urmare de
ordinul 6 sau 3, deci in nici un caz o putere a lui 2. Criteriul de rezolubilitate cu rigla si
compasul nu e satisfacut. Problema trisectiunii unghiului (cu rigla si compasul) e imposi-
bila.

4. Determinarea tuturor poligoanelor regulate inscriptibile in cerc

cu rigla si compasul

. o . . . . . 2
Marimea reald de care depinde inscrierea unui astfel de poligon este cos—
n

o . R 27 . . :
unde n este numarul laturilor. Observam ca marimea cos— e rezolubil cu rigla si com-
n

2
1__ TTTN2
(cos . )

- . 27 ,lil
pasul, o datd cu sin—= \l
n

Si deci odatd cu marimea complexa din planul lui Gauss.
Ko= cos.gﬁ +i sinz—ﬂ
n n
Dar aceasta marime e o rdddcina a ecuatiei binome unitare
x"-1=0,
peste corpul 9t al numerelor rationale. Dar grupul ei al lui Galois are ordinul ¢,
unde ¢ e functia lui Euler.
incat, aplicand criteriul, conditia necesara si suficienta, transcrierea acestui poli-
gon sa se poatad executa cu rigla si compasul este:
Py = 2° (1)
Sé& punem pentru descompunerea lui n factori primi diferitj
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n=4q,
Avem
0, = l_;[q,-“’l : l_:]{qz- 1)

inlocuind Tn (1) obtinem conditia

k k
@=9,=11a" Tlg -1=2°
i=1 i=1

deci obligatoriu q; = 2, o> 1
Cum g; sunt factori diferiti, urmeaza c3 cel mult un factor Qs poate figura la o
putere oy mai mare decét 1 si atunci acel factor este obligatoriu egal cu 2. Conchidem
(3) qi= 2, o >0, o=1,i=1,2, ...,k

fnlocuin in (2) obtinem

2“1“];[(411. ~ =2

de aici rezultd
(3) ¢ =2"+1, i=2,3, ...k
Conditiile (3), (3') se rezuma in urméatoarea
(4) n=2402" +1E" + 1)....(5”‘ +1) o4>0

unde fiecare din factorii 2" + 1 trebuie s fie primi.

Conditia necesara (4) e si suficientd c3ci verificam imediat om = 2°

Toata problema se reduce la determinarea tuturor numerelor prime de forma
2"’+1. E o problema inca nerezolvata. lata singurele rezulatte la care s-a ajuns. Factorii
primi ai lui h trebuie s fie toti 2. intr-adevér, daca h ar cuprinde un factor prim &> 2,
deci impar, am avea

q= ol 1= @)+ 1= (24N @Y+ .+ 2% 1)

Conform divizibilitétii cu x + a si x - a. Fiecare din cele dou sume din paranteza
contine cel putin doi termeni asadar sunt mai mari ca 1. Prin urmare 2‘1+ 1 n-ar fi prim.
Avem deci aceastd forma mai tare a numerelor prime 2’”+ 1

g=2" +1

pentru m=0, 1, 2, 3, 4 obtinem numerele verificate ca prime.
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g=3

g=5

q=17 (poligonul lui Gauss)
q=257

q = 65537

Pentru m = 5, nu mai obtinem numar prim. Frecventa numerelor prime de
aceasta forma este necunoscuta.

Suntem condusi la aceastd teorema (a lui Gauss) care trangeazi problema
inscrierii cu rigla si compasul a poligoanelor regulate.

Numai poligoanele regulate cu un numar de laturi de forma
n=21]@2*+1), a >0
i=1
2B
unde 2 +1 sunt numere prime, conduc la inscrieiri in cerc cu rigla si com-
pasul (conditia necesara si suficientd). Lasand la o parte factorul 2% singurele valori ale
lui n compatibile cu problema se obtin inmuitind ntre ele in toate felurile, ins&d numai o
singura data urmatoarele numere prime.
3, 5,17, 257, 65537.
Asadar avem cunoscute pana azi (1 + 1)° = 32 tulpine de astfel de poligoane

regulate.

S. Observatii cu privire la impirtirea unui unghi general in n parti egale
Ecuatia de care depinde problema este ecuatia binoma
x"-§¥=0
cu coeficientii in corpul numerelor rationale %, unde {* este un numar complex
unimodular, transcendent, peste ®. Deci £ joac4 rolul unei nedeterminate fata de R. Asa
fiind, ecuatia binoma precedentd este ireductibila in ). Urmeaza ca grupul Iui Galois
este grupul linear complet.
X*=ax+b
peste inelul ¢/(n). ordinul sdu este

Nem = 2°
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Punand pentru descompunerea in factori prim diferiti n=q,* - ¢,”....q,

Conditia se scrie

k k
[1-a4]l@ -n=2'
i=1

i=1

Cum q; > i, urmeaza

Dar g; sunt diferiti, deci obligatoriu k = 1

Relatia devine 2% =2°,

La care putem totdeauna satisface luand oy = s

Conchidem la urmatoarea teorema care generalizeaza pe aceea privitoare la
imposibilitatea trisectarii unghiului:

Teorema: conditia necesara si suficientd pentru ca un unghi general s& poata fi

impartit cu rigla si compasul in n parti egale, este n = 2°

CAPITOLUL VI. METODICA REZOLVARII PROBLEMELOR DE
CONSTRUCTII GEOMETRICE

intr-o astfel de problem3 se consider date o familie D de elemente geometrice,
(puncte, drepte, lungimi, cercuri, unghiuri sau arce) si se cer determinate anumite ne-
cunoscute alcatuind o alta familie x, astfel incat pentru elementele din D ~ X, sa fie sat-
isfacute anumite proprietati P. Problema necesitda deasemenea elementelor iui X, dar
caesta este doar un aspect la problemei, si nu cel mai important. Se impunedovedirea
proprietatilor P precum si precizarea situatiilor in care solutia exista si in care nu, i in
care aceasta solutie este sau nu unicg, etc.

Pentru “desenarea” elementelor din X sunt permise anumite instrumente de
constructie, alcatuind o familie | precizatd de enuntul problemei. Un astfel de instrument
trebuie privit nu ca o entitate fizica ci ca un dispozitiv abstract permitand anumite con-
structii bine precizate, atunci cand enuntul nu face precizari conrare se subantelege ca
instrumentele permise sunt rigla si compasul. in general in cadrul unei probleme de

constructie se evidentiaza patru etape ale caror continut il vom descrie succesiv.
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1. Analiza. incepe de obicei prin fraza “presupunem problema rezolvata”. in
cadrul acestei etape pe o figurd de obicei aproximativa, consideram .simultan datele
(elementele lui D) si necunoscutele (apartinand lui X).

Se aduga figurii elemente noi (Constructii ajutatoare) caracterizate prin pro-
prietati ale lor referitoare la elemente din D ~ X, alcatuind o multime A. Se pun apoi in
evidentd proprietati definitorii ale elementelor din A ce folosesc doar elemente din D si
proprietati definitorii pentru elemente din X formulate cu ajutorul elementelor din D si A.

2. Constructia sau sinteza. Exprima succesiuni de utilizari ale instrumenteior
pentru a trasa elementele din A si apoi din X. Aceasta etapa constituie in fond o “reteta”
de fabricare a elementelor din X. Credem ca tendinta manifestatd adeseori de a da doar
aceasta etapa in probleme de constructii incurajeaza dogmatismul, geometria contem-
porana nu rezida in retete.

3. Demonstratia sau justificarea. Contine argumentarea faptului ca elemen-
tele construite satisfac proprietdtile enuntate. Prin intermediul acestei etape problemele
de constructie isi justifica incadrarea in probleme de geometrie si nu de desen linear.

4. Discutia. Pune in evidentd conditii asupra datelor problemei pentru ca sa
existe solutii i o estimare a numarului de solutii. in cadrul acestei etape sunt justificate si
generalizari sau analogii ale problemei. in general discutia este conturata prin analiza
critica a fiecarei operatii descrise in etapa de constructie. Schema de succesiune a celor
patru etape: analiza-sinteza, demonstratia, discutia nu trebuie inteleasa rigid, elementele
de demosntratie sau discutie pot aparea Figura 17 P
gi in analiza, unele elemente ajutatoare |
pot aparea doar in demosntratie sau
discutie, anumite situatii neprevazute in

etapa sintezei pot fi precizate in cadrul

discutiei. Urmatoarele exercitii rezolvate A
sunt destinate in primul rand exempli-
ficarii necesitatilor etapelor descrise si in
al doilea rand reimprospatarii solutiilor

unor probleme des reasamblate in
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solutionarea altora mai dificile. in primele probleme, deosebit de simple, nu este nece-
sara aparitia tuturor celor patru etape.

Exemplul 1. Constructia mediatoarei unui segment (AB) (figura 17). Trasdm cu
ajutorul compasului doud arce de cerc cu centrul A si B si cu aceeasi raz&mai mare
decat jumatatea segmentului) . Cele doua arce se vor intersecta in P si Q. Dreapta P si
Q este mediatoarea segmentului (AB).

Justificarea. Punctele P si Q sunt egal depértate de A si B si deci apartin me-
diatoarei segmentului si doua puncte determin o dreapts.

Observatii: aceastd constructie foloseste si la aflarea mijlocului unui segment
care este dat de intersectia mediatoarei cu segmentul.

Exemplul 2. Constructia bisec-
Figura 18 N} toarei interioare a unui unghi.
Constructia (figura 18) . Fie
Q unghiul  XOY. Cu centrul in O trasam un
arc de cerc ce intersecteaza 10X si IOY in
P si Q. Cu centru in P si Q si cu aceeasi
raza (dar nu neaparat) cea anterioara se

Q descriu doua arce n interiorul unghiului ce

g \{ se intersecteaza in M. OM este bisec-
toarea ceruta.

Demonstratia: BMOP = BMOQ (L.L.L.) si prin urmare M/SP = MgQ deci IOM bi-
sectoarea XOY.

Exemplul 3. Constructia perpendicularei prin A pe o dreapts d.

Constructia. Un cerc C (A, A, B) cu B e d, mai taie d in B’. trasd8m mediatoarea
m a segmentului (BB’).

Justificarea. Din constructie A € m, si mediatoarea este perpendiculars pe BB'.

Discutie. Daca C este tangent lui d, atunci AB este perpendiculara ciutats. La
nivelul clasei a Vi-a si a Vll-a se va merge, de reguld, de la constructii particulare cu
elemente ce au mésuri determinate catre constructii cu elemente de masuri neprecizate,

dar presupuse cunoscute asa cum vom exemplifica mai jos.
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Exemplul 4. S& se construiasca un triunghi ABC in care se cunosc AB + AC=m,
BC= a, unghiul B=u°, <90°.

Dcaa nivelul clasei nu este deosebit de ridicat se va rezolva mai intéi problema.

Sa se construiasca un triunghi ABC dacd AC + AB = 7 cm. BC= 5 cm, si unghiul B=40°.
Presupunem problema rezolvata. Fie ABC triunghiul cdutat. Deci presupunem
ca BC este congruent cu un
Figura 19 e unghi de mésura 40° (Figura 20).
C construim segmente si unghiuri
congruente cu segmente Si
unghiuri date. in aceste con-
structii cu rigla si compasul, nu
sunt date masuri deci numere, ci
segmente, unghiuri, drepte,

40°
Puncte, etc.

A; Cu compasul nu putem

determina pozitia lui A pe latura

AB a triunghiului. Deoarece nu cunoastem segmentul AB doar pe aceastd laturd am

putea construi un segment congruent cu AB = AC. Fie D e AB, astfel cu BD = 7 cm, si

(AD) = (AC). Deci mediatoarea Iui (DC) trece prin A. Rezultd ca am putea efectua con-
structia astfel:

1. Construim segmentul (BC) (Figura 13)

2. Construim unghiul CBX = 40°

3. construim pe latura BX a unghiului B un segment (BD) de lungime egald cu
AB + AC.

4. Construim mediatoarea segmentului [DC]. Dacd mediatoarea lui (DC) inter-
secteaza (BD) intr-un punct A interior segmentului (BD), inseamna c& am construit tri-
unghiul care indeplineste conditile din enunt. Suntem obligati s& analizdm si cazurile
cand mediatoarea Iui DC nu ar intersecta BD intr-un punct interior lui.

Din unghiul B < 90° si AB + AD > BC = unghiul BCD > D

Din unghiul B < 90° si C > D = unghiul D < 90°
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Presupunem c& mediatoarea lui DC trece prin B. Atunci (BD) = (BC) ceea ce
contrazice ipoteza BD > BC. Presupunem c& mediatoarea lui DC taie BC intr-un punct
A! (Evident, AC este mai mic decét BC) in acest caz (DA) = (AC). Unghiul BCD =
unghiul CDA < unghiul CDB = BD < BC, ceea ce contrazice relatia BD > BC.

Cum mijlocut lui DC nu apartine lui BD, rezulta ca BD si mediatoarea lui DC au
un singur punct comun. Deci triunghiul c8utat exista si este unic. Asa cum s-a putut ob-
serva a intervenit in mica masuré faptul ca elementele date au avut masuri concrete. A
crescut insa convingerea elevului fatd de determinarea figurii cautate. Dupa astfel de
probleme putem trece la o con-
structie in care BC = m, AB + Figura 20
AC=n, siunghiul B=u°

Exemplul 5 Sa se con-
struiascd un triunghi ABC in care,

BC = 6 cm, AB - AC = 4 cm, si
unghiul B =30° Masurile 6, 4, nu

pot fi luate decat cu o conditie: BC D

> AB-AC. Din relatia AB-AC=4 4 cm

cm, rezultd ca am presupus AB > 30°

AC. B 6 cm C

Presupunem problema rezolvatéd. Fie ABC triunghiul cautat (Figura 21). Fie D
pe AB astfel ca AB - AD = 4 cm. Deci (AD) = (AC). De aici rezuitéd ca A trebuie sa se
gaseasca pe mediatoarea lui DC. Cum DC poate fi determinat cu datele problemei, con-
structia se va realiza astfel.

1. Construim un segment BC =6 cm

2. Construim unghiul CBX=30°

3. Pe BX construim un segment BD =4 cm

4. Unim D cu C si construim mediatoarea lui DC. Daca mediatoarea lui DC in-
tersecteaza BX in A, atunci ABC este triunghiul cdutat. $i in acest caz, vom analiza
daca mediatoarea Iui DC intersecteaza BX intr-un punct exterior segmentului BD si vom

demonstra existenta si unicitatea punctului A. Ca trebuie sa& construim mediatoarea lui
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DC am dedus numai din analiza figurii in care am presupus problema rezolvatd si apoi
am executat constructia riguroasa.

De obicei in geometrie dém elevilor figuri geometrice si cerem s& le descopere
proprietstile. in problemele cauts s3 execute figuri geometrice care s& aiba proprietatile
respective. in general, problemele de constructie se rezolva in doud moduri:

1) Construind direct elementele date si obtinand astfel figura ceruta (in general,
daca problema este simpla).

2) Presupunand figura (cu proprietatile date) construitd si descoperind si alte
proprietati care s& stea la baza constructiei cu rigla si compasul.

in cazul 1) distingem urmatoarele etape: constructie, discutie, iar in cazul 2)
analiza, constructia, demonstratia si discutia. Exemplificdm fiecare metoda prin exem-
plelele urmatoare.

Exemplul 6. Sa se construiasca triunghiul ABC in care se cunosc: latura BC,
mediana AM si unghiul A. Discutie. Construim un segment BC care sa aibd lungimea
egala cu cea a segmentului dat. Cu rigla si compasul stim s& determindm mijlocul siu M.
Varful A va fi la distanta datd, AM, de M, deci se va gasi pe cercul cu centrul in M si raza
AM. Descriem acest cerc. Cum unghiul BAC este dat, inseamna ca A se afla pe cele
doua arce capabile de unghiul A si cu extremitatile B si C. Punctul A se afla acolo la in-
tersectia cu doua locuri geometrice: arcul capabil de unghiul A si cercul anterior con-
struit. Discutie. Aceastd consté in a analiza daca cele doud locuri geometrice au un
ounct comun, mai multe, sau nici unul.

1. daca AM >BC/2 si MA < MN (MN L BC) problema are 4 solutii: DABC, DA'BC,
DA’BC si DA™ BC.

2. Daca MA > BC/2 gi MA = MN, problema are doua solutji.

3. Daca MA > MN probiema nu are nici o solutie.

4. Daca MA = BC/2 si unghiul a = 90° problema are o infinitate de solutii.

5. Dacca MA < MC problema nu are nicio solutie.

Exemplul 7. Fie trei semidrepte: OX, OY, OZ (OZ interioara unghiului OXY) si un
pnct M pe OZ. Sa se cosntruiasca o dreaptd care sa treaca prin M si sa intersecteze pe
OX si OY in A si B astfel incat (MA) = (MB)
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Figura 21

a) b)

Y

1. Presupunem problema rezolvatd. Construim cele trei semidrepte si presu-
punem ca (MA) = (MB), deci cd OM este mediana in DOAB. La rezolvarea problemelor
in care intervine mediana folosim constructia uzuala: prelungim OM cu un segment MP
congruent cu el. Deci, daca M ar fi mijlocul lui AB, OAPB ar fi paralelogram. Am gasit
deci solutia urmeaza sa realizam constructia.

2. Constructie. In realizarea practici a constructiei vom urmari respectarea suc-
cesiunii logice a etapelor. Nici un punc, cerc sau dreapta, nu poate fi desenat daci
pozitia lui nu estte legata de elemente anterior determinate sau date prin enuntul prob-
lemei. Deci:

-prelungim OM cu (PM) = (OM) (figura 21, a).

-prin P ducem paralele la OX si respectiv QY (figura 21, b). daca cele dou3
drepte paralele cu laturile unghiului prin P taie OX in A si respectiv QY in B, Ab este dre-
apta cautatta (figura c)

3. Demosntratie. OBPA este paralelogram M fiind mijlocul diagonalei OP. Va fi
mijloc si pentru diagonala AB. Deci AB taie OZ in M si (MA) =(MB)

4. Discutie. Punctul PeOX astfel ca (MP) = (OM), este unic. Paralele prin P la

OX si respectiv QY sunt unice. Deci problema are o singuré solutiue.
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Exemplul 8. Constructia unui unghi ce are o latura UZ gi este congruent cu
unghiul XOY.

Constructia (figura). Un cerc O de centru O taie OX si OY in A si B. Un cerc O
egal cu O, de centru U taie UZ in C. Cercul (C,AB) taie in D, unghiul DUZ este unghiul

cautat.

Y Figura 22

Demonstratie. Triunghiurile AOB si CUD sunt congruente (L.L.L.)

Discutie. Fie A cercul de centru A ce trece prin B. Cercurile A, O sunt secante,
deci A taie OA in punctele M si N, incat M < Int O, M € Ext O. Analog C taie UC in O’ si
M e Ext O. Rezuita ca C si O’ sunt secante.

Existd deci D comun lui O’ si C dar nu este unic. Fie D’ simetricul lui D fata de
UC, adica {D, D'}=O'NC.

Problema admite doua solutii, semidreptele |UD si |[UD fiind in semiplane dis-
tincte delimitate de (UC). -

Exemplul 9. Constructia paralelei prin M la d.

Analiza. Presupunem problema rezolvatg; fie d’ paralela prin M la d si fie M,P pe
d, Q pe d incat P, Q sd fie de parti distincte ale dreptei MN. Va avea loc unghiul
MNP=unghiul NMQ (fig.23).

Figura 23 Constructia. Luam N,P pe d.
Construim ca in exemplul precedent O
d Q /M IMQ inc&t ungiul MNP=ungiul NMQ incat

MQ s& fie in semiplanul delimitat de MN

ce nu contine M.

\=
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Discutia. Constructia relatatd, nu cuprinde cazul M < d in acest d'=d. Solutia
este unica.

Exemplul 10. Sa se impartd segmentul JAB| in n parti egale (adica s& se deter-
mine My,M,..., M4 pe AB incat [AM;|=|MMa|= ...= |M.(B)).

Constructia. Se considera X nesituat pe (AB) si pe JAX punctele A; Ay, ... , A,
An Tncat |AA(l= [A1Az]=...=|An4An| se traseaza dreapta A,B si apoi paralele la ea prin

punctele A, (i € 1,n - 1)ce taie |JAB| In punctele M; (fig. 24).

Figura 25

Figura 24

A

A My My Mn-1 B

Demonstratie. Sunt indeplinite ipotezele, deci si concluzia teoremei paralelelor

interceptate.
Exemplul 11. Fiind date segmentele de lungime a, b, ¢ s3 se construiascé seg-

b-
mentul x = 24 (al patrulea proportional).
C

, " . o x b 5
Analiza. Pun&nd egalitatea datd sub forma —=—ne propunem ca aceast re-
a c

latie sa rezulte prin aplicarea teoremei lui Thales. Constructia si demonstratia sunt
sugerate in (fig.25).
Exemplul 12. Fiind date segmente de lungimi a, b s& se constriascd un segment
Figura 26 y, incat y*=a-b (y se numeste media geometrica a
F segmentelor a si b).
Analiza. Egalitéti de forma celei din enunt
apar in teorema catetei sau in prima teorema a

fnaltimii.
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Constuctia. Pe o dreaptd de parti diferite ale lui A se iau B si C incat AB=a,
AC=b. Cercul de diametru BC taie in E perpendiculara in A pe BC. Afirmam ca are are
loc AE=y. Figura 26 mai prezintd O variantd de constructie. Presupunand b<a, con-
sideram D < AB incat AD=b. Trasam cercul C de diametrul AB ce este taiat in F de per-
pendiculara in D pe AB. Afirmam ca are loc AF=y.

Demonstratia: Unghiul BEC (respectiv unghiul AFD) sunt unghiuri inscrise in
semicercuri, deci sunt drepte. Prima teorema a inaltimii in AEBC (respectiv teorema
catetei AFAB) conduc la egalitatile enuntate.

Exemplul 13. Fiind date segmentele a, b $i un unghi o & se construiasca un tri-
unghi ABC in care BC=a, AC=b si unghiul ABC=a..

Constructia. Fie BC=a. Construim |BX incat unghiul XBC=a si cercul C (C,b).
Pentru A comun lui C si lui |BX sunt indeplinite conditiile enuntate.

Discutia. Trebuie explicitatd conditia ca |BX sa taie C gi sa constatam cate
puncte au in comun |[BX si C.

Dacé o > 90° , |BX taie C (intr-un singur punct) daca si numai daca b>a. Pentru
a demonstra aceasta afirmatie vom face apel la aplicatia ce arat& ca intr-un triunghi, la-
turii mai mari i se opune unghiul mai mare.

Daca o < 90°. Consideram si perpendiculara CD pe BX.

Lungimea ¢ a segmentului CD este complet determinata de datele problemei
(de fapt c=a-sin ). Apar urmatoarele patru posibilitati si numai acestea:

— Daca b<c, C nu taie BX (deci nici semidreapta |BX).

— Dacd b=c, C N |BX = {D} si triunghiul DBC este solutia unica.

— Dac8 c<b<a, C N |BX = {A1,A2} problema admite doua solutii (fig.27)

Figura 27

A, X

A
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Daca b >0, BX taie C in doud puncte dintre care convine problemei numai acel
punct situat pe |BX, deci in acest ultim caz solutia este unica. Desigur c toate afirmatiile
din cadrul discutiei necesitéd demonstratii. Aceste demonstratii decurg din teoremele de
intersectie ale cercului si ale inegalitatilor dintre oblice (si perpendiculare).

Exemplul 14. S& se construiascd un triunghi ABC cand se cunosc picioarele
A1,B4,C4 ale inaltimilor sale (din A,B respectiv C).

Analiza. Presupunem problema rezolvata, fie ABC triunghiul cautat, A4,B;,C; tri-
unghiul sau ortic (fig. 28.a). Deaoarece unghiul AA{B=AB;B=90° punctele A A;,B;.B sunt
Pe un acelasi cerc (de diametru AB). Mai presupunem c& ABC este triunghi ascuti-
tunghic i acum putem constata cd A BiA1B este patrulater convex inscriptibil, deci
unghiul AA1B;=unghiul ABB1=90°-unghiul A. Analog constatdm c& ACA;C este patru-
later convex inscriptibil si unghiul AA;Cs=unghiul ACC4= 90°-unghiul A. Prin urmare |A:H
este bisectoarea interioard pentru AB;A,C,. Dreapta BC, perpendiculars in A; pe AH
va contine bisectoarele exterioare. Vom putea determina deci A:B;C drept centre ale
cercurilor exinscrise triunghiului BiA{Cy. Examinam in contiuare si ipoteza ¢ triunghiul
cautat ar fi obtuzunghic, unghiul BAC>90° (fig. 28.b). Vom constata acum analogia |JA/A

este bisectoare interioara pentru AB;A/C, dar |B4B, |C:C sunt bisectoare exterioare

Figura 28
a) A b) H
CNB
C1 A B1
B
Aq B
\ )

C
pentru unghiul A1B1C, respectiv unghiul A;C4B, . Prin urmare A este centrul cercului in-
scris triunghiului A1B4C; iar B;C sunt centre de cercuri exinscrise.
Constructia. Punem in evidenta centrul H al cercului inscris in AA;B,C; si cen-

trele Hay Hb'S HC) ale cercurilor exinscrise.
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Discutia. Problema are patru solutii H,HpH., HH:Hp, Hc.HHa, HoH.H pentru ABC
in toate cazurile cand A,B4C; nu sunt coliniare, daca A;,B4,C, sunt colinare problema nu
admite solutie.

Exemplu 15. Sa se construiasca triunghiul ABC cunoscésnd lungimile h,t,m, ale
segmentelor, ce constituie indltimea, bisectoarea si respectiv mediana din A.

Analiza. Presupunem problema rezolvata: fie ABC triunghiul cautat, inaltimea sa
AA;, bisectoarea AD si mediana AA’ (cu A;,D,A pe BC fig.29).

Pentru a avea solutie este necesar (insé nu si suficient) ca perpendiculara |AA|
sa fie mai scurtd decat |AD| si |AA|. Retinem deci conditiile h<t, h<m. Acum triunghiurile
dreptunghice A1AD si A;AA’ se pot construi. Dar pornind de la aceste elemente, deter-
minarea varfurilor B,C inca nu exte ugoara.

Dar bisectoarea |AD mai trece prin mijlocul E al arcului IgC (ce nu contine A) din
cercul circumscris triunghiului prin acel punct E trece si mediatoarea laturii BC. Deci vom
putea construi E intersectand paralela prin A’ la JAA4| cu |AD|. in continuare vom gési

centrul O al cercului O intersectand pe |EA| cu mediatoarea segmentului JAE].

Figura 29 Constructia. Luam AA.=h si inter-
A sectam o semidreaptd s din A, perpendicu-

S O lara pe |AA4| cu cercurile (nefigurate pe de-

e 5 “\ sen) cu centre in A si raza t, respectiv m
Lo b pentru a obtine D si A'. Trasam paralela prin
S/ ~ A la |AA4| pana taie |AD] in E. Trasé@m me-

diatoarea lui |AE| ce taie |[EA] in O . Cercul
O(0,0A) taie |AD| in B,C.

Discutia. Gasisem in cadrul analizei

cd sunt necesare conditile h <t si h <m.
Presupunem inegalitatile stricte. Trebuie acum sa ne asiguram doar ca dreapta DA’ este
secanta lui O (in B,C) pentru ca intreaga constructie sa fie lipsitd de verigi dubitabile.
Conditia revine la OA’ < OA, adicd O - A’ - E. Aceastd noua conditie este realizata daca
si numai daca are loc A:D - A’ adica t < m. Solutia este unica pana la renotarea puncte-
lor B,C, inlocuirea triunghiului ABC cu simetricul sau fatd de inaltimea [AA| (legerea

semidreptei intersectate din cadrul constructiei) si pana la o deplasare a triunghiului ABC
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(dictaté de alegerea arbitrard a segmentului AA; de lungime h). Dacé h = t, AB=AC deci
h =t =m. in acest caz problema admite o infinitate de solutji.

Exemplul 16. S& se imparta un cerc in 3,4 i 6 parti egale.

Analiza- Problema revine la gasirea unor unghiuri la centru avand masura
360°/3=120°, 360°/4=90°, 360°/6=60°. Constructia este bine cunoscuta in fiecare caz.
Pentru a impartii cercul in 4 parti egale se duc doi diametri perpendiculari. Pentru a-l im-
parti in 6 parti egale se taie cercul dat O(O,R) cu un cerc A;(A4,R) unde A; € O in
punctele A, si As. Apoi Ax(Az,R) taie O in A si Az ... Si procedeul continua. Unind aceste

puncte din doua in doua obtinem impartirea cercului in 3 parti egale.
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CAPITOLUL VIII

1. Probleme rezolvate

Problema 1. S& se construiascd un triunghi ABC cunoscand m,.h, si unghiul
BAC (m,,h, sunt mediana si inaltimea duse din A).

Solutie. Presupunem problema rezolvatd, fie ABC triunghiul cautat in care sunt
date m,,h, si unghiul BAC. Triunghiul dreptunghic AA1A’" poate fi construit (fig.1). Fie A”
simetricul punctului A fatéd de mijlocul A" al segmentului [BC]. Patrulaterul ABC’C este
paralelogram. Rezultd m( ¥ ACA”)= 180°-m( k BAC). Prin urmare din punctul C se
vede segmentul |[AA”] sub un unghi suplementar unghiului dat k BAC. Prin urmare
punctul C se va afla la intersectia dreptei A/A’ cu arcul capabil de unghiul suplimentar
unghiului dat <BAC.

Problema 2. Sa se construiasca un triunghi ABC cunoscand cele trei puncte A,
Az,As in care inaltimea, bisectoarea si mediana corespunzatoare varfului A intersec-
teaza cercul circumscris triunghiului.

Figura 30 Figura 31
Ax A_—

A A
1 2: As

A”
Solutie. Se presupune problema rezolvata si fie ABC triunghiul ciutat. inditimea,

bisectoarea si mediana corespunzatoare varfului A intersecteazd C(O,R) circumscris
triunghiului in punctele date A;,A;As. Deoarece A, este mijlocul arcului BC, rezulta
OA:||AA:. Fie {A}=0A,(1AA;. Este evident cd A este mijlocul segmentuluilBC|. Din
analiza figurii rezultd urmatoarea constructie (fig. 31). Se construieste cercul

C(O,R)circumscris triunghiului A1A2A; , se uneste O cu A, paralela prin A, la OA; inter-
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secteaza C(O,R) in punctul A; se uneste A cu A; si fie {A1=0A,N AAs perpendiculara in
A pe OA; intersecteaza C(O,R) in punctele B si C.

Problema 3. Sa se construiascé un triunghi ABC cunoscand a, m, si unghiul
BAC.

Solutie. Se presupune problema rezolvata si fie ABC un triunghi céutatp
care sunt date a,m, i + BAC (fig. 32). Este usor de vazut ¢ punctul A se afl pe cercul
C(A,ma), unde A" este mijlocul laturii |BC|. Pe de altd parte din punctul A se vede seg-
mentul [BC| sub un unghi dat k BAC. Rezultd c& punctul A se afla la intersectia cercului
C(A ,m,) cu arcele de cerc din care segmentul |BC| se vede sub unghiul dat BAC. Con-
structia triunghiului ABC este urmatoarea: se traseazd segmentul [BC], se construieste
cercul C(A',m,) apoi arcele din care |BC| se vede sub unghiul dat BAC: aceste rce inter-

secteazd C(A',m,) in punctele A si A (simetrice fata de dreapta BC). Triunghiul ABC si

A BC sunt solutii ale problemei.

Problema 4. S& se construiasca un triunghi ABC cunoscand Ma,, My, Me.

Solutie. Presupunem problema rezolvatd, fie ABC triunghiul ciutat in care sunt
date AA'=m,, BB'=m,, CC’=m.. Fie A, simetricul centrului de greutate G fatd de A'. Pa-

2 2 2
trulaterul BGCA¢’ este un paralelogram. Atunci CA1’=§ My, GA1’=§ M, GC=§ M. Prin

urmare triunghiul GCAy poate fi construit. Constructia triunghiului ABC este evident3
(fig. 33).

Figura 32 Figura 33 A
A

B A C

Problema 5. Se considerd dreptele paralele d’, d” si fie A un punct situat intre
ele. Sa se construiasca un cerc care s3 treaca prin A si s3 fie tangent la dreptele d’ si d”.
Solutie. Fie r distanta intre d si d” atunci r este raza unui cerc ciutat. Fie d
paralela cu d' si d” situaté la distanta r de d’ si d”. Cercul C(A 1) intersecteazs dreapta d

in punctele O, si O,. Cercurile C(O4,r) si C(O,,r) réspund problemei (fig. 34).
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Problema 6. S& se construiasca un cerc care sa fie tangent la doua drepte
paralele date d’, d”si la un cerc dat C(O,r) situat intre ele.

Solutie. Fie 2R distanta intre d’ i d” atunci R este raza unui cerc cautat. Fie d
paralela cu d' si d” situata la distanta R de d' si d’. Cercul C(O,r+R) intersecteaza

dreapta d in punctele O, si O,. Cercurile C(O4,R) si C(O2,R) sunt cercurile cautate.

Figura 34 Figura 35
d

Lo LT
d"\ )@ / d”K /QM

Problema 7. Sa se construiascé un cerc care sa treaca printr-un punct dat A si

sa fie tangent ladoud drepte neparalele date d’ si d”.
Solutie. Fie {O}=d’(Nd” si C(l,r) un cerc arbitrar tangent la cele doué drepte date.

Se noteaza {A, A2}=0A C(l,r). Cercurile cautate sunt transformatele cercului C(l,r) prin

omotetiile T1(O,0A/OA,) si T2(O,0A/0A,).

Figura 36

Problema 8. Sa se construiasca un cerc de razd data Rcare s& fie tangent la un
cerc dat C(O4,R4) si care sa treaca printr-un punct dat A.

Solutie. Se presupune Ry > R (cazuriie R4=R si Ri<R tratdndu-se analog). Se
presupune problema rezolvatd. Fie C(O,R) un cerc cautat. Deoarece C(O,R) este tan-
gent cercului C(O4,R4) rezultd cd punctul O se afid pe un cerc de centr O, si de raza
R+R.

Cazul I. A e Int C(O4,R,). Existé 3 posibilitati:

1.Daca cercurile C(A,R) si C(O4,R4-R) nu au puncte comune, deci daca
C(O,R)N C(04,R4-R)= &, atunci problema nu admite soluutie.
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2.Dacé cercurile C(A,R) si C(O4,R4-R) sunt tangente deci existd un punct O’
astfel incat C(A,R)N C(O4,R-R)={0’}, atunci problema admite o solutie si anume
C(O'|R).

3.Dac3 existd in plan punctele O’, O” astfel incat {O’,Oj’}= C(A,R)N C(O4,R+-R)
atunci problema admte doua solutii C(O’,R) si C(O”,R).

Cazul ll. A € C(O4,R;). Problema admite doua solutii C(O’,R) si C(O”,R), unde
{O}=0:AN C(01,R1*R) i {O"F= O:AN C(O1,R4-R).

Cazul lil. A eC(04,R4+R). Exista trei situatii.

1.Daca cercurile C(A,R) si C(O4,R4*+R) nu au puncte comune, atunci problema
nu admite solutie.

2.Daca cercurile C(AR) si C(O1,R1+R) sunt tangente intr-un punct O’, atunci
problema admite o solutie si anume cercul C(O’,R).

3.Dac3 cercurile C(A,R) si C(O4,R41+R) au doud puncte comune O’ i O” , atunci
problema admite doua solutii si anume cercurile C(O’,R) si C(O",R).

Problema 9. Sa se construiasca un cerc care sa treaca printr-un punct dat O, gi
care sa fie tangent la o dreapta data d’ intr-un punct A<d.

Solutie. Presupunem problema rezolvata. Fie C(O,R) un cerc cautat. Este evi-
dent c& punctul O se aflé la intersectia perpendicularei in A pe dreapta d cu mediatoarea
segmentului JAO4|. Este usor de vazut in cazul O, e d {A} problema nu are solutie, iar in
cazul O;=A problema admite o infinitate de solutii. in cazul Oy2d problema admite o
solutie.

Problema 10. S& se construiascd un cerc tangent la o dreapta datd d intr-un
punct dat A < d sila un cerc dat C(O4,Ry).

Solutie. Presupunem prob- Figura 37
lema rezolvata. Fie C(O,R) un cerc

cautat. Cercul C(O,R+Ry) trece prin

O, si este tangent dreptei d’ (d este O
paralela la d la distanta R;). Fie

{A}=d’'N OA. Problema s-a redus la d A
urmatoarea: “Sa se construiasca un g A
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cerc care s3 treaca printr-un punct dat O, si care sé fie tangent la o dreapta data d’ intr-
un punct dat A’ *(rezolvare data la problema 9).

Problea 11. S& se construiasca un cerc tangent la trei drepte date d,d,ds.

Solutie. Cazul I. ds]|d.||ds. Este evident ca problema nu admite solutie.

Cazul I1. d1||d2ﬂd3. Fie 2r distanta dintre dreptele paralele d si d, . Atunci r este
raza cercului ciutat. Este evident c& centrul cercului cdutat se afié pe dreapta d (unde
d||d||d2 este situata la distanta r de d si d2). Se noteaza {A}=d; [ ds, {B}=d, N ds si fie
C4, C, e d, astfel incat A e (C4,C,). Bisectoarele unghiurilor C+AB §i C,AB intersecteaza
dreapta d in punctele O; si O,. Cercurile C(O4,r) si C(O2,r) raspund problemei.

Cazul il dyffdytldAld; . Se noteazd {A}=d. ds, {B}=d:N ds si {C}=d:iNd,

(fig.39). Solutiile problemei sunt date de cercurile inscrise g.i\exinscrise triunghiului ABC.

Figura 38
C A ¢ 4

d
01 O2
d>
B
ds
Figura 39 Figura 40
ds
A
di C
/ B \dz
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Problema 12. S& se inscrie intr-un cerc dat C(O,R). Trei cercuri de raze egale,
tangente doua cate doud si tangente cercului dat C(O,R).

Solutie. Fie A,B,CeC(O,R) astfel incat m (kAOB)= m(kAQC)=m(«BOC)=120°.

Fie C’ punctul diametral opus Iui C. Tangenta in C’ la cercul C(O,R) intersec-
teaza dreptele OA si OB in A si By. Fie C(ls,r) cercul inscris in triunghiul A,OB;. Analog
se obtin cercurile C(lo,r) si C(l4,r). Cercurile C(li,r), ie{1,2,3} radspund problemei (fig. 40).

Problema 13. Sa se construiasca un cerc care sa treacd prin doua puncte date
Oy, O; si care este tangent unei drepte date d.

Solutie. Cazul |. d||O1O-. Fie O3 punctul in care mediatoarea segmentului [O,0;]
intersecteaza dreapta d. Cercul circumscris triunghiului Os, O2,05 este solutia problemei.

Cazui Il. d){0102. Fie {A}= 0;0.Nd . Se presupune problema rezolvata si fie
C(O,R) un cerc cautat (fig. 41). Din puterea \Qunctului A fatd de cercul C(O,R), rezulta
AB2=A0;-AQ,. Deoarece AO; si AO, sunt cunoscute, ultima egalitate da pe AB. Se con-
struieste semicercul de diametru O;A+AQ; (fig. 42). Perpendiculara in A pe 040 inter-
secteazd semicercul in punctul B. Din triunghiul dreptunghic O4BO. (m(+04B0O2)=90°)
rezultd ca AB este media geometric intre AO; §i AO..

Figura 41 Figura 42

Constructie. Se construieste punctula A astfel incat {A}= 0.0, d. Se afla AB
din egalitatea AB*= AO;-AO,. Cercul C(A,AB) intersecteazd dreapta d in punctele B si
B’. Perpendiculara in B (respectiv B’) intersecteaza mediatoarea segmentului |00z} in
punctele O si O’. Cercurile C(O,0B) si C(O’',0B") raspund problemei.

Problema 14. S& se construiasca un cerc tangent la doua cercuri date C(O1,R1)

si C(O2,R+) si la o dreapta data d.
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Solutie. Se presupune problema rezolvata si fie C(O,R) un cerc cautat. Cercul
C(O,R+Ry) trece prin punctele O,,0; si este tangent dreptei d’ (d' este paralela la d dusa
la distanta R+R; de O, deci la distanta Ry de d). S-a redus astfel problema la problema
anterioara (fig. 43).

Problema 15. Sa se construiasca un cerc care sa treaca printr-un punct dat A,
sa fie tangent la un cerc dat C(O4,R,) si la o drepta data d.

Solutie. S& presupune problema rezolvata si fie C(O,R) unul din cercurile cau-
tate. Fie {B}=d( C(O4,R4) si Ced astfel incat O4C||OB. Dreapta O4C intersecteaza cercul
C(0O4,Ry) in punctele D si E (D e (04C)). Fie F punctul de tangenta al cercului C(O,R) si
C(O1,R4) (fig. 44). Din asemanarea triunghiurilor O4EF si OBF rezultd ca punctele E,F.B
sunt coliniare. Din asemanarea triunghiurilor dreptunghice EFD si ECD se obtine
EF-EB=EC-ED=const. Fie A’ al doilea punct de intersectie a dreptei EA cu cercul C(O,R).
Atunci EF-EB=EA-EA=EC-ED. Din ultimla egalitate rezultd: EA/ED=EC/EA. Deoarece
+AED=KAEC, rezulta ca triunghiurile EA'D si ECA sunt asemenea. Prin urmare punctul
A poate fi construit. S-a redus problema daté la una din urmatoarele probleme:

i. S3& se construiasca un cerc care sa treaca prin doud puncte A A’ si care sa

fie tangent la un cerc dat C(O4,R+) (Problema Iui Apoloniu)

ii. Sa se construiasca un cerc care treaca prin doua puncte date A, A’ si care s&

fie tangent la o dreapta data d.

Figura 43 Figura 44
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Problema 16. Sa se costruiasca un patrulater circimscriptibil, cunoscand cercul
C(O,r) inscris, un varf A si punctul de intersectie al diagonalelor.

Solutie. Punctul | de intersectie a diagonalelor unui patrulater circuscriptibil se
gaseste la intersectia dreptelor care trec prin punctele de contact ale laturilor opuse cu

cercul inscris (fig. 45).
Constructia. Din varful A se duc tan-

Figura 45

gentele AE, AE’, la cercul dat si se unesc punc-
tele E,E’ cu |. dreptele El, E’'l determina celelalte
doua puncte de contact ale laturilor patrulaterului
cu cercul inscris. Tangentele in aceste puncte

impreund cu tangentele AE, AE’ determind pa-

trulaterul cerut.

2. Probleme propuse

1. Fiind date segmentebe de lungimi a,b, unde a>b, construiti segmente de
lungimi x,y, unde x*=a’+b? si y*=a’-b’.
2. Fiind dat un etalon pentru masurarea lungimilor construiti segmente de

lungimi +/2,+/3,+/5,+/6 .Gésiti un procedeu prin care s& aparéd succesiv seg-

mente de lungimi Jn pentru numere naturale n = 0.

3. Fiind date segmentele de lungimi a,b,c construiti segmente de lungimi
v sty = Yfabela b o).

4. Construiti triunghiul ABC cunoscand lungimile a doud laturi gi a unei medi-
ane.

5. Construiti triunghiul ABC cunoscand lungimile a doua mediane si a unei la-
turi.

6. Construiti triunghiut ABC cunoscéand lungimile medianelor sale.

7. Construiti triunghiul ABC cunoscénd lungimile a doua laturi gi a unei inaltimi.

......
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9. Construiti triunghiul ABC cunoscand lungimile a dou& mediane si o inaltime.

10. Construiti triunghiul ABC cunoscand lungimile a doua inaltimi si o mediana.

11. Construiti un punct M pe dreapta d incat unghiul AMB sa fie maxim, A si B
fiind puncte date.

12. Construiti un punct M pe cercul O incat unghiul AMB sa fie maxim, respectiv
minim, A si B fiind puncte date.

13. Fiind date segmentele a, b sa se construiascd segmentele de lungimi x incat
x2-ax+b®=0.

14.Fiind date segmentele a, b sd se construiascd un segment x incat x2-ax-
b*=0.

15. Construiti axa radiald d a cercurilor neconcentrice C(C,r) si D(D,R).

16.S4 se construiascd un patrulater cunoscand mijloacele a trei laturi si un
segment paralel si egal cu cea de-a patra latura.

17.S& se construiascd un patrulater cunoscand laturile si segmentul care
uneste mijloacele a dou3 laturi opuse.

18.S4 se construiascd un patrulater ABCD cunoscand unghiurile si di-
agonalele.

19. Sa se circumscrie un patrat unui patrulater dat.

20. S3 se duca prin doua puncte A B un cerc tangent la o dreapta xy.

21.S4a se construiascd un triunghi ABC cunoscand laturile AB, AC si stiind ca
+C=2-4B.

22.S4 se construiasca un triunghi ABC cunoscand laturile AB, AC si stiind ca
¥+C=3-4B.

23. Sa se construiascd un pentagon cunoscand mijloacele laturilor.

24.S3 se construiascd un poligon avand desenate in plan perpendicularele
a4,0,...,0, ridicate pe mijloacele laturilor.
Rezolvati urmatoarele probleme numai cu ajutorul riglei.

25.Fiind dat un unghi drept si un unghi arbitrar care au varfurile si o latura
comuna dublati unghiul arbitrar dat.

26. Fiind dat un unghi si bisectoarea Iui b, construiti 0 perpendiculard pe b, in

varful unghiului dat.
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27.Pe o dreapta | sunt date trei puncte P,Q,R, astfel incat Q este mijlocul seg-
mentului PR. Construiti o paralel& la I, printr-un punct dat S..

28. Fiind date doua drepte paralele d, si d, injumatatiti un segment dat AB de pe
ds.

29. impé&rtltl un segment AB in n parti egale, dati find o paraleld d la dreapta
AB.

30. Fiind dat un paralelogram ABCD, duceti o paraleld printr-un punct P la o
dreapta data D.

31. Fiind dat un paralelogram, inmuliti cu n un segment dat.

32. Fiind dat un paralelogram, impartiti un segment dat in n partiegale.

33. Fiind dat un cerc si centrul sau, inmuititi si impartiti cu n un segment dat.

34. Construiti dreapta care uneste doua puncte date, aflate la o distanta mai

mare decat lungimea riglei folosite.
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CONCLUZII

Lucrarea este alcdtuitd dintr-o introducere, unde este facut un scurt istoric al
problemelor de constructii geometrice cu rigla si compasul si sapte capitole. Pe parcur-
sul primelor cinci capitole este prezentats teoria generald a constructiilor geometrice cu
rigla i compasul, transpunand problema in limbajul algebrei, am incercat o tratare cat
mai completa, facand apel si la teoria Iui Galois. Nerezolvabilitatea problemelor celebre
ale antichitatii este cuprinsa in lucrare, incercand o tratare elementard dar si una com-
plexa avand in vedere teoria lui Galois.

Capitolul sase cuprinde metodica rezolvarii problemelor de constructiii cu rigla si
compasul. Avand in vedere etapele expuse, orice problemé& de constructie cu rigla si
compasul poate fi abordata, ordinea expusé nu este obligatorie, unele etape pot fi omise
la unele probleme. Acest capitol este ilustrat cu saisprezece probleme, cu precizérile de
rigoare pentru clasele VI-VIl, celelalte probleme pot fi abordate la nivelul claselor IX - XII.
Orice problema de constructie prezinta frumusetea ei, care trebuie descoperitd, nu ex-
ista o retetd generald de rezolvare a problemelor. Metodica rezoivarii problemelor de
constructie cu rigla si compasul incearcd sa prezinte un cadru general in care s3 ne
plasam. Nu au fost omise referiri la probleme care cer s& fie rezolvate numai cu com-
pasul sau numai cu rigla.

Capitolul sapte este alcatuit din saisprezece probleme rezolvate, unde am
incercat in spiritul celor expuse in capitolul anterior s3 maresc numarul exemplelor de
probleme rezolvate, am avut in vedere si rezolvare de probleme unde sd folosesc
transformarile geometrice. in final am propus spre rezolvare un numar de 34 probleme,

ultimile 10 avand cerinta de a fi rezolvate numai cu ajutorul riglei.
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