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El6sz6

A feladatgytjtemény a Babes-Bolyai Tudoméanyegyetem Magyar Matematika és Informatika In-
tézet informatikus hallgatoinak tanitott Matematikai analizis targyahoz késziilt segédanyag. A
tananyag nagysiga miatt szemindriumokon sokszor témanként csak par feladat megoldasara jut
id6. A konyv célja, hogy tovabbi megoldott feladatokkal szolgaljon az anyag elmélyitéséhez és a
vizsgakra késziiléshez.

Minden téméhoz tartozik egy rovid elméleti attekints rész, amely tomoren Osszefoglalja az
értelmezéseket és a feladatok megoldasaban hasznalt f6bb tulajdonsagokat, tételeket. Az elmé-
leti részek Finta Zoltan Matematikai Analizis [5] konyvebdl lettek osszevalogatva. Mivel ezen
konyvnek nem célja az elméleti részek alapos bemutatasa, ezért az olvasé szédmara ajanljuk az
el6bb emlitett konyvbdl a megfelels elméleti részek és példak atolvaséisat.

Adott téma rovid elméleti attekintje utan kévetkeznek a feladatok, melyek jorészt Stan Chi-
ritd Probleme de Matematici Superiorare [3| példatarabol lettek osszegytjtve. A feladatok utan
kovetkeznek a megoldésok. Torekedtem a minél részletesebb megoldésokra, hogy konnyebben
kovethetsk legyenek. Egy feladat altalaban tobb moédszerrel is megoldhatod, ezért lehetsleg tobb
megoldast adtam rajuk.

A feladatok Osszevéalogatasaban és az elméleti attekintdk Osszeallitdsban tamaszkodtam Lu-
kédcs Andor munkasagara, aki kordbban tanitotta a Matematikai analizis targyhoz tartozd sze-
minariumot.

Kolozsvar, 2023 janius. A szerzd.



1. fejezet

Sorozatok hatarértéke

1.1. Elméleti osszefoglalo

Jelolje N = {0,1,2,3,...} a természetes szamok és R a valos szamok halmazat. Hasznaljuk az
N* =N\ {0} ={1,2,3,...} jelolest. Egy f : N* — R fiiggvényt valds szamsorozatnak neveziink.
Az a, = f(n) tagot a sorozat n-dik tagjanak vagy altalanos tagjanak nevezziik. A sorozatra az
(an)n>1 vagy (ay) jelolést hasznaljuk. Példaul, (2"),>; a 2 hatvanyainak sorozata, ahol a; = 2
a sorozat elsS tagja, az = 22 = 4 a sorozat masodik tagja, illetve a,, = 2" a sorozat n-dik (vagy
altalanos tagja). Az f: N\{1,2,...,k—1} — R fliggvényeket is valos szamsorozatnak tekintjiik,
ebben az esetben az (ay,)n>r jelolést hasznaljuk. Az (ay,)n>1 sorozat konstans, ha a, = a, minden
n > 1 esetén.

Az (ap)n>1 sorozat novekvd, ha a, < anp+1, minden n > 1 esetén, vagyis a1 < ag < --- <
an < ap+1 < .... Az (ap)n>1 sorozat szigorian névekvd, ha a, < ap4+1, minden n > 1 esetén,
vagyis a1 < ag < -+ < ap < apy1 < .... Az (ap)p>1 sorozat csokkend, ha a, > an+1, minden
n > 1 esetén, vagyis a; > ag > -+ > ap > apy1 > ... Az (an)n>1 sorozat szigorian csokkend,
ha a, > ap41, minden n > 1 esetén, vagyis a1 > az > -+ > ap > Gpg1 > ... Az (ap)p>1
sorozat monoton, ha névekvs vagy csokkend, illetve szigorian monoton, ha szigortan csckkend
vagy szigoruan novekvd.

Az (ap)p>1 sorozat feliilrél korldtos, ha létezik egy K; € R szam ugy, hogy minden n > 1
esetén a, < Kj. Ekkor a K szamot a sorozat egy felsd korldtjanak nevezzik. Az (ap)n>1
sorozat alulrdl korldtos, ha létezik egy Ko € R szadm 1gy, hogy minden n > 1 esetén a, > Ko.
Ekkor a K5 szamot a sorozat egy alsd korldtjanak nevezziik. A sorozat korldtos, ha alulrél és
feliilrdl is korlatos. A sorozat korlatossaga egyenértéki azzal, hogy létezik egy K > 0 szam ugy,
hogy —K < a, < K, minden n > 1 esetén, vagyis |a,| < K, minden n > 1 esetén.

Egy V C R halmaz az x € R valés szam egy kornyezete, ha létezik § > 0 szam tugy, hogy
(x —6,x+6) C V. Az x pont kirnyezeteinek halmazat V(z)-szel jeloljik.

1.1. Ertelmezés
Az ¢ € R szam az (ap)n>1 sorozat hatdrértéke, ha az ¢ szam barmely V € V({) kornyezetére
létezik olyan Ny € N (a V' kornyezettdl fliggd) index, hogy a, € V, minden n > Ny esetén.

Jelolés: lim a, = /4.
n—oo

1.2. Ertelmezés
Az (ay) sorozat hatdrértéke +oo (lim a, = +00), ha minden K > 0 esetén létezik Ng € N
n—o0

(K-tol fiiggd index) gy, hogy a, > K, minden n > Nk esetén.

1.3. Ertelmezés
Az (ay,) sorozat hatdrértéke —oo (lim a,, = —oo), ha minden K > 0 esetén létezik Nx € N
n—oo

(K-tol fliggd index) tgy, hogy a, < —K, minden n > Nk esetén.

Ha az (an)n>1 sorozatnak létezik ¢ € R hatéarértéke, akkor a sorozatot konvergensnek ne-
vezziik. Egy sorozat divergens, ha nem konvergens. Tehat egy sorozat divergens, ha létezik
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hatarértéke, amely egyenl6 400 vagy —oo-nel, vagy ha nem létezik hatarértéke. Minden soro-
zatnak csak egyetlen egy hatarértéke létezhet.

1.4. Tulajdonsag
Az ¢ € R szam az (ap)n>1 sorozat hatarértéke akkor és csakis akkor, ha minden ¢ > 0 esetén
létezik N € N index tgy, hogy minden n > N, esetén |a,, — ¢| < e.

Minden konstans sorozat sorozat konvergens.

Az (l

n)n21
egész része plusz 1), akkor minden n > N, esetén

sorozat konvergens és lim % = 0, mivel minden € > 0 esetén, ha N, = [%} +1 (az %
n—0o0

1 1
- < [} + 1= N: <n,
€ €
ahonnan kovetkezik, hogy ‘% - O’ = % <e.

Az (Inn), > 1 sorozatnak van hatéarértéke és li_>m Inn = +oo. Valdéban, minden K > 0 esetén,
n—oo

ha Ng = [ef] + 1, akkor minden n > Nx esetén
n> Ng = [ef] +1> X,
ahonnan Inn > In(ef) = K.
A sorozat konvergencidjanak értelmezésébdl adodik a kovetkezd tulajdonsag.
1.8. Tulajdonsag (Nullahoz tarté sorozat jellemzése)

lim a, =0 <= lim |a,| =0.
n—o0 n—oo

A (%) sorozat konvergens és hatarértéke 0, mivel lim # = lim % =0.
n>1 n— o0 n—00

Ha egy sorozatnak van két részsorozata (példaul a paros, illetve a péaratlan indext tagok
részsorozata), amelyeknek van hatarértéke, de a két hatarérték nem egyezik meg, akkor az eredeti
sorozatnak nincs hatarértéke.

Az a, = (—=1)", n > 1 altalanos tagu sorozat péaratlan indexi tagjainak részsorozata, b, =
asn—1 = (—1)2""1 = —1,n > 1, konvergens nh_)Igo b, = —1 hatarértékkel, illetve paros indext tag-
jainak részsorozata, ¢, = az, = (—1)?" =1, n > 1 szintén konvergens T}Ln;o b, = 1 hatarértékkel.
Mivel a két hatarérték nem egyezik meg, ezért az ((—1)"),>1 sorozat divergens.
Minden konvergens sorozat korlatos, igy ha egy sorozat nem korlatos, akkor divergens.

1.11. Tulajdonsag

(i) Minden monoton és korlatos sorozat konvergens.

(ii) Minden névekvé és feliilrdl korlatos sorozat konvergens.

(iii) Minden cstkkend és alulrél korlatos sorozat konvergens.

1.1.1. Miiveletek konvergens sorozatokkal

Legyenek (ap)n>1 és (by)n>1 konvergens sorozatok. Ekkor teljesiilnek a kovetkezd tulajdonsagok.

(1) Az (ay, + by)n>0 sorozat is konvergens és lim (a,, + b,) = lim a, + lim b,.
= n—oo n—o00 n—00

(ii) A (k- an)n>1 sorozat konvergens és lim k-a, = k- lim a,, minden k € R esetén.
- n—oo n—oo
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(i) Az (ap - by)n>0 sorozat is konvergens és liﬁ\m (an, - by) = ( ILm an) - ( le bn).

(iv) Ha by, # 0, minden n > 1 esetén, és nh_)rrolo b, # 0, akkor az <‘;—:>n>1 sorozat konvergens és

h tf . 2 : an __ nli)mooan
atarértéke nh_)rgo by = Tm b
(v) Ha a,, > 0, minden n > 1 esetén és p € R, akkor az (ah),>1 sorozat konvergens és
lim af, = (lim a,)P.
n—oo n—oo

lim ap

(vi) Hap € R, p > 0, akkor a (p**),>1 sorozat konvergens és hm pin = pn—oo

1.12. Tulajdonsag
Ha az (ap)n>1 szdmsorozat esetén lim a, = 400 vagy lim a, = —oo, akkor
- n—oo n—oo

1\
lim <1 + ) =e.
n—00 an

Majoralasi kritérium, fogé tétel

1.13. Tulajdonsag
(i) Legyenek (an)n>1 €s (bn)n>1 konvergens sorozatok. Ha létezik ng € N ugy, hogy a, < b,
(vagy ay, < by), minden n > ng esetén, akkor

lim a, < lim b,.
n—oo n—ro0

(ii) Legyenek (an)n>1 és (bn)n>1 szamsorozatok, amelyekre létezik ng € N gy, hogy a, < b,

minden n > ng. Ekkor, ha hm an = +00, akkor hm b, = 400, illetve ha lim b, = —o0,
n—oo
akkor lim a, = —oo.
n—ro0

(i) Legyen £ € R egy szam, illetve (an)n>1 €s (bn)n>1 két szamsorozat. Ha 11_>m b, = 0 és
- n oo

létezik olyan ng € N, hogy minden n > ng esetén
‘an -/ ’ < by,
akkor az (ay)n>1 sorozat konvergens és lim a, = ¢.
- n—oo

1.14. Tétel (Fogo tétel)
Legyen (an)n>1, (bn)n>1, (¢n)n>1 harom szamsorozat, amelyekre létezik ng € N ugy, hogy minden
n > ng esetén

an < by, < cp.

Ha az (an)n>1 és (¢n)n>1 sorozatok konvergensek, és hm ap = lim ¢, akkor a (by,),>1 sorozat
n—oo -

is konvergens és

lim a, = lim b, = lim c¢,.
n—oo n—oo n—oo

1.15. Tulajdonsag

Ha az (an)n>1 sorozat korlatos, illetve a (by,),>1 sorozat konvergens és hatarértéke lim b, =0,
- n—o0

akkor az (ay, - by)n>1 sorozat is konvergens és a hatarértéke lim ay, - by, = 0.
n—ro0

1.1.2. Cesaro—Stolz-tétel

1.16. Tétel (Cesaro-Stolz)
Ha (an)n>1 egy tetszoleges szamsorozat, (b,)n>1 egy szigortian monoton, nem korlatos sorozat,

és létezik a lim ‘Z"“ia" hatarérték, akkor létezik a lim %= hatarérték is és
n—oo “ntl n—oo on
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1.17. Tulajdonsag
Ha (an)n>1 pozitiv tagt sorozat (vagyis a, > 0, minden n > 1 esetén) és lim

n—oo n
lim ¥a, = a.

n—oo

Intl — g, akkor

1.1.3. Fundamentalis sorozat

1.18. Ertelmezés

Az (apn)n>1 szamsorozat fundamentdlis (vagy Cauchy-sorozat), ha barmely € > 0 szamhoz létezik
N: € N kiiszobszam gy, hogy minden m,n > N. indexek esetén |a,, — a,| < €.

1.19. Tétel (Cauchy)

Egy (a,) valés szamsorozat pontosan akkor konvergens, ha fundamentalis.

A Cauchy-tétel alapjan elég igazolni, hogy egy sorozat fundamentélis ahhoz, hogy belassuk,
hogy konvergens. Ahhoz, hogy belassuk egy sorozatrol, hogy fundamentélis nem sziikséges sejteni
a hatarértékét.

1.20. Tulajdonsag
Ha az (a,)n>1 sorozatra létezik egy olyan (by),>1 sorozat és egy olyan ng € N index, amelyekre

(i) |am — an| < by, Vm >n > ny,

(i) lim b, =0,

n—o0

akkor az (an)n>1 sorozat fundamentalis.

1.21. Tulajdonsag

Ha az (an)n>1 sorozatra létezik egy olyan ¢ > 0 szam és olyan (mg)r>1 ,(nk)g>1 szigortian
novekvs természetes szamsorozatok, hogy |am, — an,| > ¢, minden k > ko esetén, akkor az (ay,)
sorozat nem fundamentalis.
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1.2. Feladatok

1.2.1. Sorozatok hatarértéke

10

1.1. Feladat. Szamoljuk ki a kovetkezs hatarértékét, ha léteznek:

n3—|—n2—|—n—1.

(2) Jim = 5y
CovVn24n-—1
(b) lim ————;
n—oo  {/2n3 4+ 3
vVon2+3n—1
(¢) lim n—i——n;
n—=oo \/b5n3 —n + 2
on3 249
(d) lim n°+3n°+2

n—=oo \/5n5 +n — 2’
(©) lim (VaFI— i)

(f) li_)m vn+1— n;

Y

(G) lim

N—00 4qn

2"+ (—=3)"

)

(k) lim

: 1\"
W (1)

<m>1m1(”3+”>i

n—oo \ n3 +1

(n) lim (1—|— Cosmr)”;

n—+00 n

1 n
@ i (1)

. 24+4+---+2n
lim ;
nsool4+3+---4+(2n—1)

_ 22442+ ... 4 (2n)?
(q) lim ;
n—00 12432+ ... 4 (2n—1)2

(g) lim (y/n(n+1)—n);
n—oo
(p)
(h) 1i_>m (Vn2 +3n+1—+vn?+1);
(i) lim (Vn+1— {n), ahol k € N\ {0,1};
(r) lim L—i—i-i- +¥'
n—sool-2 2.3 n-(n+1)’
(s) lim = + = +-+ L
n—so01-2-3  2-3-4 nn+1)(n+2)

1.2. Feladat. Igazold, hogy a kivetkezd altalanos tagu sorozatok konvergensek (felhasznalhato
a monoton és korlatos sorozatokra vonatkozo 1.11. Tulajdonsag):

11 1
(a) sn=g3t ot
1 1 1
(b) S"_F_‘_QTL_’_ ..—I—E,aholazm
1 1 1
(c) Sn:F+27+ ..+E,aholl<a§2;
nn
(d) an = (n!)27

1 1 1 1
—l— e m S 4 (=1)H
(e) an 2+3 4+ +(—1) =
1-3:5-...-(2n—1)
f) a, = :
I W
(&) = LN B 1
& an_n—}—l n—+ 2 n+n

1.3. Feladat. Igazold, hogy az alabb megadott altalanos tagi (a,) szdmsorozatoknak nem létezik
hatarértéke (elég talalni két részsorozatot, amelyeknek kiilonb6zs a hatarértéke):

(a) an =1+ (=1)", (n = 0);
(b) ap =04+ (=1)")-lnn, (n > 1),

(€) an=2+(=2)" (n > 0);

(d) a, =p", ahol p< -1, n > 1,

(e) a, =n?-sin (ng), n > 0;

n

(f) an:(1+cosn7r)-n (n>1).



1.2. FELADATOK 11

1\" 1 n+1
1.4. Feladat. Adottak az e, = <1 + > és el = <1 + ) altalanos tagu sorozatok.
n n

(a) Igazold, hogy az (e],)n>1 sorozat csokkend és alulrol korlatos, ezért konvergens!

(b) Igazold, hogy az (ey)n>1 sorozat monoton névekvd!

/

(c) Igazold, hogy e, < e,
Igazold, hogy az (e )n>1 sorozat konvergens!

minden n > 1 esetén és ezért e, < €] = 4, minden n > 1 esetén!

1 1 n+1
(d) Hae = lim e, = lim <1 + ), akkor igazold, hogy lim e/, = lim (1 + ) =e.
n—o00 n—o00 n n—oo n—00 n
1.2.2. Majoralasi kritérium, fogé tétel
1 1 1

1.5. Feladat. Igazold, hogy lim <1 + =+ =4+ ) =e.

n—00 1 2! n
1.6. Feladat. Igazold, hogy

. 1 1 1
(a) lim 1+§+7+_,,+ﬁ:+oo;

n—00 3

. 1 1 1
(b) 7}1%%01+2fp+37+---+ﬁ—+oo,ah01p<1.

1.7. Feladat. Szamitsd ki a kovetkezd hatarértékeket (felhasznalhato az 1.14. fogo tétel):

(a) lim 227 (f) lim (1 T S >;
n—oo N n—00 1/nZ_i_]_ ,/n2+n
cosn
b) li : o
(b) Hm (8) Jim oz
g
Ea . 2 92 2 2
(c) nh_)rgonl,aholqER, () liml-3-5-...-(2n—1)_
5 n - n—00 22-42-62-...-(2n)2 ’
(d) lim n<> +n2-sin<—); 1-3-5-...-(2n—1
n—oo  \ 3 2n (i) lim - (2n );
(e) lim (14 cosnm) - ;
n—o0 nZ+1’ ) 1 In(n+1)
j) lim ;
n—00 Inn
. a/n
(k) lim , ahol a > 0.

n—oo (1+a)(1+4+a?)...(1+a")

1.2.3. Cesaro—Stolz-tétel
1.8. Feladat. Szamold ki a kovetkez6 hatarértékeket (felhasznalhato az 1.16. Cesaro-Stolz—tétel):

on |
(a) lim —; (e) lim =2,
n—oo N n—oo n
’ 1
(b) Jim 2= (f) lim 2, ahol a > 1;
n—oo 3" n—oo N
o1k ok gk : i(ﬁ 2 | 32 rﬁ).
(c) lim R ke N*; (&) lim — (F+5+&+. +5&)
1 1
24+ 424+ ... +(2n)? () lim 1+§+"'+a;

r}l—>12012+32+...+(2n_1)2’ n—00 n
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1_|_L_|_..._|_L N lim L ST ST S
i) lim V2 \/ﬁ; () (1n2 In3 )
n— o0 \/ﬁ

1.9. Feladat. Szamold ki a kovetkez hatarértékeket:
i o241 m3+...4+1.-In(n+1)
n1—>n<(>lon-ln2—|—(n—1)-ln3—|—---—|—1-ln(n—|—1)’

In 2)2 In3)2+... 1 2

(o) i (22 (03)° 4 ()

n—00 nae

(a)

, (@ >0).
1.10. Feladat. Szamold ki a kovetkez8 hatarértékeket:

(a) lim ¢/p, (p > 0); (e) lim ¥/Inn;

n—oo n—o0
(b) Tim {/n; () lim {/In(n!);
(c) T}Ln;ow, (g) nli_)rg(}%’{/(n—i—l)-(n—l—Q)-...-(n+n);
. vn! 33n(n|>3
d) lim = - n®
(d) e R (h) nh_}rgo G

(i) lim ajaz-..ay, ha a, > 0, ugy, hogy lim a, = a.
n—0o0

n—o0

1.2.4. Fundamentalis sorozatok

1.11. Feladat. Igazold, hogy a kovetkezg altalanos tagi sorozatok fundamentalisak (igy az 1.19.
Cauchy-tétel alapjan konvergensek):

cosx cos2x  cos3x cos nx

(@) sn=7%+ 53 t 32 +---+m,(:peR);
(b) an:1+2—12+3—12+---+%;

(€) b= ST 2T M (e,

(d) cn—c‘%+”;’#+...+°°z#,(xa@);

(e) dn:arclt!g:c arc‘;ngx arc‘:‘Lg;‘nwv(xeR);

(f) gn:1+i+aj+...+i;,(xeR).

1.12. Feladat. Igazold, hogy a kovetkezs altalanos tagi sorozatok nem fundamentélisak (igy
az 1.19. Cauchy-tétel alapjan nem konvergensek):

(&) an = (—=1)™; (¢) ¢, = cosm;
(b) b, =sinn; A d. =1 LTI
(d) do =1+ 545+ 4

1.2.5. Rekurzivan értelmezett sorozatok hatarértéke

1.13. Feladat. Tanulmanyozd a kiévetkezd sorozatok konvergenciajat, és ha konvergensek, szé-
mitsd ki a hatarértékiiket:
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) 0= =0 1) = T 1O
Gn—1

1.14. Feladat. Legyen ag > 0 tetsz6leges. Igazold, hogy minden a > 0 szam esetén az

(e
Gn = 7 | Gp—1+
2 An—1

rekurzioval értelmezett sorozat konvergens és hatarértéke lim a, = /a.
n—oo

1.15. Feladat. Legyen 1 és y; két olyan pozitiv valos szam, amelyekre 21 < y;. Ertelmezziik
az Tpi1 = /Tnln €8 Yni1 = % képletekkel az (2)n>1 és (yn)n>1 valos szamsorozatokat.
Bizonyitsd be, hogy mindkét sorozat konvergens és a hatarértékeik megegyeznek!
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1.3. Megoldasok
1.3.1. Sorozatok hatarértéke
1.1. Feladat. Szamoljuk ki a kovetkezs hatarértékét, ha léteznek:

n3+n2+n—1'

)

(a) lim

n—o0 on3 —3

Megoldds. Kiemeljiik a szamlalobol és a nevez&bdl is a legmagasabb foku tagokat:

comdn?en—1 0t (gt ) L p e
lim = lim n 2 = lim n - =
n—00 23 —3 n—00 n3 . ( — 7?—3) n—00 2 _ 7?—3
<1 1 1
B 2 — lim = 2-0 2
n—oo M
O
. vVn?4+n-—1
(b) lim —————;
n—oo  /2n3 4 3
Megoldds. Kiemeljiik a szamlalobol és a nevez6bdl is a legmagasabb fokt tagokat:
N s Vi 1+l L nt oy Jl1+1-%
lim ———— = lim = lim =
n—o00 13/2713_'_3 n—o0 3 . 32_'_7% n—00 n% 32_’_%
1 1 1 1
R Vo e 1 1+ 50— 1
= lim n? - ————— = lim n? - lim ————— =400+ 5= = +00
n—o0 32+% n—00 n—00 32_’_7% \/i
O
. V2n?4+3n—1
(¢) lim ———;
n—=oo \/End —n + 2
Megoldds. Kiemeljiik a szamlalobol és a nevez6bdl is a legmagasabb foku tagokat:
V2?2 +3n—-1 ) SV”2'52+%_# . né 52"_%_%
lim = lim = lim — =
n—oo 5n —’I’L—|—2 n—oo /n3. 5_#_'_% n—>oon§ 5_#_'_%
11 2+ % - rTl? V2
= lim n~ 10 - lim 20‘7:0.
— —
n—00 n—00 5 — # + n% 5
O

2n® 4 3n? + 2
(d) lim w;
n—=o0 \/5n® +n — 2

Megoldds. Kiemeljiik a szamlalobol és a nevez6bdl is a legmagasabb foku tagokat:

20’ +30° 42 0 omt (240 4+0) o0t 24040

n—>oo,/5n5_|_n_2 n—o0 s . 5_}_%_& n—00 n5 5_|_L_l

n nd
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2+24+ %

= lim n? - lim ——n 1% :—I—OO‘*\[:‘FOO-
— —
n—00 n—00 5_,_ﬂl4_2 )

nd

D=

(Vn+1—+/n);

lim
n—oo
Megoldas. Ha egybd6l hatarértékre térnénk, akkor a ,,00 — oo” hatéirozatlansagi esethez
jutnank. Az a? —b?> = (a — b) - (a + b) réviditett szamitasi képletet fogjuk hasznalni a
gyokok kiilonbségének eltiintetésére, ezért bovitjik a tortet (v/n + 1+ y/n)-nel.
— 00" vn+1—+/n) - (vVn+14++/n
lim vn+1—+v/n =" lim ( \F) ( \F) =
n—00 n—00 vn+1+ \/ﬁ
B (T et ) M U Kk RS
n—oo  \/n+14n n=oo\/n+1+/n n=o\n+l+n

mivel az utébbi tort nevezfje tart végtelenbe. O

(f) ILm vn+1—n;

Megoldds. Ha egybdl hatarértékre térnénk, akkor a ,,00 — 0o” hatarozatlansagi esethez jut-
nank. Az a®—b® = (a—b)-(a®+ab+b?) réviditett szamitasi képletet fogjuk hasznlni a gyo-
kok kiilonbségének eltiintetésére, ezért bovitjiik a tortet ({’/n T+ n+ 1¢/n + \3/52)—
tel.

; vn+1—¢n)- €/n+12+€/n+1€/ﬁ+€/ﬁ2
lim ¢/n+1— n""=" lim( ) 2< 5 >:
n—oo n—oo (3/n+1 +3/n_|_1\3/ﬁ_|_\3/,7l>
3
. (Vn+1)" - (¥n)’° . (n+1)—n _
n—oo <€/n+12+\7n+1€/ﬁ+€/ﬁ2) n—oo (\3/n+12+€’/n+1%+\3/52)

1
= lim =0

oo (€/n+12—|— In+19n + \3/52)

)

mivel az utébbi tort nevez§je tart végtelenbe. O

(g) lim (y/n(n+1)—n);

n—oo
Megoldds.

) o im( n(n+1)—n)-( n(n—i—l)—i-n):
nh—>nca>o n(n+1) nl—wo n(n+1)+n

iy WDt (e 1) 0

n
= lim —
n—00 nn+1)+n n—oo \/nn+1)+n 120 /nn+1)+n
1
2

. n . 1 1
= lim = lim
n—o00

no(Ji+i+n " iplpg 1L
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(h) lim (VrZ+3n+1—+vnZ+1);

n—o0

Megoldds.

lim Vn2+3n+1—+vn2+1=
n—oo

B (Vn?4+3n+1—-vn2+1)(Vn2+3n+1+vn2+1)
~ nbb V2 £3n+14+vn? +1 B
oy WRPAB0 D (VP 1) (4304 ]) - (P D)
n—roo /n2+3n+1+vVn?+1 n=o0 \/n2 +3n+1+vVn?+1
3n 3n

O T TR W G (\/1+ +n2+\/1+n2>

= lim .

n2

(i) nlggo({‘/n +1— {/n), ahol k € N\ {0,1};

Megoldds. Ha egyb6l hatarértékre térnénk, akkor a ,,00 — oo” hatarozatlansagi esethez
jutndnk. Az a® — % = (@ —b) - (a*1 + a¥ 72 + aF 302 4 -+ @203 4 abh T2 4 B
roviditett szamitasi képletet fogjuk hasznélni a gyokok kiilonbségének eltlintetésére, ezért

bévitjiik a tortet <\k/n LI /ey Yn+ -+ mr1imi iy %k_1>-gyel.

lim o+ 1 — ="
n—oo
(Yn+1—Yn)- (W’H + {“/ﬁ“{c/?wr o TR )

n—o0 Yol 4t Yt Y 1A !
= i an D" — () _
n Yk 1 L Y Y 1R
_ fim (n+1)— B
o Yt 1 T Y+ Y LR 4
1
= lim p) = 3 i 0,
e+l + R+l Tt + U+ 1Y+ Un
mivel az utébbi tort nevez§je tart végtelenbe. O
N 2T (=3)n
() Jm ——

Megoldas. Kiemeljiik a szamlalobol és nevez&bdl is az abszolut értékben a legnagyobb alapt

tagot:

on n ln 1
g Sl sy (B) P own
A s ey s ) o =0 =0

ahol felhasznaltuk, hogy lim (_73)” =0és lim (%)n = 0, mert ’_73‘ <1és ‘%3‘ <1l. O
n—o0

n—oo
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lim ;

Megoldds. Kiemeljiik a szamlalobol és nevezSbdl is az abszolut értékben a legnagyobb alapt
tagot:

T () @) 0k
n n n 4\n 4\ )
n—oo 4" 4+ 5 n—oo H (5) +1 n—00 (5) +1 0+1
ahol felhasznaltuk, hogy le (%)" =0, ILm (%3)" — 0 és ILm (%)n — 0, mert ‘%‘ <1
n—reo n—00 n—00
P <1es|f] <1 0
n
lim <1 - 1) ;
n—o0 n

Megoldds.

-1 —

1\" 1\ " 1\ " 1

lim (1—) = lim <1+> ] = llim (1—1—) ] —e 1= -,
n—oo n n—oo —Nn n—oo —n e

az 1.12. Tulajdonsag alapjan, esetiinkben a,, = —n. O

. <n3+n>n
lim ( ——— | ;
n—oo \ n° + 1

Megoldds.

n—1
3 3 n(n—1)
n +1.”7*1.n n 41 n3+1
1 n—1 n3+1 1 n—1 lim "(g_l) 0
= lim (1 = lim 1+ ——— — en—soo n3+1 — U — 1
N—00 . n341 n—00 + n341 € € ’
n—1 n—1
3 . . . .
ahol az a, = Zfll, n > 2 altalanos tagi sorozatra hasznaljuk az 1.12. Tulajdonsigot, mivel
. TL3+1 o
i T = oo .
cos N\ "
lim (1 + ) :
n—00 n ’

k .
Megoldds. Ha n = 2k paros, akkor for = (1 + %)2 = (1 + i)%, minden k > 1 esetén
ésaz fr = (14 %)n altalanos tagu sorozat paros indexi tagjainak (fo) részsorozatara
kapjuk, hogy

1 2k
I = lim (1+--) =e
oo 2 kg’go( +2k> ‘

2k
Ha n = 2k + 1 péaratlan, akkor fory1 = (1 + %) = (1 + ;—g)%, minden k£ > 1

esetén és az (fy,) részsorozat paros indexi tagjainak (fox41) sorozatéra kapjuk, hogy

1
1+ —1 - =e 1= 1
—2k - e

Mivel a két konvergens részsorozat hatarértéke nem egyezik meg, ezért az (f,,) sorozatnak
nem létezik hatarértéke. O

1\ 2k
li =1 1+ — =1
kggo Jok+1 kggo( + 2k:) e
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1 n
@ i (1)
Megoldds. Az 1.12. Tulajdonsag alapjan
1\" 1\ "o
lim <1—2> = lim <1+2> = lim
n—o0 n n—o00 —n n—o0

)
et oy,

: 244+---42n
lim ;
nsool4+3+---4+(2n—1)

(p)

Megoldds. Hasznalni fogjuk az 1 4+2+---+k = M Osszegzést.

2+4+-+2n 2142+ +n)

143+ +(2n—1) 1+243+4+--+2n—1)+2n— (2+4+---+2n)
B 21+2+---+n)
Sl 24 -+ 2n—2(1 424+ +n)

B 9. n(n2+1) B n(n n 1)
N 2”(2;“) _9. 4"(”2“) " n2n+1) —n(n+1)
- n+1 - n+1
S 2n4+1—(n+1) n
Tehat
244+ - +2n . on+l
im = lim =1.
nsool4+3+---4+2n—1) nooo n
. 22+ 4% + ... 4 (2n)?
(@) lim ——00 5
n—oo 124324+ (2n—1)
Megoldds. Hasznalni fogjuk az 12 +2%2 4+ ... + k%2 = w Osszegzést.

22 4+ 42 ... 4 (2n)?
24+32 44 (2n—12
4(12 4+ 22 + -+ +n?)
T2+ 2132442+ + (2n—1)2+ (2n)2 — 2+ 42+ -+ (20)7]
4(12 422 + -+ +n?)
T2+ 22 44 (2n)2 4124221 - +n2)
4nlntl)@nt]) 4(n+1) dn +4

- 2@ D0ntD) _ yn(et DD 2(dn + 1) — 4(n + 1) C dn -2

Tehat

lim = am =1

1 1
lim —— _
(r) lim + n it D)

1
AT Ty gt

18
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Megoldds. Minden n > 1 esetén

1 1 1 1 1
R T SR DO RN (s DUy (RS
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
:<1—2)+<2‘3>+<3‘4>+~'+<n_1‘n)+(n‘n+1)
1 1 1 1 1 1 1 1
T1 2 2 33T T T Tt
N—— N——
0 0 0
_ 1
T on4 1
Igy lim an—nli_>r{>10< —n%rl)*l O
I 1 1 1
(s) o123 234 T e DmE2)
Megoldds. Minden k € N* szam esetén az m tort felbonthat6, mint

1 1 1 1
k-(k+1)-(k+2) _2<k-(k+1)_(k+1)-(k+2)>‘

Ezt felhasznélva kapjuk, hogy minden n > 1 esetén

1 1 1 1
=1 337234734.5" +n-(n+1)-(n+2)
1 1 1 1 1 1 1 1 1
= — = — — —— — | + — — +
2 \1-2 2.3 2 \2-3 3.4 2 \(n—-1)n n-(n+1)
1 1 1
+7 —
2 (n-(n—l—l) n-(n—|—2)>
1 1 1 Lt 1 N 1 1
2 \1-2_.2:3 2:3 7 n-(n+tl) n-(n+l) (n+l)-(n+2)
N—_————
0 0
1 1 1
2 \1:2 (n+1)-(n+2))’
ahonnan

. . 1 1 I 1 1 1
. —_ = lim - — = —.
]

1.2. Feladat. Igazold, hogy a kovetkezs altalanos tagu sorozatok konvergensek (felhasznalhato
a monoton és korlatos sorozatokra vonatkozo 1.11. Tulajdonsag):

11 1

(a) s = 1

Megoldds. Az (sy) sorozat monoton névekvs, mert

Sp4+1 = Sp + m
—————
>0
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A sorozat feliilrél korlatos, mivel minden k& > 2 esetén k:% < m, ezért minden n > 1
esetén

! + ! + ! +. —l- ! + ! ! + ! 141 L <2
Sp=—>5+-—+-— — et —= - —

T 12722733 n 2 3 (n—1)-n n -
az 1.1. Feladat (r) alpontja alapjan. Tehat az (sn) sorozat (szigortian) névekvé és feliilrsl
korlatos, ezért konvergens. O

1 1 1
Snzﬁ+27a+ .—i-ﬁ,aholaZQ;

Megoldds. Az (sy) sorozat monoton névekvs, mert s,11 = S, + m > s, minden n > 1
esetén.
Az (sy,) sorozat feliilrsl korlatos, mivel /% < iz minden k > 1 és a > 2 esetén, ezért minden
n > 1 esetén
1 1 1 1 1 1 1 1 <

5"_F+27a+§+ +7_?+*+?+ —|—$_2
az (a) alpont alapjan. Tehat az (s,) sorozat (szigortian) névekvs és feliilrél korlatos, ezért
konvergens.

O]

1 1 1 )
Snzﬁ+2—a+...—|—ﬁ,aholl<a§2a

Megoldds. Az (sy) sorozat monoton névekvs, mert s,11 = s, + m > 8,, minden n > 1
esetén.

A korlatossagot a kovetkezSképpen lathatjuk be. Legyen N = [logy(n)] + 1, ahonnan
n < 2N, vagyis n < 2V — 1. Ekkor

Sp < Son_q

! 11 11 11
=tlon ) T latmtgatea)t ot

1 1 1
+ <(2N1)a + (2N71)a +1 +oeet (2N71)a +2N71 _ 1>

1 11 11 11
<otlgto)tlgtetete)t -t

i <<2N1—1>a i <2N1—1>a T <2N1>>

9N—-1

_1+2+4+8+ 2N—1
o 4a ]a (2N71)“

1 1 1 1
=1+ ga—1 T (20-1)2 + (20-1)3 Tt (20-T)N-1

1 \V
_1-(z=)

1- 2a1—1

< 1
— 1 . 2al_1 Y

mivel a > 1, ezért 2(1%1 < 1.

Tehat az (a,) sorozat monoton névekvs és feliilrsl korlatos, ezért konvergens. Megjegyez-
ziik, hogy ezzel modszerrel azt is igazoltuk, hogy (a, ) konvergens, minden a > 1 esetén. [
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nn

W

tortet, mivel

Megoldds. A monotonitas eldontésére vizsgaljuk az QZ—:l

An41
an

a . - . 2
e ha Z—“ <1, minden n > 1 esetén, akkor a sorozat monoton csokkend.
n

e ha > 1, minden n > 1 esetén, akkor a sorozat monoton névekvd;

Ekkor
M n+1 2 n—1 n
ant1 _ [FDIZ _ (n+1)" (n!) _ (n+1) _ 1 (n+1) < 4 <1
an (Z% (n+ D2 nn nn n+1 n T n4+17 7
€n
minden n > 3 esetén, ahol felhasznaltuk, hogy (n%)n < 4, minden n > 1 esetén (lasd

az 1.4. Feladatot). Tehat az n = 3 tagtol kezdve a sorozat csokkend.

Az (ay)n>3 sorozat alulrdl korlatos, mivel minden tagja pozitiv, vagyis a, > 0, minden
n > 3 esetén.

Belattuk, hogy az (an)n>3 sorozat monoton csokkend és alulrol korlatos, ezért konver-
gens. A konvergenciat nem befolyasolja véges sok tag hozzdadas, megvaltoztatasa, ezért az

(an)n>1 sorozat is konvergens. O
1 1 1 1
=1—=4+-—=+...+ (-1,
(e) Qn 2 + 3 4 + + ( ) n)

Megoldds. Az (ay) sorozatot szétszedjiik a paratlan és paros indexii tagok részsorozatéra
és igazoljuk, hogy mindkett§ konvergens ugyanazzal a hatarértékkel.

A paros indext tagok részsorozata: minden k > 1 esetén legyen

1 1 1 1 1
k= 2k 53 4" (D) gt DT g
_ 1 + 1 + L
1.2 3.4 (2k —1) -2k

A (by) sorozat monoton névekvs

bpy1 = by + >b,, Vk>1.

(2k+1)-(2k+2)

>0

Ez a sorozat feliilrél korlatos, mert minden k£ > 1 esetén

1 1 1 1
bp — — 4 4 ...
T2 3 T e —s) ek—2) T2k —1) 2k

1 1 1 1 1 1

oty Ty @k T @k -2 k-1 (2k—1)-2k

IN
4
+

Mivel a (by) sorozat monoton névekvd és feliilrsl korlatos, ezért konvergens.

Legyen ¢ = asgi+1, k > 1 a péaratlan indext tagok részsorozatat. Ekkor minden k& > 1

esetén
R N L, .
ck=a =l—-—+-—-+...— = =a _
k= T2k +1 23 4 2%k " 2%k+1 T okt
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Mivel a (bg)r>1 = (agk)k>1 és (ﬁ)kzl sorozatok konvergensek, ezért a (ci)p>1 Osszegso-
rozat is konvergens és

) = lim bor + lim

li = 1li b
e T ki < 2% k—00 k—oo 2k + 1

= lim b 0= lim bg.
k—o00 k—o0 2% k—oo 2k

2k+1
Tehét a paratlan és paros indexi tagok részsorozata konvergens ugyanazzal a hatarérték-
kel, ezért az (a,) sorozat is konvergens (hatarértéke megegyezik a paratlan és paros indexti
részsorozatok kozos hatarértékével). O

1-3-5-...-(2n— 1)
2.4-6-...-(2n)

Ay =

Megoldds. Mivel minden n > 1 esetén

2n+1
2n+2§an’1:ana

Gp+1 = Gp -

ezért a sorozat csokkend. A sorozat alulrol korlatos, mivel az (a,,) sorozat tagjai pozitivak,
vagyis a, > 0 minden n > 1 esetén.

Tehat az (a,) sorozat monoton csokkend és alulrol korlatos, ezért konvergens. O

1 1 1
n+l n+2 n+n

Megoldds. Minden n > 1 esetén

Gnt1 — Gn = <(n+1)+1+(n+1)+2+'”+(n+1)+(n+1)>

1 1 1
n+1 n+2 n+n

1 N 1 11 1

S 2n4+1 2042 n+1l 2n+1 2n+2
1

T (2n+1)-(2n+2)

> 0,

tehat a sorozat novekva.

Az (a,) sorozat feliilr6l korlatos, mert minden n > 1 esetén

Ly o 1 o<
a — “ e “ e —
" n4+1 n+2 n+n _ n+1 n+1 n+l n+1
n-szer
Tehat a sorozat névekvs és feliilrsl korlatos, ezért konvergens. O

1.3. Feladat. Igazold, hogy az alabb megadott altalanos tagu (ay,) szdmsorozatoknak nem létezik
hatarértéke (elég talalni két részsorozatot, amelyeknek kiilonb6zs a hatarértéke):

(a)

an =1+ (=1)", (n = 0);
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Megoldas. Tekintsiik az (a,)n>0 sorozat paros indexd tagjaibol 4llo (by)m>0 = (a2m)m>0
részsorozatét: by, = agm = 1+ (=1)?" = 14 1™ = 2, minden m > 0 esetén. Ennck a
részsorozatnak létezik hatarértéke és lim b, = 2.

m—0o0

Hasonloan tekintjiik az (a,)n>0 sorozat paratlan indexd tagjainak (¢y)m>0 = (@2m+1)m>0
részsorozatit: ¢, = agmy1 = 1+ (—1)?"T1 =1 -1 = 0, minden m > 0 esetén. Ennek a
részsorozatnak is létezik hatéarértéke és lim ¢, = 0.

m—0o0

Mivel az (an,)n>0 sorozatnak létezik két részsorozata, amelyeknek kiilonboz6 a hatarértéke,
ezért az (ap)n>0 sorozatnak nem létezik hatarértéke (a hatarérték egyértelmisége miatt).
O

anp =14+ (=1)")-Inn, (n > 1);

Megoldds. Tekintsiik az (an)n>0 sorozat paros indexd tagjaibol allo (by,)m>1 = (a2m)m>1
részsorozatit: by, = agy = (14 (=1)?™)-In(2m) = 2In(2m), minden m > 1 esetén. Ennek
a részsorozatnak létezik hatarértéke és lim by, = lim 2In(2m) = +oc.

m—0o0 n—oo

Hasonloan tekintjiik az (ay)n>1 sorozat paratlan indexi tagjainak (¢pm)m>1 = (a2m+1)m>0
részsorozatit: ¢, = agme1 = (1 + (=1)*™* 1) - In(2m + 1) = 0-In(2m + 1) = 0, minden

m > 1 esetén. Ennek a részsorozatnak is létezik hatarértéke és lim ¢, = 0.
m—00

Mivel létezik az (ay,)n>1 sorozatnak két részsorozata, amelyeknek kiilonb6zé a hatarértéke,
ezért az (ap)n>1 sorozatnak nem létezik hatarértéke (a hatarérték egyértelmisége miatt).
[

anp =2+ (-2)", (n > 0);

Megoldds. Tekintsiik az (an)n>0 sorozat paros indexi tagjaibol allo (by,)m>0 = (a2m)m>0
részsorozatit: by, = agm = 2 + (—2)*™ = 2 + 2™ minden m > 0 esetén. Ennek a
részsorozatnak létezik hatarértéke és

lim by, = lim 242%™ =24 lim 2" =2+ co = +o0.

m—0o0 m—0o0 m—0o0
Hasonloéan tekintjiik az (an)n>0 sorozat paratlan indexi tagjainak (¢m)m>0 = (@2m+1)m>0
részsorozatit: ¢, = agmi1 = 2 + (—2)?mF =2 — 227+ minden m > 1 esetén. Ennek a
részsorozatnak is létezik hatérértéke és

lim ¢, = lim 2—2?"" =2 lim 2?""! =2 — 0 = —.
m—0o0 m—00 m—ro0

Mivel létezik az (ay)n>0 sorozatnak két részsorozata, amelyeknek kiilonb6zé a hatarértéke,
ezért az (an)n>0 sorozatnak nem létezik hatarértéke (a hatarérték egyértelmitisége miatt).

O
an =p", ahol p < -1, n > 1;
Megoldds. Mivel p < —1, ezért p = —|p|. Az (an)n>1 sorozat paratlan indexi tagjai-
nak részsorozata by = as,_1 = (—|p|)?* ! = —|p/**~!, minden k£ > 1 esetén. Ennck a

részsorozatnak a hatarértéke lim b, = lim —|30\2k—1 = —00.
k—o0 k—o0
Hasonléan az (a,)n>1 sorozat paros indext tagjainak részsorozata cj, = agy = (—|p|)?* =

|p|?*, minden k > 1 esetén. Ennek a részsorozatnak a hatarértéke lim ¢, = lim [p|?F =
k—ro00 k—ro00

+oo. Mivel a két részsorozatnak nem egyezik meg a hatarértéke, ezért az (a,) sorozatnak
nincs hatarétéke. O
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(e)

. s
a, =n? - sin (n§>, n > 0;

Megoldds. Ha minden k > 0 esetén
b = agpr1 = (4k +1)3 - sin ((4k + 1)%) = (4k + 1)3 - sin (g + 2k7r>

= (@h+ 1P sin (2) = (4 + 1%,

akkor a (bg)k>1 = (@aps1)k>1 részsorozatnak a hatarértéke lim by = lim (4k+1)3 = +oo.
- - k—o0 k—o0
Ha minden k& > 0 esetén
Ch = agpre = (4k +2)3 - sin ((4k + 2)%) = (4k +2)3 - sin ((2k + 1))
=4k +2)3-0=0,
akkor a (cx)r>1 = (@4g+2)r>1 részsorozatnak a hatarértéke lim ¢; = lim 0 = 0.
> = k—o00 k—o0

A két részsorozat hatarértéke nem egyezik meg, ezért az (ay)n,>0 sorozatnak nincs hatér-
értéke. ]

n
n+1

an = (1 + cosnm) - , (n>1).

Megoldds. Az (ay)n>1 sorozat paros indexi tagjainak részsorozata (by)r>1 = (a2k)k>1, ahol

by, = agx, = (1 4 cos(2km)) - % =(1+1)- % = %. Ez a részsorozat konvergens és
hatarértéke lim by = lim 2k =2
k—o00 k koo Zk+1

Hasonloan az (ay, ),>1 sorozat paratlan indext tagjainak részsorozata (cx)r>0 = (a2k+1)k>0-
ahol ¢y = agry1 = (14-cos((2k+1)7))- 2241 = (1-1)-2E£L — 0. Ez a részsorozat konvergens

' . "2k+2 T 2k+2
és hatarértéke lim ¢ = lim 0 = 0.
k—o0 k—o0

Mivel az (ay)n>1 sorozatnak van két konvergens részsorozata, amelyek hatarértéke kiilon-
boz6, ezért az (an)n>1 sorozatnak nem lehet hatarértéke (a hatarérték egyértelmisége
miatt). O

1\" 1 n+1
1.4. Feladat. Adottak az e, = <1 + > és el = <1 + ) altalanos tagu sorozatok.
n n

(a) Igazold, hogy az (e,)n>1 sorozat csokkend és alulrol korlatos, ezért konvergens!

Megoldds. Az (e],) sorozat alulrél korlatos, mert 0 < (1+ %)nﬂ

n
tehat 0 a sorozat egy als6 korlatja.

, minden n > 1 esetén,
Az (e])) sorozat csokkend, mert minden n > 1 esetén

/ /
€n > €n41

n+1 1 n+2
> (1+
) = (i)
n+1> NG / n1\"2 /01
“\n+1 n+2 n
( + )2 TL+2>’]’L+1 /7l+2
n(n + 2) ~ n V
n+1)2 _ ,./n+1
n(n + 2) n

—
—

!

!
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n+1
n+1 ’
2n+2 ]_1,
n—+2 n o S——
n+1
ahol a baloldalon az a1 = ”TH, az = --- = ap42 = 1 szamok szadmtani kozepe all, mig a
jobboldalon a mértani kozepiik. Igy az
ai+---+an

N > Nay-...-an, Vai,...,an >0,

szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlGtlenség alapjan kovetkezik, hogy a sorozat
csokkend.

Mivel az (e},) sorozat csokkend és alulrol korlatos, ezért konvergens. O
(b) Igazold, hogy az (ey)n>1 sorozat monoton névekveo!

Megoldds. Az (ey) sorozat névekvs, mert minden n > 1 esetén

en§€n+1
1 n 1 n+1
(1+3) < (i)
n n+1
natl n< n 9\t / NG
n “\n+1 n—+1
< n(n +2) i /n+1/
n+1 7 [ (n+1)2
wa] M <n(n+2)
n+17~ (n+1)2
n

n ! '
< i) —— 1.1 <

n+1 ~>——~ n+1
n

ahol a jobboldalon az a; = nLH, ag = -+ = apy1 = 1 szdmok szamtani kozepe all, mig a

[ I A

baloldalon a mértani kozepiik. Igy az

a+ -+ ay
#Z Nay .. an, Yai,...,ay >0,

szamtani és mértani kozepek kozotti egyenl6tlenség alapjan kovetkezik, hogy a sorozat
novekva. O

(c) Igazold, hogy e, < e),, minden n > 1 esetén és ezért e, < €] = 4, minden n > 1 esetén!

Igazold, hogy az (e )n>1 sorozat konvergens!

Megoldds. Mivel

. 1 n+1 1 n 1 1 n
e, =|1+— =|14+—] ‘(1+—)>(14+—) =€, Vn>1,
n n n n
——

>1

ezért e}, > e, minden n > 1 esetén. Tovabba az (e],) sorozat csokkend, ezért e, < e,
minden n > 1 esetén. Osszegezve
1\ 1+
en<e;§e'1:(l—|—1> =4, Vn>1,
igy az (ey) sorozat feliilrdl korlatos és 4 egy felss korlatja.

Belattuk, hogy az (ey,) sorozat névekvd és feliilrdl korlatos, ezért a sorozat konvergens. [
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1 1\
(d) Hae = lim e, = lim <1 + > akkor igazold, hogy hm e, = h_>m (1 + > =e.
n n—0co n

n—oo n—oo
Megoldds. A két sorozatnak ugyanaz a hatarértéke, mert
1\ 1\" 1 1\" 1
lim <1+) = lim (1—|—> -(1+>=lim <1+> - lim <1+)
n—00 n n—00 n n n—00 n n—00 n
=e-1=e,

ahol felhasznaltuk, hogy az e,, = (1 + %)n és b, = 1—{—% altalanos tagi konvergens sorozatok
szorzatéanak hatarértéke megegyezik a hatarértékek szorzataval. O

1.22. Megjegyzés

1\" 1 n+1
en::<1+> <e<<1+) =:e,, VYn>1.
n n

Az (e,) sorozat tagjaival alulrol becsiilhetjiik az e szdmot a kivant pontossaggal, mig az
(e],) sorozat tagjaival pedig feliilr6l becsiilhetjiik a kivant pontossaggal. o

1.3.2. Majoralasi kritérium, fogo tétel
. 1 1 1
1.5. Feladat. Igazold, hogy lim (1 + + 4+ 4+ =) =e
n—00 2! n!

Megoldds. Minden n > 1 esetén

1\" L1, L1 o1
Lt~ ) =14 Cp—+Ch 4 4O e+ O
1 nn-1) 1 nn—1)---(n—k+1) 1 n! 1
S T ot S A T i I
+1' n 2! n2+ k! nk+ +n! nn
<1 1 1 1 1
TR R TR T
mivel W <1, minden 1 < k < n esetén. Tehat
1+1n<1+1+1+ +1 Vn>1 (1.1)
- —+=4...+= n . .
n) — 1 2! n!’ -
Legyen k € N* egy rogzitett szam. Ekkor minden n > 1 esetén
1\" L1, L1 1
1 1 1
1 2 k
214G+ Cp 5+ O
n 1 nn-1 1 nn—1)---n—k+1 1
BN T T N U NSV SRV OY
1 n 2! n k! n
1 n 1 nn-1) 1 nn=1)---(n—k+1)
14— = i
+1' n+2! n2 + +k! nk

Hatérértékre térve n szerint kapjuk, hogy tetszéleges k > 1 esetén

<1+1 n 1.n(n—1)+”‘+1‘n(n—l)---(n—k—i—l))

V

. 1\" .
lim (1—|—> > lim
n—oo n n—o0o

1 1 -1 1 -1)---(n—k+1
=1+ —- lim ~+ = - lim nin—1) - - i nn=1)-(n +1)

1! nsoon 2! n—oco n2 k! n—oo nk
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_1 1 1 1
= +ﬁ+a+...+ﬁ,
Tehat minden k > 1 esetén
1\" 1 1 1
= li — > — .
e nlgg(}(l—i-n) 1+1‘+2'+ +k' (1.2)

Az (1.1) és (1.2) egyenlStlenségek alapjan minden k > 1 esetén

>1+1+1+ L 1+1k
€ 1 & k)

és mivel lim (1 + %)k = e, ezért a fogo tétel alapjan létezik a keresett hatarérték és

k—o0
. 1 1 1
Iim (14 —+ — +. =e.
1! ! “n!

n—00 21

1.6. Feladat. Igazold, hogy

1 1
(a) hmlﬂL + -+ +ﬁ:+oo;

n—00 3

Megoldds. Legyen N = [logyn]. Ekkor —1 + logan < N < logyn, ahonnan 2V < n.
Minden n > 1 esetén

an:1+1+1+...+i+#+. + —
2 3 2N 2N 41 n

U S S

- 2 3 2N

2N —1_gszer
pele2pd 2
2 48 2N
I
272 2
N-szer
N
— 14+
+ 2
—1+1
> 1 + w
2
_ 1T+logyn
=7
Mivel li_)rn Hk}# = 400 és a, > Hh’#, minden n > 1 esetén, ezért a majoralasi
n o

kritérium alapjan lim a, = +o0. O
n—oo
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(b)

lim 1 L 1 L _ hol 1
m +§+37,+~-+E—+00,a0p< .

Megoldds. Mivel k% > % minden k£ > 1 és a < 1 esetén, ezért minden n > 1 esetén

LI I I

an = et g2 513 -
Tovibba lim 14+ 1+ 1+ +1 = +oo, ezért lim k4 5x + 35 + -+ = = oo a
n—00 n—o0

majoralasi kritérium alapjén, minden o < 1 esetén. O

1.7. Feladat. Szamitsd ki a kovetkez$ hatarértékeket (felhasznalhato az 1.14. fogo tétel):

(a)

sinn

lim
n—oo N

Y

Megoldds. Minden x € R esetén sinx € [—1,1], ezért

sinn

< < —, Vn>1.

S|
S|

n

Mivel lim —% = lim % = 0, ezért a fogo tétel alapjan létezik a lim % hatarérték is és
n—oo n—oo n—oo
egyenlé 0-val, vagyis
. sinn
lim =0.
n—oo n

Maskeént, hasznalhatjuk az 1.15. Tulajdonsagot is, mivel a (sinn),>; sorozat korlatos (also

korlat —1, fels6 korlat 1) és az (%) -, sorozat tart a nulldhoz, vagyis lim L =0, ezért

) n=1 n—oo "
lim%osinn: lim =% = 0. O
n—oo n—oo

cosn

lim ;
n—oco Inn

Megoldds. Minden x € R esetén cosx € [—1,1], ezért

Lo 1,
Inn = Inn ~ Inn -

(Inn > 0, minden n > 2-re). Mivel lim —ﬁ = lim ﬁ = 0, ezért a fogo tétel alapjan
. ) ] cosm o n—oo n—00
létezik a nh_}ngo o, hatarérték is és egyenls 0-val, vagyis

. cosn
lim =0.
n—oo lnn

Maskeént, hasznalhatjuk az 1.15. Tulajdonséagot is, mivel a (cosn),>1 sorozat korlatos (also

korlat —1, felsé korlat 1) és az (%) sorozat esetén lim % =0, ezért lim % -cosn =
nn/n>1 n—oo NN n—oo 171

lim % = 0. O

n—oo

n

lim L ahol q € R;

n—oo n!’
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Megoldas. Megjegyezziik, hogy g = 0 esetén nlingo ZTT: = nl;ngo % =0
Elgszor igazoljuk, hogy ¢ > 0 esetén szintén nh_{go ‘771—7; = 0. Minden ¢ > 0 esetén létezik
k= [q] +1 € N ugy, hogy k — 1 < ¢ < k. Ekkor minden n > k esetén
nl "ol 1-2:3-..0-k-(k+1)-...-n
kK K k k k k
1 2 3 kE k+1 w Ju
<z <3
k k k k k k k
ST208 R kL ket kAL
n—k
kk kK k"""
=123 k:(k:Jrl)
——
<1

Osszegezve, minden n > k esetén

n! k k+1
—k n—k
s T kK K E( N _k kK E_ 1 k _k k k k. n_
ezért a fogo tétel alapjan 11113;@ % =0 (ha ¢ > 0).

A g < 0 eset visszavezethets a ¢ > 0 esetre, mivel egy (a,) sorozat esetén
lim |a,| =0 < lim a, =0.
n—oo n—oo

Igy a fentiek alapjan

és a bal oldalrél igazoltuk, hogy teljesiil, ezért a vele egyenértéki jobb oldal is kell teljesiil-
jon. O

. 2\ " 9 . s
(d) Jim n- <3> i sin ()

Megoldds. A lim n - (%)n =0, mert lim n%¢™ alaka hatéarértékrsl van szo, ahol |g| < 1.
n—oo n—oo

Hazx € [O, g], akkor sinx < x, ezért minden n > 1 esetén
2
0< n? - sin <1> < n—ﬂ'.
2n 2n
Ujra felhasznélva, hogy |g| < 1 esetén lim n%¢™ = 0 kapjuk, hogy
n—oo
2 n
1
lim n—7r:7r lim n2<2) =7-0=0.

n—oo 2N n—00
Igy a fenti egyenl6tlenségbdl a fogo tétel alapjan kovetkezik, hogy lim n?sin o = 0.
n—oo

C)sszegezve nlLH;O [n . (%)n +n? . sin (2%)] =0. ]
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(e)

. n
nh_)rrolo(l + cosn) - FUNT

’

Megoldds. Minden x € R esetén cosx € [—1, 1], ezért minden n > 1-re

—1 <cosnm <1 /+1
— 0<1+4+cosnm<2 /#
n n®+4+1
— 0<(1 <9 -
< (1 + cosnm) 21 S e
Mivel lim —:= =0, ezért a fogo tétel alapjan létezik a lim (1 + cosnm) - -~ hatéarérték
n—oo M +1 N—00 n=+1
és egyenld 0-val, vagyis lim (1 + cosnr) - = = 0.
n—00 ns+1

Masként, hasznalhatjuk az 1.15. Tulajdonsagot is, mivel az (1+cosnm),>1 sorozat korlatos

(also korlat 0, felss korlat 2) és az (nQLH)n21 sorozat esetén nh_)rgo g = 0, ezért
lim (1 + ) —— =0
Jim cosnm) - o5 =0.
O
li ( ! + + ! )
lm — PR — ;
n—oo \ /n? + 1 vVnZ+n
. : . 1 1 1 ;
Megoldds. Minden 1 < k < n esetén N < T < NCEEST ezért
n 1 1 n
< 4t < , Vn>1. 1.3
vVn24+n " Vn2+1 vVnZi4+n o Vn2+1 (13)
ivel im —2~— — lim 2> - — — lim -~ —1és Iim -2 — lim ». L —
Mivel nhﬂrgo vn24n nhﬂnolo n 1+% nhﬁnolo 1+% L és nhﬂrgo n?+1 nh%r{olo n /1-4-7%2
lim = 1, ezért az (1.3) egyenl6tlenségbdl a fogd tétel alapjan kovetkezik, hogy

n—oo  /14+-L;
n

) . . 1 1 1. s L .
létezik a lim (W + -+ m) hatarérték és egyenls 1-gyel, vagyis

n—oo

lim

1 1
T ————
”—>°°<\/n2+1 \/n2—|—n>

nTL

A e

Megoldas. Megvizsgaljuk, hogy milyen gyorsan ndvekszik vagy csokken a sorozat:

(n+1)7+1

i1 _ Ted0E _ (A D" @) 4t 1 (et 4 4
an (%2 [(n+1)12  nn nn n+1 n"  ~n+175

€n

ha n > 4 (lasd az 1.4. Feladatot). Innen kapjuk, hogy minden n > 4 esetén

an _as a5 ana an _4 4 44 (4N
<2 2.8 .

ag a4 as p—2 Qp-1 5

(n—4)-szer
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A sorozat tagjaira felirhatjuk a kovetkezd egyenlGtlenséget: minden n > 4 esetén

4\ nn 44 g\
0<an<a4-<> <= 0< < <> .

5 (nh)2 = (42 \5
Mivel lim ay - (%)n_4 = a4 - lim (%)n_4 = a4 -0 = 0. Igy a fenti egyenlétlenséghdl
n—oo n—oo "
a fogo tétel alapjan kapjuk, hogy létezik a lim (Z,)Q hatarérték és egyenls 0-val, vagyis
n—o0 :
: n"
A0, g =0 =
. 12.32.52. ... (2n —1)?
lim ;
n—oo  22.42.62....-(2n)?

Megoldds. Igazoljuk, hogy a hatarérték 0. Mivel k2 > k> — 1 = (k — 1)(k + 1), minden
k € R esetén, ezért

12-32-52-...-(271—1)2< 12.32.52. ... (2n —1)? _
22.42.62....-(2n)2 — (22-1)-(42-1)-(62—1)-...-((2n)2 1)
B 12.32.5%. .- (2n—1)? 1
C(1-3)-(3-5)-(5-7)-...-(2n—1)-(2n+1)) 2n+1’
minden n > 1 esetén. Tehat
12.32.5%. ... (2n — 1)? 1
0< < Vn>1.
=T 262 (22 "oyl T
Mivel nlgrolo ﬁ = 0, ezért a fogd tétel alapjan nh~>n;o 122'5"24'25.26'2".":?.2(2;)12)2 =0 ]
hml-3-5-...-(2n—1);
n—o00 2~4-6~...-(2n)

Megoldds. Az el6z6 feladatban igazoltuk, hogy

12.32.5%. ... (2n — 1)? 1
0< < Vn>1
=T 262 (202 “2m+l ' ET
ahonnan kovetkezik, hogy
1-3:5-...-(2n—1) 1
0< < . VYn>1,
- 2:4-6-...-(2n) T V2n+1 -
: . 1 ) e e qe o 135..(2n—1) _
Mivel nlgrolo Worrs i 0, ezért a fogod tétel alapjan nl;rx;o 2T6 o) = 0. O

1 1

lim 711(”—1_ )

n—oo Inn

Megoldds. Igazoljuk, hogy lim % = 1. Az In fiiggvény novekve, ezért 1 < 2t
n—o0

Inn

minden n > 2 esetén. Tovabba
(n+1) _In(ntl)—Inn _In(%2) o)  n[(%F)"] _ Ind
Inn Inn Inn nlnn nln

~nlnn’

n
minden n > 2 esetén és felhasznaltuk az 1.4. feladatban igazolt e, = (1 + %)n < 4 egyen-
16tlenséget, minden n > 1 esetén. Osszegezve

In(n+1) <14 In4

1< < , Vn>2.
Inn nlnn
Mivel lim 1+ nl?néln =1, ezért a fogd tétel alapjan lim hlﬁi:l) =1. O
n—o0 n—o0
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n

a
k) li hol a > 0.
) e ar ey el
Megoldds. Ha 0 < a < 1, akkor
n
0< a <a"

~ (1+a)(1+a?)---(1+4am) ’

mivel 1+ aF > 1 minden k = 1,2,...,n-re. Mivel lim a” =0, ha 0 < a < 1, ezért a fogo
n—oo
tétel alapjan létezik a kovetkezs hatarérték és egyenls
an

S tai+ad).  (ta) 0

Ha a > 1, akkor felhasznaljuk, hogy 1 + a™ > a” és 1+ a* > 2 minden k > 1 esetén, igy

a” a™
<
14+a)(14+a?)---(14+a?) ~ 1+a)(1+a?)---(14a*1)an
1
(1+a)(1+a2) (1+am 1
1 1
< = ,
—2.2.....2 on-l
—
(n—1)-szer
Tehat minden n > 1 és a > 1 esetén
a” 1

< < .
“(14+a)(1+a?)---(14am) — 2771
Mivel lim 2,1%1 = 0, ezért a fogo tétel alapjan
n—oo

an
lim =0
nsoo (1 +a)(1+a%) - (1 +a")

1.3.3. Cesaro—Stolz-tétel

1.8. Feladat. Szamold ki a kovetkez6 hatéarértékeket (felhasznalhato az 1.16. Cesaro-Stolz—tétel):

2n
(a) lim —;
n—oo N

Megoldds. Legyen a, = 2™ és b, = n, minden n > 1 esetén. A (b,) sorozat szigorian
novekvd, mivel b,+1 =n+1 > n = b, minden n > 1 esetén, tovibba nem korlatos, mert
lim b, = lim n = +o00. Igy a Cesaro-Stolz-tétel alapjan

n—oo n—oo
on — ontl _ on 2" (2-1
lim — = lim n C.5 lim Gnt1 = 9n _ lim —— = 1i 7( )
n—oo N n—oo bn n—oo bn+1 — bn n— 00 (n —+ 1) —n n— 00 1
= lim 2" = +0
n—oo
O

2

(b) lim — n
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Megoldds. Legyenek a, = n? és b, = 3", minden n > 1 esetén. A (b,) sorozat szigortian
novekvd, mivel b, = 37+l > 37 — ¢ minden n > 1 esetén, tovabba a (by) sorozat nem

korlatos, mert lim b, = lim 3" = +o00. A Cesaro-Stolz—tétel alapjén
n—o0 n— o0

. n2 . an C.S. . Gp4+1 — An . (n + 1)2 - TL2
llm -_— = llm — = llm —_— = hm T E——
n—oo 3N n—00 bn n—00 bn+1 — bn n—oco 3ntl _3n
212n4+1) —n? 2n4+1 1 2n + 1
= lim ("+2n+1)—n = lim ntl_ 2. im nt . (1.4)
n—o00 3n . (3 — 1) n—oo 3N .2 2 n—oo

Legyenek ¢, = 2n+ 1 és d,, = 3" minden n > 1 esetén. A (d,,) = (b,) sorozatrol korabban
belattuk, hogy szigoriian névekvd és nem korlatos, ezért ujbol alkalmazva a Cesaro-Stolz—
tételt kapjuk, hogy

I . 2n+1 1 . cpos 1l . g1 —cy
— - lim =—-lim — =" —- lim
2 n—oo 3N 2 n—oo dn 2 n—oo dn+1 — dn
12t ) 41— (@nt)
2 n—oo 3n+l _ 3n
1 . 1 1
=5 Ty g =0 (15)
Az (1.4) és (1.5) Osszefiiggések alapjan lim 57 = % - lim 2?{1 =0 t
n—oo n—oo

L R .
© i e REN

Megoldds. A Cesaro-Stolz-tételt fogjuk alkalmazni. Tekintsiik az a, = 1¥4+2% 4. . +nF és
b, = (n+ 1)1 altalanos tagt sorozatokat. A (b, ),>1 sorozat szigorian monoton névekve
és nem Kkorlatos, ezért alkalmazhatjuk a Cezaro-Stolz—tételt:

. 1k+2k++nk . an C.S. ;. anp+1 — an . (n+1)k
lim ) = lim — =" lim ——— = lim ) T =
n—00 (n—|— 1) + n—oo by, n—00 bn+1 — by, n—00 (n—{— 2) +1 (n+ 1) +
— fim (n+ 1)k
n=oo [(n+2) — (n+1][(n+2)F + (n+ 2" (n+1)+...+ (n+2)(n + 1)F 1 + (n+ 1)¥]
= lim (n+1)k =
n—oo [(n+2)F+ (n+2)k1n+1)+...+ (n+2)(n+ 1)1 4 (n + 1)¥]
= lim (n+1)k =
neso0 N N )
(n+1)k [(ZLL) +(Z—L) +...+(2—L)+1
. 1 1 1
= k = T14l4. 41 k41
(z—ﬁ) +<Z—ﬁ) ++<Z—ﬁ)+1 —_
(k+1)-szer

22 442 + ...+ (2n)?

d) 1l ;
(d) nggo12+32+~--+(2n—1)2’

Megoldds. Legyenek a, =22+ 4%+ ...+ (2n)2 és b, = 12 +32+ ... + (2n — 1)2, minden
n > 1 esetén. A (b,) sorozat szigortian névekvs, mivel b, 11 = b, + (2(n + 1) — 1)2 > by,
minden n > 1 esetén, tovabba a (b, ) nem korlatos, mivel lim b, > lim (2n)% = +oco. Igy

n—oo n—oo
Cesaro—Stolz-tétel alapjan

22 442 4 ...+ (2n)? . an C.. Ant1 — Gp , (2(n+1))?
1m = — — = lim —-— =
n—oo 12 + 32 + .+ (2n — 1)2 n—00 bn n—00 bn+1 — bn n—00 (2(n + 1) — 1)2
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@n+22 . n? (2+2)° (2+2)° 2
im —= = lim — - —2% = — =
n—00 (2n+1)2 n—oo n2 (2+ 1)2 n—00 (2+ l)2 22

lnn.

(e) lim —;

n—oo n

Megoldds. Legyenek a, = Inn és b, = n minden n > 1 esetén. A (b,) sorozat szigorian
monoton novekvs és nem korldtos, ezért a Cesaro-Stolz—tétel alapjan

In ap C.S. .. Gpil — Qn . In(n+1)—Inn
Iim — = lim — =" lim ——— = lim =
n—oo N n—oo by, n—o0 byl — by n—00 (n + 1) -n
1\ = 1
= lim (In(n+1) —Inn)= lim In <n+ ) (:)ln<lim nt ) =Inl=0,
n—oo n—oo n n—oo N

ahol a (%) egyenldségnél kihasznaltuk, hogy a természetes alapu logaritmus fliggvény foly-
tonos, tehét felcserélhets a hatarértékkel. O

. Inn
lim ——, ahol a > 1;
n—oo N

Megoldds. Mivel n* > n éslnn >1Inl =0 minden n > 1 és a > 1 esetén, ezért

Inn Inn

0< < —, Vn>1.
n n
Az el6z6 alpontban belattuk, hogy lim lnT” = 0, ezért a fogo tétel alapjan létezik a lim 12#
n—oo n—oo
hatarérték és egyenls 0-val, vagyis
Inn
lim =0.
n—oo N
O

.1
lim 7(%—4—%—%%—}—...—%%);

n—oo N

Megoldds. A b, = (n?) sorozat szigortian monoton novekvé és nem korlatos, igy a Cesaro-
Stolz—tételt hasznélva kiszamithatjuk, hogy

1m,1<P+?+ﬁ2+m+"3::ml£+£+§+"”+ﬁ:

n—oon? \ 51 ' 52 ' 53 5n n—00 n?
1 2
. Qp C.S. .. Gp41 —Qn (ZLE . (n+1)?
= lim — = lim ——— = o - lm--—r =
n—o0 by, n—00 bn+1 — b, n—00 (n + 1)2 —n? n—00 (27’L + 1) . pntl
n+1 . 2n+1 1 . 2n+1 ¢s1 . (20h+1)+1)—2n+1)
= lim - lim =—-lim ——— =="—. lim =
n—oo 2n +1 n—ooo Hntl 2 nooo Hntl 2 n—oo 5n+2 _ pnAl
1 . 2 1
=5 s — 5 0=0

S|=

1454+
m

n—00 n
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Megoldas. Legyenek a, =1+ % +...+ % és by, = n sorozatok. A (by)n>1 sorozat monoton
novekvd és nem korlatos, igy a Cesaro-Stolz—tétel alapjan

1 1 1
oy LF3t oty T

n—00 n n—oo b

n+1 _
n n—oo byy1 — by n—)oo(n—|—1)—n n—oon + 1

1 1
L+ J5+t o

(i) Jim, N ’

Megoldds. Legyenek a, = 1 + % + .o+ ﬁ és by, = /n sorozatok. A (by)n>1 sorozat
novekvs és nem korlatos, igy a Cesaro-Stolz—tétel alapjan

14+ 1 4+ .+ 1 _ 1
lim V2 vn lim dn C.5 lim Gntl — Gn _ lim ——Yr
n—00 \/ﬁ n—oo by, n—00 bn+1 — by, n—oo \/m 4+ 1 — \/ﬁ

1 vntltyn 1 vn+l+yn

A gl (IR (VAR e Vndl (D) —n

1+ n
1 F1
vntltyn TV

= lim

n—00 vn—+1 n—00 1

: : 1 1 1 1
(3) lim & (gg+@s o+ @)

n—o0

Megoldds. Legyenek a, =1+ ﬁ -+ ﬁ + .+ ﬁ és b, = n sorozatok. A (by)n>2 sorozat
novekvd és nem korlatos, igy a Cesaro-Stolz—tétel alapjan

1 1 1
lim metTmst " Tmn .. @nCS. i Qo T An

n—00 n n—00

In(n+1) . 1
_ et oy o
n—oo (n+1)—n n—ooln(n+1)

1.9. Feladat. Szamold ki a kovetkez8 hatarértékeket:

(a) 2.2+ 221 m3+...+ 1. In(n+1)

1 .
nl—>Holon-ln2—|—(n—1)-ln3—i—---+1-ln(n+1)’

Megoldds. Tekintsiik az a, = 2In2+ 22 In3+ ...+ LIn(n+1) és
bp=nln2+(n—1)In3+...+1-In(n+1)

sorozatokat. A (b,)p>1 sorozat szigortan novekvd és nem korlatos, mert bpy1 — by, =
In2+4+m3+...+In(n+2) >0 és b, > In(n + 1), ami nem korlatos. Megprobaljuk

a
alkalmazni a Cesaro-Stolz-tételt az x, = — sorozatra. Ehhez kiszamoljuk a
n

o Gntl = In2+3I3+...+ LIn(n+1) + 25 In(n +2)
nl—{gobn_,_l—bn_nl—%o In2+m3+...+In(n+1)+In(n+2)
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hatarértéket, amit szintén a Cesaro-Stolz—tétel tjabb alkalmazéaséaval tudunk megtenni az

Yn = 2—” sorozatra, ahol ¢, = apy1 — ay :1n2+%ln3+...+%ln(n+1) +n%r11n(n+2)

és dy = bpy1 —bp =In2+mn3+...+In(n+1)+1In(n+2). A (dy)n>1 sorozat szintén
szigortan névekvs, mert d,, — d,,—1 = In(n + 2) > 0, és nem korlatos, mert d,, > In(n + 2).
Tovabba

Cn+l — Cn %H ln(n + 3) ; 1

1' _— = 1' Lore 7 = 1 [
n1—>Holo dn—‘rl —dy nggo ln(n + 3) n1—>Holo n-+2

il

c
ezért az y, = d—n sorozatra alkalmazott Cesaro-Stolz—tétel alapjan
n

Cn+1 — Cp

. n+1 — Qn . Cn .
lim ———— = lim — =1 =0.
00 byt — by nto dyy | msto dyi1 — dy
Végil az x,, = Z—n sorozat esetén a Cesaro-Stolz—tétel szerint
n
-1 1
lim T -2+ %= -In3+... 4+ -In(n+1) e Sl
nsoon-In2+4+(n—1)-In3+---+1-In(n+1) n—o0 byy1 — by
O
In2)? + (In3)% + -+ + (Inn)?
(b) lim B2 F WS+ Hun)f
n—00 nae

Megoldds. Tekintsiik az a, = (In2)? + (In3)? + --- + (Inn)? és b, = n® altalanos tagi
sorozatokat. A (by) sorozat szigortian névekvs, mert b4 = (n 4+ 1)* > n® = b minden
n > 1 és a > 0 esetén, tovabba a (b,) sorozat nem korlatos és hatarértéke lim n® = +oc.

n—00
Ezért
In2)2 + (In3)2 + -+ + (Inn)? . i,
iy 022+ 3) 4 (In)® ey g5 G —an
n—00 na n—oo by, n— 00 bn+1 —b,
2 2
TS (TS O N
n—oo (n+1)a—na n—oo na (1_’_5)01_1
1 1))2 1 1 12 1
= lim (In(n + 1)) . n =1 M lim ln _
n—00 nao—1 (1+ ﬁ)a —1 n-ooo na—1 n—oo (1 4 ﬁ)a 1

<, 1n(n+1)>2 1 {0, ha a > 1,
= lim ———=| -— =

400, halO<a<1.

1.10. Feladat. Szamold ki a kovetkez6 hatarértékeket:

(a) lim /p, (p > 0);

n—o0

Megoldds. Ebben az esetben a,, = p, minden n € N* esetén. Az 1.17. Tulajdonsag alapjan

lim Q/ﬁ:nllrgo Ya, = lim Il _ i 2 =1

n—oo n—00 (U, n—00 P

(b) lim g/

n—o0
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Megoldds. Az 1.17. Tulajdonsag alapjan

1
lim {/n = lim a, = lim Intl _ lim nt =1.
n— oo n— o0 n—00 (A, n—oo n
O
lim V/n!;
n—oo
Megoldds. Az 1.17. Tulajdonsag alapjan
n !
lim vn!= lim {/a, = lim Intl _ i (n+1) = lim (n+ 1) = 4o0.
n— o0 n—oo n—00 Ay n—oo n! n—o0
O
/1)
lim i;
n—oo M
Megoldds. Az 1.17. Tulajdonsag alapjan
n (n+1)!
. Vnl . a/n! . . Qpyl . (ngntT
lim — = lim {/— = lim /a, = lim = lim ——5—
n—oo N n— 00 nn n—oo n—00 (U n—o00 :7
. (n+1)! n'" ) n"
= lim . = lim ——
n—00 n! (n + 1)"*1 n—00 (n + 1)”
. n \" 1 1
=\ ) T T (5 T T 2 1)
n—oo * ™ Nn—00 n
1
==
O

lim VInn;

n—00

Megoldds. Az 1.17. Tulajdonsag alapjan

In(n+1) In(n+1)—Inn

. n _ . n _ . an+1 _ . _ .
Jun Vi =l yan = i S0 = i U= i,
In (2L n In (2L n [(2E)"
= PO g ) g, UG gy
n—oo Ilnn n—oo nlnn n—oo  nlnn

el lim 25 L T A N o R

mivel lim — "2 = (. Ez utobbi hatarértéket a kovetkezSképpen szdmithatjuk ki.
n—oo

Minden n > 2 esetén

n
1§<n+1> <4,
n

ahonnan a logaritmus fliggvény monotonitasa alapjan, minden n > 2 esetén

1 n
0:1n1§1n[<n+ )]glnél, /:nlnn

n
- nlnn “nlnn

nt+1\"
Mivel nlglolo Ton = 0, ezért a fogo tétel alapjan nlLH;O % = 0. 0
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(f) lim /In(n!);

n—oo
Megoldds. Az 1.17. Tulajdonsag alapjan
1 !
lim {/In(n!) = lim Inf(n + 1)1]
n—00 n—oo  In(n!)

In2+mn3+...+In(n+1)
im
n—oo  In24In3+...+Inn

cs. .. In(n+2)
=" lim ———=
n—oo In(n + 1)
= 17
ahol az utolso el6tti egyenldségnél hasznaljuk a Cesaro-Stolz tételt, illetve az utolso egyen-
16ségben az el6z6 alpont eredeményeit. O
im Ln . . . .
(g) lim 73/(n+1)-(n+2)-... (n+n);

Megoldds. Az 1.17. Tulajdonsag alapjan

.1 . oaf(nt1)-(n+2)-...-(n+n)
Jggon\/(n—i-l)(n—kﬁ(n—i—n)?}ggo\/ - =
. (n+2)-n+3)-...-(n+1+n+1) n"
lim . =
n-so00 (n+ 1)7+l (n+1)-(n+2)-...-(n+n)
2 1)-(2 2)-n" 2 1 " 1 4
BT € O R e )RR LS O S i Y (ST PSP S |
n—so0 (n + 1)""‘2 n—00 n+1 n+1 e e
O
33n 13
(h) lim g o)
Megoldds. Az 1.17. Tulajdonsag alapjan
3n(nh3 3(n+1) INE !
L) B [ P (3n)
n—00 (3n)! n—00 [B(n+ D! 33n(nl)3
. 3(n+1)3
= lim
n—oo (3n + 1)(3n + 2)(3n + 3)
o 31+ 1)
= lim — - 1 2 3
noeent (3+5)(3+5)B+7)
) 33(1 4 %)3 33
= lim ) 2 3y 33
neo (34 )3+ )3+ 3) 3
=1.
O
(1) nlggl() Yajas ... an, ha a, > 0, ugy, hogy 71132@ an = a.
Megoldds. Az 1.17. Tulajdonsag alapjan
. " . ap-a2 - ... 0p - Gp41 .. .
nh_)rréo Yaijas...an —nh_g)lo o ay . —nh_{gloanﬂ = a.
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1.3.4. Fundamentalis sorozatok

1.11. Feladat. Igazold, hogy a kivetkezs altalanos taga sorozatok fundamentalisak (igy az 1.19.
Cauchy-tétel alapjan konvergensek):

cosx n cos 2x n cos 3x + n CcCoSNT
1-2 2.3 3-4 n-(n+1)7

(a) sp = (x € R);

Megoldds. Mivel cosy € [—1,1], ezért 0 < |cosy| < 1, minden y € R esetén. Ha m > n és
x € R tetszbleges, akkor

| cos(n+1)x cos(n + 2)x cos mx:
A [ [ R O [ R T )
cos(n+ 1)z cos(n + 2)x cos mz
= m+1xn+2ﬂ mrm+3)| T mem D
_ | cos(n + 1)z | cos(n + 2)z| | cos mx|
(n+1)(n+2) n+2)(n+3) 7 m(m+1)
1 1
=t (n+m 2+ mmr D
1 1 1 1
:< n+2>+<n+2_n—|—3>+'”+<m_m+1>
:n+1 m+1
1
<7”L—|—1.

A (by) = (%‘H) sorozat és minden x € R esetén

(1) |$m — Sn| < bn, minden m >n > 1 esetén;
(i) lim b, = hm —= =0,

n—00 n+1
ezért az 1.20. Tulajdonsag alapjan az (s,) sorozat fundamentalis.

Megjegyzés. A fundamentalis sorozat értelmezésében szerepld N, kﬁbzébindex az (sp) so-

rozat esetén a kovetkezSképpen hatarozhato meg. Mivel |sp, — sp,| < ezért sziikséges

n+1’
talalni egy olyan N. € N indexet, hogy barmely n > N, eseten n%_l < €. Ez utobbi
egyenlGtlenség alapJan = —1 < n. Lényegében elég talalni az g — 1 szdmnél nagyobb egész

szamot. Ilyent az egész rész segitségével kaphatunk meg, mivel minden z € R szédm esetén
[z] <z < [z] + 1. Tehat legyen

1 1

€ €

(az 1/e egész része), mivel minden n > N, esetén

1 1
——1<N.<n << —<¢,
€ n+1

ahonnan minden m > n > N, = E] esetén |sy, — sp| < %_H < e. O

1 1 1
(b) an =1+ 35 + g5+ +



1.3. MEGOLDASOK 40

Megoldas. Minden m > n esetén

1 1 1
an =l = e T Tt
1 1 1

Sat D) maDm+2) T i m

1 1 1 1 1 1
- (n_n+1>+<n+1_n—i—2>+”'+<m—1_m)
1
n
1
n

Tehat

(i) |am — an| < 1, minden m >n > 1 esetén;

() g w =0,

ezért az 1.20. Tulajdonsag alapjan az (a,) sorozat fundamentéalis.

Megjegyzés. A fundamentélis sorozat értelmezésében szerepls V. kiiszobindex az (a,,) soro-
zat esetén a kovetkezSképpen hatarozhato meg. Mivel |a,, —a,| < %, ezért sziikséges talalni
egy olyan N, € N indexet, hogy barmely n > N. esetén % < €. Ez utébbi egyenl6tlenség
alapjan % < n. Lényegében elég talalni az % szamnal nagyobb egész szamot. Ilyent az
egész rész segitségével kaphatunk meg, mivel minden z € R szam esetén [z] < z < [2] + 1.
Tehat legyen

1

N, = [} +1,
€

mivel minden n > N, esetén

1 1
— < N.<n < —<g,
€ n

ahonnan minden m > n > N, = [%] + 1 esetén |ay, — ap| < % < e. O
b sinx+2sin2x+ +nsinn:1; ( ER)

= —_— , (x ;
" 3 32 3n

Megoldds. Minden y € R esetén 0 < |siny| < 1 ezért minden m > n és x € R esetén

n+ 1)sin(n + 1)x n+ 2)sin(n + 2)x m sin mx
(n+Dsin(n+ 1z | (n+2sin(m+2a

lam — an| =

3n+l 3n+2 3m

(n+1)sin(n + 1)z (n+2)sin(n + 2)x msin mx
< il + TR tot e
_ (n+1)]sin(n+1)z|  (n+2)|sin(n + 2)z| m| sin mx|
- gn+1 T 3n+2 Tt T gm
<N +1 n+2 m
= gn+l gnt+2 - 3m
(*) 2n+1 2n+2 9m
S ﬁ + W +... —"_ 37777/

< @)nﬂ. <1+§+<§)2+...)
() ()
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ahol a (x) egyenl6tlenségben felhasznaltuk, hogy

"=(1+1)"=1+Cp +C2+---+Cl>CL=n, Yn>1.
(1) |bm —bn| <2- (%)n, minden m > n > 1 esetén;

ezért az 1.20. Tulajdonsag alapjan a (b,) sorozat fundamentalis.

Megjegyzés. A fundamentélis sorozat értelmezésében szerepls N, kiiszébindex az (by,) soro-
zat esetén a kovetkezSképpen hatarozhatd meg. Mivel |b,, —by| < 2- (%)n, ezért sziikséges
talalni egy olyan N. € N indexet, hogy barmely n > N, esetén 2 - (%)n < e. Ez utébbi

In2—Ine
In3—In2

In2—-1Ine
Ng = max{ |:h13_1112:| + 1,0},

mivel minden n > N, esetén

egyenlGtlenség alapjan In (%) . (ln (%))_1 = < n. Tehat legyen

In2—1Ine 2\"
———— <N, <n << 2-(=] <e,
m3_—In2z - =" <3> c
ahonnan minden m >n > N, = max{“ﬂgjﬁ;} + 1,0} esetén |an;, — an| < % <e. O
cosT  Cos2x COoS NI

Megoldds. Minden y € R esetén cosy € [—1,1], igy ezért minden m > n > 1 esetén és
z € R esetén

cos(n+ 1)z  cos(n+ 2)x cos mx
lem — en| = - £ Lo 222
(n+1) (n+2) m
< cos(n+ 1)z cos(n + 2)x ‘cos mx ’
| (n+1)2 (n +2)? m?
_ Jcos(n+1)x| |cos(n+ 2)x| | cos mz|
- (n+1)2 (n+2)? m?
! + ! + + i
T (n+1)?2  (n+2)? m?
< 1 1 T 1
- n+1) (n+1)(n+2) (m—1)m
(1 1 LN, (o
T \n n—i—l n+l n+42 m—1 m
1
n om
1
S —
n

Tehat

(i) |em —cn| < %, minden m > n > 1 esetén;
(i) lim 1 =0,

n—o0

ezért az 1.20. Tulajdonsag alapjan a (¢,,) sorozat fundamentalis. O
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arctgxr  arctg2z arctg nx
1! 2! o n!

(e) d, = , (r € R);

Megoldds. Minden y € R esetén arctgy € (—g, %), igy ezért minden m > n > 1 esetén és
x € R esetén

arctg(n + 1)z arctg(n + 2)z arctg mx
[ = dnl = | =" ) [
< arctg(n + 1)z arctg(n + 2)x arctg max
- (n+1)! (n+2)! m!
_ |arctg(n+1)z| |arctg(n+2)z| n | arctg mz|
(n+1)! (n+2)! m!
B BT R
(n+1)!  (n+2)! m!
—2 |nn+1) (n+1)(n+2) (m—1)m
N2 1 1 11
T2 _(n_n+1) + <n+1 _n+2> ot <m—1_m>]
T [1 1
Zzgn‘m}
<r.1
2 n
Tehat
(i) |dm —dp| < Z -1, minden m > n > 1 esetén;
) Jm 3o
ezért az 1.20. Tulajdonsag alapjan a (d,,) sorozat fundamentalis. O
1 2 n
(f) gnzl—i—%—l-%-l-...—l—%, (z € R).

Megoldds. Minden m > n > 1 esetén és x € R esetén

x’VH'l x’VH—Q m
g =9nl =\ G T e T Tl
:L.nJrl $n+2 rm
Sloro o T m!‘
B N SR
(n+1)!  (n+2)! m!

Létezik M € N* szam ugy, hogy M — 1 < |z| < M (vagyis M — 1 az |x| szdm egész része).
Igy ha n > M, akkor minden k > n természetes szam esetén

off _M* M M M M M M M M M \FM
K= k1 2 M M+1 7 kB~ 1 2 7 M \M+1
M k—M
=C. :
M+1
ahol bevezettik a C' = % . A2/[ e % jelolést. Megjegyezziik, hogy a C nem fiigg az m-t6l,

sem az n-t6l, csak a rogzitett z-t8l (az M-en keresztiil). Az eddig szamolasok alapjan

irhatjuk, hogy minden m > n > M esetén
’$|n+l

n+1)!  (n+2)

|:U|n+2 . |x|m
|

|gm*gn‘ < ( ml
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- Mn+1 N Mn+2 N +Mm
“(n+1)! (n+2)! m!

M n+1—M M n+2—M M m—M
< C. . .
< (wri) b)) o (i)

+
M n+1-M M 1 M m—-n—1
=C- + +
M+1 M+1 M+1
M n+1-M M 1 M m—n—1
< C. 1
=¢ <M+1> +(M+1) " (M+1) N
M n+1-M 1 M n+1-M
o (y4) v = (557 (M +1)
+ =3 +
Tehat
n+1-M
(1) |gm—gn|§C’-(ML+1> - (M + 1), minden m >n > M = [|z|] + 1 esetén;

(i) lim C(M%H) +1_M~(M+1):C’~(M+1)-<M%+1>1_M- lim (M%H)”:C-(MJr

M\ —
ezért az 1.20. Tulajdonsag alapjan a (g,) sorozat fundamentéalis. ]

1.12. Feladat. Igazold, hogy a kovetkezd altalanos tagu sorozatok nem fundamentélisak (igy
az 1.19. Cauchy-tétel alapjan nem konvergensek):

(a) an = (=1)"
Megoldds. Megvizsgaljuk a kovetkez§ kiillonbséget:

lam — an| = |(=1)™ — (—1)"] = 0, ha m,n paros vagy m,n paratlan
" " 2, ha m paros,n paratlan vagy m paratlan,n paros.
Ha my = 2k és ni = 2k + 1, minden k£ > 1 esetén, akkor
jam — ap| = [(=1)"" — (1) =2,  VEk>1,

igy az 1.21. Tulajdonsag alapjan az (a,) sorozat nem fundamentélis. O
(b) by, = sinn;

Megoldds. Ha m € ey, [E + 2km, 2F + 2kn], akkor sinm > g
Han € ez [%’r + 2k, %r + ka], akkor sinn < —g. Ekkor

2 2
|sinm — sinn| = sinm — sinn > \2[ - (—{) =2.

Mivel minden k£ € N esetén a E + 2k, %’r + 2k7r] intervallum hossza nagyobb, mint 1, ezért
van benne my € N egész szam. Hasonléan, minden k € N esetén az [%r + 2km, %’r + 2k7r]
intervallumban van n; egész szam.

Tehat léteznek (my) és (ng) végtelenbe tarté sorozatok ugy, hogy minden k > 1 esetén

| sin(my,) — sin(ny)| = sin(my) — sin(ng) > V2 > \f
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Igy az 1.21. Tulajdonsag alapjan a (sin n)n>1 sorozat nem fundamentalis.

Megjegyzés. A megoldas alapjan az is belathato, hogy a (sin(a + n)),>1 sorozat sem
fundamentalis, ahol o € R. O

(¢c) ¢n = cosm;

Megoldds. A (b) alpont és a cosn = sin(n + %) Osszefiiggés alapjan a (cosn),>1 sorozat

sem fundamentélis. O
1 1 1
dd,=14+=-+=-4+---4+—.
(d) dn ottt

Megoldds. Minden m > n esetén

1 1 1 1 m-—n
|am — an| = =>4+ ==
n+1 m - m m m
——
(m—mn)—szer

Ha m = 2n, akkor ez alapjan
1 *
|a2n_an|2§, Vn € N*.

Tehat léteznek my = 2k és ny = k (minden k > 1 esetén) végtelenbe tarto sorozatok tgy,
hogy minden k£ > 1 esetén

)

N

|amk - ank‘ = ’CLQk - ak| Z

igy a az 1.21. Tulajdonséag alapjan a (d,),>1 sorozat nem fundamentalis. O

1.3.5. Rekurzivan értelmezett sorozatok hatarértéke

1.13. Feladat. Tanulményozd a kovetkez§ sorozatok konvergenciajat, és ha konvergensek, szé-
mitsd ki a hatarértékiiket:

() 1
a) a, = ——, ag = 0;
n 1 . 1) 0 3

3

Megoldas. Kiszamoljuk a sorozat néhény tagjat: ag =0, a1 = 1, as = %, as = %, as = 3,

as = % Eszrevehetjiik, hogy as = £, a3 = %, %, ahol F,, a Fibonacci sorozat:

Ea
Fy=F) =1¢és Fpyo = Fpi1+ F,, minden n € N. Indukcioval igazolhato, hogy a, = F}:

Valbban,

as =

11 F
1+a, 1+% S F,+F. Fupr

an4+1 =

Ezutén az F,10 = F,11 + F), lineéris rekurzi6é altaldnos tagjat kiszadmithatjuk a szokésos

moédon. Felirjuk az 22 = = + 1 karakterisztikus egyenletet, amelynek gyokei z; = 7_1;\/5
és T = %‘/5 Innen az F), a kovetkez$ F,, = ax] + Bzy alaku kell legyen valamely

a,B € R konstansokra. KEzeket a konstansokat az Fy = aa:(l) + ﬁx% =a+pf =1¢s
F) = axl + Bzl = axy + Brg = 1 Ssszefiiggésekbdl szamithatjuk ki. Azt kapjuk, hogy
o= 7575’0\/5 és B = 75+130\/5. Tehat

_5+3V5 <1+\/5>”+53\/5 (1\/5>”

Fn 10 2 10 2

Vn € N.
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Végiil az (an)n>0 sorozat hatarértékét kiszamithatjuk mint

543v5 (71%\/5)"_1 | 5=3V5 (717\/5>”_1

. . Faq . 10 10
lim a, = lim = lim - — =
n—00 n—oo  F, n—00 5435 (71+\/57)) + 5—3v5 (*17\/5)
10 2 10 2
543V5 (—14v5\" 1 | 5-3V5
| B (28) = =8
= n—1 T 535 15
=00 5435 —1+f —1+v5 4+ 5=3V6  —1-V5 .
10 15 10 2 10 2
2 —1+5 5l _
—1-v5|

_1_\/5 2

= = , mert ‘

(b) ap =2+ ap—1, ag = 0;

Megoldds. Kiszamoljuk a sorozat néhany tagjat: ag = 0, a1 = V2, ag = V2 + /2, tehat
0<ap <a; <ag <2. Indukciéval igazoljuk, hogy a sorozat korlatos: 0 < a,, < 2, minden
n € N esetén. Ez igaz n = 0,1, 2-re. Feltessziik, hogy ez az egyenlGtlenség igaz n = N
esetén és igazoljuk n = (N + 1) esetén:
0< an <2
< 2< 2+any <4
= V2<V2+an < V4

— 0<V2< ayy <2
Fz alapjan igazoljuk, hogy a sorozat monoton novekvé:
a%H:an+2Zan+an:2an2an-an:a%, vn € N,

ahonnan a1 > a,, minden n € N esetén (mert egyik sem negativ).

Tehéat az (ap)nen sorozat monoton novekvs és korlatos, ezért konvergens. Jelolje A =
lim a,. Az értelmezd rekurzioban hatarértékre térve:

n—oo
lim a, = lim /24 ay_1

n—o0 n—o0

<~ lim a,=,/2+ lim a,_1
n—oo n—oo
— A=V2+A,

— A?2=2+4 A4,

1+5 14++/5
5 és ahonnan A =

amelynek megoldasa A2 = , mert A > 0 kell legyen. [

1.14. Feladat. Legyen ag > 0 tetsz6leges. Igazold, hogy minden a > 0 szam esetén az

(o)
Gp = 5 | Gp—1 +
2 ap—1

rekurzioval értelmezett sorozat konvergens és hatéarértéke lim a, = /a.
n—oo
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Megoldds. A szamtani-mértani egyenlGtlenség alapjan

1
an=<an1+ ? >2\/5, Vn > 1
2 an—1

(n = 0-ra nem biztos, hogy teljesiil), tehat a sorozat alulrél korlatos. Megvizsgaljuk a sorozat
monotonitasat:

<lp1 <= a<d |

1
an < Ap_1 <= 2<an—1‘+

) <ap1
an—1

—= Va<an 1,

Gp—1

ami teljestil minden n > 2 esetén (n = 1-re nem biztos, hogy teljesiil). Tehat a sorozat monoton
csOkkens az n = 1 tagtol kezdve, igy az (an)n>1 részsorozat konvergens. Mivel véges sok tag
nem befolyasolja a sorozat konvergenciajat, ezért az (an)n>0 sorozat is konvergens lesz.

Jelolje A = nh_{go an. A definidlé rekurzidban hatarértékre térve

. 1 a 1 a
hman—hm2<an_1+ ><:>A—2<A—|-),

n—o00 n—soo An—1 A

ahonnan A? = a. Mivel a,, > \/a, minden n > 1 esetén, ezért A = \/a. O

1.15. Feladat. Legyen 1 és y; két olyan pozitiv valos szam, amelyekre 2; < y;. Ertelmezziik
azZ Tni1 = \/Tnln 68 Yny1 = 225U képletekkel az (zp)p>1 €8 (Yn)n>1 valos szamsorozatokat.
Bizonyitsd be, hogy mindkét sorozat konvergens és a hatarértékeik megegyeznek!

Megoldds. Indukcidval igazoljuk, hogy x, < xp11 < ynt1 < yn, minden n > 1 esetén. n = 1
esetén a szamtani-mértani kozepek kozotti egyenlGtlenséget hasznélva

. r1+
z1 = min{z1,y1} < /Ty < Ty < max{z1,y1} = y1,
ahonnan .
1 1
1 Sz = /Ty < 23/ =1y < y1.

Feltessziik, hogy n = N esetén oy < xny11 < yn+1 < yn. [gazoljuk, hogy n = N + 1 esetén is
igaz lesz a feltevés. Szintén a szamtani-mértani kézepek kozotti egyenlGtlenség alapjan

. IN+1+ YN+1
ry+1 =min{eni1, Yv+1} < VENF1IYUN+L < — < max{TN41, YN+1} = YN+1s

ahonnan N
IN+1 T YN+1
IN+1 S TN42 = /IN+1YN+1 < 5 TN < YN+1-
Ezek alapjan az (x,,)n>1 sorozat névekvs és fels korlatja yi, illetve az (y,)n>1 sorozat csok-
keng és also korlatja 1, igy (zn)n>1 €s (yYn)n>1 sorozatok konvergensek. Legyen X = lim x,, és
- - n—

o0
X+Y
Y = lim y,. Az ypq11 = W Osszefiiggésben hatarértékre térve kapjuk, hogy Y = ; )
n—oo

ahonnan X =Y. O




2. fejezet

Val6s szamsorok

2.1. Elméleti 6sszefoglald

oo
Legyen (an)n>1 egy valos szamsorozat. A Y a, valos szamsor altalanos tagja a,, részletosszeg

n=1
N
sorozata az sy = aj + a2 +---+anx = Y, a, altalanos tagu (sy)n>1 sorozat, Gsszege pedig
n=1
N 00
lim sy = lim ), amely ha létezik, akkor szintén ) ay-nel jeloljiik.
N—o0 N—oo =1 n=1
oo
A > ay, sor konvergens, ha az (s, )n>1 részletosszeg sorozat konvergens, kiilonben divergens.
=1
oo " oo
A > an és > b, sorok azonos természetiek (vagy ugyanolyan természetiek), ha mindkettd

n=1 n=1
konvergens, vagy mindketté divergens.

o
A > q", ahol g € R sort mértani sornak nevezziikk. A q € (—1,1) esetben sor konvergens és az
n=0

1—

2.2. Tétel (Cauchy altalanos konvergencia kritériuma)

x 1
Osszege Y. ¢" = ——, mig q ¢ (—1,1) esetben a sor divergens.
n=0

oo
Az > a, sor akkor és csak akkor konvergens, ha barmely ¢ > 0 szam esetén létezik olyan N, € N

n=1
kiiszobszam, hogy minden m > n > N, esetén |ap+1 + -+ + am| < €.
o
A Cauchy-tétel m = n + 1 esetén azt mondja, hogy konvergens > a, sor esetén az a, altalanos

n=1
tag kell tartson a nulldhoz, vagyis lim a, = 0.
n—oo

2.3. Kovetkezmény

o0
Ha a ) a, sor altalanos tagja nem tart a nulldhoz (vagyis ha lim a, nem létezik, vagy ha
n—oo

n=1
lim a, # 0), akkor a sor divergens.
n—oo

n

o0
A 37 (—1)" sor altalanos tagjainak sorozata, az a, = (—1)" altalanos tagu sorozat nem tart a
n=1

o0
nulldhoz (mivel nem létezik a lim (—1)™ hatéarérték), ezért a > (—1)" sor divergens.
n—oo n=1

Vigyazat! Amiért egy sor altalanos tagja tart a nulldhoz, attol a sor nem lesz konvergens.

AY

sor a, = % altaldnos tagjainak sorozata tart nulldhoz, lim % = 0, de az 1.6. Feladat
n=1 n—00

3=

47



2.1. ELMELETI OSSZEFOGLALO 48

(a) alpontja alapjan a részletosszeg sorozat hatéarértéke A}im (1+ 5+ +x) =400, ezért a
—00

sor divergens.

2.1.1. Pozitiv tagt sorok

o0 o0

Az 3 a, valos szamsor pozitiv tagi, ha a,, > 0, minden n > 1 esetén. Az ) a, valds szamsor
n=1 n=1

nemnegativ tagd, ha a, > 0, minden n > 1 esetén.

2.1.1.1. Cauchy-féle kondenzacios kritérium

2.6. Tulajdonsag (Cauchy-féle kondenzécios kritérium)
o0

o0
Ha a ) a, pozitiv tagi sor altalanos tagjainak (ay)n>1 sorozata csokkend, akkor a »_ a, és a
n=1 n=1

o0
3 2kay. sorok ugyanolyan természetiiek (mindkettd konvergens vagy mindketts divergens).
k=1
o0
A Cauchy-féle kondenzacios kritériummal kénnyen igazolhaté , hogy a Z L« €R dltaldnosi-

ne?

tott harmonikus sor konvergens, ha a > 1, és divergens, ha o < 1 (lasd a 2.7. Feladatot).

2.1.1.2. Osszehasonlitasi kritériumok

2.8. Tulajdonsag (I. dsszehasonlitési kritérium)
o0 o0

Adottak a ) ay és > b, pozitiv (nemnegativ) tagu sorok ugy, hogy a, < b,, minden n > ng
n=1 n=1

esetén.

(i) Ha Z by, konvergens, akkor Z ayp, is konvergens.

— n=1

(ii) Ha Z a,, divergens, akkor Z by, is divergens.

n=1 n=1

oo
.. 2L 2 3 . P 3 2 2 2 i 2 L .. P 2
Az 1. 6sszehasonlitasi kritérium segitségével a > 7ngi%+2 sor konvergenciaja a kovetkezSképpen
n=1

vizsgalhat6. Mivel

sin®n sin?n < 1 V> 1
n2+yn+2- n? — n? -
o o0 o0
ezért > an, = Z n2iri/g+2’ illetve Z b = >, # valasztas esetén az utobbi sor konvergens,
=1 -1 =1
n n n oo 0o .
tehat az 1. dsszehasonlitéasi kritérium alapjan a . ap, = > % sor konvergens.
n=1 n=1
2.10. Tulajdonség (H Osszehasonlitasi kritérium)
b
Adottak a Z an és Z b, pozitiv tagu sorok tgy, hogy —— dn+l < ZH, minden n > ng esetén.
n=1 n=1 Qn n

(i) Ha Z by, konvergens, akkor Z an is konvergens.

oo oo
(i) Ha ) a, divergens, akkor »_ b, is divergens.
n=1 n=1

o0
AN % sor konvergenciaja a kovetkezSképpen donthetd el a II. Gsszehasonlitasi krité-
n=1
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rium segitségével:

3-7-...-(4n—1)-(4n+3) 1
59-.-(4nt1)-(4n+5) _ 4n+3 L
3-7-.-(4n—1) T 4n+5 n+1 17 ’
5:9-...-(4n+1) n
00 00 00 X g (4n—1)
ésa > ap = Y. + harmonikus sor divergens, ezérta > b, = Wﬁﬂ) sor is divergens.

n=1 n=1 n=1 n=1
2.12. Tulajdonsag (III. 6sszehasonlitasi kritérium)
o0 o0

Adottak a > ay és > b, pozitiv tagt sorok agy, hogy lim In _ye [0, +00].
n—oo

n=1 n=1 bn

o oo
(i) Ha 0 < £ < 400, akkor a > a, és Y by, sorok azonos természeti.
n=1 n=1

[e.e] [e.e]
(ii) Ha £ =0 és ) b, konvergens, akkor Y a, is konvergens.

n=1 n=1

o0 oo
(iii) Ha ¢ = 400 és ) by, divergens, akkor > a, divergens.

n=1 n=1
2.13. Megjegyzés
Az 6szehasonlitasi kritériumok hasznélatakor a sorunkat leggyakrabban a pozitiv tagi mértani
sorhoz, vagy altaldnositott harmonikus sorhoz hasonlitjuk, ezért ismerni kell ezek konvergencié-
jat. o

oo
A > (/a—1), a > 1 sor konvergenciajat a kovetkezSképpen tanulmanyozhatjuk a II1. 6sszeha-
n=1

sonlitéasi kritérium segitségével. Mivel

1
Va—1 n—1
Va — lim 2

lim — = — =Ina € (0, +00),
n n
ezért a ) ({/a—1)és ) + sorok azonos természetiiek. A ) - sor divergens (harmonikus sor),
n=1 n=1 n=1
oo
ezért a Y (/a — 1) sor is divergens, minden a > 1 esetén.
n=1

2.1.1.3. Hanyados vagy D’Alembert-féle kritérium
2.15. Tulajdonsag (Héanyados vagy D’Alembert-féle kritérium)
o0

e B} .. Gp4l
Ha a ) a, pozitiv tagt sor esetén lim ntl — £, akkor

e az / < 1 esetben a sor konvergens;
e az f > 1 esetben a sor divergens;

e az { = 1 esetben a kritérium nem tudja eldénteni a sor természetét (mas modszerrel kell
vizsgalni a sor konvergenciajat).

o0
A > na™ a > 0 sor konvergencijat a kovetkezSképpen vizsgalhatjuk a hanyados kritériummal.
n=1

+1

. Qpt1 . n+1)a™ .on+1
¢ = lim 2 — lim % = lim .
n—oo  Qy n—00 na” n—oco N

a = a.

A héanyados kritérium alapjan
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e ha ¢ = a < 1, akkor a sor konvergens;
e ha ¢ =a > 1, akkor a sor divergens;

e ha { =a =1, akkor a kritériummal nem dénthet§ el a sor konvergenciaja.

o0

Ez utobbi esetben az a = 1-et visszahelyettesitve a megadott sorba kapjuk a > n sort, amely
n=1

divergens (az altalanos tag nem tart 0-hoz).

2.1.1.4. Gyokkritérium
2.17. Tulajdonsag (Gyokkritérium)
oo
Ha a ) a, pozitiv taga sor esetén lim {/a, = ¢, akkor

n=1 n—oo
e az / < 1 esetben a sor konvergens;
e az { > 1 esetben a sor divergens;

e az { = 1 esetben a kritérium nem tudja eldénteni a sor természetét (mas modszerrel kell
vizsgalni a sor konvergenciajat).

2.18. Megjegyzés
Ha a hényados (illetve gyékkritérium) esetén ¢ = 1 hatarértéket kapunk (tehat a kritérium nem

sz

is £ = 1-et fogunk kapni. o

0 2
AN (1 + %)n , a > —1 sor konvergenciajat a kovetkez6képpen tanulményozhatjuk a gyokkri-

térium segitségével:

n—oo n—oo n—oo n—oo

(= lim Ya, = li T+ 9" 2 him (142) = dim (14 9) %] 2
= lim ¥a, = lim ( +E) = lim ( +E> = lim [( —1—%) ] =e".
e Hal=¢e"<1,a> -1, azaz —1 < a < 0, akkor a sor konvergens.

e Ha ¢/ =€ > 1, azaz a > 0, akkor a sor divergens.

e Ha /= e% =1, azaz a = 0, akkor a gyokkritériummal nem tudunk doénteni a sor természe-
térdl, ezért mas modszerrel Vlzsgaljuk a konvergenmat Az a = 0 értéket visszahelyettesitve

az eredeti sorba kapjuk, hogy Z 1" = Z 1, ami divergens.

n=1 n=1

2.1.1.5. Raabe-Duhamel—féle kritérium

2.20. Tulajdonség (Raabe-Duhamel—féle kritérium)
1) = K, akkor

Ha a Z ar, pozitiv tagl sor esetén lim n (
n=1 n—oo

n+1
e a K > 1 esetben a sor konvergens;
e a K < 1 esetben a sor divergens;

e a K =1 esetben a kritérium nem tudja eldonteni a sor természetét (mas modszerrel kell
vizsgalni a sor konvergenciajat).
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2.21. Megjegyzés
Sok esetben, mikor a hanyados kritérium segitségével nem eldonthetd a sor konvergenciaja, akkor

a Raabe-Duhamel kritérium segitségével eldonthetd. o
o

A Raabe-Duhamel kritérium segitségével a Y na™, a > 0 sor konvergenciaja a kovetkezSképpen
n=1

vizsgalhato.

n
K=limn-(— —1)=lmn-(—o "1
n—o0 (i1 n—o0 (n+1)ant!
- 1
= lim n- L—l = lim L a(n+1)
n—o0o (n + 1)@ n—ocon + 1 a
1-— 1—
= lim i - lim (n a—l)zlim (n a_1>
n—oon+1 n—oo a n—00 a
400, hal<a<1l,

=<¢—-1, haa=1,
—o00, hal<a.

A Raabe-Duhamel—kritérium alapjan
e ha K < 1, vagyis a > 1, akkor a sor divergens;

e ha K > 1, vagyis 0 < a < 1, akkor a sor konvergens.

2.1.2. Valtakozo6 elGjelii sorok. Leibniz-kritérium

2.23. Ertelmezés
o0

oo
A Y (-1)""la, (vagy Y (—1)"a,) sort, ahol a, > 0, minden n > 1 esetén, vdltakozo eldjeli
n=1 n=1
sornak nevezziik.
2.24. Tulajdonsag (Leibniz-féle kritérium)
oo

Ha a Y (—1)"*la, valtakozo eljeld sor esetén az (an)n>1 sorozat csdkkend és tart nulldhoz
n=1

oo
(lim a, = 0), akkor a > (—1)"*!a, sor konvergens.
n—0o0 n=1

oo
A 2.24. Tulajdonsag alapjan > (—1)"*! sor konvergens, mivel véltakozé elSjelti, az a, = %

n=1

altalanos tagi sorozat csokkend és a hatarértéke lim % =0.
n—oo

2.1.3. Abszolut és feltételesen konvergens sorok. Weierstrass-kritérium

2.26. Ertelmezés
oo

o0
A > a, valos szamsor abszolit konvergens, ha a ) |a,| sor konvergens (vagyis az altalanos

n=1 n=1
oo

tagok abszolut értékeinek sora konvergens). A > a, valos szamsor feltételesen konvergens, ha
n=1
konvergens, de nem abszolit konvergens.
Abszolut konvergenciabol kévetkezik a konvergencia, vagyis minden abszolut konvergens sor
konvergens.
Az abszolut konvergenciat arra hasznéljuk, hogy visszavezessiik egy nem pozitiv taga sor
konvergencidjanak vizsgalatat egy pozitiv tagi sorra, amely esetén hasznélhatjuk a korabban
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emlitett kritériumokat (6sszehasonlitasi kritériumok, hanyados, gyok-, Raabe-Duhamel, Cauchy
kondenzécios kritériumok).

2.27. Tula_]donsag (Weierstrass- klitérium)

Ha a Z an sor esetén létezik egy olyan Z b, konvergens sor, hogy valamely ng > 0 indextsl

n=1 n=1
o0
kezdve |ay| < by, minden n > ng esetén, akkor a > a,, sor abszolut konvergens.
n=1
0 .
A Y HERR sor esetén
n=1
arcsinn \arcsm n| |
2 | > 2 5 T vn=l
n n 2 n
- 1 = 1
= A4 s — 4 A4 31 3 T Q — < A
tovabba a Zl S =5 Zl -3 altalanositott harmonikus sor (o = 2 > 1) konvergens, ezért a
n= n=

S .
Weierstrass-kritérium alapjan a ) *3% sor konvergens.
n=1

2.1.4. Altalanos tagu sorok. Abel- és Dirichlet-kritériumok
2.29. Tulajdonsag (Abel-kritérium)

Ha a Y a, valos szamsor altalanos tagja felirhato a,, = u,v, alakba, minden n > 1 esetén, ahol

n=1
[o.¢]

az (Up)n>1 sorozat monoton (csokkend vagy névekvd) és korlatos, illetve a » | v, sor konvergens,

N n=1

o oo
akkor a Y a, = > un,v, sor konvergens.

n=1 n=1
A Z( " n+)1 sor altalanos tagja felirhat6, mint a, = (—1)"(221)171 = Upv,, ahol u, =

(nH) = (1 + l) és vy, = (—1)"%7 minden n > 1 esetén. Az 1.4. Feladatban belattuk, hogy az

nn n

o0 o0
up, = (1 + 1)" altaldnos tagt sorozat novekvs és feliilrsl korlatos, tovabba a 3 v, = 3 (=1)"d
n=1 n=1
o n
Leibniz sor konvergens, ezért az Abel kritérium alapjan a Zl(—l)” (Zﬁ)l sor konvergens.
n—=

2.31. Tulajdonsag (Dirichlet-kritérium)
oo
Ha a ) a, valos szamsor altalanos tagja felirhaté a,, = u,v, alakba, minden n > 1 esetén, ahol

n=1
az (up)n>1 sorozat monoton tart a 0-hoz (vagyis az (uy)n>1 sorozat csokkend vagy névekvs és

k 00 00
hatarértéke lim u, = 0), illetve a (Z vn> sorozat korlatos, akkor a > a, = > unvy, sor
k>1

n—00 n=1 n=1 n=1
konvergens.
A Zl (lm)L sor esetén a, = (1n7)1 altalanos tagja felirhat6é a,, = u,v, alakba, ahol u, = ﬁ és
n=
v, = (—1)". Mivel az (un)n>1 = (1-)n>1 sorozat monoton csdkkend és hm Up = hm m =0,
illetve
i n —1, ha k paratlan,
> (1" =
ot 0, ha k péaros,
k 0 1yn
minden k > 1 esetén, tehat () (—1)")r>1 korlatos, ezért a Dirichlet-kritérium alapjana %
n=1 n=1

sor konvergens.
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2.2. Feladatok

2.2.1. Pozitiv tagn sorok

1
2.1. Feladat. Az I. 6sszehasonlitasi kritériummal tanulmanyozd a Z W sor konver-
n-(n

genciajat az a > 0 paraméter fliggvényében!
o0

n
2.2. Feladat. A II. 6sszehasonlitasi kritérium segitségével tanulmanyozd a Z m sor kon-
e - (n!
n=1
vergenciajat!
oo

1
2.3. Feladat. A III. Gsszehasonlitasi kritérium segitségével tanulméanyozd a Z W sor
ni/n

konvergencidjat az o € R paraméter fiiggvényében!

2n)!
(n!)?

2.4. Feladat. A hanyados kritériummal tanulmanyozd a Z -a™ sor konvergenciajit az

a > 0 paraméter fliggvényében!

2.5. Feladat. A gyokkritériummal tanulmanyozd a Z n®™ sor konvergencidjat az a € R para-

n=1
méter fliggvényében!

n!
ala+1)...(a+n—-1)

2.6. Feladat. A Raabe-Duhamel-kritérium segitségével vizsgald a Z

sor konvergenciajat az a > 0 paraméter fliggvényében!

o
1
2.7. Feladat. A Cauchy-féle kondenzacios kritériummal tanulmanyozd a g — altalanositott
n
n=1
harmonikus sor konvergencidjit az o € R paraméter fiiggvényében!

2.8. Feladat. Tanulményozd a kovetkez6 pozitiv tagi sorok konvergencidjat:

(@ i: v ) Sooos (5 ):

n= n=1
= n!
(b) g T 3
(c) Zsin (%), a € (0,7); (i) ﬁ?
n=1 —9
00 o0 1 1
(d) Zsm(—2>, a € (0,m); (1) Zl+2+n +n;
n=1 n=1
00 a _ - n®+n+1
() ;tg<m>, a€(0,%); (k) ;(q — ) ,a>0;
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<m>§an<l+i)”,a>o; <t>g;2j§§jjjjjgjzj’§z;
Chor W a0

(o)gjl; i E;Z_B (v)gaﬁ,wo,

(p) f:l (ag!)n7 a>0; (w) ia‘n”, a>0;

W 3 o> o 3 [2 ] e
0 2w 0 ¥

2.2.2. Valtakozé elGjeli sorok

2.9. Feladat. Tanulményozd a kévetkezs sorok konvergenciajat a Leibniz-kritériummal (2.24. Tu-
lajdonsag):

@ S @ G

(b) OO(—l)nHL; f 3 —1)"sin ().
LU (@) 31 (57)
00 _ 1 . () /n

© S0 s ®

2.2.3. Abszolut és feltételesen konvergens sorok

2.10. Feladat. A koévetkezd sorok esetén vizsgald az abszolat és feltételes konvergenciat:

> 1 > 1
a -1 —; d e ) | ——
() D (-1 (d) Y (=) NaCESY;

ad 1 > i1 (2sin? z)"

(b) Z(—l)nﬁv (e) Z(—l) Tarl r eR;
n=1 n=1

(03 =L O Sy ek
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2
n=1 n
& n
a
(h) 211+a2n’ cR;
n—=

2.2.4. Altalanos tagu sorok

— narctg(2n)
(J) 712_:1(_1) W
19 (-2

2.11. Feladat. Tanulmanyozd a koévetkezd sorok konvergenciajét:

o0
COS NI
(g) , T €R;
n=1 \/ﬁ
(h) sm:w; €ERésa>0
n=1

e}
(1) Zcosnx,xERésa>0;

o]
SlIl N COS n

n=1

oo
Z sinn sm =

=1

S

95
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2.3. Megoldasok

2.3.1. Pozitiv tagnu sorok

oo
1
2.1. Feladat. Az I. 6sszehasonlitasi kritériummal tanulmanyozd a g W sor konver-
n-(n
=1

genciajat az a > 0 paraméter fliggvényében!

=, amelyre felirhatjuk a kovetkezd

sor altalanos tagja a, = m

Megoldds. A - —
2 Tt

egyenlé’tlenség&:

1 1 1

D) Df D S e b0

vagyis
1 1 1

mr )% S () =

YR VnZl,VCLZO
na

A fenti egyenlStlenség jobb oldala (vagyis g < #, minden n > 1 esetén) és az altalano-

1
[n-(n+1

oo
sitott harmonikus sor konvergenciaja (vagyis a > 1 esetén a » n% sor konvergens) alapjan az I.
n=1

o0
osszehasonlitas kritériumbol (2.8. Tulajdonséag) kovetkezik, hogy a > m sor konvergens,
n=1

ha a = 2a > 1, vagyis a > %
A fenti egyenlétlenség bal oldala (vagyis 0

n+11)2a < [n,(nlﬂ)]a, minden n > 1 esetén) és az alta-

o0 o0
‘ P . . css . p 1 . 1 .
lanositott harmonikus sor divergencidja (vagyis o < 1 esetén a » ) e = > 3 —= sor divergens)
n= n=

o0
alapjan az 1. 6sszehasonlitas kritériumbol (2.8. Tulajdonsag) kovetkezik, hogy a > m sor

i : - fo 1
divergens, ha o = 2a < 1, vagyis 0 < a < 3. O

oo
n
2.2. Feladat. A II. 6sszehasonlitasi kritérium segitségével tanulmanyozd a E ———— sor kon-
6 .
n=1
vergenciajat!

Megoldds. A sor altaldnos tagja a, = 6,1"7(7;,) Tanulményozzuk a kovetkez6 hanyadost: minden
n > 1 esetén

+1 n+1
(n41 e"(fl-[(zwl)!} o (n+ 1)+t e (n!) 1 /n+1 "
an 6,1"7(7;,) ~entl(n+1)] nmo e n
Q1 (nt\'_ o _ma
- (LH)”H n n+1 17
n n

ahol a (x) egyenl&tlenségben felhasznaltuk, hogy e < (1 + %)nﬂ, minden n > 1 esetén (lasd
az 1.4. Feladatot). Tehat, ha tekintjiik a b, = % altalanos tagu sort, amely pont a harmonikus

sor, akkor az

1
a a1 b
R LR |
an - by,

egyenlStlenséghdl és a harmonikus sor divergenciajabol a II. 6sszehasonlitasi kritérium (2.10. Tu-
o0

lajdonséag) alapjan kovetkezik, hogy a 6,1"7(2,) sor divergens. O
) .

n—
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o0
2.3. Feladat. A III. Gsszehasonlitasi kritérium segitségével tanulméanyozd a Z ————— sor
n=1
konvergencidjat az o € R paraméter fiiggvényében!
Megoldds. A sor altalanos tagja a, = —m==, n > 1. Mivel lim ({/n)® = 1, ezért az altalano-

sitott harmonikus sorhoz (amelynek az altalanos tagja b, = n%) fogjuk hasonlitani a sorunkat.
Minden n > 1 és o € R esetén

lim =% = lim Y0 gy = )
n—o0 by, n—oo o n—00 (\’Vﬁ)o‘ ( lim %)
n—o0

oo oo
ezért a III. Osszehasonlitasi kritérium (2.10. Tulajdonsag) alapjan a nzl @ éﬁ)a sor és a nzl n%
altalanositott harmonikus sor azonos természettiek, tehat

e ha o > 1, akkor konvergensek;

e ha o <1, akkor divergensek.

O
00

2n)!
2.4. Feladat. A hanyados kritériummal tanulmanyozd a Z (2n)

(n!)?

- a" sor konvergencidjat az
n=1
a > 0 paraméter fliggvényében!

Megoldds. A sor altalanos tagja a, = 87,1))2' -a” és
_ Q@A) el
T an+1 .. (n+1)! (n+1)!
f = lim = lim '
n—00  Qp n—o0 (2|n)'. .ant
n:n.

~ g 2220 <( nl )!>2'an+1

n—oo  (2n)! n+1 am
(2n+2)(2n+1)

ST gz ¢
n—oo n 4+ 1
= 4a.

A hanyados kritérium (2.15. Tulajdonsag) alapjan
e ha /=4a <1, vagyis a < %, akkor a sor konvergens;
e ha { =4a > 1, vagyis a > i, akkor a sor divergens;

e ha / = 4a = 1, vagyis a = %, akkor a sor konvergencidja a hanyados kritériummal nem
donthets el.

Az a= i esetben a Raabe-Duhamel-kritériumot (2.20. Tulajdonséag) fogjuk hasznélni:
K= limn In_ 4 = lim n niﬂ—l = lim n m—l =
n—oo  \ Gpi1 n—oo  \ 2(2n+1)a n—oo  \ 2(2n +1

)

4n+1)—-22n+1) 2n . n 1
= = lim =—

2(2n + 1) nooo 2n + 1 2

= lim n
n—oo

= lim —— =
n—o0 2(2n + 1)

igy a Raabe-Duhamel-kritérium alapjan a sor divergens. O
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2.5. Feladat. A gyokkritériummal tanulményozd a Z n®" sor konvergenciajat az a € R para-

n=1
méter fliggvényében!
Megoldds. A sor altalanos tagja a, = n®" és
0 haa <0
= lim a, = lim ¥n%" = lim n» = lim n®=1{1 haa=0.
n—oo n—00 n—oo n—oo

400 haa<0
Tehat a gyokkritérium (2.17. Tulajdonséag) szerint
e ha !/ < 1, azaz a < 0, akkor a sor konvergens;
e ha /> 1, azaz a > 0, akkor a sor divergens;

e ha ¢ =1, azaz a = 0, akkor a sor konvergencidja nem donthetd el a gyokkritériummal.

o0 o0
Az a = 0 esetben a sorunk >_ n%" = > n = 3 1, amely divergens (az altalanos tag nem tart
n=1 n=1 n=1

nullahoz). O

n!
ala+1)...(a+n—-1)

2.6. Feladat. A Raabe-Duhamel-kritérium segitségével vizsgald a Z

sor konvergenciadjat az a > 0 paraméter fiiggvényében!

n!
a(a+1)...(a+n—1)

! _
K=1lmn(-2 —1)= limn n .a(a—i—l) (a+n 1)(0“‘”)71
n—00 An+1 n—00 (n—l— 1)' a(a_|- 1) ce (a—l—n _ 1)

. a+n

= lim n( —1>
n—00 n+1
n(a —1)
n—oo n+1

Megoldds. A sorunk altalanos tagja a, = és

=a—1.
Igy a Raabe-Duhamel-kritérium (2.20. Tulajdonsag) alapjan
e ha K =a—1<1, azaz a < 2, akkor a sor divergens;
e ha K =a—1>1, azaz a > 2, akkor a sor konvergens;

e ha K = a—1 =1, azaz a = 2, akkor a sor konvergencidja nem donthets el ezzel a
kritériummal.

Az a = 2 esetben a sorunk E m és kapjuk, hogy
n=1

Z23 n—|—1) Zn—i—l_zi

n=1

amely divergens, mivel ez pontosan a harmonikus sor, csak az masodik tagtol kezdve (véges sok
tag megvaltoztatéasa, elhagyésa, hozzavétele nem befolyésolja a sor konvergenciajat). O

[e.e]
1
2.7. Feladat. A Cauchy-féle kondenzacios kritériummal tanulmanyozd a E — altalanositott
n
n=1
harmonikus sor konvergencidjat az o € R paraméter fiiggvényében!
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amelyek csokkend sorozatot alkotnak, ha a > 0.
o0 o0
Tehat a Cauchy-féle kondezacios kritérium alapjan (2.6. Tulajdonsag) a > n% és k;z—:1 2k (2,1)a =

n=1

Megoldds. A sor altalanos tagja a, = n%,

o0 (o)
kz_:l (2’“)% = kz_zl (p%l)k sorok azonos természetiieck. Ez utobbi egy mértani sor (2.1. Példa),
amely

e konvergens, ha g = %%1 < 1, vagyis a > 1;

e divergens, ha ¢ = 20%1 > 1, vagyis 0 < a < 1.

Ha a < 0, akkor a, = n% > 1, minden n > 1 esetén, emiatt a sor altalanos tagjainak (ay)

sorozata nem tart nulldhoz és ezért a sor divergens.
o0
Osszegezve a Y n% altalanositott harmonikus sor konvergens, ha a > 1, és divergens, ha

n=1

a<1. O
2.8. Feladat. Tanulméanyozd a koévetkezd pozitiv tagi sorok konvergenciajat:

> VTn
(2) Z 2 ;
n“+3n+5

n=1

Elsé megoldds. Ha vizsgéljuk az altalanos tag konvergencidjat a 0-hoz, akkor

™ . n 7 . 1 7
AL Vi VT lim — %zo.ﬁzo,

l' - = _ e = .
nlanolon2+3n+5 nlanolon2 1+%+% n%mn% 1_|_§_|_

n n?

ahol az els6 egyenl@ségnél kiemeltiik mind a szamlalobol, mind a nevez&bdl a legmagasabb
foku tagot. Ez alapjan az is lathato, hogy nagyjabdl olyan gyorsan tart az altalanos tag 0,
mint # Emiatt a III. 6sszehasonlitasi kritériumot (2.12. Tulajdonsag) fogjuk hasznalni

b, = # valasztassal. Ekkor

VTn Vn
lim — =1 n+‘;’"+5—hm 5. 3 szhmﬁ:\f?,
n—oo Oy, n—00 =73 n—)oom 1+ﬁ+ﬁ n—)ool+ﬁ+ﬁ
S~ VTn S
ami a (0,+00) intervallumba esik, igy a kritérium alapjan a > >¥z'= és > —5 so-
—1 =1
oo ) n n
rok azonos természettiek. Mivel a }° —7 dltaldnositott harmonikus sor (o = 3>
=1
[e.e] \/7* "
. n .
konvergens, ezért a 21 73,5 Sor is konvergens lesz. O
n=

Madsodik megoldds. Ha sejtjik, hogy a sor konvergens, akkor szerkeszthetiink egy maésik
o0
> by sort, amirsl be tudjuk latni, hogy konvergens és (b,,) altalanos tagja nagyobb, mint

n=1
a sorunk altalanos tagja:

Vi _NTn_ Vi

n2+3n+5" n2  n3/2’

Vn > 1,

: T s SR T S T4t !
miatt legyen b, = /5. Tovabba =73 konvergens (altalanositott harmo
n=1

n3/2" ) n3/2 n3/2
n—=
nikus sor, a = % > 1), igy az 1. 6sszehasonlitéasi kritérium (2.8. Tulajdonség) alapjan az
o0
. n .
eredeti } Yz sor is konvergens. O
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o0
- . : 1 1 _ 11 : i 1
Elsd megoldds. Mivel T > Tasa — 95 s minden n > 1 esetén és a 21 —i75
n—

altalanositott harmonikus sor divergens (o = % < 1), ezért az 1. 6sszehasonlitasi kritérium

1
Ynitn

o0
(2.8. Tulajdonsag) alapjan az eredeti sor is divergens. O

n=1
Masodik megoldds. Az altalanos tag 0-hoz valoé konvergencidjit vizsgalva

lim —— = lim ! =0-1.

1
n—00 ‘5/7’L4 +n n—00 ‘5/n4 5/1 + 1
3
n

Tehat, ha a III. 6sszehasonlitasi kritériumban (2.12. Tulajdonsag) b, = #-t valasztunk,

akkor
1

.a . 5/ . 1
lim b—n = lim n1+" = lim —— =1,
n—00 O, n—00 eVl n—00 5/1"””%
& 1 X1
ami intervallumba esik, ezért a kritérium alapjan és —= sorok
a (0,+00) a a , a alapjan a nzz:l T ngl —75 SOr0

(o)
azonos természetiick. Tovabba a ) # altalanositott harmonikus sor divergens, igy a
n=1

oo
1 . .
sor is divergens lesz. O
nzz:l Vnitn g

Zsin (g), a € (0,7);
n=1 n

Megoldds. Ahhoz, hogy vizsgaljuk, hogy az altalanos tag milyen gyorsan tart a 0-hoz,
felhasznéljuk a lim *2# = 1 hatarértéket. Mivel lim * = 0, ezért x =  helyettesitéssel
z—0 n—00
sin(%)
n

(2.12. Tulajdonséag) b, = %-et valasztva

kapjuk, hogy nILH;O = 1, ami azt sugallja, hogy a III. 6sszehasonlitasi kritériumban

a
sin (£
lim — = lim a(") =1¢€(0,00),
n
o0 o0 oo oo 1
. : a\ z a A 1 a ES 1
tehdt a > sin (%) és Y & sorok azonos természetiiek. Dea Y % =a Y L sor divergens,
n=1 n=1 n=1 n=1
o0
ezért a ) sin (%) sor is divergens, minden a € (0, 7) esetén. O
n=1

= a
Zsm <ﬁ>’ a € (0,7);
n=1

Megoldds. Hasonlé meggondolasbol, mint az el6z6 alpontban b, = -5 vélasztassal

sin (%
lim & = lim # =1 € (0,00),
n—oo n n—oo p
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o0 o0
tehat a ITI. 8sszehasonlitasi kritérium (2.12. Tulajdonsag) alapjan a ). sin (%) és > %
—1 =1
o0 o0 " o0 "
sorok azonos természettick. De Y. % =a Y - sor konvergens, ezért a Y sin (%) sor is
n=1 n=1 n=1
konvergens, minden a € (0,7) esetén. O

n=1

o0
Megoldds. A 111. 6sszehasonlitéasi kritériummal (2.12. Tulajdonséag) a sorunkat ﬁ sor-
n=1

hoz hasonlitjuk. Ehhez kiszamoljuk a kévetkezé hatarértéket:

'8 (v ; ) tg( 5 ) 5
lim 71n "/ — lim Vnitn) \/"THL =l-a=a€ <0 E)
a ’ :

o
A III. 6sszehasonlitési kritérium alapjan a két sor azonos természetd és a ﬁ sor kon-
n=1

o0
VAot s sor o — 3 : o
vergens (4ltalanositott harmonikus sor o = 5 > 1), ezért a nzl tg ( m) sor konvergens

) esetén. n

™

minden a € (0, 7

> 1
S (o), o
ne +1

n=1

oo
Megoldds. A 1I1. 6sszehasonlitési kritériummal (2.12. Tulajdonsag) a sorunkat » ﬁ
n=1

sorhoz hasonlitjuk. Ehhez kiszamoljuk a kovetkezé hatarértéket:

lim
n—oo

3
3 1 1 1
® \ver) <”‘”“> = | lim tg(“"”l) LVEEL) — 1 =1 € (0,00)
1 n—oo 1 1 ’ )

n3alz Vs i

[e.@]
A TII. 6sszehasonlitéasi kritérium alapjan a két sor azonos természetd és a 3+/2 (alta-
n=1 "
lanositott harmonikus) sor divergens, ha o = 37“ <1, vagyis 0 <a < %, illetve konvergens,

vVna+1
konvergens, ha a > % O

[o¢]
ha a = 3—2‘1 > 1, vagyis a > % Tehat a > tg? ( 1 ) sor divergens, ha 0 < a < %, illetve
n=1

OOE COS <1 >
4 )
n=1 n

Megoldds. A sor altalanos tagja a, = cos (n—ﬂ), amelyre

1 1
lim cos|{ — ) =cos| lim — ) =cos0 =1
n—oo n4 n—oo n4

a koszinusz fiiggvény folytonossaga miatt. Tehét a sor altalanos tagja nem tart a nullahoz,
ezért a sor divergens. d
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Megoldds. A hanyados kritériumot (2.15. Tulajdonséag) fogjuk hasznalni. Ehhez kiszamol-
juk az

n ! n
0= lim 2ntl hmM.n

n—co  Qy n—00 (n + 1)n+1 n!
n

P
T ()"
<1

[e.e]
hatarértéket. Mivel % < 1, ezért a hanyados kritérium alapjan a ,% sor konvergens. [
n=1

=1
2
n=2

Elsé megoldas. Ha a hanyados kritériummal (2.15. Tulajdonsag) probalkozunk, akkor

n 1 1
/= lim An+1 _ lim M
n—o0  Qp n—oo lnn

=1

hatarértéket kapunk, és ezért a hanyados kritériummal nem donthets el a konvergencia.

Az 1. 6sszehasonlitasi kritériumot (2.8. Tulajdonsag) fogjuk hasznalni. Ehhez pedig fel-
hasznéljuk az
n>Inn, Vn>2

egyenlGtlenséget, amelyet a kovetkezSképpen kaphatunk meg. Minden n > 2 esetén
"> =(14+1)"=C0+CL+C2+--- 4+ C'>C} =n <= n=In(e") >Inn.
(A logaritmus fliggvény novekvs, ezért megérzi az egyenlétlenségek iranyat.)

o0
Az n > Inn egyenlGtlenségbdl kapjuk, hogy % > %, minden n > 2 esetén. A ) %

nn
n=2
= _1
(harmonikus) sor divergens, ezért az I. dsszehasonlitasi kritérium alapjan a ) - sor is

. n=2
divergens. O

[e.e]
Masodik megoldds. A Y. L sor altaldnos tagjainak sorozata csékkend (az ({-)n>2 so-

n—=
rozat szigorl’lan csokkend), igy a Cauchy-féle kondenzacios kritérium (2.6. Tulajdonsag)
o0

o0
n__1 _ _an . o AR
alapjan a Z L és 222 @ = 22 —1o5 sorok azonos természettiek, de az utobbi sor
= n=
di t az &ltalanos t tart nulldhoz, lim -2 9= lim _207=2r
ivergens, mert az altalanos tag nem tart nulldhoz, lim 7y "=" lim pormy—ry =
lim 12—2 ~+00. ]
n—oo

w\»—-
+

S|

()01+ .
> :

n=1
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a1 gl o : .
Megoldds. Azt vehetjiik észre, hogy a sor % altalanos tagja az 1, %, . ,% szamok

szamtani kézepe, ami nagyobb mint a legkisebb szam és kisebb mint a legnagyobb. Innen

n Vn > 1.

)

o0
A % sor divergens, ezért az I. dsszehasonlitési kritérium (2.8. Tulajdonsag) alapjan az

n=1
00

eredeti >

n=1

I43+-+2 o
—=2—" sor is divergens. O

> n2+n+1\"
> (o Enr ) g,
n

n=1

Megoldds. A gyokkritériumot (2.17. Tulajdonsag) fogjuk hasznalni:

) n+n+1
= lima ——— =
n—00 n

a.

n2+n+1>“
S

A gyokkritérium szerint

e ha ¢ =a < 1, akkor a sor konvergens;

e ha ¢ =a > 1, akkor a sor divergens;

e ha ¢ = a =1, akkor a sor konvergenciaja nem dénthets el ezzel a kritériummal.
Ez utobbi esetben a = 1-et helyettesitve az eredeti sorba kapjuk a § (%)n sort. Ez
a sor divergens lesz, mert az altalanos tag nem tart 0-hoz: i

n2 n+1.

2 n n n-_, n
]. 1 1 n+l p2
im (PED) o (142} = hm (142 -
n—oo n2 n—00 n2 n—o0 nQ
im ~tl.
= 67L1~>oo n?2 " = 61 # 0
Osszegezve a sor konvergens, ha 0 < a < 1, és divergens, ha a > 1. O
o0 n2
1
Za"(n+ ) ,a> 05
n

n=1

Megoldds. A gyokkritériumot (2.17. Tulajdonsag) fogjuk hasznalni:

. 1 n2 1\
{= lim ¥a, = lim a”<n+ ) = lim a<n+ ) =a-e.

n—o00 n—o00 n n—oo n

A gyokkritérium szerint

ehal=a-e<1,azaz a < %, akkor a sor konvergens;
e hal=a-e>1, azaz a > %, akkor a sor divergens;

ehal=a-e=1, azaz a = %, akkor a sor konvergencidja nem doénthets el ezzel a
kritériummal.
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) 2
Az utobbi esetben a = %—t helyettesitve a sorba kapjuk a ) ("TH)H ein sort, amelyrdl el
1

n—=

kell donteni, hogy konvergens-e. Az 1.4. Feladatban igazoltuk , hogy az e}, = (”—“)nJrl

n
sorozat csokkend és a hatarértéke e, ezért minden n > 1 esetén

IN

7 N
N
_|_
—_
3
DI N N
S
S|+ S
—_
S~
|
E)
=
£l
A
A/
3
_l’_
[a—
~
3
=

- n

2

n+1\ " n+1\" 1

S + S + )

n n en

mivel az e, = ("Tﬂ)n sorozat novekvs és a hatarértéke e, ahonnan (”T“)n
(L‘H

n

< e, azaz
)771 > %, minden n > 1 esetén. FKEzzel belattuk, hogy a sor &ltaldnos tagja nem
o0 2
csOkken % ala s igy nem tart a 0-hoz, tehat a 21 (”TH)H 6% sor divergens.
=

Osszegezve a sor konvergens, ha 0 < a < %, és divergens, ha a >

o [—=
|

o0 1 n
> ar <1+> ,a>0;
n
n=1
Megoldds. A gyokkritériumot (2.17. Tulajdonség) fogjuk hasznalni:

1\" 1
(= lim a, = lim "“"<1+> = hma(1+)=a.
n

n—o0 n—o00 n—o0 n
A gyokkritérium alapjan

e ha ¢/ = a < 1, akkor a sor konvergens;
e ha ¢ =a > 1, akkor a sor divergens;
e ha ¢ = a =1, akkor a sor konvergencidja nem donthets el ezzel a kritériummal.

o0

Ez utobbi esetben a = 1-et helyettesitve a megadott sorba kapjuk a (1 + %)n sort,
n=1

amelyrdl el kell eldonteni, hogy konvergens-e. Mivel

1 n
lim <1 + ) =e,
n—00 n

ezért a sor altaldnos tagja nem tart 0-hoz, tehat a = 1 esetén a sor divergens.

Osszegezve a sor konvergens, ha 0 < a < 1, és divergens, ha a > 1. O

[e.9]

1
2 p

n=1
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Megoldds. Mivel

! 1
¢= lim 2 — fim —"_ — lim —0<1,
n—oco  ay n—o0o (n + 1)! n—oon + 1
o0
ezért a hanyados kritérium (2.15. Tulajdonséag) szerint a % sor konvergens. O
n=1
(0.9]
1-3-...-(2n—1)
(0) > ;
Z42.5- . (3n-1)
Megoldas. Mivel
1-3-...-2n—1)-(2 1) 2-5-...- —1
0= Tim i 3 (2n—1)-(2n+1) 2-5 (3n —1)
n—oo  a, nso002-5-...-Bn—-1)-3n+2) 1-3-...-(2n—1)
2n+1 2
= lim =-
n—oodn+2 3
<1,

sor konvergens.

O

oo
ezért a hanyados kritérium (2.15. Tulajdonsag) alapjan a > %
n=1""

(p) > (a:!)n, a > 0;

n=1

Megoldds. A hanyados kritériumot (2.15. Tulajdonsag) fogjuk hasznalni:

1 n+1 !
(= fim B gy 0l B DT
n—00 Ay, n—o00 (n—l—l)' (an)”
1\»
— Jim D"
n—o00 nn

A hanyados kritérium alapjan

e hal=a-e<1, vagyis a < %, akkor a sor konvergens;
e hal=a-e>1, vagyis a > %, akkor a sor divergens;

e ha/=a-e =1, vagyis a = %, akkor ezzel a kritériummal nem doénthets el a sor
konvergenciaja.

o
Az a = %—et visszahelyettesitve a megadott sorba kapjuk a Zl —tow sort, amelyrdl el kell
n—=

.. . k+1 . o s P P
dénteni, hogy konvergens-e. Az e} = (%) sorozat csokkend és a hatarértéke e, ezért

minden k£ > 1 esetén e < (%) 1 Tnnen kapjuk, hogy minden n > 2 esetén

/ / / /
e-e-...rece<er-€y... €, _o9°€, 1
~——

(n—1)-szer

= o= (7)(5) - (23) ()

(n—1)-szer

n
= en_l < ni
~(n—1)!
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n

n
— 1 —_—
~ e l(n—1)!
1 n"
— — < )
e-n ~ e*-nl
o0 o
Mivel a > i = % Y % sor divergens (harmonikus sor) a fenti egyenlséghdl az 1.
n=2 n=2

Osszehasonlitéasi kritérium szerint kovetkezik, hogy a sor divergens.

Osszegezve a sor konvergens, ha 0 < a < %, és divergens, ha a > % 0

(o] an
—, a>0;
(a) n§:1 —

Megoldds. A hanyados kritérium (2.15. Tulajdonsag) alapjan, mivel

. a ) antl vn! )
(= lim L = lim . = lim =0<1,
n—oo  Qp n—00 (Tl + 1)! an n—oo v/n 4+ 1
0 n
ezért a % sor konvergens minden a > 0 esetén. O
n=1 '

. (2n)!
0 Y s

n=1

Megoldds. A Raabe-Duhamel-kritériumot (2.20. Tulajdonsag) hasznélva

K — lim n( an 1> ~ fim n( (2n)! '4”+1[(n+1)!]2 B 1>

n—00 Gnt1 4”(n!)2 (2n + 2)!

:limn< 4(n +1)? _1>

2n+1)(2n +2)
~ lim n (2<”+1) _ 1)

n—00 2n+1
I n 1
= lim = —
n—oo 2n + 1 2

<1,

ezért a sor divergens.
Megjegyezziik, hogy hdnyados kritérium hasznalata esetén £ = 1-et kapunk, igy nem tudunk

donteni vele a sor természetérsl. O
) i2-7-...-(2—|—5(n—1)).
n:13-8-...~(3—|—5(n—1))’

Megoldas. Mivel

1
KzlimTL(an —1>:limn<§+5n—1>:l'm i 3<1’

1 =
n—00 Apt1 n—oo 2 + Hn

R 2.7-...(245(n—1))
)

> 5S35 ) sor di-

ezért a Raabe-Duhamel-kritérium (2.20. Tulajdonsag) szerint a

vergens. [
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o0

) 12.5%. ... (4n —3)*
n:132-72-...‘(4n—1)2’

Megoldds. Ha a hanyados (2.15. Tulajdonsag) vagy a Raabe-Duhamel-kritériummal (2.20. Tu-
lajdonsag) probalkozunk, akkor a kritériumokban szerepld hatarérték 1 lesz, igy ezekkel a
kritériumokkal nem tudjuk eldonteni, hogy a sor konvergenciajat.

2
Mivel a sor altalanos tagja (Z’j—:i’) alaki szamok szorzata, ezért ezekre felirjuk a Bernoulli
egyenlGtlenséget:
4k — 3\ ? oo (=3 ) L (-3 P k=5
4k — 1 - 4k — 1 4k — 1 4k -1’
minden k£ > 1 esetén. A két oldalon 1év§ tagokat Osszeszorozzuk k = 2,3,...,n esetén,

majd mindkét oldalt megszorozzuk (é—z)—tel (amiatt, hogy k = 1 esetben a fenti egyenl6t-

lenségben a jobb oldalon negativ szam van). Innen a sor altalanos tagja

n

12.52. .. (4n—3)2 12 & [(4k—3\? _ 12 4k —5
- . > . —
32.72. . (dn—1)2 32 H<4k—1> = 32 H4k—1

k=2 k=2
13 7 n—-9 4dn—-5 1 1 >L
327 11 7 4n—5 4n—1 3 4n—-17" 12n’
o0 o0
minden n > 1 esetén. Mivel a Y. - = & > L sor divergens, ezért az L. dsszehasonlitési
n=1 n=1
o0

12.52....-(4n—3)2

kritérium (2.8. Tulajdonsag) alapjan a ) sy (=12 50T is divergens. O
n:1

[e.9]

a™n!
(W > i a>0;

n=1

Megoldds. A hanyados kritériumot (2.15. Tulajdonsag) fogjuk hasznélni:

Intl _ i a"*l(n—i—l)!' n’ = i a( ; >n=a.
n—00 n-+1

¢= nh—>Holo an n—00 (n —+ 1)”+1 a™n!

A héanyados kritérium alapjén

e ha /= ¢ <1, vagyis a < e, akkor a sor konvergens;

e ha /= ¢ > 1, vagyis a > e, akkor a sor divergens;

e ha { = ¢ = 1, vagyis a = e, akkor a sor konvergencidja nem donthetd el ezzel a
kritériummal.

6233! sor konvergenciajat. Az 1.4. Feladatban

[e.e]

Az a = e esetben kiilon vizsgaljuk a
n=1

belattuk, hogy az e, = (%) sorozat novekvs és tart e-hez, emiatt (%) < e, minden

k > 1 esetén. Ha ezeknek az egyenl@ségeknek a megfelel6 oldalait Osszeszorozzuk k =
1,2,...,n — 1 esetén, akkor kapjuk, hogy

GGG () ) =

nn—l

< n—1
T 123 m-1n-F
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n—1 1
= e
(n—1)!~
n |
= gt / et
n! nn
e"n!
<— e < , Vn > 1,
nTL
< L
ahonnan lathatjuk, hogy a ) <3 sor altalanos tagja nem tart 0-hoz (mert e-nél mindig
n=1
nagyobb), emiatt a sor divergens.
Osszegezve a sor konvergens, ha 0 < a < e, és divergens, ha a > e. O

V) > a’" a>0;
n=1

Megoldds. A Raabe-Duhamel-kritériumot (2.20. Tulajdonsag) fogjuk hasznélni:

G avn ST
an+1 n—00 avntl n—o0

n—oo

-1
— lim n (aﬁwm - 1)

n—oo

-1
a1

= lim

)
’H"’f“”* T

—1
avVAitvait — 1

= lim - lim
n—o0 \/>+ \/n + n—oo \/ﬁ—&—_iln—l—l
. -1
nh—>nolo \f+ «/n +1 ig% T
= —o0-Ina,

ahol felhasznéltuk, hogy « = z,, = Ty \/7 tart 0-hoz, mikor n tart végtelenbe, illetve a

= In a hatarértéket.

z—0

o0
e Ha lna > 0, azaz a > 1, akkor a fenti hatarérték K = —oco < 1, igy a ) av™ sor
n=1
divergens.

e Halna < 0, azaz a < 1, akkor a fenti hatarérték K = +o0o > 1, igy a sor konvergens.

e Ha a = 1, akkor a fenti hatarértékben —oo - 0 hatarozatlan esetet kapunk, emiatt

a = l-re a sor konvergenciajat kiilon kell targyalni. Ebben az esetben a sorunk
o0 o0
> 1Vn = >~ 1 divergens, mert az altalanos tag nem tart 0-hoz.
n=1 n=1
Osszegezve a sor konvergens, ha 0 < a < 1, és divergens, ha a > 1. O

00
W) § :alnn7 a
n=1

Elsé megoldds. A Raabe-Duhamel-kritériumhoz (2.20. Tulajdonsag) kiszamitjuk a kovet-
kez& hatarértéket:

K = limn<

Inn
1) = limn lai — 1) = lim n(a™n+D _7q)
n—o00 Ap+1 n—o0 a n(n+1) n—o00
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In(_n n o\ dG) — 1
= lim n(@™F) —1) = lim nln< >
n+1

n—00 N—00 In ﬁ)
n ln(ﬁ) 1 n z_ 1
= lim In n - lim ain = lim In n im &
n—00 n+1 n—oo In ﬁ) n—00 n+1 z—0 X
=lne ! Ina=—-Ina,

ahol felhasznaltuk, hogy * = =, = In (T) tart O-hoz, ha n tart végtelenhez és ezzel a

In(5lr)
valtozé cserével lim % = —1 —Ina.
n—00 n(n+l) z—0
Ekkor a Raabe-Duhamel-kritérium alapjan,
e ha K =—Ilna <1, azaz a > %, akkor a sor divergens;
e ha K =—Ina>1,azaz a < %, akkor a sor konvergens;
e ha K = —lna =1, azaz a = %, akkor a sor konvergencidja nem donthets el ezzel a
kritériummal - -
Ha a = =, akkor a Z (1 )lnn = Z 61% = 21% sorunk divergens (harmonikus sor).
— n—
Osszegezve a sor konvergens, ha 0 < a < %, és divergens, ha a > % O
Madsodik megoldds. A kovetkez$ atalakitast végezhetjiik a sor altalanos tagjan:
Inn Ina Inmn Inn Ina Ina
a :(e ) :(e ) =n"% Vn>1, Va>0.
o0
Tehat 21 anm Z pine = Zl n_illm, amely pontosan az altalanositott harmonikus sor
n= n=
(e = —Ina eseten) Tehat
e ha a=—1Ina <1, vagyis a > %, akkor a sor divergens;
e ha o= —1Ina > 1, vagyis a < %, akkor a sor konvergens.
O

i[ jZ:i’;]a,aeR;

n=1

Megoldds. A Raabe-Duhamel-kritériumot (2.20. Tulajdonsag) fogjuk hasznalni:

4 a
K:limn(an —1>zlimn<( n—l—3) —1>
n—00 Ap+1 n—00 dn +1
2 a
2 a 92 (14-7) —1
— lim n<(1+ ) —1> = lim —— it

9 a

. ) (1 + 4n+1> -1 (%) 2 a

= lim - lim 5 = —.a=—.

n—oo 4n +1 n—oo yrm ) 4 2
(14z)*—1

A (%) egyenlGségben hasznaltuk a lin}) = a hatéarértéket, vagyis minden nullaba
T—
tarto (z,,) sorozat esetén ( lim z, = 0) teljesiil, hogy lim % = a. A mi esetiinkben
n—o0 n—oo n

_ 2
:L'n—4n+1,n21.

Tehat a Raabe-Duhamel-kritérium alapjan
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e ha K = 5 <1, azaz a < 2, akkor a sor divergens;
e ha K = 5 > 1, azaz a > 2, akkor a sor konvergens;
e ha K = § =1, azaz a = 2, akkor a Raabe-Duhamel-kritériummal nem dénthetd el a

sor konvergenciaja.
Ezutobbi esetben, mikor a = 2, akkor a (t) alpontban megmutattuk, hogy a sor divergens.

Osszegezve a sor konvergens, ha a > 2, és divergens, ha a < 2. O

[e.o]

) Z nliln'

n=2

Megoldds. Az (ap)n>2 = sorozat csokkend és pozitiv tagi, ezért a Cauchy kon-

(ﬁ)n>2

denzacios kritérium (2.6. Tulajdonség) alapjan a Z —L és Z 2k C SETaraE 1n(2k Z oy =

n=2

3 % sorok azonos természetiiek. Az utobbi sor divergens (harmonikus sor), ezért a

S L soris divergens. O
2

2.3.2. Valtakozo elgjelii sorok

2.9. Feladat. Tanulményozd a kévetkezs sorok konvergenciajat a Leibniz-kritériummal (2.24. Tu-
lajdonsag):

DYEULE

n=1

Megoldds. Az a, = % altaldnos tagi sorozat

> = ap41, minden n > 1 esetén, és

1

n+1

e tart nulldhoz, mivel lim 1 =0,
n—oo "

e csokkend, mivel a,, = %

)n+1 1

o0
ezért a Leibniz-kritérium alapjan a > (—1 - sor konvergens. O

n=1

= _ n—&—li,
(b) > (=1) NG

n=1
Megoldds. Az a, = ﬁ altalanos tagt sorozat

e csokkend, mivel a, = % > ﬁ = ap+1, minden n > 1 esetén, és

e tart nulldhoz, mivel nlgl;() Wi

1)n+1 1

o0
ezért a Leibniz-kritérium alapjan a > (— = sor konvergens. O

n=1

(© S (1

— n(n+1)
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Megoldds. Az a, = ﬁ altalanos taga sorozat
nn

e csokkend, mivel

“ —a _ 1 B 1 _ 1 <1_ 1 >>0
T it ) JintDnt2) Votl\van ’

minden n > 1 esetén, és

e tart nulldhoz, mivel lim = lim

n—00 (n+ n—00 n /1+,

1

oo
ezért a Leibniz-kritérium alapjan a > (—1)"*+!
n=1

) sor konvergens. O

53 4n+1

n=1

Megoldds. Az a, = 4@;’“1 altaldnos tagi sorozat

e csokkend, mivel

dn+1 _ 4n+1)+1 dn+5
an > il — 4dn+1>

1
<— 12n+3>4n+5 < 8n > 2 <— n>Z’

minden n > 1 esetén;

e tart nulldhoz, mivel a Cesaro-Stolz—tétel alapjan

n+1cs .. [4n+1)+1]—[4n+1] . 4 .2
lim =" lim = lim = lim — =0,
n—oo 3" n—00 3n+l _ 3n n—oo 3" -2  n—oo 3N

o
ezért a Leibniz-kritérium szerint a »_ (—1)
n=1

“H‘l’;’—f{l sor konvergens. O

o St

n=2

Megoldas. KovetkezSképpen irhatd at a sor

— cos(nm) | N n 1
Z Inn _Z(_l) R_Z(_l) +11H(TL+1)'

n=2 n=2 n=1

Az ay, = m altaldnos tagi sorozat

e csOkkend, mivel a természetes alapt logaritmus fliggvény névekva;

e tart nulldhoz, mivel hm m =0,
ezért a Leibniz-kritérium alapjan a Z COISHT ( )”Hln(n1 1y sor konvergens. O
n=2 n=1
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Megoldds. Az a, = sin (%) altalanos taga sorozat

. . . ™ U . . , e
e pozitiv tagl, mivel minden n > 1 esetén o € (0, 5}, ahol a szinusz fiiggvény pozitiv
n
értéket vesz fel;
T
e csOkkend, mivel a szinusz fiiggvény ndévekvs a (0, g] intervallumon és a (2—>
n’/n>1

sorozat csokkend;

e tart nulldhoz, mivel lim sin (%) = sin ( lim %) = sin0 = 0, a szinusz fiiggvény
n—oo n—oo

folytonossaga alapjan;

o0
L . . L. . n+1 o s
ezért a Leibniz-kritérium szerint a 1(—1) sin (Qn) sor konvergens. O
n=

Megoldds. A b, = {/n altalanos tagt sorozat csokkend az n = 3 tagtol kezdve:

1

1 n

n

minden n > 3 esetén, mivel 3 > e > ("T‘H)n, minden n > 1 esetén (lasd az 1.4. Feladatot).

A ¢, = Inn altalanos taga sorozat névekvd, ezért az a, = IC’—:L = %Z pozitiv tagi sorozat

csokkend az n > 3 tagtol kezdve. Tovabba nl;rgo % = ,,é” = 0, igy a Leibniz-kritérium
25 n

szerint a 23(_1)71% sor konvergens. Mivel véges sok tag elvétele, hozzdadas, vagy meg-
. . L = Vn .

valtoztatdsa nem befolyésolja a sor konvergencidjat, ezért a 22(—1)”m sor is konvergens

n=
lesz. O

2.3.3. Abszolut és feltételesen konvergens sorok

2.10. Feladat. A koévetkezd sorok esetén vizsgald az abszolat és feltételes konvergenciét:

1
p— ni
Sk,
n=1
o0 o0
Megoldds. A sor nem abszolit konvergens, mert a ‘(—1)”%} = > 1 sor a harmonikus

n=1 n=1
sor, ami divergens.

(-1

1
= — altaldnos tagi sorozat monoton
n n

o0
A Y (1)L sor valtakozo elsjelii és a
n=1

csOkkend és a hatarértéke lim % = 0, ezért a Leibniz-kritérium (2.24. Tulajdonséag) alapjan
n—oo

oo
a > (—1)"L sor konvergens.
n=1
o0

Tehat a Y (—1)"1 sor feltételesen konvergens.
n=1
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o0 oo
Megoldds. Mivel a > }(71)”71—12‘ = > # sor konvergens (altalanositott harmonikus sor,
n=1 n=1
o0
a=2>1),ezérta ), (—1)”71—12 sor abszolut konvergens (tehat konvergens is). O
n=1

[e's) _1)n
ZE”LID)TL;

n=2
o (—1)"‘ o0
Megoldds. A sor nem abszolut konvergens, mivel nz2 o | = ,7;2”111” sor divergens
a 2.8. Feladat (y) alpontja alapjan.
S n
A sor konvergens a Leibniz-kritérium (2.24. Tulajdonsag) alapjan, mert a 22 (n_hll)n sor
n—
valtakozo elGjeli és az (nllm)nzg sorozat szigortian csokkend, hatarértéke nh_{glo Win = 0.
S~ (1"
Tehat a 22 T, sor feltételesen konvergens. O
n=
T
— n(n+1)
o 1 o 1 1 1
. e 1\ _ ivel 1 <
Megoldds. Tekintjiik a nz::1 (—1) Yy nzz:l WoTeesy) sort. Mivel =5 < myewEY

o0 oo
. L, 1 1 . . . .
minden n > 1 esetén és a Zl 737 = > 5 (harmonikus sor) divergens, ezért az I. Gssze-
n—=

n=2

1

o0
hasonlitasi kritérium (2.8. Tulajdonsag) alapjan a s sor is divergens. Tehat a

n=1 V/n(n+l
oo
—1)"——L_ sor nem abszolut konvergens.
SO0 :

A 2.9. Feladat (c) alpontjaban a Leibniz-kritérium (2.24. Tulajdonséag) felhasznalasaval iga-

o0

zoltuk, hogy a nzzjl(—l)"\/ﬁ valtakozo el6jeld sor konvergens, mivel az a,, = Tﬁ
o0

altalanos tagu sorozat csokkend és tart a nullahoz. Tehat a > (—1)" (1 5 sor feltétele-
n=1 nn

sen konvergens. O

o . 2

S (- @D

—rr n+1

Megoldds. Ha 2sin®?x > 1, akkor a sor divergens, mert az &ltalanos tagja nem tart a
n+1 (2sin? 2)” — lim (2sin? )™

e m = = +o00, ezért

nulldhoz. Valoban, lim |(—1)
n—oo

i1 (2sin? z)"
n+1

a2 o \n
et (2sin )
#0 << nlgglo( 1) Tt 1

lim ‘(—1) £0.

n—oo

Tehét x € Ugez (5 + kmr, 25 + kmr) esetén a sor divergens.

00 . " 00
Ha 2sin? 2 = 1, akkor a nzl(—l)”H% = nzl(—l)”“n%rl sor feltételesen konvergens

az (a) alpont alapjan.

Ha 2sin? z = 0, akkor a sor a konstans nulla sor, amely abszolut konvergens.
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n+1 (2sin® 2)"

o0
Ha 0 < 2sin?x < 1, akkor a sor abszoltut konvergens, mivel a . |(—1) —

n=1
S 3 n
> (@sin* ) pozitiv tagu sor konvergens a hanyados kritérium (2.15. Tulajdonsag) alapjan:

1
n=1 nt

(2sin? z)n 1

9 n+1

= hmniﬂz lim 2sin®x - = 2sin’x < 1.
n—oo (2sin?z)n n—00 n-+2
n+1

Tehét a sor abszoltt konvergens, ha 0 < 2sin? z < 1, vagyis ha z € Upey, (—% +km, g+ k‘ﬂ').

]
> 1
Z(_l)n at L’ aeR;
n=1 n-n

o0

=> + T pozitiv taga sor konvergenciajat a III.
n=1"m

osszehasonlitéasi kritériummal (2.12. Tulajdonsag). Mivel

Megoldds. Vizsgaljuk a 3 [(—1)"—L
n=1

T
n*tmn

1

lim —%— = lim nw = lim Yn=1¢€ (0,+0),
n

n—oo T — 00 n—oo
ntn
o0
ezért a . L és Z sorok azonos természetiek:
n=1 n=1n"

e konvergensek, ha a > 1;
e divergensek, ha a < 1.

&)

Tehéat a ) (—1)"——r sor abszolit konvergens, ha a > 1.
n=1 noon
1 N BN T o 1
Ha a < 0, akkor nl;rrgo T = nlgroloﬁ nl;rgofﬁ = 400 -1 = 400, tehat a nZ::l(_l)nn‘”%
sor altalanos tagja nem tart nullahoz, ezért a sor divergens.
Ha a = 0, akkor lim |(—1)"—1r| = lim - = 1, ezért a sor altalanos tagja nem tart a
n—00 notn n—oo V1N

nulldhoz, tehat a sor divergens.

Ha0 < a < 1, akkor a Lebniz-kritériumot (2.24. Tulajdonsag) alkalmazzuk a Y (—1)"—2

a,«i»l

n=1 n-.n

sor konvergencidjanak igazolasara s ezzel megmutatjuk, hogy ebben az esetben a sor fel-

tételesen konvergens. Az a, = —L_ 4ltalanos tagu sorozat tart nulldhoz, lim =0,
n®tw n—00 p®

igy elég megvizsgalni a monotonitasat.

1 1 ( > 1_ 1
> )n ntl &—>
n®tn  (n+1)
1
1 at= an—+1
= <n+ > (n+1)n(n+1> ( > (n+1)<n+1> =
n
1 a(n+1)+1—a
= (n+ ) > (n+1)("+1) =
n

a

> "n+ 1.

n+1\"!
()

n+1 1—a
n
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Az 1.4. Feladatban igazoltuk, hogy az €], = (1 + l)n+1 monoton csokkend és tart e-hez,

n
p P 1- . . .
tovabba ("TH) “ > 1, minden n > 1 esetén, ezért

1 1—a 1 n+17¢
<n—i— ) <n—|— > >1-e*=¢€% VYn>1.
n n

Mivel e > 1 és lim "/n+1 = 1, ezért létezik olyan ng € N gy, hogy e* > "/n + 1,

n—oo
minden n > ng esetén, és igy

n+1\1
n

Tehat Leibniz-kritérium alapjan a »_ (—1)" a1+ + sor konvergens, de véges sok tag hozzé-
n=ng n-on

n

7’L—|—1 n+179
( > > Y1, Wn>no.

o0
adéas nem valtoztatja meg a sor konvergenciajat, ezért a > (—1)
n=1
Ezzel megmutattuk, hogy a 0 < a < 1 esetén a sor feltételesen konvergens. 0

> cos(nzx)
n

n=1

n_1
T
ntn

sor is konvergens.

o0
Elsé megoldds. A Z | oz | = Z M sor konvergens, ezért a » %m) sor abszolut
n= n=1
konvergens és mlvel abszolut konvergens ezért konvergens is.
Az abszolit konvergencia a kévetkezSképpen lathato be. Mivel a cosy € [—1,1], minden
y € R esetén, ezért

cos(nx 1
leostno)l L0 w1
n n
oo o0
Tehat a ) “()il% sor altalanos tagjai feliilr6l becsiilhetsk a ) 712 sor altalanos tagjaival.
n=1 n=1
o0
Tovabba a ) 7712 sor konvergens (altalanos harmonikus sor a = 2 kitevével), igy az I.
n=1

[e.°]
osszehasonlitéasi kritérium (2.8. Tulajdonség) alapjan a > m)il% sor is konvergens. [J
n=1

Masodik megoldds. Minden y € R esetén cosy € [—1,1], ahonnan |cosy| < 1. Igy a sor
tagjainak abszolut értékére a
| cos(nz)] 1

3 <—, VzeR, Vn>1
n n

cos(nx)

n2

fels6 becslés adhato. A Z sor konvergens (&ltalanositott harmonikus sor, o = 2), ezért

a Weierstrass-kritérium (2.27. Tulajdonséag) alapjan a E s 2 2) sor abszolit konvergens,
minden z € R esetén. O
o0

n

a
Zl+a2n’a€R;
n=1

Megoldds. Harom esetet kiilonboztetiink meg.
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la| < 1 eset. Ekkor a sorozat abszolut konvergens. Valoban,

a" la[*  _ [a" n
= — =a Vn > 1
’1+a2" 1+a? — 1 ol -
) n
igy az I. osszehasonlitési kritérium (2.8. Tulajdonsag) alapjan a ’p‘:ﬁ sor kon-
=1
n
vergens, mivel a Y |a|™ sor konvergens (lasd mértani sor ¢ = |a| < 1).
n=1
la] > 1 eset. Ekkor a sor abszolut konvergens, mert
a” la|™ la|™ 1 1 1 11 1
| e P e i VTR ST
oo n n
Az 1. 6sszehasonlitéasi kritérium alapjan a 21 ’p‘:ﬁ sor konvergens, mivel a 21 ﬁ
n= n—=
1
sor konvergens (lasd mértani sor ¢ = W <1).

7L

[e.°] o0
a = +1 eset. AZHl%zzfele _Z

n=1 = n=1
altalanos tagok nem tartanak a nullahoz

sorok divergensek, mert az

Osszegezve a sor abszolut konvergens, ha a # £1, és divergens, ha a = £1. O

[e.9]
a
) D T a# £

n=1

Megoldds. Két esetet kiillonboztetiink meg.

la| < 1 eset. Ekkor a sorozat abszolit konvergens. Valoban,

n n n n
A S L [ . VY
1+ an [1+a™ — 1—|a™ = 1—|a
mert |1 +a” > |1| —|a"| =1—|a|® > 1 — |a|, minden n > 1 és |a] < 1 esetén. Az

an
T4an | sor konvergens,

(o]
I. 6sszehasonlitasi kritérium (2.8. Tulajdonsag) alapjan a ‘
n=1

n
mivel a )

n=1

o0
e = 1_1|a‘ Z_: |a|™ sor konvergens (lasd mértani sor ¢ = |a| < 1).

la] > 1 eset. Ekkor a sor divergens, mert az altalanos tag nem tart 0-hoz:

. a™ .oa® 1 . -1 -1 1
lim = lim — - —— = lim = - = =—1.
nsool—am  nocoan -1 noool—— 1 lim & 1-0
a a n—oo ¢

O
f: arctg(Qn)
ot n+3
Megoldds. Minden y € R esetén arctgy € (—g, g), ahonnan |arctgy| < 7. Igy a sor

tagjainak abszolit értékére a kovetkezs fels§ becslés adhato:

arctg(2n)
ny/n + 3)

s
> 1
<—2_<

T s 1
nWnt3 2 nyn 2 pd?

VxeR, Vn > 1.

v
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s 1 _ =« 1 z “ . . o
AN T S =5 > —372 sor konvergens (altalanositott harmonikus sor, a =

n>1 n>1

3), ezért

o0

a Weierstrass-kritérium (2.27. Tulajdonsag) alapjan a ) (—1)”a;‘it/gq%) sor abszolut kon-
n=1

vergens. Ul

o0

5n —3
>
4TL
n=1

Megoldds. A sor abszolut konvergens, mert a hanyados kritérium (2.15. Tulajdonséag) alap-

o0 o0
jana > [(—1)"2L3| = Y 223 sor konvergens:
n=1 n=1

41’L
i TR Bn42 4 Bng2 11
Tnbee 3 nhaBpn—3 41 abeobn-—3 4 4

2.3.4. Altalanos tagu sorok

2.11. Feladat. Tanulméanyozd a kovetkez& sorok konvergenciajat:

(a)

(0.9}
E sinn;
n=1

Megoldds. A sor divergens, mivel az 1.12. Feladat (b) alpontja alapjan a sor altalanos tagja
nem tart 0-hoz. O

0
E cosn;
n=1

Megoldds. A sor divergens, mivel az 1.12. Feladat (c¢) alpontja alapjan a sor altalanos tagja
nem tart 0-hoz. I

[e.o]

Z sin(n?);

n=1

Megoldds. Az Oxy derékszogl koordinata-rendszerben felvessziik az O origd kézépponta
egységsugaru kort. Jelolje P(1,0) és Q(—1,0) az kor Ox tengellyel vett két metszéspontjat.
A koron felvessziik az A, B, C, D pontokat éramutatéd jarasaval ellentétes iranyba, ebben a
sorrendben ugy, hogy PA, BQ, QC, DP korivek hossza # legyen. Ekkor az AB és CD

korivek hossza 3, mig a BAC és DA korivek hossza 0,2-nél kisebb.

Minden k > 0 esetén jelolje i azt a pontot, amelyet tigy kapunk, hogy egy k hosszisagu
szakasz egyik végpontjat a P pontba helyezziik, majd az 6ramutatd jarasaval ellentétes
iranyba feltekerjiik a szakaszt a korre és a végpontja a kor IV pontjaba esik. A kor egy A
pontjanak tavolsagat egy B ponttél az déramutatd jarasaval ellentétesen haladva mérjiik.

Legyenek a DA ¢ BC kirivek vetiilete az Oy tengelyre a [—d,0] intervallum. Ekkor
sink € [—4, d] akkor és csakis akkor, ha Ny € BC' U DA.

Be fogjuk latni, hogy barmely n > 1 egész szdm esetén sin(n?), sin((n + 1)?), sin((n + 2)?)
koziill valamelyik nincs benne a [—6, 6] intervallumban, gy a (sin(n?)),>1 sorozat nem
tarthat a 0-hoz.
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Ha sin(n?) € [-6, 4], akkor N,» € BC U DA. Tegyiik fel, hogy N,» €BC. Az N,2 €DA
esetben a bizonyitas hasonléan megy. Az N(,41)2 pontot az N2 ponttol a koroén éramutaté
jarasaval ellentétesen haladva 2n + 1 egységnyire kell felmérni. Mivel (n+1)% —n? = 2n+1

s(n+2)?—(n+1)>=2n43= (2n+1) + 2, ezért az N, 11)2N(,49)2 koriv hossza 2

egységnyivel nagyobb, mint az N2 N(, )2 koriv hossza.

Ha sin(n + 1)* € [=4,0], akkor N, 1) €BC U DA. Ha Nng1)2 EBC akkor N2 és
N(n41)2 pontok legfeljebb K(BC) tavolsagra vannak egymastol, ahol K(BC) a BC kriv
hosszét jeloli. Ekkor az N, 9y2 pont N, )2 ponttdl vett tavolsaga legalabb 2 — E(BC’)
és legfeljebb 2+ E(BAC) gy Nipio)2 a CD kérivre esik, tehat sin(n +2)% ¢ [-4,0]. Ha
N(n+1)2 GDA akkor az N(;;1)2 pont az N,z ponttol legalabb E(C'D) = 3 é&s legfeljebb
E(BC) —I—E(C’D) —I—E(DA) = 3+2€(BC’) tavolsagnyira esik. Igy az N(n+2)2 pont az N, 112
ponttol legalabb K(CD) + 2 =5 és legfeljebb 3 + 2€(BC) +2=5+ QE(BC) tavolsagnyira
van, igy N, 9y2 pont az CD kérivre esik, tehat sin(n + 2)? ¢ [, 6]. O

(d) Z 512?2

n=1

Megoldds. A Dirichlet-kritériumot (2.31. Tulajdonsag

~—

fogjuk hasznalni. Ehhez a sor al-

talanos tagjat felirjuk, mint % = UpVp, ahol u, = % és v, = sinn. Az u, = % sorozat
monoton csokkend és hatarértéke nh_}rrgo % =0. A % Uy = % sinn részletosszeg-sorozat
korlatos, amit a kévetkezSképpen lathatunk be. A " "

cosa — cos 3 = —2sina;/Bsina;B

formula alapjan, ha o« =n —1és 8 =n+ 1, akkor

cos(n — 1) —cos(n+ 1) = —2sinnsin(—1) <= cos(n — 1) — cos(n + 1) = 2sinnsin 1.
Ekkor ) )
sinn = COS(T_L - _ COS(??—F ), Vn > 1.
2sinl 2sinl

Ez alapjan
sinl +sin2+sin3 +sind + ... +sin(lN —1) +sin N =
cos 0 cos 2 cos 1 cos 3 cos 2 cos4
= : - |+ - - + : - 0 +
2sin1 2sin1 2sin1 2sin1 2sin1l 2sin1l

n < cos 3 cos b ) T <cos(N2) cosN) n (cos(N 1 cos(N+1)) _

2sinl  2sinl 2sin1 2sin1l 2sin1 2sin1l
_ cos0 N cosl  cosN  cos(N+1)
2sinl  2sinl  2sinl 2sinl
tovabba

N cos0 cosl  cosN  cos(N +1)

Zsmn = Tt o T : <

= 2sinl = 2sinl  2sinl 2sinl

| cos 0] |cos1l| |cosN| |cos(N + 1)] < 4 2

~ 2|sinl|  2|sinl|  2|sinl] 2|sinl]  ~ 2|sinl] - |sin1|’
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N

mivel |cosy| < 1, minden y € R esetén. Tehat a ) sinn részletosszeg-sorozat korlatos,
n=1

igy a Dirichlet-kritérium alapjén a sor konvergens. O

o0

Z cosn

Inn’
n=2

Megoldds. A Dirichlet-kritériumot (2.31. Tulajdonséag) fogjuk hasznalni. Ehhez a sor alta-

ldnos tagjat felirjuk, mint 5% = u, vy, ahol u, = ﬁ és v, = cosn. Az u, = ﬁ sorozat
) N N
szigortian csOkkend és hatarértéke lim — =0. Az ) v, = ) cosn részletdsszeg-sorozat
n—o0
n=1 n=1

korlatos, amit a kévetkezSképpen lathatunk be. A

e a—
sina — sin § = 2 cos ;Bsin b

2
formula alapjan, ha a =n—1és § =n+ 1, akkor
sin(n — 1) —sin(n + 1) = 2cosnsin(—1),
<= sin(n—1) —sin(n+ 1) = —2cosnsin 1.
Ekkor ) ) ) )
Cosn:_sm(n— )+sm(n+ )7 Vi > 1.

2sin1 2sin1
Ez alapjan

cosl+cos2+cos3+cosd+ ...+ cos(N —1)+cosN =
_ sin 0 n sin 2 n sin 1 n sin 3 n sin 2 n sin4 n
- 2sinl  2sinl 2sinl  2sinl 2sinl  2sinl

n sin 3 N sin 5 oy sin(N — 2) n sin N n
2sinl = 2sin1l 2sin 1 2sin 1

N <_sin(N —1)  sin(N + 1)) _

2sin1 2sin1
_ sin0 sinl  sinN  sin(N +1)
© 2sinl 2sinl  2sinl 2sinl

tovabba
N . . . .
sin 0 sinl  sinN  sin(N +1)
Z cosn| =|———— — — - . <
= 2sinl  2sinl  2sinl 2sin1
| sin O |sinl|  |sinN| = |sin(N +1)] 4 2
~ 2|sinl]  2|sinl] = 2|sin]| 2/sinl| ~ 2|sinl| |sin1|’
N
mivel | cosy| < 1, minden y € R esetén. Tehat > cosn részletosszeg-sorozat korlatos, igy
n=1
a Dirichlet-kritérium alapjan a sor konvergens. O

. sinnz
E , T €R;
n

n=1
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Megoldds. A Dirichlet-kritériumot (2.31. Tulajdonség) fogjuk hasznélni. Ehhez a sor al-

talanos tagjat felirjuk, mint $2°& — ¢, v, ahol u, = % és v, = sinnx. Az u, = % alta-

N N
lanos tagt sorozat szigortian csokkend és hatarértéke lim 1 = 0. Az Y v, = ) sinnz
n—oo

n=1 n=1
részletOsszeg-sorozat korlatos, amit a kovetkezdképpen lathatunk be. A
. a+p . a—p
cosa — cos B = —2sin 5 sin—

képlet alapjan, ha o = (n — 1)z és 8 = (n+ 1)z, akkor

cos(n — 1)z — cos(n + 1)z = —2sinnzx sin(—xz)

<= cos(n — 1)z — cos(n + 1)z = 2sinnzsinz.

Ha sinz = 0, akkor x = km, ahol k € Z. Ebben az esetben sinnz = sinnkm = 0, tehat a
sor altalanos tagjai mind nullak, igy a sor konvergens. Ha sinx # 0, azaz x & {kn | k € Z},

akkor
cos(n — L)z cos(n+ 1)z

i = VYn > 1.
S 2sin x 2sinz =
Ez alapjan
sinz 4+ sin2z + sin3z + sindx + ... +sin(N — 1)z +sin N =
_( cos0 cos 2z + cosx cos 3z n cos2x  cosdx +
- \2sinz 2sinz 2sinz  2sinx 2sinx 2sinx
cos3xr  cosbx cos(N —2)x  cosNx
+ — — - +...+ - — +
2sinx 2sinz 2sinx 2sinx
cos(N — 1)z cos(N + 1)z
+ - - . =
2sinx 2sinx
~ cos0 cosx  cosNz  cos(N + 1)z
~ 2sinz 2sinz 2sinz 2sinx
tovabba
i . cos0 cosx  cosNz  cos(N + 1)z
sinnx| = — —
ot 2sinz  2sinx  2sinz 2sinx
| cos 0] |cosz|  |cosNz| |cos(N + 1)z < 4 2
T 2lsinz|  2|sinz|  2|sinz| 2| sin z| = 2|sinz| |sinz|’
N
mivel |cosy| < 1, minden y € R esetén. Tehat ) sinnaz részletosszeg-sorozat korlatos
n=1
egy rogzitett © & {km|k € Z} esetén, igy a Dirichlet-kritérium alapjan a sor konvergens,
minden x € R esetén. O

OOCOSTZI

Y, zeR;
NG

n=1

Megoldds. A Dirichlet-kritériumot (2.31. Tulajdonsag) fogjuk hasznalni. Ehhez a sor alta-

lanos tagjat felirjuk, mint % = UpVp, ahol u, = ﬁ és v, = cosnz. Az u, = ﬁ Alta-

N N
lanos tagu sorozat szigoruan csokkend és hatarértéke lim ﬁ =0. Az > v, = >, cosnz
n—oo
n=1 n=1

részletOsszeg-sorozat korlatos, amit a kovetkezdképpen lathatunk be. A

a+p . a—p
S11
2 2

sina — sin 8 = 2 cos
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képlet alapjan, ha o = (n — 1)z és = (n+ 1)z, akkor
sin(n — 1)z —sin(n + 1)z = 2 cos nx sin(—z).

Ha sin(—x) = 0, akkor x = km, valamilyen k € Z esetén. Ha x = km, ahol k paratlan, akkor

N N
cosnz = cosnkm = (—1)", tehat > cosnkm = > (—1)" részletosszeg-sorozat korlatos és
n=1 n=1

a Dirichlet-kritérium alapjan a sor konvergens. Ha x = km, ahol k péaros, akkor cosnx =
oo o0

cosnx

cosnkm = 1 és ekkor a sor NG

= > ﬁ sor divergens (altalanositott harmonikus
n=1 n=1

sor, a = 3 < 1).

Ha sin(—x) # 0, azaz « € {kn |k € Z}, akkor

sin(n — 1)z sin(n + 1)z
2sin(—x) 2sin(—z) ’

cosnr = Vn > 1.

Ez alapjan

cos x + cos 2z + cos 3x + cosdx + ... + cos(IN — 1)z + cos No =

sin 0 sin 2z sinz sin 3x sin 2z sin 4z
- <251n(—x) a QSin(—x)> * (28111(—33) B 2sin(—x)) * <2sin(—x) B 2Sin(—x)> *
( sin 3x sin bx > <sin(N —2)z sin Nz >
+( —— tot (o - —
2sin(—z)  2sin(—z) 2sin(—x) 2sin(—x)
sin(N — 1)z sin(N + 1)z

( 2sin(—x)  2sin(—z) )

sin 0 sin sin Nz sin(N + 1)z
2sin(—x) = 2sin(—z) 2sin(—z)  2sin(—z)

tovabba
i\[: sin 0 N sin x sin Nz sin(N + 1)z <
cosnx| = - -
— 2sin(—z)  2sin(—z) 2sin(—x) 2sin(—z) |~
| sin 0] | sin z| | sin Nz| |sin(V + 1)z| < 4 2
~ 2|sin(—x)|  2|sin(—z)|  2|sin(—z)] 2sin(—x)| ~ 2|sin(—x)| |sinz|’
N
mivel |siny| < 1, minden y € R esetén. Tehat ) cosnx részletdsszeg-sorozat korlatos egy
n=1

rogzitett « & {km |k € Z} esetén, igy ebben az esetben a Dirichlet-kritérium alapjan a sor
konvergens.

Osszegezve © = 2k7, k € Z esetén a sor divergens, mig a tobbi esetben a sor konvergens. [

o .
sin nx
Z ,t €Résa>0;

no
n=1

Megoldds. A Dirichlet-kritériumot (2.31. Tulajdonséag) fogjuk hasznéalni. Ehhez a sor al-
talanos tagjat felirjuk, mint *2* = w,v,, ahol u, = n% és v, = sinnzx. Minden a > 0

esetén az u, = n—la altalanos tagu sorozat szigoriian csokkené és hatéarértéke lim n—la = 0.

n—oo
N N
Az (f) alpontban belattuk, hogy a > v, = > sinnx részletosszeg-sorozat korlatos. Ezek
n=1 n=1

alapjan a Dirichlet-kritérium felhasznéléséval_k('jvetkezik, hogy a sor konvergens, minden
x € R és a > 0 esetén. O
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(i)

o
cosnx
E — rE€Ré&a>0;
n

n=1

Megoldds. A Dirichlet-kritériumot (2.31. Tulajdonség) fogjuk hasznélni. Ehhez a sor al-
talanos tagjat felirjuk, mint ™ = wu,vy,, ahol u, = n% és v, = cosnx. Minden a > 0
esetén az u, = n—la altalanos tagu sorozat szigorian csokkené és hatarértéke lim n% = 0.

n—00
N N

A (g) alpontban belattuk, hogy a > v, = > cosnzx részletosszeg-sorozat korlatos, min-

n=1 n=1
den x # 2km, k € Z esetén. Ekkor a Dirichlet-kritérium felhasznalasaval kovetkezik, hogy
a sor konvergens, minden z € R\ {2k7 | k € Z} ¢és minden a > 0 esetén.

[e.e] [e.e]
Hax = 2km, k € Z, akkor O = n—lm amely konvergens, ha a > 1, illetve divergens,
n=1 n=1
haO0<a<1.
Osszegezve a > 1 esetén a sor konvergens minden z € R esetén, mig 0 < a < 1 esetén a sor
konvergens, ha z € R\ {2kn | k € Z}. O

2

o0
Z sinn cosn

Megoldds. A Dirichlet-kritériumot (2.31. Tulajdonség) fogjuk hasznélni. Ehhez a sor al-

talz’mos tagjat felirjuk, mint sinncosn? _ Uy U, ahol u, = % és v, = 2sinncos n?. Az
Uy = —n altalanos tagi sorozat szigortian csokkend és hatarértéke lim 2— =0.
n—oo

N N
Megmutatjuk, hogy a > v, = Y. 2sinncosn? részletdsszeg sorozat korlatos. Minden

n=1 n=1
a, B € R esetén

. . . (a—p a+pB

sina —sin 8 = 2sin [ ——— | cos ,

2 2

ahonnan O‘;ﬁ =nés M = n? esetén kapjuk, hogy 2smncos n? = sin(n?4n)—sin(n?—n),

minden n > 1 esetén. Tovabba (n+1)2 — (n+1) = n? +n, ezért
2sinn cosn® = sin[(n + 1)*> — (n +1)] —sin[n? —n], Vn> 1.

Végil minden N > 1 esetén

N N
Z 2sinn cosn?| = Zsin[(n +1)?2 — (n+1)] —sin[n? — n]| =
n=1 n=1

= [sin[(N +1)% — (N + 1)] — sin[1? — 1]| = |sin(N? + N)| < 1,

tehat a részletosszeg sorozat korlatos és a Dirichlet-kritérium alapjan a sor konvergens. [

o0
Z sinn SlIl

n=1

1

Megoldds. Felhasznalva, hogy sinz < z, minden x € (0, %) esetén a kovetkezd becslést

végezziik: minden n > 1 esetén
1

sinmsin; | |sinn sin | sinn] sin < 1
n T hz L | T p2 1| = p2
n n
A Z > konvergens (altalanositott harmonikus sor, a = 2 > 1), igy a Weierstrass-
1
kritérium (2.27. Tulajdonsag) alapjan a Z % sor (abszolut) konvergens. O

n=1



3. fejezet

Fuggvénysorozatok

3.1. Elméleti 6sszefoglald

3.1.1. Fiiggvénysorozatok konvergencia halmaza és hatarfiiggvénye

Legyen A C R egy nem fires részhalmaz.

3.1. Ertelmezés
Egy (fn)n>1, fn : A — R fiiggvénysorozat kovergencia halmaza

D ={z € A| (fn(z))n>1 szdmsorozat konvergens}.

Az f: D — R, f(z) = lim f,(x) fiiggvény az (f,)n,>1 fliggvénysorozat (pontonkénti) hatdrfigg-
n—,oo -
vénye. (Jelolés: li_)m fn = fvagy fn — f). Ekkor azt mondjuk, hogy az (f,,)n>1 fliggvénysorozat
n oo -

pontonként tart az f hatarfliggvényhez a D halmazon.

3.1.2. Fiiggvénysorozatok egyenletes konvergenciaja

3.2. Ertelmezés

Legyen (fn)n>1, fn @ D — R egy fliggvénysorozat, amely pontonként konvergdl az f : D —
R hatarfiiggvényhez a D halmazon. Az (f,),>1 fliggvénysorozat egyenletesen konvergdl az f
hatarfiiggvényhez az F C D halmazon, ha minden ¢ > 0 szdm esetén létezik n. € N gy, hogy
minden z € F és minden n > n. esetén |f,(z) — f(z)| < e. (Jelolés: f, = f az E halmazon.)

Ha ismerjiik (vagy sejtjiik) a fliggvénysorozat hatarfiiggvényét, akkor hasznalhatjuk a kovet-
kez§ tételt a pontkénti és egyenletes konvergencia igazolaséra.
3.3. Tétel (Weierstrass-féle kritérium fliggvénysorozatokra)
Legyenek f,,f : D — R fiiggvények, minden n > 1 esetén, és legyen E C D részhalmaz. Ha
létezik egy mo > 1 szam ¢és egy (bp)n>n, Szdmsorozat, amelyekre
(i) |fu(z) = f(x)| < by, minden n > ng és minden x € F esetén,
(i) Lim b, =0,
n—oo
akkor az (fy)n>1 fliggvénysorozat egyeneletesen konvergal az f hatarfiiggvényhez az E halmazon
(fn = f az E halmazon).
A kovetkezd tulajdonsag hasznalhato az egyenletes konvergencia cafolasara.

3.4. Tulajdonsag
Legyenek f,,f : D — R fiiggvények, minden n > 1 esetén és legyen £ C D részhalmaz. Ha
létezik olyan (2 )n>n, valos szamsorozat, ng > 1 és ¢ > 0 szamok, hogy

(i) x, € E, minden n > ng esetén,

(i) |fu(zn) — f(xn)| > ¢, minden n > ng esetén,

83
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akkor az (f,)n>1 fliggvénysorozat nem tart egyenletesen az f fiiggvényhez az E halmazon (vagyis
fn #& f az E halmazon).

Ha nem ismert a fiiggvénysorozat hatarfliggvénye, akkor hasznalhatjuk a Cauchy-féle egyen-
letes konvergencia kritériumot.

3.5. Tétel (Cauchy-féle kritérium fiiggvénysorozatokra)
Legyen (fn)n>1 egy fiiggvénysorozat, amelynek konvergencia halmaza D és legyen £ C D. Ha
létezik olyan ng > 1 egész szam és egy olyan (by,)n>n, valos szamsorozat, hogy

(1) |fm(x) = fu(x)| < by, minden m > n > ng és minden = € F esetén,
(i) Lim b, =0,
n—00
akkor az (f,)n>1 fliggvénysorozat egyenletesen konvergens a D konvergencia halmaz E rész-
halmazan.
A kovetkezd tulajdonsag hasznalhatd az egyenletes konvergencia cafolasara, ha nem ismert a
hatarfliggvény.
3.6. Tulajdonsag
Legyen (fn)n>1 egy fiiggvénysorozat, amelynek konvergencia halmaza D és legyen E C D. Ha
létezik egy ng > 1 egész szam, egy (Tn)n>n, valos szamsorozat, egy (my)n>n, €gész szamsorozat
és egy ¢ > 0 szam 1gy, hogy
(i) =, € E, minden n > ng esetén,
(ii) my > n, minden n > ng esetén,
(ii) |fmn, (zn) — fn(xn)| > ¢, minden n > ng esetén,
akkor az (f,) fiiggvénysorozat nem konvergal egyenletesen a D konvergencia halmaz E részhal-
mazan.

3.1.3. Hatarfiiggvény folytonossaga, derivalhatosaga és integralhatésaga

3.7. Tétel (Hatarfliggvény folytonossaga)
Legyen (fn)n>1 egy fliggvénysorozat, mely pontonként konvergal az f hatarfiiggvényhez a D
halmazon és legyen EE C D egy részhalmaz. Ha

(i) az f, fiiggvény folytonos az E halmazon, minden n > 1 esetén,

(ii) az (fn)n>1 fliggvénysorozat egyenletesen konvergal az f hatarfiiggvényhez az E halmazon,
akkor az f fiiggvény folytonos az F halmazon.

3.8. Kovetkezmény
Legyen (fn)n>1 egy fliggvénysorozat, mely pontonként konvergél az f hatarfiggvényhez a D hal-
magzon és legyen ¥ C D egy részhalmaz. Ha az f,,, n > 1 fliggvények folytonosak az E halmazon
és f nem folytonos az E halmazon, akkor az (fy)n>1 fliggvénysorozat nem tart egyenletesen az
f hatarfliggvényhez az £ halmazon.
3.9. Tétel (Hatarfliggvény derivalhatosaga)
Legyen (fn)n>1, fn : [a,b] — R olyan fiiggvénysorozat, melyre

(1) letezik nh—>nolo fn(x) = f(x), barmely = € [a, b] esetén;

(ii) f, derivalhato az [a,b] intervallumon, barmely n > 1 esetén;

(i) az (f),)n>1 derivalt figgvénysorozat egyenletesen tart a g : [a,b] — R fiiggvényhez az [a, b]
intervallumon, amikor n tart végtelenbe.

Ekkor f derivalhato az [a,b] intervallumon és f'(z) = g(z), minden x € [a, b] esetén, vagyis

F(@) = (tim fa@) = lim fi(), Vo€ o]

3.10. Tétel (Hatarfliggvény integralhatosaga)
Ha az (fn)n>1, fn @ [a,b] — R olyan fiiggvénysorozat, melyre
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(i) az f, fiiggvény Riemann-integralhato az [a, b] intervallumon, minden n € N esetén,

85

(i) az (fn)n>1 fliggvénysorozat egyenletesen tart az f : [a,b] — R hatarfliggvényéhez az [a, b]

intervallumon,

akkor az f hatarfiiggvény is Riemann-integralhat6 az [a, b] intervallumon és

/a  fayde = Tim / " b ().
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3.2. Feladatok

3.2.1. Fiiggvénysorozatok konvergencia halmaza és hatarfiiggvénye

3.1. Feladat. Hatérozd meg azon pontok D halmazat, ahol a fiiggvénysorozatok pontonként

konvergalnak! Hatarozd meg az f: D — R, f(z) = lim f,(z) hatarfliggvényt! Egyenletesen is
n—oo

konvergalnak ezen a halmazon?

n

5 €T n
(b) frn:R =R, fo(x) =2"(1 —z"); = i~
2 () fo:R =R, ful2) = 5
@)E:R%RJMMZA;:* — -
22 4+n () fo:RoR, folz) = 2l

3.2.2. Fiiggvénysorozatok egyenletes konvergenciaja

3.2. Feladat. Igazold, hogy az alabbi fiiggvénysorozatok egyenletesen konvergensek:

(a) fn:R—R, M@:Mfﬁ; MH%R%R‘M@:%%%
(b) fn:R=R, fu(z) = 3:2;;8:—71; (€) fn: R=>R, folz)= %arctg (z™);
(©) fo:R SR, fulz) = — ) o FLU =R fale) = 27

(1 + a2y

3.3. Feladat. Igazold, hogy az f, : [0, +o0) = R, f,(x) = %3*”‘” fliggvénysorozat egyenletesen
konvergal a [0, +00) intervallumon.

n

k
3.4. Feladat. Igazold, hogy az f, : R = R, f,(z) = Z Cozg a fliggvénysorozat egyenletesen
k=1
konvergal az R halmazon.
n eka
3.5. Feladat. Minden n € N* esetén legyen f, : [0, +00) = R, f,(z) = Z o Szamitsd ki a
k=1

fiiggvénysorozat konvergencia halmazat! Igazold, hogy az (f,)nen+ fliggvénysorozat nem konver-
gal egyenletesen a (0,+00) intervallumon, de egyenletesen konvergal az [a, +00) intervallumon,
ahol a > 0.

3.2.3. Hatarfiiggvény folytonossaga, derivalhatésaga és integralhatésaga

1 1
3.6. Feladat. Ha a > 0, akkor az f, : [a, g} — R, fu(z) = cosx + icosz:r + -+ —cos"x
n

fiiggvénysorozat esetén szamitsd ki a lim f,(x) hatarfiiggvényt.
n—oo

1
3.7. Feladat. Minden n € N* esetén legyen f, : R — R, f,(z) = ﬁsin kx. Igazold, hogy
k=1
az (fn) fiiggvénysorozat konvergal az R halmazon, a hatarfiiggvénye folytonos és folytonosan

derivalhato az R halmazon.
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3.3. Megoldasok

3.3.1. Fiiggvénysorozatok konvergencia halmaza és hatarfiiggvénye

3.1. Feladat. Hatérozd meg azon pontok D halmazat, ahol a fiiggvénysorozatok pontonként
konvergalnak! Hatarozd meg az f: D — R, f(z) = lim f,(z) hatarfliggvényt! Egyenletesen is
n—oo

konvergalnak ezen a halmazon?
(a) n it R=R, fn(x) =z
Megoldds. Tanulményozzuk a kévetkez6 hatarértéket:

400, haz>1,

1 haz =1
lim z)= lim 2" = ’ ’
n—>00fn( ) n—00 0 ha —1<z<1,

)

3, ha x < —1.

A pontonkénti konvergencia halmaz azon pontok halmaza, ahol a fenti hatarérték véges:
D = (—1,1]. A hatarfiiggvény ezen a halmazon van értelmezve a fenti hatarérték segitsé-
gével: f:D=(-1,1] = R,

0, haze(-1,1)
z)= lim fp(r)= lim 2" =<¢ T
/(@) n—>0<>fn( ) {1, ha xz =1.
Mivel az f, fiiggvények folytonosak a D = (—1, 1] intervallumon, minden n € N* esetén,
de az f hatarfiiggvény nem folytonos a D = (—1,1] intervallumon, ezért a konvergencia
nem lehet egyenletes a D = (—1,1] intervallumon a 3.8. Kévetkezmény alapjan (f, & f
az D halmazon).

— fi(z)=x — fo(z)=xa?

-~ fs0(z)=a5° -- fs1(x)=2"
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y=f@)

3.11. Megjegyzés
Ha a D = (—1,1] intervallum helyett egy kisebb E = [—a,a] C (—1,1) (ahol 0 < a < 1)
intervallumon vizsgaljuk az egyenletes konvergenciat, akkor

(i) [fn(z) = f(2)] = |2" = O] = [2"| = [z[* <a”, Vn=1, VzeFE=][-a,a,

(i) lim @™ =0, mert a € (0,1),

n—oo

ezért a Weierstrass-kritérium (3.3. Tétel) alapjan az (f,) fliggvénysorozat egyenletesen

konvergal az f hatarfiiggvényhez az E = [—a,a| intervallumon (f, = f az E = [—a,d]
intervallumon). o
[

(b) fo:R =R, folz) = z™(1 — 2");

Megoldds. Tanulményozzuk a kévetkezs hatarértéket:

;

—00, hax>1,
0, hazxz =1,
lim f,(xz) = lim 2™(1 —2") =<0, ha |z| < 1,

n—oo T—00
E: haz = —1,

—00, hax < —1.

Tehat a pontonkénti konvergencia halmaz D = (—1,1] és a hatarfiiggvény f : D =
(-1,1] = R,
f(x) = lim f,(z) =0.

n—o0

Az y = 2™ jeldléssel f,(z) = 2"(1—2") = y(1—y) = —y>+y. A g(y) = —y?+y masodfoki

fiiggvény maximum pontja Ymer = %, ahol g(Ymaz) = % értéket vesz fel. Az x, = T\”g eD

fn@:n):(";) (1—<;> ):i(pé):i, R

Tehat létezik egy (zp)n>1 = (’\L/g)nzl szdmsorozat és egy ¢ = 1 szam tgy, hogy

() an={/L€D=(-11], VneN,
(i) [fa@n) = Fl@a)l = |1 0] =1 >, Wnew,

ezért a 3.4. Tulajdonsag alapjan az (f,) fliggvénysorozat nem tart egyenletesen az f ha-
tarfliggvényhez a D = (—1, 1] konvergencia halmazon.
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Yy
,,,,,,,,,,, A
_ ,I 1 =.’E
— fi(x)=z(1—x) — fo(x)=22(1—22) — f3(x)=23(1—a?)
o f’ao(r):x‘r’”(lﬁrm) _ f51(x)=x51(17151)
yu
—1 1 =JI
y=f(z)

3.12. Megjegyzés
Ha a D = (—1, 1] helyett egy kisebb E = [—a,a] C (—1,1), (ahol 0 < a < 1) intervallumon

vizsgaljuk az egyenletes konvergenciat, akkor

(i) |fu(z) = f(2)] = |z"(1 —2™)| < |2"| < a", Vn>1ésVxe E=|—a,al,
(i) lim @™ =0, mivel a € (0,1),
n—oo

ezért a Weierstrass-kritérium (3.3. Tétel) alapjan a (f,) fiiggvénysorozat egyenletesen kon-

vergal az f hatéarfiiggvényhez az E = [—a,a] intervallumon (f, = f az E = [—a,d]

intervallumon). o
O

.’E2

(€) fn:R=R, fu(z) = m;

Megoldas. Kiszamoljuk a kovetkezd hatarértéket

2 1 2
Y fm - T _—0.- Y —0, YreR

Tehat a pontonkénti konvergencia halmaz D = R és a hatarfiiggvény f: R — R,

f(@) = lim_ fo(x) = 0.

n—oo
Az x, = /n € R, minden n > 1 esetén

2
Wm™ _ o _n 1y

Jul@n) = (Vn)2+n n+n 2n 2

Tehat létezik egy (x,,) szamsorozat és egy ¢ = % szam ngy, hogy
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(i) zpn=+vneR, ¥n>1,
(ii> ’fn(xn)_f(xn)’ ‘%_O‘:%an Vn > 1,

90

ezért a Weierstrass-kritérium tagadésa (3.4. Tulajdonsag) alapjan az (f,,) fliggvénysor nem
tart egyenletesen az f hatéarfliggvényhez az R konvergencia halmazon (f, 7 f az R hal-

mazon).
Yy
1
~10 =5 5 10 =@
f@=5, fo@)=s, fo@)=—fes,  foo(e)= s, froo(@)=mrtess,  fio00(@)= oy
Yy
~10 -5 5 10 =
y=f(z)
3.13. Megjegyzés
Ha a D = R konvergencia halmaz helyett egy E = [—a,a] C R, (ahol 0 < a) intervallumon

vizsgaljuk az egyenletes konvergenciat, akkor
. 2 2 h
() [fu(x) = f@) = |pml <% Vn>1ésVaoe E=[-a,a,

(i) lim % =0, mivel a € (0,1),

n—o0

ezért a Weierstrass-kritérium (3.3. Tétel) alapjan a (f,) fiiggvénysorozat egyenletesen kon-

vergal az f hatarfiiggvényhez az E = [—a,a] intervallumon (f, = f az E = [—a,d]
intervallumon). o
O

. xn .

Megoldds. A hatarfiiggvény meghatarozasahoz kiszamoljuk a kovetkezs hatarértéket:

0, halz| <1,
lim fo(z) = lim —% =% ha [z] > 1,
e nrool+22" |1 hax=1,
39, ha x = —1,
mivel
e |z| <1 esetén nl;rglo 2™ = 0, ezért nlbnolo % = % =0,
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o |z > 1esetén lim - =0, ezért
n—oo

z" . " 1 . 1 1 1

m ———=1lm — - ——=lm — —— =0 —— =
n—oo 1 4+ 4" n—oo T4l 1-}-:1:% n—oo M 1+ﬁ 1+0

A konvergencia halmaz D = R\ {—1} és a hatarfiiggvény f: R\ {—1} — R,

F() = lim fulz) = {?’ b 71

n—00 5, hax=1

A konvergencia nem egyenletes a D = R\ {—1} halmazon, mivel az f, = % fliggvények
folytonosak a D = R\ {—1} halmazon, minden n > 1 esetén, de az f hatarfiiggvény nem
folytonos az x = 1 pontban (3.8. Kévetkezmény).

_:),\z\v i 3 ;

fi(@)=17 0w 4/’3(',1-‘):%, ,/':).(l’,)zl'ivj(,, ,/'M.I"J:%, flO(w):%’ f25($):1:%~
Yy
1 .
2
—2 —1 1 2 E
y=f(z)
O
nx
(e) fn:R—=R, fulz) = 2
. . n 400, ha |z| > 1,
Megoldds. Mivel lim % = 2] ezért
n—00 0, ha |z| <1,
lim f,(z) = lim " _ im 2 T v = 0. halz[>1
n—o0 " " n—=oo p2n 4+ n  ncon T +1 1+ lim x2n z, ha \x’ <1 ’
n n—00
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Tehat a konvergencia halmaz D = R és a hatarfliggvény f: R — R,

0, halz|>1
x) = lim f,(z) =14 "’ ’
y“
1
2 -1 -
1 2 z
-1
h)=xtg, L=, Bl)=35 =1 fo@)=tnig,  fs@)=1160ss-
y“
—2 —1 1 2 x
y = f(z)
A konvergencia nem egyenletes az R-en, mert az f,(x) = oo, fiiggvények folytonosak
az R-en, minden n > 1 esetén, de az f hatarfliiggvény nem folytonos az x = —1 és x = 1
pontokban. 0
f) fo:R>R ="
() fn:R— ,fn(x)*m~

Megoldds. Mivel |z| <1 esetén lim " =0 és |z| > 1 esetén lim -5 =0, ezért
n—oo n—oo

h <1
lim f,(z) = lim n___ J+oo, hafe[<1,
0, ha |z| > 1.

n— 00 nooo g2 +1
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Tehat a konvergencia halmaz D = (—oo, —1) U (

1,+00) és a hatarfiiggvény f: R — R,
flz) = lim_ f,(x) = 0.

A fiiggvénysorozat nem lesz egyenletesen konvergens a D = (—oo, —1)U(1, +00) halmazon.
Minden n > 2 esetén legyenek z,, az f,(z) = % egyenlet megoldasai, vagyis

1
%:f = Mm=1""4+1 = 2n—1=22" <= 2,= X2n—-1, VYn>2.
v +1 2
Tehat létezik egy (x,,) szamsorozat és egy ¢ = % szam agy, hogy

(i) = X/2n—1¢€ (1,4+00) C D,Vn > 2,

(i) |fu(zn) = flza) =530 =3 > ¢, Vn>2,
ezért a Weierstrass-kritérium tagadésa (3.4. Tulajdonség) alapjan az (f,) fliggvénysorozat
nem tart egyenletesen az f hatéarfiiggvényhez a D = (—oo,—1) U (1,400) konvergencia

halmazon.
yll
10
// 5
/ 3
1
/\
_/ \‘
) 1 1 2 T
1+
fl@)=mte, PR@=g, B@=55 H@=0q fo@=t  f5o@)=1605-
yﬂ
9 -1 1 3 T
y = f(x)
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3.3.2. Fiiggvénysorozatok egyenletes konvergenciaja

3.2. Feladat. Igazold, hogy az alabbi fiiggvénysorozatok egyenletesen konvergensek:

.1?2

(a) fa:R=R, folz) = mé

Megoldds. Fl&szor meghatarozzuk a D pontonkénti konvergencia halmazt és a hatarfiigg-

vényt.
m — Cm LT 0 Ty wer
n1—>r£olon2—|—x4_ngrolon2 1_|_%;L_ 1+0 7 . ’

tehat D = R a konvergencia halmaz és f : R — R,

a hatarfliggvény.

A Weierstrass-kritérium alkalmazasahoz megvizsgaljuk az | f,,(x) — f(x)| kiilonbséget.
(i) Ha = # 0, akkor minden n € N*-ra

z? T z I

Wt = gn

|[fulz) = f(2)] =

= <
n2+z* ~ 2na?2  2n
mert a szamtani-mértani egyenlGtlenség alapjan minden x # 0 és n € N* esetén

n2+x4
2

2

> Vn2zt = nz? < n?+ 2t > 2n2’

Ha z = 0, akkor is teljesiil az

/2 (0) = FO) = | 55—z

egyenlGtlenség minden n € N* esetén.

11 A A _ 1 . . . 1
(ii) Tovabba a b, = 5, Sorozatra teljesiil, hogy nh—>120 5= =0.

Tehat a Weierstrass-kritérium (3.3. Tétel) alapjan az (f,,) fiiggvénysorozat egyenletesen
konvergél az f hatarfiiggvényhez az R-en (f, = f =0 az R-en).

Y,
1
9 ~1 1 3 a

, L2 ‘ 2 2 2
f](.I!):l._)'ﬁ, f2(®)=o 7, ) ) fl()(:l’l):w;ﬁu f20($):2021W-
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Yy
—2 —1 1 2 T
y=f(z)
O
$TL
(b) fu:R=R, faulz)= 2
Megoldds. Hasonléan az el6z6 ponthoz
mTL_l’];z%:ézoy ha‘$‘>1,
0 _
lim 21‘” _ Oi—(lx) =0, ha |z| < 1,
n
n—oo I +n mzo, hax:—l,
1 _
TFoo — O, ha z = 1,

ezért a pontonkénti konvergencia halmaz D = R és a hatarfiiggvény f : R — R, f(z) =
lim f,(x)=0.

n—oo

A Weierstrass-kritérium alkalmazasdhoz megvizsgéaljuk az | f,(x) — f(x)| kiilonbséget.

(i) Ha x # 0, akkor

|[fulz) = f(2)] =

2 ‘_ o] a1

2+ n
szintén a szamtani-mértani egyenlGtlenség alapjan minden x # 0 és n € N* esetén

2 4 n

> Vi = |z|"/n <= 2%" 4+ n > 2z|"Vn.

Ha x = 0, akkor is teljesiil az |f,(0) — f(0)] =

o 0‘ =0 < 1= = b, egyenl6t-

027 4n 2v/n
lenség, minden n € N* esetén.
.o . . . _ . 1 _
(ii) Tovabba 7}1_)1{)10 by = nh_)rgo 5= 0.

Igy a Weierstrass-kritérium (3.3. Tétel) alapjan az (f,) fiiggvénysorozat egyenletesen kon-
vergal a hatarfiiggvényhez az R halmazon (f, = f =0 az R-en).
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0.5

—1.5 N\ A1 1 1.5

—-0.5
fi(@)=15, ,/Q(J‘)*__f,l, /HLJ‘)*%, ,/'WHW*%, fzo(ﬂf):%j%, fso(x)=5oi%~
Y,
-1.5 —1 1 15 T
y = f()
O
xn
(€) fa:R=R, fulz) = m;

Megoldds. Ha |z| < 1, akkor |z| < 1+ 2?*, mig ha |z| > 1, akkor |z| < 22" < 1 + 2%

Tehat ‘H% < 1, minden x € R esetén, ezért
. . z" . z  \"
Jm fa(@) = lim G = <1+x2) =0, Veek.

Ez alapjan a konvergencia halmaz D = R és a hatarfiiggvény f: R — R, f(z) =0.
Teljesiilnek a Weierstrass-kritérium feltételei:

(i) Ha x # 0, akkor minden n € N* esetén

xn

[fu(z) = f(2)| = ‘mmgn)n - 0‘ ET0R
| (2n—1)"%

S — n o n = bn7
<2n- x| - (2n — 1)—22n1) (2n)

mivel minden x € R és n € N* esetén a szdmtani-mértani egyenlGtlenség alapjan
gy g

1+ 21 (2n — 1)2n171 4 g2 ) 1 2n—1 e
— > n 2n — - (2n — 1 2n
2n 2n = V\2n-1 e = lef - (2n —1)

1
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= 1422 >2m |z 2n—1)" "2 .

2n—1
Ha z = 0, akkor is |f,(0) — £(0)| = ’% —o‘ =0 < 2D — b, minden
n € N* esetén.

(ii) Tovébbé

2n—1
o — 1 9 — 1)2n-1 on—1)2-1 ]
lm b, = Lim RN Ty (G D [@r o DR
n—00 n—00 (Qn)n n—00 (277,)2" n—00 (277,)2”_1 v 2n
I 1 1 I 1 1 1 0
= 1m . frnd 1m . — .
n—00 on 2n—1  +/2n n—00 1 2n—1 +/2n e
(277,—1) <1 + 2n—1)

=0,

ezért az (fy) fliggvénysorozat egyenletesen konvergal a hatarfiiggvényhez az R halmazon
(fn = f =0 az R-en).

yﬂ

0.25

-15 W 1 15

—0.5
fi (flf)iﬁ, ,/'Q(J‘):ﬁ, fs U“):ﬁ,
, .10 425 50
fr0(2)= 720910 fa5(2)= 1 Ts0y25 fso(m):WA
y“
0.5
—15 —1 1 15

—0.5
y = f(=)

CoS Nx
d) fn R>R, filx)=—;
(@) i RSB fule) = o
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Megoldds. Mivel cosnz € [—1, 1], minden = € R és n € N* esetén, ezért

| cos nz| 1
0< |fn(x)_0| = |fn(x)| = n2+1 2+l

Hatérértékre térve, mikor n tart a végtelenbe kapjuk, hogy

0 < lim [fp(x)] < lim
n—o0

n—)oon2—|—1:(),

ezért a fogd tétel alapjan lim |f,(x) — 0| = 0, tehat a fliggvénysorozat hatarfiiggvénye f :
noo

R — R, f(x) = 0. Masrészt, a b, = n%ﬂ sorozat esetén teljesiilnek a Weierstrass-kritérium
feltételei, ezért az (f,) fliggvénysorozat egyeneletesen konvergal a hatarfiiggvényhez az R
halmazon (f, =2 f az R-en).

\_/CC
1 3
h@)=1%%, f@)=%2, f@)=5T, o F(@)=552 o=
Ya
-3 -2 -1 1 2 3 E
y = f(x)
O

(©) fu BB, ful) = -arcts (a");

Megoldds. Mivel arctgy € (—g, g) minden y € R esetén, ezért

1
lim fp(z) = lim —arctg(z") =0, VzeR.

n—o00 n—oo n

Tehét a fiiggvénysorozat konvergencia halmaza D = R és a hatéarfliiggvénye f : R — R,
f(z) = nh_fgo fn(x) =0.

Az (f,) figgvénysorozat egyenletesen konvergal az f hatarfiggvényhez az R-en, mivel
teljesiilnek a Weierstrass-kritérium feltételei (3.3. Tétel):

(i) [fa(z) = f(2)| = |Larctg (z") — 0] = J|arctg ()] <

== - 5, minden n > 1 és minden
x € R esetén,

1
n
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(i) lim &5 =0.

nx
f -1, =R =
(0 fu: LU SR fula) = o
Megoldds. Az (fy,) fiiggvénysorozat hatarfiiggvénye f : [—-1,1] — R, f(z) = = a 3.1. Feladat
(e) alpontja alapjan.
A fliggvénysorozat egyenletesen konvergal a hatarfiiggvényhez, mert teljesiilnek a Weier-
strass kritérium (3.3. Tétel) feltételei:

_ 2n+1 1 1 .
(i) [fa(z) — f(2)] = m2n+n ’ = | §2n+n ) < \;02|n+n S om T oW minden = €
[—1,1] és minden n > 1 esetén,
(ii) nhrgon 0.
Yy
1
1 1 x
-1
fi@)=—",  fale)=4%;, : )=ty fel@)=
Yy
1
1 1
-1

y = f(x)
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O
3.3. Feladat. Igazold, hogy az f,, : [0, +00) = R, fr(x) = %3_””" fliggvénysorozat egyenletesen
konvergal a [0, +00) intervallumon.
Megoldds. ElGszor igazoljuk a
3 >2? = 3" -22>0, V>0 (3.1)
egyenlStlenséget. Ha x € [0, 1), akkor az egyenlStlenség teljestil, mivel
3 >1>x>2% Vrel01). (3.2)

Ha z > 1, akkor tekintjiik a h : [1,+00) — R, h(x) = 3% — 22 fiiggvényt, amirdl igazoljuk, hogy
nemnegativ, vagyis h(z) > 0, minden x > 1 esetén. Mivel

h(1)=3'-12=3-1=2>0, (3.3)
ezért elég belatni, hogy a h fliggvény névekvs. Ehhez kiszamitjuk a derivaltjat:
h'(z) = 3%In3 — 2,

és igazolni akarjuk, hogy nemnegativ, minden z > 1 esetén. Az el6bb véazolt modszert alkalmaz-
zuk erre is. Mivel

h'(1)=3In3—-2>3lne—2>3-2>0, (3>e), (3.4)
igy szintén elég belatni, hogy a b’ fliggvény novekvs. Ezért kiszamoljuk a derivaltjat:
h'(z) =3%(In3)* =2 >3(In3)> —2>3(lne)? —2>3-2>1, Vo>1, (3.5)

mivel a 37 exponencialis fliggvény névekvs. Tehat a b’ fliggvény névekvd, ezért b/ (x) > h/(1) > 0,
minden x > 1 esetén a (3.4) Osszefiiggés szerint. Ez azt jelenti, hogy a h fiiggvény is novekvd,
tehat h(x) > h(1) > 0, minden = > 1 esetén a (3.3) Osszefiiggés alapjan. Ezzel belattunk azt is,
hogy
h(z) =3" -2 >0, Va>1. (3.6)
A (3.2) és (3.6) egyenl6tlenségek adjak a (3.1) egyenl6tlenséget.
A (3.1) egyenl6tlenséget felhasznalva

z2" 1 [22\" 1
o<l g — (L) <=y
= on on (31’) = T

vV

=
<
S
v
—

és hatarértékre térve

2 1
0< lim —3™ < lim — =0,
n—oo 2N n—oo 2N
igy a fogo tételbsl adodik, hogy lim f,(z) = lim %3_” = 0, minden z > 0 esetén. Mivel

minden x > 0 esetén a fiiggvénysorozat konvergens, ezért a konvergencia halmaz D = [0, +00)
és a hatarfiggvény f(z) = lim f,(x) =0.
n—oo
Az egyenletes konvergencia igazolasdhoz a Weierstrass-kritériumot (3.3. Tétel) fogjuk hasz-
nalni. Ehhez két dolgot latunk be:
2

n n
(1) |fu(z)—f(z)| = %3*"”3 =+ (%) < 51" = 5L minden z > 0 és minden n > 1 esetén
.. 1. L —_
(i) Hm 5 =0,
ezért a Weierstrass-kritérium alapjan a fliggvénysorozat egyenletesen konvergens a [0, +00) in-

tervallumon. O
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n

k
3.4. Feladat. Igazold, hogy az f,, : R = R, f,(z) = g COZ3 < fliggvénysorozat egyenletesen
k=1

konvergél az R halmazon.

Elsd megoldas. A Cauchy-kritériumot (3.5. Tétel) fogjuk hasznélni az egyenletes konvergencia
igazolasdhoz. Ehhez a kovetkezsket kell belatni:

(i) ha m > n, akkor

cos(n+ 1)z  cos(n+ 2)x cos mx
‘fm(x)_fn(w)‘ = (7”(1, _’_+1>3) (TE +—;)3) ms
< cos(n + 1)z cos(n + 2)x ‘cosmx‘
“ | (n+1)3 (n+2)3 m3
< 1 + 1 +...+L
“(n+1)2  (n+2)3 m3
< 1 + 1 +...+;
“n-n+1)-1 (n+1)-(n+2)-1 (m—1)-m-1
1 1 1
_n(n+1)+(n—|—1)(n—|—2)+“.+(m—1)m
A 1 1 11
_<n_n+1)+<n+1_n+2>+ Qn—l_m>
1 1 1
= <=

minden z € R és minden m > n > 0 esetén,
. . 1
i) lim = =0
( ) n—oo ’

ezért a Cauchy-kritérium alapjan a fliggvénysorozat egyenletesen konvergens az R-en. O

(o]
CO;% a y, CO;# fliggvénysor részlet-

k=1 k=1
Osszeg sorozata, ezért a f, egyenletes konvergencidja egyenértéki a fiiggvénysor egyenletes kon-
o

Mdsodik megoldds. Eszrevehetjiik, hogy az f,(z) =

Cogfw fliggvénysor egyenletes konvergenciajara a fliggvénysorokra vonatkozo

vergenciajaval. A )
=1

k=
Weierstrass-kritériumot (4.2. Tétel) hasznaljuk:

(1) ‘COE#| < %, minden k € N* és minden z € R esetén, illetve

k3
[e.e]
(i) > 1%3 sor konvergens,
k=1

ezért a fliggvénysor egyenletesen konvergens az R-en.

O
" e ke
3.5. Feladat. Minden n € N* esetén legyen f, : [0, +00) = R, f,(z) = Z P Szamitsd ki a

k=1
fiiggvénysorozat konvergencia halmazat! Igazold, hogy az (fy,)nen+ fliggvénysorozat nem konver-

gal egyenletesen a (0, +00) intervallumon, de egyenletesen konvergal az [a, +00) intervallumon,
ahol a > 0.

Megoldds. Az f,(x) = kz: e_k]m fliggvénysorozat a ki::l % fliggvénysor részletisszeg sorozata.
Rogzitjiik az x-et és vizsgaljuk a i % pozitiv tagi sor konvergenciajat a hényados kritéri-
k=1
ummal (ay = efkkz az altalanos tag):
e—(k-i—l)x k k

lim Ghi1 _ lim ——— = lim e™*
k—oo Qg k—oo k4+1 e~k k—o00 kE+1
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Ha e™ < 1 vagyis ¢ > 0, akkor a sor konvergens. Ha e™* > 1 vagyis x < 0, akkor a sor divergens.
oo 00

Ha e=® = 1 vagyis « = 0, akkor kiilon vizsgaljuk a sor konvergencidjat: a Y. < ]fo = > %
k=1 k=1

harmonikus sor divergens. Tehat D = (0, +o00) az (f,) fliggvénysorozat konvergencia halmaza.

Annak igazolasahoz, hogy a fliggvénysorozat nem egyenletesen konvergens a (0, +00) inter-
vallumon hasznéljuk a kovetkez§ harmonikus sorra vonatkozé becslést (n = 2™)

1 1 1 1 1 1 gm _gm=1  gm-1 1
ahonnan
2m e—kx 2m e—me - 2m 1 1 -
— _ —T —X
fgm(l‘)—me—l(l’)— Z A > Z A =€ Z Ezie .
k=2m-141 k=2m-141 k=2m-141

Ezért, ha x,, € (0, 4+00) egy olyan szam, hogy e~2"®m > %, vagyis T, < g‘—mz, akkor

1 om 1 .
|f2m,1(3§'m) — f2m71_1(xm)\ Z 56 Tm?2 Z Z’ Vm S N

és a fiiggvénysorozatokra vonatkozo Cauchy-kritérium (3.5. Tétel) miatt az f, fliggvénysorozat
nem konvergal egyenletesen a (0, +00) intervallumon.

0 —
A fiiggvénysorokra vonatkozo Weierstrass-kritérium (4.2. Tétel) alapjan a ) ¢ kk:” fiiggvény-
k=1

sor egyenletesen konvergél a [a,+00) intervallumon, mert:
(i) 67,:1‘ < %, Vk € N*, Vz € [a, +00),

s —a . .
(ii) a > % sor konvergens (hanyados kritérium).
k=1
Mivel az f,, fliggvénysorozat ennek a sornak a részletosszeg sorozata, ezért egyenletesen konvergal
az [a,400) intervallumon. O

3.3.3. Hatarfiiggvény folytonossaga, derivalhatosaga és integralhatésaga

1 1
3.6. Feladat. Ha a > 0, akkor az f, : [a, g} — R, fu(z) = cosx + §COSQ$ +---4 —cos"x
n

fiiggvénysorozat esetén szamitsd ki a lim f,(x) hatarfiiggvényt.
n—oo

Megoldds. A hatarfiiggvény kiszdmitasdhoz a hatarfiiggvény derivalhatésagara vonatkozo tételt
(3.9. Tétel) fogjuk hasznélni. Elszor belatjuk a Cauchy konvergencia kritérium (3.5. Tétel)
segitségével, hogy létezik hatarfliggény az [a, g] intervallumon, majd belatjuk, hogy a derivaltak
fliggvénysorozata egyenletesen tart egy g fliggényhez, amit ki tudunk szamolni. Ez a g fliggvény
lesz a hatarfliggvény derivaltja, ahonnan végiil kiszamoljuk a hatarfiiggvényt.

(i) Ha m > n, akkor

cos"tl cos™ x
| fm(z) — fu(z)| = n74—1+"'+ —
< cos"tl ¢ cos™ x
| n+1 m
_ |cosa|t? | cos x|™
 on+1 o m
(2) (cosa)™*t (cosa)™

n+1 m
< (cosa)" ™ + ...+ (cosa)™
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= (cosa)"™ [1+cosa+ (cosa)® + ...+ (cosa)™ "]
_l’_

< (cosa)™ " [1 +cosa+ (cosa)> + ...+ (cosa)k + .. }

n+1 1

- (COS a) 1 —cosa

= Op,

minden x € [a, g] és ahol a () egyenldtlenségben felhasznaltuk, hogy a koszinusz fiiggvény
s
2

csokkend a [a, ] intervallumon, ezért 0 < |cosz| = cosz < cosa, minden z € [a, g]
esetén;

. . BT (cosa)™t1

(ii) lim b, = lim “F=—— =0,

n— oo n—oo
igy a Cauchy konvergencia kritérium alapjan az (f,) fliggvénysorozat pontonként konvergal az
[a, Z] intervallumon, és létezik f: [a, ] = R, f(z) = 1i_>m fn(z) hatarfiiggvény.

n—oo

Az f, fliggvények derivalhatoak az [a ”] intervallumon és

’2
1 1 '
/ _ 2 n _ . . n—1 .
fo(z) = cosa:+§cos x4+ -+ —cos"z | = —sinz —coszsine —--- —cos" " xsinz
n

. _ . 1—cos"x

= (—sinz) - (1+cosz + -+ cos” lx) = (—sinz)  ———.

1—cosz

A derivalt fiiggvények sorozata pontonként konvergal az [a, g] intervallumon:

1— lim cos"x

(@)1= Jim (o) = lim (—sing) T L (—sing) -
g\xr —nl_>1'I;o n\T _nl—)ngo sinx 1 — cosz = sinx 1 — cosa
1 sinx

= (—sinz)- 1—cosz cosz—1

minden z € [a, g] esetén.

Az (f]) fiiggvénysorozat egyenletesen konvergal a g fiiggvényhez:
(1)

1—cos™z sinxz

(@) = g(@)| = |(—sinz) - -

sin x cos™ x

1 —cosx cosx — 1 1 —cosx
sinzcos"x _ 1-(cosa)”  (cosa)” ,
= < = =
1l—cosz — 1—cosa 1—cosa n
minden x € [a, g] esetén;

) . T (cosa)™ __
(27) nh_g)lob;l = nh_)ngom =0, mert 0 < cosa < 1,
ezért a Weierstrass-kritérium (3.3. Tétel) alapjan az (f},) fiiggvénysorozat egyenletesen konvergél
a g fiiggvényhez az [a, g] intervallumon.

A fentiek alapjan a hatarfiiggvény derivalhatosagara vonatkozé tételt hasznalva az f hatar-
fliggvény derivalhato és

sinx

fle) = g(e) = o Ve fag].

Az f hatarfiiggvény kiszamithato az f’ fliggvénybdl a Newton-Leibniz—tétel segitségével

f(x) = f(xo) = / f(t)dt.

Ehhez ismerniink kell az f hatarfiggvény értékét egy pontban. Mivel

2

T T  cos® T cos" T
() -emg e
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minden n € N* esetén, ezért f (%) = nhﬁ\nolo In (%) = lim 0=0.

n—oo
Tehat

T r 3, 2 sint
= — — ) = t)dt = — t)dt = — —dt
fw =11 (5) = [ rwar=- [ roa=- [7 0
T z 1V
_ /2 sint dt = /2 (cost —1) dt.
z cost—1 s cost—1
Az u = cost — 1 valtozocserét hasznalva kiszamoljuk, hogy

t—1) 1
/(COS)dt:/du:1n\u|+c:1n|cost—1|+C=1n(1—005t)+0-
cost — 1 (7

Innen adédik végiil, hogy a hatarfiiggvény

WP

flx) = /2 <COL_l)/dt = In(1 — cost)

cost — 1

= —In(1 — cosz).
€T

O

n
1
3.7. Feladat. Minden n € N* esetén legyen f, : R = R, f,(z) = Z ﬁsin kx. Igazold, hogy
k=1

az (fn) fiiggvénysorozat konvergal az R halmazon, a hatérfiiggvény; folytonos és folytonosan
derivalhaté az R halmazon.

Megoldds. A Cauchy-kritérium (3.5. Tétel) segitségével fogjuk belatni, hogy létezik hatéarfiigg-
vény.

(i) Minden = € R és minden m,n € N*, m > n esetén

sin(n + 1)z sin(n + 2)z sin mx
) = Fula)] = | + TR e+
|sin(n + 1)z| |sin(n + 2)z| | sin ma|
(n+1)>3 (n+2)3 m3
< 1 + 1 _|_..._|_i
“(n+1)2  (n+4+2)3 m?3
B 1 . 1 - 1
“n-(n+1)-1 (n+1)-(n+2)-1 (m—1)-m-1
1 1 1 1 1 1
:<n‘n+J+<n+era)+“+<m_1‘m>
1
nom
<1
n

.. . 1
() g w =0

ezért a Cauchy-féle kritérium alapjan a megadott (f,,) fiiggvénysorozat pontonként és egyenlete-
sen is konvergal az R-en egy f hatéarfiiggvényhez.

A hatarfiiggvény derivalhatosagara (3.9. Tétel) és folytonossagara (3.7. Tétel) vonatkozd
tételek segitségével fogjuk belatni, hogy az altalunk nem ismert f hatarfiiggvény folytonos és
folytonosan derivalhatd az R-en.

A megadott f, fiiggvények folytonosak az R-en, minden n > 1 esetén és az (f,,) fliggvénysoro-
zat egyenletesen konvergal az R-en, ezért az f hatarfiiggvény folytonos az R-en a hatarfiiggvény
folytonossagara vonatkozo tétel szerint (3.7. Tétel).
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A megadott f, fiiggvények folytonosan derivalhatéak az R-en, minden n > 1 esetén:

. . . /
£ () <sm xr sin2x sin nx) cosx  cos2x cosmx
! (z) = —

A Cauchy-féle kritériummal szintén belathato, hogy az (f],) fliggvénysorozat egyenetesen kon-
vergal az R-en egy g : R — R fliggvényhez.

(i) Minden z € R és minden m,n € N*, m > n esetén

cos(n+ 1)z cos(n + 2)x cos mx
(@) = fr(2)] = 2 p T 2
(n+1) (n+2) m
|cos(n+ 1)z| = |cos(n + 2)z| | cos mz|
~  (n+1)2 (n+2)2 m?
1 n 1 n n 1
“(n+1)2  (n+2)? m?
<L ! TN —
“n-(n+l) (n+1)-(n+2) (m—1)-m
(1 1y (1 LN, (L1
S \n n+1 n+1l n+2 m—1 m
11
nom
1
S 75
n

i 1
() o =0
ezért a Cauchy-féle kritérium (3.5. Tétel) alapjan a megadott (f)) fliggvénysorozat pontonként
és egyenletesen is konvergal az R-en egy ¢ hatarfiiggvényhez, amely folytonos a hatarfiiggvény
folytonossagra vonatkozo tétel alapjan (3.7. Tétel).
Végiil a hatarfliggvény derivalhatosagara vonatkozo tétel alapjan az f = nh_}ngo fr hatarfiiggény

derivalhato és a derivaltja f' = g = lim f], amely folytonos. O
n—oo



4. fejezet

Fuggvénysorok, hatvanysorok

4.1. Elméleti 6sszefoglald

4.1.1. Fiiggvénysorok

4.1. Ertelmezés -
Legyenek H C R és f, : H - R, n>0. A Y f, fuggvénysor pontoként konvergil a D C H

n=0

58]
halmazon, ha minden x € D esetén a Y f,(x) valos szamsor konvergens. A
n=0

o
D = {ZL‘ € H| an(as) konvergens}
n=0

o0
halmaz a fliggvénysor konvergencia halmaza és az s : D — R, s(z) = > fo(x) fuggvény a
n=0

o0

fiiggvénysor dsszegfiigguénye. A > fy fiiggvénysor egyenletesen konvergens az E C D halmazon,
n=0
N
ha az sy = Y fn részletosszeg sorozat egyenletesen konvergens az E C D halmazon.
n=0

4.2. Tétel (Weierstrass-féle kritérium fiiggvénysorokra)

o0
Az f, : H — R, n > 0 altalanos taga »_ f, fliggvénysor abszolut konvergens és egyenletesen
n=0

oo
konvergens az E' C H halmazon, ha létezik olyan ) a, pozitiv tagt szamsor, amelyre
n=0

(i) |fn(x)| < ayn, minden n € N és minden x € E esetén,

oo
(ii) a > a, pozitiv tagu sor konvergens.
n=0

4.3. Tétel (Cauchy-féle kritérium az egyenletes konvergencia eldontésére)
o0
A > f, fuggvénysor akkor és csak akkor egyenletesen konvergens az E halmazon, ha létezik

n=0
olyan (an)nen valos szamsorozat, amelyre

(1) [font1(x)+ -+ fm(x)] < ap, minden n € N, minden m > n és minden = € E esetén,

(ii) nh_)rgo an = 0.

4.1.2. Hatvanysorok

4.4. Ertelmezés

[e.e]
Legyen zg € R. A Y ap(x—20)" = ap+a1(z — o)+ - -+ an(r —x0)" +. .. alaku fiiggvénysort

hatvdanysornak neve;ziik, ahol ag, a1, as,... € R a hatvanysor egyiitthatoi.

106
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4.5. Tétel (Cauchy-Hadamard)
o0

A > ap(x — xp)™ hatvanysor esetén legyen ¢ = lim {/|ay| (fels6 hatarérték) és legyen
n=0 n—0o0

0, ha ¢ = 400,
r= %, ha 0 < £ < 400,
400, hat=0

a hatvanysor konvergencia sugara.

(i) Ha r = 400, akkor a hatvanysor abszolut konvergens az R halmazon.
(ii) Ha r = 0, akkor a hatvanysor csak az x = xp pontban konvergens.

(iii) Ha r € (0,400), akkor a hatvanysor abszolut konvergens az (z¢ — 7, ¢ + r) intervallumon
és divergens a (—oo, g — r) U (xg + 7, +00) halmazon.

|an+l‘
lan|

A konvergencia sugar kiszamitasahoz felhasznalhatjuk, hogy ¢ = 11m Ylan| = hm

4.6. Megjegyzés

Az r € (0,400) esetben az (xg — 7,z + r) intervallum végpontjaiban, vagyis az xg —r és xg + r
pontokban a hatvanysor konvergencidjat kiilon-kiilén meg kell vizsgalni. o
4.7. Tétel (Hatvanysor egyenletes konvergenciéja)

o0

Haa > a,(x—xz¢)™ hatvanysor konvergencia sugara r, akkor a hatvanysor egyenletesen konvergal
n=0

barmely [a,b] C (zo — 7,20 + r) intervallumon (a < b).

4.8. Tétel (Hatvanysor Gsszegfiiggvényének folytonosséga)

o0
A > ap(x — )™ hatvanysor Osszegfliggvénye folytonos az (zg — r, z¢ + r) intervallumon, ahol
r a konvergencia sugar.

4.9. Tétel (Hatvanysor tagonkénti derivaltja)
o0

A > an(z —zf) hatvanysor Osszegfiiggvénye tetszdlegesen sokszor derivalhat6 az (xg— 1, xo+1)
n=0
intervallumon, ahol r a konvergencia sugér, és

(Zan(:c—xo)”> :Z(an(a:—xg Zan n(x — xop) n—1
n=0

n=0

4.10. Tétel (Hatvanysor tagonkénti integralasa)
o0

Har > 0 a Y a,(x — 29)" hatvanysor konvergencia sugara és a < b € R 1agy, hogy [a,b] C
n=0

(g — r,xo + 1), akkor a hatvanysor Gsszegfiiggvénye integralhato az [a, b] intervallumon, és
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4.2. Feladatok

4.2.1. Fiiggvénysorok konvergenciaja, konvergencia halmaza

4.1. Feladat. Hatarozd meg a kivetkezs fliggvénysorok pontonkénti konvergencia halmazat:

3 L L—a?\" ., sinnx
) [ R: d sinnw R & .
(a)nZ:;( )1nn<1+;,;2)7$€ ; ()nz::l e ,t€Résa>0;
(b) Z(n‘i_{[jz)—a’_xeR’aER; (e) ZCOS?Z’ijRésa>O;
e n=1
(C)nz::lnxn( +a"),a>0,z€R; ();n?’ e>0

2

D
T
4.2. Feladat. Hatirozd meg a g D PE——
i n=0 (1 +

2 r € R fliggvénysor konvergencia halmazat és

Osszegfliggvényét! Egyenletesen ko;lvergens—e a fliggvénysor a konvergencia halmazon? Igazold,
hogy a fliggvénysor egyenletesen konvergens az (—oo7 —%] U [%, oo) halmazon!

4.3. Feladat. Hatérozd meg a kovetkezd fiiggvénysorok pontonkénti konvergencia halmazat és
abszolut konvergencia halmazat:

w 3 © Y re (55)

n=

H
i
L

(b) 32 0 S () a ek

n=1 n=1
> 1—xz)" > 1\N"/1—2\" 1
_yynn L2, 1+ — R\S = ¢
@ St @3 (1+5) (772) =emis):
() ZC‘ZT,xeR; (h) ZSIZQQC, a>0,z€eR.
n=0 n=1

4.4. Feladat. Vizsgald a kovetkezd fiiggvénysorok konvergenciajat a Weierstrass-kritérium (4.2. Té-
tel) segitségével:

[} 9 00
(a‘) Z:l(_l)nw, T € R, (C) ngl arctg 2nt z 5
n—=
S (@) 3 sin (522)
1 d sin (zz—=), x > 0.
®) 2 g *€R o (e
n=1

4.2.2. Hatvanysorok

4.5. Feladat. Hatarozd meg a kovetkezd hatvanysorok konvergencia sugarat, konvergencia hal-
mazat (vizsgald a sor viselkedését az intervallum végpontjaiban):

n

() Y g

n=0

‘ 8

n
)

OB
n=1

[\
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] n [ele] 1+ 1\n
OB (8) Y (+)x
n=1

(d) Z(l—i—;—i—...%—i) (x —1)" (h) Zn”(x+3)";

n=1

© S 3@+ 1™ D) PRatre
n=0

[ n2+n %)
WY (1+3) @ () 3™ e

n
n=1

4.6. Feladat. Hatarozd meg a kovetkezd hatvanysorok konvergencia sugarat, konvergencia hal-
mazat (vizsgald a sor viselkedését az intervallum végpontjaiban):

a 3z, d L;
nn
n=0 n=1
(b) Z 3n+1x2n+1; = (_1)11 2n

n=0 (€) T;O @n+ D"
c) 23”2:0”2
n=0

4.2.3. Hatvanysorok Osszegzése

4.7. Feladat. Hatarozd meg a kovetkez$ hatvanysorok konvergencia halmazét és szamitsd ki az
Osszegfliiggvényt:

o (e.)
a) Zx”; Z n+2)x
n=0 n=0

[e.9]

(b)Z%; in+1 n+2)z
n=1 n=0

(c) Z%{:Q () Zln%";

(d) ;%(”4‘;;(”4‘3); (k) nz% :;!, (0! = 1);
N — nﬂ = (lna)n n

(e) Z( 1) 1 (I)Z o " a>0;
n=0 n=0
o I2n+1 00 "

® —~ o+ 1 (m) nzl (n— 1)

4.8. Feladat. Hatérozz meg egy olyan hatvanysort, amelynek f Osszegfiiggvénye teljesiti az
f"(z) — f(z) = 0 differencidlegyenletet és hatéarozd meg a konvergencia halmazat!
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4.3.

Megoldasok

4.3.1. Fiiggvénysorok konvergenciaja, konvergencia halmaza

4.1. Feladat. Hatarozd meg a kivetkezs fliggvénysorok pontonkénti konvergencia halmazat:

o0 n
1 — 22
Z lnn <1+x2> e

oo n
Megoldds. Ha bevezetjik az y = L‘r;z jelolést, akkor a megadott sorbol a 22 %y" hat-

n—=
vanysort kapjuk. A Cauchy-Hadamard—tételt (4.5. Tétel) hasznalva meghatéarozzuk a kon-
vergencia halmazat. A hatvanysor konvergencia sugaranak meghatarozasahoz kiszamoljuk
a kovetkezs hatarértéket:

(=pntt
0= ligg 0D In @ Iz
T S (1—1)" T S ln(n + 1) T r5too ln(x + 1)
/ ! 1
(L:H) lim hnix = lim 2% = lim z+1 =1,

/ 1
z——4o00 In (:1: + 1) T—+00 1 z—+o0o T

ahol a (x) egyenl8ségben a sorozathatarértéket atirtuk fiiggvényhatarértékre, majd a L'Hos-

pital-szabalyt hasznalva kiszamoltuk azt. Innen kapjuk, hogy a konvergencia sugir r =
% = % = 1. Tehat a hatvanysor konvergal a (—1,1) intervallumon és divergal a [—1,1]

intervallumon kiviil, ezért megvizsgaljuk a konvergenciat az intervallum végpontjaiban:

hmn valtakozo elGjeld sor konvergens, mert teljesiilnek a

. , . 1 .. P . 1
Leibniz-kritérium (2.24. Tetel) feltételei (a (i) sor csokkend és nh_}n;o wn =0),

e az x = 1 pontban a Z

[e.°]
e az © = —1 pontban a Z lnn e = ) - sor divergens az 1. 6sszehasonlita-
n=2
si kritérium (2.8. TulaJdonsag) alapjan, mivel ﬁ > n%rl minden n > 2 esetén és
oo o0
> %H = > 1 divergens.
n=2 n=3

oo n
Tehat a > (1) y" hatvanysor konvergencia halmaz Dy, = (—1,1]. Innen kapjuk, hogy

Inn
n=2

o0 n
az eredeti (—1)”ﬁ (};i;) fliggvénysor konvergencia halmaza azon x € R pontok
n=2

halmaza, amelyekre

—— e (-1,1] < -1< <1l &= —-1—z°<1—2°<1+2°
1+ 22 1+ 22
S 1 (1=22\"
Mindkét egyenlStlenség teljesiil minden x € R esetén, ezért a 22(—1)”m (%) fiigg-
n=
vénysor konvergencia halmaza D = R. O
o0
Z(n +2%)7% 2 €R, a €R;
n=1

Elso megoldds. Megjegyezziik hogy a megadott sor pozitiv tagi, minden x € R esetén,

tovabba a Z 2)a sor a Z —- altalanositott harmonikus sorhoz hasonlit. A III. Gssze-
n=1

hasonlitési krlterlummal (2.12. Tulajdonséag) 6sszehasonlitjuk 6ket. Minden = € R rogzitett
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szamra

1 a a
lim O gy (lim " > =1=1 € (0,+00),

n—oo L n—00 (n + xz)a

tehat a kritérium alapjan a két sor ugyanolyan természetd, vagyis a > 1 esetén konver-
gensek, mig a < 1 esetén divergensek. Innen kapjuk, hogy a fliggvénysor konvergencia

halmaza
D— R, haa>1,
f, haa<1l.

O]

Mdsodik megoldds. Mivel n + 22 > n > 1 minden € R esetén, ezért a < 0 esetén a sor
altaldnos tagja m > 1. Tehat ha a < 0, akkor a fliggvénysor divergens, minden « € R
esetén.

Minden 0 < a és x € R esetén

—, Vn>1.

o0
Mivel @ > 1 esetén a Y, L 4ltalanositott harmonikus sor konvergens, ezért az 1. dssze-
n=1

o0

hasonlitéasi kritérium (2.8. Tulajdonsag) alapjan a m sor is konvergens, minden
n=1

x € R esetén.

Az 0 < a < 1 esetben felhasznéljuk, hogy [z] < = < [z] + 1, minden = € R esetén, ahol
[x] € Z az © € R egész része. Tetszoleges rogzitett x szam esetén legyen k = [z] + 1, igy
2?2 < ([z] +1)? = k. Ekkor

1 < L Vn>1
, Vn>1
(n+k2)e = (n+ x2)°
oo oo
Mivel a m = > L sor divergens a € (0,1] esetén, ezért az I. Ssszehasonlitasi
n=1 n=k2+1
o0
kritérium alapjan a > m sor is divergens. Tehat 0 < @ <1 és minden x« € R esetén
n=1

1 .
a e sor divergens.
Osszefoglalva a sor konvergencia halmaza

_ JR, haa>1,
N 0, haa<1l.

> L

E — In(1+a"),a>0,z€R;
nI

n=1

Megoldds.

0 n
(i) Ha a =0, akkor ) In( 1+0 Z 0 = 0 konvergens, minden x € R esetén.

n=1
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(ii) Ha 0 < a < 1, akkor felhasznaljuk az
e/ >y+1, VyeR
egyenlGtlenséget, és y = a” esetén kapjuk, hogy e*" > 1+ a”, ahonnan
=In (e“n) >In(l+a"), Vn>1.
Innen felirhatjuk, hogy minden « € R és n > 1 esetén

In(1 4+ a™)

nCE

an

"

< (4.1)

3

o0
A gyokkritériummal (2.17. Tulajdonsag) belathato, hogy a > Z—Z sor konvergens:

n=1

. n . a . a a
{ = lim — = lim — = lim = —=a<1.

n

(4.1) egyenl6tlenség és az 1. 6sszehasonlitasi kritérium (2.8. Tulajdonsag) alapjan
In 1—|—a

sor konvergens, minden =z € R esetén.

ya
OO
2
o
(iii) Haa =1, akkor ) 1n(1+1 ) = Z n2 —In2 Z = konvergens, ha x > 1 és divergens,
n=1
ha z < 1.
(iv) Ha a > 1, akkor 1 < @ < a”, minden n > 1 esetén és ahonnan

nlna =Inad"” <Iln(1+a") <In(a" +a") =In(2-a") <In(2"-a") = n-In(2a),

vagyis
n-lna <In(l+a") <n-In(2a), Yn>1

(Megjegyezziik, hogy Ina > 0, mivel a > 1). Innen kapjuk, hogy

. n .
n-lna < In(1+ a") < In(2a)

, Vn>1, VzeR (4.2)

n¥ n® n¥

o0

Mivel a Z ”ln“ =1Ina- ) xl r sor divergens, ha x — 1 < 1, vagyis ¢ < 2, ezért
n=1
a (4.2) egyenlotlenseg els6 felébsl az 1. dsszehasonlitasi kritérium (2.8. Tulajdonsag)

o
alapjan kovetkezik, hogy a > M sor divergens, ha = < 2.

n=1

oo o0

Mivel a >’ n’ln@a) = In(2a) - > 11 r sor konvergens, ha z — 1 > 1, vagyis z > 2,
n=1 n=1

ezért a (4.1) egyenlotlenseg mésodik felébdl az 1. Gsszehasonlitasi kritérium alapjén

kovetkezik, hogy Z In( 1;;“ ) sor konvergens, ha > 2.

n=1

Osszegezve azt kapjuk, hogy a sor konvergencia halmaza

R, ha a =0,
ha0<a<1,
1,400), haa=1,
2,+00), haa>1.
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(d) ZSH:LZM,xERésa>O;

S .

Megoldds. A 2.11. Feladat (h) alpontjdban belattuk, hogy a ) *23% sor konvergél, minden
n=1

z € R és minden a € R esetén. Tehéat a konvergencia halmaz D = R, minden a > 0

esetén. O

o0
(e) ZM,xERésa>0;

a

n=1
o0

Megoldds. A 2.11. Feladat (i) alpontjaban belattuk, hogy a ) “®& sor konvergal, minden
n=1

x € R\ {2k7 | k € Z} és minden a > 0 esetén, illetve minden = € {2kw | k € Z} és minden
a > 1 esetén. Tehat a konvergencia halmaz

R haa > 1,
R\ {2kr |keZ}, haO<a<l.
O
OO:L‘n
f —37" x> 0.
<>;n z

Megoldds. A hanyados kritériumot hasznaljuk (2.15. Tulajdonséag):

(= lim ——g~ (e Dgna _ oy T T g
n—oon + 1 " n—oon+1 3% 3%

mivel minden x > 0 esetén 3% > e¢* > x. Tehat a fliggvénysor konvergencia halmaza
D = (0, +00). O

4.2. Feladat. Hatarozd meg a Z r € R fliggvénysor konvergencia halmazat és

+ z2)n’
Osszegfliggvényét! Egyenletesen konvergens e a fliggvénysor a konvergencia halmazon? Igazold,

hogy a fiiggvénysor egyenletesen konvergens az (—oo7 —1] U B, ) halmazon!

2

Megoldds. Ha x = 0, akkor a sor Z

oo
@ +02) ngl 0 = 0 konvergens.

Ha x # 0, akkor a Z m sor pozitiv tagi és a gyokkritériummal vizsgalva a konvergen-
n=0
cidjat:
. 2? (@) 1

= o ~ i T2 <

tehat a sor konvergens minden x # 0 esetén is. Azt kaptuk, hogy a fliggvénysor konvergencia
halmaza D = R.
A fiiggvénysor f : R — R 0Osszefiiggvényt a kovetkezSképpen szédmolhatjuk ki.

e Ha z =0, akkor f(0) = > 0°
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e Ha z # 0, akkor

o0 2
_ z’ 22 ®) 2 L o 142" 2
f(m)—ZW— Zl+$2 ST, T T T Va eR,
n=0 1+
ahol a (x) egyenl&ségben felhasznaltuk, hogy Z q" = —,haq € (—1,1) (a mi esetiinkben

n=0

Tehat az osszefiggvény f: R — R,

0, ha z =0,
flz) = 2
1+ 2 hax#0.

Mivel az f,(x) = ﬁ fliggvények folytonosak az R-en, minden n € N esetén, de az f Ossze-

fiiggvény nem folytonos az x = 0 pontban (lir% f(z) =1%#0= f(0)), ezért a konvergencia nem
T—

egyenletes (csak pontokként konvergal).
Teljesiilnek a fliggvénysorokra vonatkozd Weierstrass-kritérium (4.2. Tétel) feltételei:

2 14a2t-1 1 L 1 < 1
L+a22)m L+ (I+a?) !t (L+a?)r — (a7 (14 (5)H) Y

minden z € E = (—o00,—3] U [}, +00) és n > 1 esetén, tovabba

lim

. 1 i (4)"1 0
———— = lim (= = 0.
n—00 (1 + (%)2)"—1 n—oo \ H
O

4.3. Feladat. Hatérozd meg a kovetkez§ fiiggvénysorok pontonkénti konvergencia halmazat és
abszolut konvergencia halmazat:

() 3 L2,
n=1

Megoldds ElGszor az abszolut konvergencia halmazt hatédrozzuk meg. Ehhez meghataroz-

oo n
zuk a Z ﬂ = > % fliggvénysor konvergencia halmazat.
n=1
e Ha 1+ 2x =0, vagyis ¢ = —5, akkor Z ‘0| =0.

e Ha pedig 1 + 2z # 0, akkor a sor pozitiv tagi és a gyokkritériumot hasznaljuk a
konvergencia eldontésére:

ol |1+ 2|7 1+2 1+2
(= qim 22y, 20l el
n—00 n n—00 ({‘/ﬁ)Q 12

A gyokkritérium alapjan, |1 + 2z| < 1 esetén a Z |1+2z| fliggvénysor konvergens,
mig |1 —|— 21:] > 1 esetén divergens. Az |1 + 2x| = 1 esetet kiilon kell vizsgéalni: ekkor
a sor Z Z — konvergens.

n=1
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.. o0 n
Osszegezve a » % fiiggvénysor konvergens, ha |1+ 2x| < 1, vagyis « € [—1,0]. Tehat
n=1

o) n
az eredeti % fiiggvénysor abszolut konvergencia halmaza A = [—1,0].
n=1

A D pontonkénti konvergencia halmaz mindig tartalmazza az abszolat konvergencia hal-
mazt, mert az A abszolut konvergenciabol kdvetkezik a konvergencia. Tgy elég megvizsgalni

az |1+2x| > 1 esetet. Ekkor lim |1—l;122x|” = 400 # 0 és ezért lim (H% # 0, vagyis a sor
n—oo n—oo

altaldnos tagja nem tart a 0-hoz, igy a sor divergens. Ezzel belattuk, hogy a pontonkénti

konvergencia halmaz D = A = [—1, 0]. O

n

(b) Zn;; ;

n=1

Megoldas. Elébb az abszolat konvergencia halmazt hatarozzuk meg, vagyis az Z ‘"'x ‘ =
n=1

o n!|z|™ fis . k ia hal ,
> —.— fiiggvénysor konvergencia halmazat.
n=1

oo
e Ha x =0, akkor a Z ”ﬁn = 0 konvergens.

e Ha z # 0, akkor a Z m pozitiv tagu és a hanyados kritériumot fogjuk hasznalni

a konvergen01aJanak tanulmanyozaséra:

+1)!|z[" L
R e Dl
(= lim ———— = lim .
n—+00 nllz|” n—+00 (n+1)n+1 n'|:p’n
nn
= lim |z]- n" 1i 2| 1i |z|
T atee U ) T e ()T T B (14 )T
_ =l
put
A héanyados kritérium alapjan, ha % < 1, akkor a Z n! gfl sor konvergens, mig
n=1
2l < 1 esetén di 2l _ S nle”
1 > 1 esetén divergens. Az ' = 1 esetet kiilon vizsgaljuk: ekkor a sorunk ) o
n=1\ ,
an

FEnnek a sornak az 4ltalanos tagjainak aranya

(n+1)lent!
an+1 _ (n41)n € >1
- len - n - b
n T (1+7)

mivel az (1 + %)n sor monoton névekvs és (alulrol) tart e-hez. Az (a,) sorozat mo-

. Py . , . . . le™
noton névekvs, igy a, > a1 = e, minden n > 1 esetén, tehat lim a, = lim %% £ 0.
n—00 n—oo ™

oo
. le™ .
Emiatt a ) ™% sor divergens.
n=1

e

Osszegezve a < 1, vagyis € (—e,e). Tehat a

o0

= (—e,e).
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A D pontonkénti konvergencia halmaz mindig tartalmazza az A abszolut konvergencia

] n
halmazt. Az Iie‘ > 1 esetben a Z

nn
n=1. ,

sor esetén az altalanos tagok abszolut értékeinek

aranya
(nt1)!z|" !
[frer(@)] _ "G e

= = > > 1,
[ fa(2)] me ()" )"
tehat (| fn(x)|)n monoton névekvs sorozat minden |z| > e esetén, igy
[frra(@)] = [A(@)] = |z] > e.
Azt kaptuk, hogy lim |f,(z)| # 0, ahonnan kévetkezik, hogy lim f,(z) # 0, vagyis az

altalanos tag nem tart a nulldhoz, emiatt a sor divergens, minden |z| > e esetén. Tehat a
pontonkénti konvergencia halmaz D = A = (—e, e). O

o0

. n—&—l(l_w)n.
>k

n=1

Megoldds. A fiiggvénysor atirhato > (—1)”“% = (—1)"“% Z (2= l)n
n=1 " n=1

alakba, amely egy hatvanysor. Kiszamitjuk a konvergencia sugarét:

r= lim v

n—oo TL—|—1:

A Cauchy-Hadamard—tétel (4.5. Tétel) alapjan a hatvanysor abszolut konvergens a (0, 2)
intervallumon és divergens a [0, 2] intervallumon kiviil. Az z = 0 és z = 2 pontokban kiilén
kell vizsgélni a konvergenciat.

oo
Ha z = 0, akkor a fiiggvénysor »_ (—1 )”‘H 12 Z (— )"‘Hﬁ nem abszolat konvergens,
n=1 n=1

mivel a Z (—1)ntt L

o0
7| = > ﬁ sor divergens (altaldnositott harmonikus sor, o = 1 <

n=1

1). A Z (—1)"+1ﬁ sor feltételesen konvergens a Leibniz-kritérium (2.24. Tétel), mivel
n=1
valtakozo el6jelid és az (ﬁ)nzl sorozat csokkend és tart 0-hoz.

1

)”“( Lt Z 5 sor divergens (altalanositott

o0
Ha x = 2, akkor a fiiggvénysor > (—1

n=1
harmonikus sor a = § < 1).

Osszegezve a fiiggvénysor konvergencia halmaza D = [0,2) és abszoltt konvergencia halmaz

A=(0,2). O

> Ccosnx

E , T ER;
67133

n=0

00
cosna:‘ < 7671117 és a Z e"% mértani sor

n=0

Megoldds. Ha x > 0, akkor minden n > 0 esetén ‘

konvergens (¢ = e% < 1), ezért a z ‘COS”“} sor is konvergens. Tehat z > 0 esetén a

fliggvénysor abszolut konvergens.

o0
Ha z = 0, akkor a sor Z coznnOO >~ 1 divergens.
=0 n=0
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Ha x < 0, akkor az e"% > 1, minden n > 0 esetén. Barmely n > 1 esetén | cosnx| > %
vagy | cos2nz| > 3. Valoban, ha |cosnz| < 3, akkor

1 1 1
0 < cos®nz < 1 <« 0<2cos’nz < 3 — —-1< 20082(n$) —-1< —5
ahonnan kévetkezik, hogy |cos2nz| = [2cos?(nz) — 1| > L. Tehat |“SIZ| > I vagy
‘C‘fé%fz‘ > 2, igy a sor “ZE* altalanos tagja nem tart 0-hoz, ezért a sor divergens x < 0
esetén.
Osszegezve a sor konvergencia és abszoltit konvergencia halmaza D = A = (0, +00). O
o0
x
Z niee’ © <_§’ 5)’
n=1

[ee]
Megoldds. Ha x = 0, akkor a sor konvergens. Ha z > 7, vagyis tgz > 1, akkora ) —fz =
n=1

ntgx
o0
x 3 —is sor (abszolit) konvergens (dltalanositott harmonikus sor a = tga > 1), mig ha
n=1

r < 7 ésx#0, akkor a Z —gw =T Z ntgz sor divergens (altalanositott harmonikus sor
n=1

a=tgzr<1).

Osszegezve a sor konvergencia és abszolit konvergencia halmaza D = A = {0}U (%, g) O
= 1

D () s eR;

n=1 ne

( 1 n+1
n2c

Megoldds. Elsbb az abszolut konvergencia halmazt szamoljuk ki, vagyis a Z ‘

o0

> n25‘ fliggvénysor konvergencia halmazat. Ez pontosan az éltalanositott harmonikus sor
n=1

a = 2z, tehat konvergens, ha a = 2x > 1 és divergens, ha o = 2z < 1. Ez alapjan az
abszolit konvergencia halmaz A = (%, +oo).

A D pontonkénti konvergencia halmaz mindig tartalmazza az A abszolut konvergencia
o0

halmazt. Emiatt elég vizsgalni a > (—1 )"le —1_ sor konvergenciajat z < 3 5 esetén. Ez egy
n=1

valtakozo elGjeli sor és 0 < 2z < 1 esetén teljesiilnek a Leibniz-kritérium feltételei:

o a (1 sorozat monoton csokkend és
n2* /n>1

e lim -L = 0,
n—oo M

o0
igy ebben az esetben a ) (—1)"*!- —L- sor konvergens.

n=1
Ha 22 < 0, akkor T%T > 1 minden n > 1 esetén, igy lim ( 1 ‘ # 0, ahonnan kévetkezik,
n—00
_1\n+1 oo n+1
hogy nh—>Holo ( 711)27+ # 0, vagyis a sor altalanos tagja nem tart nulldhoz, ezért a nzl = n%;

sor divergens.

Osszegezve a pontonkénti konvergencia halmaz D = (0, +00) és az abszolit konvergencia
halmaz A = (%, +00). O

> (0) (=) il

n=1
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4.4. Feladat. Vizsgald a kovetkezd fiiggvénysorok konvergenciajat a Weierstrass-kritérium (4.2. Té-

o
Megoldds. Az y = 11_72”; helyettesitéssel egy > (1 + %)”y” hatvanysorhoz jutunk. A hat-
n=1

vanysor konvergencia sugara

14 Lyn
r = lim —( i)m_l :gzl‘
n—>oo(1-|—n+1) e

Tehat a hatvanysor abszolut konvergens, ha y € (—1,1), és divergens, ha |y| > 1. Ha

y = *1, akkor a sor altalanos tagjainak abszolut értéke (1 + %)" az e szamhoz konvergal

és nem nulldhoz, ezért y = +1 esetén a hatvanysor divergens.
Tehat a fliggvénysor (abszolut) konvergens, ha

1_
x<1<:>—1<1+ <l = -2< <0

1< .
1-—-2z 1-2z 1—2x

Ha 1—2z <0, vagyis « > %, akkor a fenti egyenlStlenségek egyenértékiiek a —2(1 — 2z) >
x > 0 egyenlGtlenségekkel, azaz x > %

Ha 1—2z > 0, vagyis z < %, akkor a fenti egyenlStlenségek egyenértékiiek a —2(1 — 2z) <
x < 0 egyenlGtlenségekkel, azaz x < 0.

Osszegezve a fiiggvénysor (abszolit) konvergencia halmaza A = D = (—o0,0) U (5,+00).

. sin" x
g , a>0,zeR.
«

n
n=1

. o0
Megoldds. Ha |sinz| < 1, akkor minden n > 1 esetén |Slg#‘ < |sinz|", és a Y |sinz|”
n=1

o0
. , inm . . .
mértani sor konvergens, ezért a ‘Slz—,ﬁ’ sor is konvergens, minden « > 0 esetén.
n=1

oo

Hasinz = 1, azaz « € {(4k + 1)% | k € Z}, akkor a Y - sor konvergens a > 1 esetén és
n=1

divergens 0 < a < 1 esetén.

no

0 n
Ha sinz = —1, azaz x € {(4k + 3)5 | k € Z}, akkor a Zl CD® sor valtakozo elsjeld,
n=
a (n%)nzl sorozat csokkend és tart nullahoz, ha a > 0. Ekkor a Leibniz-kritérium és
az altaldnositott harmonikus sor konvergencidja alapjan a sor feltételesen konvergens, ha
[e.°] o0
a > 0 és abszolut konvergens, ha o« > 1. Ha sinx = —1 és a = 0, akkor a ) 711—0 =>1
n=1 n=1

sor divergens.

Osszegezve, az A abszolit konvergencia és D konvergencia halmaz

Ao R\{(2k+1)5 | k€ Z}, ha0<a <],
B R, ha a>1,

R\{(2k+1)Z |k€Z}, haa=0
D={R\{4k+ 1T |keZ}, haO<a<l1
R, haa>1

s
2
us
2

O]

tel) segitségével:
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o 22
a) > (-1 1+n3x4’ z €R;

n=1

Megoldds. Teljestilnek a Weierstrass-kritérium feltételei

e Ha z # 0, akkor

m2

1+ ndzd

1'2

T 1+t

—
<

* x? 1
< = Vn>1, V 0
= 2ny/na? 2ny/n’ nzl Ve

ahol a () egyenldtlenségben felhasznaltuk a szamtani-mértani egyenlStlenséget:

ol = (-1

1
+;$ >V1-n3zt =ny/nz?, Yn>1, VzeR.

Ha x = 0, akkor is teljesiil az | f,,(0)| = 0 < 2ni/r7 egyenl6tlenség, minden n > 1 esetén.

o A E ~ f E i% sor konvergens (4ltalanositott harmonikus sor, o = 3 > 1).

2
Tehat a Weierstrass-kritérium alapjan a fiiggvénysor egyenletesen konvergal R-en. O
> 1
(b) ; g TER

Megoldds. Teljesiilnek a Weierstrass-kritérium feltételei

i |fn(x)’ =

o0

1 1 1
Ty | = e S Yn21, Vo #0,

2% sor konvergens (mértani sor, ¢ = % <1).

—

n=

Tehat a Weierstrass-kritérium alapjan a fiiggvénysor egyenletesen konvergal R-en. O

(c) Zarctg 2+ -, x €R;

n=1

Megoldds. Teljesiilnek a Weierstrass-kritérium feltételei

e Ha z # 0, akkor

2x (%) 2x 2|z|
| fn(z)| = |arctg <$2+n4> = arctg ‘ | arctg <:E2—|—n4>
(2 2|z| (i<) 2z 1
224+ nt T 2n2lz]  n?’

minden n > 1 és minden x # 0 esetén, ahol
— a (%) egyenl6tlenségben felhasznaltuk, hogy az arctg fiiggvény paratlan, vagyis
arctg (—z) = —arctg (z), mivel az inverze a tg fliggvény is paratlan,

— a (f) egyenl6tlenségben felhasznaltuk, hogy arctgy < y, ha y > 0, mivel az
inverzére teljesiil, hogy tgy >y, ha y > 0,

— a (1) egyenl6tlenségben felhasznaltuk a szadmtani-mértani egyenl&tlensége

22 +n4
2

>Va?2-nt=|zn?, Vn>1, VzecR
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Ha z = 0, akkor is teljesiil az | f,(0)| = arctg0 =0 < -5 ! egyenlGtlenség, minden n > 1
esetén.

o A Z sor konvergens (altalanositott harmonikus sor, a =2 > 1).

Tehat a Weierstrass-kritérium alapjan a fiiggvénysor egyenletesen konvergal R-en. O

(d) z::sm(gx z), z>0.

Megoldds. Teljestilnek a Weierstrass-kritérium feltételei:

1 (*) 1 1 M1

o (@)l = 3rn? 3rn? 3onZ| 3 S 2
ahol a (%) egyenl6tlenségben felhasznéltuk, hogy a sin fiiggvény paratlan, sin|z| < |z
és a (T) egyenlStlenségben, hogy 1 < 3%, minden x > 0 esetén.

Ve >0, Vn>1,

sin = sin

[e.@]
e A M # sor konvergens (altalanositott harmonikus sor, a =2 > 1).

Tehéat a Weierstrass-kritérium alapjan a fliggvénysor egyenletesen konvergal R-en. O

4.3.2. Hatvanysorok

4.5. Feladat. Hatarozd meg a kovetkezs hatvanysorok konvergencia sugarat, konvergencia hal-
mazat (vizsgald a sor viselkedését az intervallum végpontjaiban):

g ok

‘ 8

o0 o0
Megoldds. A hatvanysorunk 3 & o — > % (x — 0)" alaku, tehat xg = 0 és a, = %7
n:l

n=
minden n > 1 esetén. Kiszamoljuk, h

1 2
(= lim V)an| = lim { = lim = lim (nﬁl)z = lim LQ =1,

= 1. A konvergencia
= (—1,1) intervallum

ahonnan kapjuk, hogy a hatvanysor konvergencia sugara r = 3
halmaz meghatarozasahoz meg kell vizsgélni, hogy az (zg — 7, zo+7
végpontjaiban konvergens-e a hatvanysor:

e x = 1 esetén a sorunk Z > konvergens (altalanositott harmonikus sor, a =2 > 1),

n= 1
S~ (=)"
e z = —1 esetén a sorunk ) 5~ abszolut konvergens (igy konvergens is), mert a
n=1

o0

- | =n
PN ‘ =3 nl—Q sor konvergens.
n=1 n=1
Tehat a hatvanysor konvergencia halmaza D = [—1,1]. 0

n

) 3 5
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Megoldds. A hatvanysorunk esetén xg = 0 és a hatvanysor egyiitthatoi a,, = minden

n > 1 esetén. Kiszamitjuk, hogy

1
PR

1
ST on 4 3n
¢ = T /o] = T 2] g PIAAES TIRN
n—oo

n—00 ‘a | n—o0o —m n—oo 2n+1 + 3n+1

7+3m
. n
3 (H)"+1 1 lim (3)"+1 4 41
h_>m 3n+1' 2\ n+1 :g . 2\ n+1 :gﬁzga
e (3) lim (3)" +1 +

n—oo

ahonnan a hatvanysor konvergencia sugara r = % =1=3.
3
A konvergencia halmaz meghatarozasihoz meg kell vizsgalni a hatvanysor konvergenciajat

a (—3,3) intervallum végpontjaiban:

oo
e xr = 3 esetén a Zoﬁ sort kapjuk, amely divergens, mert az altalanos tagok
n=
sorozata nem tart nulldhoz: lim % = nl;rrgo g—z g€ )1n+ L= 1

-3)"
2737

e xr = —3 esetén pedig a Z sort kapjuk, amely szintén divergens, mert az altalé-
=0

nos tagok abszolut ertekelnek sorozata nem tart nullahoz (lasd az elgbbi esetet), igy
az altalanos tagok sorozata sem tart nulldhoz.

Tehat a hatvanysor konvergencia halmaza D = (-3, 3). O
oo xn
= n2n
o
Megoldds. A hatvanysorunk Z n2" = > L (z—0)" alaku, tehét zo = 0 és a, = 1,
n=1

minden n < 1 esetén. Klszamoljuk hogy

- 1
ahonnan kapjuk, hogy a konvergencia sugéir r = % = % = 2. A konvergencia halmaz

2
meghatarozasahoz vizsgaljuk a hatvanysor konvergenciajat a (—2,2) intervallum végpont-
jaiban:

1

o0
e x = 2 esetén a sorunk Z = ) -, amely divergens (harmonikus sor),

n2n
n=1 n=1
—2)n X (=1)" . e s s ,
e r = —2 esetén a sorunk Zl o = Zl ——, amely véltakozo elGjeld sor és a
n= n=

Leibniz-kritérium alapjan konvergens, mert az (% sorozat monoton csokkend és

tart a nullaba.

)nZl

Tehat a hatvanysor konvergencia halmaza D = [—2,2). O

o

(d) Z<1+;+...+;) (z — 1)

n=1
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Megoldds. A hatvanysorunk esetén xg = 1 és a hatvanysor egyiitthatéi a, = 1+ % + %,
minden n > 1 esetén. Kiszamoljuk, hogy

—_ —_— 1 I 1 1

—J;ngovlanl—Jz&\/”ﬁ“'m B R
1441401 1 1

= i 9l 2 TR P R Pk |

n—o00 |an‘ n—00 1+§+"'+ﬁ N0 g n—oo n + 2

ahonnan a hatvanysor konvergencia sugara r = % = % =1.

A konvergencia halmaz meghatarozasihoz meg kell vizsgalni a hatvanysor konvergenciajat
a (0,2) intervallum végpontjaiban:

o
e r =2esetén a Yy (1 + % 4+ -+ %) sort kapjuk, amely divergens, mert az altalanos
n=1
tagok sorozata nem tart a nulldhoz (tartanak végtelenbe).

o0
e r =0eseténa » (—1)" (1 + % +- 4 l) sort kapjuk, amely szintén divergens, mert

n
n=1
az altalanos tagok abszolut értékének sorozata nem tart a nulldhoz (lasd az el6z6

esetet), igy az altalanos tagok sorozata sem tart nullaba.

Tehat a hatvanysor konvergencia halmaza D = (0, 2). O
o0
2
Z 3 (x+ 1)
n=0
Megoldds. A hatvanysorunk esetén xg = —1 és a hatvanysor egyiitthatoi a, = 3"2, minden
n > 0 esetén. Kiszamitjuk, hogy
o TR _ TR ,n2 _ . n n2 _ . n __
0=l ¥lan] = Jim §137°] = Jim, V8" = lim 87 = +oo,

ahonnan a hatvanysor konvergencia sugara r = (0. Tehat a hatvanysor konvergencia hal-
maza D = {—1}. O

oo 1 n2+n
E (1 + ) (x+2)";
n
n=1

2
Megoldds. A hatvanysorunk esetén xg = —2 és a hatvanysor egyiitthatoi a,, = (1 + %)n e

minden n > 1 esetén. Kiszamitjuk, hogy
1 n2+n 1 n+1
:hm”<1+> = lim <1+> =e,
n— 00 n n—00 n

1 n2+n
(1+3)
n
1

ahonnan a hatvanysor konvergencia sugara r = % =-.

(= lim {/|a,| = lim |

A konvergencia halmaz meghatarozasihoz meg kell vizsgalni a hatvanysor konvergenciajat
a (—2 — %, -2+ %) intervallum végpontjaiban:

er e

n=1 n=1
()"

n

0o 2 o) 1 n+1\ N
o = —2+% esetén a sorunk Y (1 + %)n = > <<1+")> CA ((1 + %)HH)

sorozat monoton csokkend és a hatarértéke e, ezért > 1, minden n > 1
esetén. Tehat a sor divergens, mert altaldnos tagja nem tart nulldhoz.
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2
=—-2—-= ebeten a sorunk Z (1 + )n ™ [k Ez a sor szintén divergens, mert az

altalanos tagok abszolut ertekenek sorozat nem tart nulldhoz (lasd az elgbbi esetet),
igy az altalanos tagok sorozata sem tart nullahoz

Tehat a hatvanysor konvergencia halmaza D = (—2 — %, -2+ %)

O
S
1 Y
n=1 nn—i—;
. . , ) . . (1+1)"
Megoldds. A hatvanysorunk esetén x 0 és a hatvanysor egyiitthatoi ay, —H,
n n
minden n > 1 esetén. Kiszamoljuk, hogy

= T, Vienl = T Q15| = {0
144 1 1+f 1+0
= lm = dim o h =0 =0,
n—oo nl+n72 n—oo n

nn2 1

ahonnan a hatvanysor konvergencia sugara r = 400 és a hatvanysor konvergencia halmaza
D =R.

O
o0
(h) Y n"(z+3)"
n=1
Megoldds. A hatvanysorunk esetén zg = —3 és a hatvanysor egyiitthatoi a,, = n™, minden
n > 1 esetén. Kiszamoljuk, hogy

¢= lim {/|a,| = lim {/|n"| = lim V/n" = lim n =400
n—oo n—oo n—oo n—oo

ahonnan a hatvanysor konvergencia sugara r = 0 és a hatvanysor konvergencia halmaza
D ={-3}.

O

o n'
ﬁ)}:ﬁgx—2
n=1

Megoldds. A hatvanysorunk esetén xg = 2 és a hatvanysor egyiitthatoi a, = 7?—,!” minden
n > 1 esetén. Kiszamitjuk, hogy

nr] st sl
n n n . n n
0= T Vioal = T ST = = i
" (n 4 1) , n" , 1 , 1
= G = G A (T S B
1
ga

ahonnan a hatvanysor konvergencia sugara r = 1

7= = €.

o ==

A konvergencia halmaz meghatarozasihoz meg kell vizsgalni a hatvanysor konvergenciajat
a (2 —e,2 + e) intervallum végpontjaiban:
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e r =2+ e esetén a Z —6 sort kapjuk. Mivel e > (1 + ) , minden k£ > 1 esetén,

ezért minden n > 1 eseten

9]
3
L
(A4
VRS
—
+
=
N~~~
—
N
—
+
N =
N~~~
[N}
VRS
—_
+
3
|
~~
3
b
VRS
+
3
| =
—_
N
3
B

| . 2 2 . Py -
ahonnan T?—,;e" > e, minden n > 1 esetén. Tehét a sor divergens, mert az altalanos
tagok sorozata nem tart nulldhoz.

o
e r = 2 — ¢ esetén pedig a 7%(—e)” sort kapjuk. Ez a sor is divergens, mert az

altalanos tagok abszolut értékeinek sorozata nem tart nulldhoz (lasd az el6z6 esetet),
igy az altalanos tagok sorozata sem tart nullahoz.

Tehat a hatvanysor konvergencia halmaza D = (2 —e,2 + e). O
Syl
n=1 " .

nt+1l

Megoldds. A hatvanysorunk esetén xp = 1 és a hatvanysor egyiitthatoi a, = (—1)
minden n > 1 esetén. Kiszamitjuk, hogy

. 1 1

7L

(= hm Van| = hm

ahonnan a hatvénysor konvergencia sugara r = 3 = 1 =

A konvergencia halmaz meghatarozasahoz meg kell v1zsgélni a hatvanysor konvergenciajat
a (0,2) intervallum végpontjaiban:

oo [e.e]
e zr=0esetén a y (-1 )”“( DI - > % sort kapjuk, amely divergens (a harmoni-
n=1 n=1
kus sor ellentetje).
o0
e z =2 esetén pedig a Yy (—1)
n=1
kritérium alapjan konvergens, mert az (%)n>1 sorozat monoton csokkend és tart nul-
lahoz. a

”H% sort kapjuk, amely valtakoz6 elGjeld és a Leibniz-

Tehat a hatvanysor konvergencia halmaza D = (0, 2]. O

4.6. Feladat. Hatarozd meg a kévetkezs hatvanysorok konvergencia sugarat, konvergencia hal-
mazat (vizsgald a sor viselkedését az intervallum végpontjaiban):

o)
a) Z 3nl,2n;
n=0
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Megoldds. A hatvanysorunk

o0
23%;2”21+3-x2+32.x4+33.x6+...
n=0

= 1+0-x1—|—3~x2—|—0-x3+32-x4+0'x5—|—33-x6+...,
ahonnan xg = 0 és a hatvanysorunk egyiitthatoi

0, ham =2n+ 1 (paratlan)
U = .
" 3", ha m = 2n (paros)

Kiszamoljuk, hogy
= T, Vion] = max{ Jim . Jim, 3 fanl}
- max{ lim %/37, lim 2“\%}
n—oo n—oo

= max{ lim 3%, O}

n—oo
= max{ lim \/g, 0}
n—oo
= max{V/3, 0} = V3,
ahonnan a hatvanysor konvergenciasugara r = % = % = \ég

A konvergencia halmaz meghatarozasihoz meg kell vizsgalni a hatvanysor konvergenciajat

a (—i i) intervallum végpontjaiban:

V3 V3

oo oo
_ 1 . n 1 : .
s r= 75 esetén a n§03 Vo nZ::l 1 sort kapjuk, amely divergens.

oo o0
1 / n__1 : C a1
o T = esetén a 3 = 1 sort kapjuk, amely szintén divergens.
V3 ng() (—Vv/3)2n n;l ) y g

Tehat a hatvanysorunk konvergencia halmaza D = (—%, %) O

)
Z 3n+1x2n+1 :
n=0

Megoldds. A hatvanysorunk

o0
Z3”+1x2”+1:3-x1+32-x3+33-m5+...
n=0

=0+3-2'4+0-224+3%-224+0- 24 +3%- 25 +0-2* +...,
ahonnan xg = 0 és a hatvanysorunk egyiitthatoi
0, ha m = 2n (péaros)
A = .
3"+t ham = 2n + 1 (paratlan)

Kiszamoljuk, hogy

0= lim Y/|am| = max{ lim */|agy|, lim *"y/ |a2n+1]}

m—r00

:max{ lim %0, lim W 3n+1}

n—oo n—o0
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= max{(), lim 327%11}

n—oo
:maX{O,S%} = /3,
1 _ 1 _ /3

ahonnan a hatvénysor konvergenciasugara r = ; = Nl

A konvergencia halmaz meghatarozasihoz meg kell vizsgalni a hatvanysor konvergenciajat

a (—%, %) intervallum végpontjaiban:
0 0
° 1= % esetén a ngo 3”“(\/3)#“ = ngl V3 sort kapjuk, amely divergens.
_ 1 o SR antl_ 1 = : e
e r=—"7 esetén a nZ::O 3 CVaETT = ngl —+/3 sort kapjuk, amely szintén divergens.
Tehét a hatvanysorunk konvergencia halmaza D = (—%, %) O

o

S e

n=0

Megoldds. A hatvanysorunk
> 2 2
doamam =143t 4302t 1372
n=0

=143 2t 40224023 +34 2t +0- 2240254027 +0- 25 4+3% 2%+ ...,

ahonnan xy = 0 és a hatvanysorunk egyiitthatoi

0, ha m # n? alakd (nem teljes négyzet),

37 ha m = n? alaki (teljes négyzet), 3™ ha m teljes négyzet,
Qa. = =
" 0, ha m nem teljes négyzet.

Kiszéamitjuk, hogy

(= lim %/|am|= max{ Jim V3m, lim %}

m—o00 7 m—00
m teljes négyzet m nem teljes négyzet
= max lim 3, lim 0 p = max{3,0} =3,
m—00 m—00
m teljes négyzet m nem teljes négyzet

ahonnan a hatvanysor konvergenciasugara r = 5 = 3.

A konvergencia halmaz meghatarozasahoz vizsgalni kell a hatvanysor konvergenciajat az
(—%, %) intervallum végpontjaiban:

oo 2 [e.e]
o = % esetén a 3n? . (%)n = Y 1 sort kapjuk, amely divergens.
n=0 n=0

o x=—1eseténa > 3" - (-%)"2 = S (=1)" sort kapjuk ((—1)"* = (—1)", minden

n > 0 esetén), amely divergens.

Tehét a hatvanysor konvergencia halmaza D = (—%, %) O
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Megoldds. A hatvanysorunk
o0

" 1 1 4 1 27
Y - =0+1-2 SRR R
n=1

n

1 1
:O—|—1-x1—|—0-$2—|—0-$3+1-:U4+0-3:5—|—...+0-$26+2—7-$27+0-a:28—|—...,

ahonnan xy = 0 és a hatvanysorunk egyiitthatoi

{n” ha m = n" alaki {m, ha m = n" alakt
A, =

0, ha m # n" alaka - 0, ham #n" alaka

Kiszamoljuk, hogy

(= lim %/|an|= max Jim o Vlam|,  lm o Y |am|

m—00 3 3 3 .
m = n* alaka m # n* alaka

dim - X/m,  lim 0 » =max {1, 0} =1,

m = n? alaka m # n? alaka

= max

;=1=1L1

ahonnan a hatvanysor konvergenciasugara r = 3 = 1
A konvergencia halmaz meghatarozasihoz meg kell vizsgalni a hatvanysor konvergenciajat

a (—1,1) intervallum végpontjaiban:

o
e r =1eseténa . ,%n sort kapjuk. A gyokkritérium alapjan a sor konvergens, mert
n=1

lim {/-% = lim L =0<1.
n—oo n—oo
S~ (D™ S (=D
e v = —1 esetén a Zl = Zl —— sort kapjuk. Ez a sor abszolit konvergens,
n= n=

mivel az abszolut értékek sora konvergens (lasd az el6z6 esetet).

Tehat a hatvanysorunk konvergencia halmaza D = [—1,1].

(€) nzo 2n + 1)!”’72 ’

Megoldds. A hatvanysorunk

00
<_1)n Qn_l 1 2 1 4 1 6
1 1 1
:1+0-ac—§~x2+0-x3+§-x4+0~x5—ﬁ-xG—i-...,

ezért g = 0 és a hatvanysor egyiitthatoi

%, ha m = 2n (péros)

{0, ha m = 2n + 1 (péaratlan)
A =
minden m > 0 esetén. Kiszamoljuk, hogy

(= lim %/|an| = max{ lim *%/]agy|, lim *"y/ |a2n+1]}

m—00
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hm Ry |O}

. 1
=max< lim */— 0
n—00 (2n + 1)!

(=17)
2n+ 1))

n—oo

= max{ lim 2

= max{0,0} =0,
mert
lim % A \/ (2n+ 1) \/lim : ~ 0.
n=so0 2n +1)! nﬁoo 2n +1)! oo (2n + 3)! n—oo (2n + 2)(2n + 3)
Tehét a hatvanysor konvergencia sugara r = 400 és a konvergencia halmaza D =R. [

4.3.3. Hatvanysorok 6sszegzése

4.7. Feladat. Hatarozd meg a kovetkez8 hatvanysorok konvergencia halmazét és szamitsd ki az
Osszegfliggvényt:

o)
9> an
n=0

1
lim V1

n—>00

Megoldds. A hatvanysor konvergencia sugara r = = 1 és konvergencia halmaza

D = (—1,1) (nem konvergal a —1 és 1 végpontokban). Az Osszefiiggvény kiszamithato a
kévetkezSképpen: minden x € (—1,1) esetén

00 N Ni1 1 — lim 2N+l
1- 1
E " =1+z+2>+...= lim 2™ = lim a = N=voo = )
N—o0 Nooco 1—2x 1—2 1—2
n=0 n=0
Tehat a hatvanysor osszefiiggvénye az S : (—1,1) = R, S(z) = ﬁ fiiggvény. O
X ..n
x
b <.
0 >0
n=
Megoldds. A hatvanysor konvergencia sugara r = 1 = = lim ¥/n =1 és a konvergen-
m ?/L n—00
cia halmaza D = [—1,1) (az —1 végpont esetén a Leibniz-sort kapjuk, ami konvergens, mig

az 1 végpontban a harmonikus sort, ami divergens). ElSbb kiszamoljuk az S sszegfiigg-
vény derivaltjat a (—1,1) intervallumon a hatvanysor tagonkénti derivéaltjara vonatkozo
tétel alapjan (4.9. Tétel):

5’(50):(%”;’:)/:;( ) anl Zaz —, Vae(-11),

n=1

az el6z§ alpont alapjan. Direkt médon ki tudjuk szamolni az Gsszegfiiggvény értékét az
x = 0 pontban:

ol 01 02 03
Z—f—+—+§+ = 0.

Végiil a Newton-Leibniz—tételt hasznalva kiszamolhatjuk a hatvanysor S : (—1,1) — R
Osszegfliggvényét:

T x O
S(x) = () - $(0) = /0 s(wa- | A [
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—M|t—1°=m|0-1-Injz—1]=-In(1-z), Yze(-1,1),

ahonnan S(z) = —In(1 — z), minden x € (—1, 1) esetén. O

gnt 2

Megoldds. A hatvanysor konvergencia sugara r = 1% = lim Y/n+2 =1¢s a
A T

konvergencia halmaza D = [—1,1) (a —1 végpont esetén a Leibniz-sort kapjuk, ami kon-

vergens, mig az 1 végpontban a harmonikus sort, ami divergens).
Jelolje S': (—1,1) — R a hatvanysor 6sszegfiiggvényét. Ekkor

=—2—In(l—2), Vze(-1,1

az el6z6 alpont alapjan. Innen kapjuk, hogy S(z) = %2(1_90), minden z € (—1,1), 2z # 0
esetén.

Az x = 0 pontban direkt modon kiszamolhaté az Osszegfiiggvény:

o 1 0 0 1
S(0) = oo fL=2
(0) T;(]n—l-? 2+3+4+ 2

oo
Tehat a ) ;%5 hatvanysor Osszegfiiggvénye S : (—1,1) — R,

n=2

—z—In(1—x) .
S(x):{xz , haze(~1,0)U(0,1)

%, hax =0
Megjegyezziik, hogy az Osszefiiggvény folytonos az x = 0 pontban is. O
= (n+2)(n+3)

Megoldds. A hatvanysor konvergencia sugara

1
r= = lim {/(n+2)(n+3)=1
nesoo V (n+2)(n+3)
és a konvergencia halmaza D = [—1,1] (az —1 és 1 végpontokban is konvergens).

Jelolje S': (—1,1) — R a hatvanysor Osszegfiiggvényét. Ekkor
n 0 n+3

T(z) = 2°S(z) = gg?’gmm _ 2)(”4'2)(”4'3)7 Vo e (-1,1)

Kétszer derivalva a T fiiggvény kapjuk, hogy

1" > L3 g >0 "3 N\
T(x):(z(n+2)(n+3)> :<Z<<n+2><n+3>)>
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B o (n+3)mn+2 ,_ ol o2 /_ 0 o2 /
B (ng(n+2)(n+3)> B (;)rwz) _7§<n+2>

n+2
n=0
oo
—:Uzzoac"—x T Voee(—1,1)
n

Mivel T'(x) = (z2S(z))" = 322S(x) + 235'(x), minden = € (—1,1) esetén, ezért T'(0) =
3-02.5(0)+03-57(0) = 0. A Newton-Leibniz-tétel alapjan kapjuk, hogy minden z € (—1,1)
esetén

T’(x)—T’(:U)—T’(O)—/O T (¢ dt—/ dt/x—l—t_lldt

=[-t—In[t-1|]j=—2z—Injz — 1| = —z —In(1 — ).

Hasonléan T(0) = 035(0) = 0 és még egyszer alkalmazhatjuk a Newton-Leibniz—tételt:

$8(2) = T(x) = T(x) — T(0) = /Ox(—t n(1 — #)dt

t2
_ {_2_(1—t)+(1—t)1n(1—t)}0
2

= _%+:U—|—(1 —z)ln(l —z), Vze(-11).

Innen kapjuk, hogy minden = € (—1,1), x # 0 esetén

1.2
L 4+zrz—(1—-2)ln(l —=x) 1 1 (1-—2)n(l-2x)
S(z) = —2 =—+ =
(z) a3 2 + x2 + a3 ’
illetve direkt szamolassal adodik, hogy S(0) = 55 + & 14 + & 25 =1
o0
Tehat a ) % hatvanysor 6sszegfiggvénye S : (—1,1) — R,
n=0
b L Gl o e (<1,1) )\ {0)
Sx)=14,* .
5> ha x =0
Megjegyezziik, hogy az S Osszefiiggvény folytonos az x = 0 pontban is. O
e 2n+1
Z(-U”L;
2n+1

n=0

Megoldds. A hatvanysor konvergencia sugara r = = 1 és a konvergencia

1
Jim Ty on+1
halmaza D = [—1,1] (az —1 és 1 végpontokban konvergens a hatvanysor).
Jelolje S : (—1,1) — R a hatvanysor Osszegfiiggvényét. A hatvanysor tagonkénti derivala-

sara vonatkozo tételt hasznélva minden x € (—1,1) esetén

/ o0 g2t o> L . (2n + 1)z

n=0 n=0

> 1 1
- nzz()(_l)n$2n - Z(_xQ)n 1o (—22) Tl
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0! 03

Mivel S(0) = 5 — 5 + ... =0, ezért Newton-Leibniz-tételt hasznalva kapjuk, hogy
xX x 1 z
S(z) = S(x) — S(0) = /0 S'(t)ydt = /0 mdt = aurctgt!0 = arctgz,
minden z € (—1,1) esetén. O
> x2n+1
= 2n+1

Megoldds. A hatvanysor konvergencia sugara r = = 1 és a konvergencia

halmaza D = (—1,1) (az —1 és 1 végpontokban divergens a hatvanysor).
Jelolje S : (—1,1) — R a hatvanysor sszegfiiggvényét. A hatvanysor tagonkénti derivala-
sara vonatkozo tételt hasznalva minden z € (—1,1) esetén

S’(x) _ i g2t , _ i 2t _ i (2n + 1)x2”
2n+1 o 2n+1 o 2n+1

n=0
[e.e] oo 1
I e
x x :
— 2
n=0 n=0 1 z
Mivel S(0) = % + % + ... =0, ezért Newton-Leibniz—tételt hasznalva kapjuk, hogy
S(z) = S(z) — S(0) /IS’(t)dt / CHIN PR Ny L S S
€Tr) = €T) — = e —_— _— = [ [
0 o 1—12 2)g 1—t 14t
1 1
=3 [—In|1 —t|+Infl+¢t[]; = 5 [—In(1 —t) 4+ In(1 + ¢)]§
e T+
= |ln4y/——| =1In ,
1—-1 11—z
0
minden = € (—1,1) esetén. O
(0.9}
> (n+1)a";
n=0
Megoldds. A hatvanysor konvergencia sugara r = m =1 és a konvergencia halma-

n—oo

za D = (—1,1) (az —1 és 1 végpontok divergens a hatvanysor).
Jelolje S': (—1,1) — R a hatvanysor Osszegfiiggvényét. A hatvanysor tagonkénti integrala-
sara vonatkozo tételt hasznalva minden y € (—1, 1) esetén

Yy oo Y o0 y o0 [ee] 1
/ S(m)dx:Z/(n+1)$ndxzzxn+1lozzyn+1:yzyn:y.1_
0 n=0"0 n=0 n=0 n=0

Y

az (a) alpont alapjan. Innen derivalassal megkaphatjuk az 6sszegfiiggvényt

s = ([[swae) = (1) = (1o =ty wectn

o0

D (n+2)z™

n=0
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. 2 : _ 1 I i -
Megoldds. A hatvanysor konvergencia sugara r = T VT3 1 és a konvergencia halma
n oo

za D = (—1,1) (az —1 és 1 végpontok divergens a hatvanysor).
Jelolje S': (—1,1) — R a hatvanysor 6sszegfliggvényét. A hatvanysor tagonkénti integralé-
sara vonatkozo tételt hasznalva minden y € (—1, 1) esetén

x o0 T ') -
/ tS(t)dt = Z/ (n+ 2)t"tdt = Zt"“)o
0 n=0"0 n=0

[e's) 00 1
:§:$n+2:$2§:l‘n:l‘2-
1—=2x
n=0 n=0

az (a) alpont alapjan. Innen derivalassal kapjuk, hogy

st = [[esoar) = () = (Z52) = (camre 1)

1

=—14+—-, V —-1,1).
+ =L z € (—1,1)
o0
Direkt szamolassal kapjuk, hogy S(0) = Y (n+2)0" =2+3-0+4-0%+ .. = 2. Végiil

n=0
a hatvanysor Osszegfiiggvénye S : (—1,1) — R,
ha z € (—1,1) \ {0},

1, 1
S(l’) _ x + z(1—x)%?
2, ha z = 0.

o0

> (n+1)(n+2)2™;

n=0

. , . . 1 . , .
Megoldds. A hatvanysor konvergencia sugara r = i /00D = 1 és a konvergencia

halmaza D = (—1,1) (az —1 és 1 végpontok divergens a hatvanysor).
Jelolje S : (—1,1) — R a hatvanysor Osszegfiiggvényét. A hatvanysor tagonkénti integrala-
sara vonatkozo tételt hasznélva minden x € (—1,1) esetén

T(x) = /Ow S(t)dt = %/j(n +2)(n+ 1)t"dt = nz:(n + 2)t”+1‘z

=0

o
_ Z(n + 2)$n+1.
n=0

Ujbol alkalmazva a hatvanysor tagonkénti integralasara vonatkozo tételt kapjuk, hogy min-
den z € (—1,1) esetén

/ T(t)dt = / D (nt2)t"dt = Z/ (n+2)t"tde =) a2 =27 a"
0 (U —— n=0"0 n=0 n=0
2

C1—z

Derivalassal kapjuk, hogy

o= (o) - () - (2222 - (v i)
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1

=t G

Ujra derivalva adodik, hogy

S(z) = (/0 S(t)dt)l —T(2) = (-1 + (1_136)2> _ (1_23:)3

[e¢]
E n2z";
n=1

Megoldds. A hatvanysor konvergencia sugara r = 1 és a konvergencia halmaza D = (—1,1)
(az x = —1 és x = 1 végpontokban a hatvanysor divergens). El6bb a hatvanysor tagonkénti
integralasara vonatkozo tételt hasznaljuk, majd derivalassal visszakapjuk a hatvanysorunk
S:(—=1,1) = R osszegfiiggvényét.

S(x) = ZHQfB" = xZan”_l =axS1(z), Vae(-1,1).
n=1 n=1
S1(x)

oo

A > n%2"! hatvanysor konvergencia sugara szintén r = 1, igy létezik Sq : (—1,1) = R
n=1

Osszegfiiggvénye, amit a hatvanysor tagonkénti integraldsara vonatkozé tétel segitségével

fogunk kiszamolni.

SQ(:U):/O Sl(t)dt:/o Zth”—ldt:Z/o n? " ldt
n=1 n=1

o.¢]
= an", Ve (—1,1).
n=1

o0

A Y nz™ ! hatvanysor konvergencia sugara szintén r = 1, igy létezik Sy : (—=1,1) — R
n=1

Osszegfiiggvénye, tovabba

So(z) = an" = man"_l =xS3(z), Vxe(-1,1).
n=1 n=1
S3(x)

oo

A Y na™ ! hatvanysor konvergencia sugara szintén r = 1, igy létezik S5 : (—1,1) — R
n=1

Osszegfiiggvénye. A hatvanysor tagonkénti integralasara vonatkozo tétel alapjan

/93 S3(t)dt = /xinaznldt = i/wnxnldt
0 0 n=1 n=1 0
:ix"zxix"il :mi$m
n=1 m=0

n=1
X
= v —1,1).
T vee(=L1)
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Innen derivalassal kapjuk, hogy

Sy(a) = </0x53(t)dt>,= <1fx>/: <x;i;1>': (—1+ 1ix>/
B 1

BT Voe (—1,1),

igy adodik, hogy

Sa(x) = xS3(z) = a _mx)z’ Ve (—1,1).
Hasonl6an
g " z ) 1 1 '
s = ([ s =00~ (253) = (55 + =)
1 2
= 0P + A= Vo e (—1,1),
és végiil a keresett Gsszegfiiggvény
T 2x
S(z) =51 (z) = - + TSE
1 3 2
“0-2 a-ap + e Vo e (—1,1).
O
9 Y0 =1y
n=0 "

Megoldds. A hatvanysor konvergencia sugara r = +00 és konvergencia halmaza D = R,
o0

igy letezik S : R — R, S(x) = > La” 6sszefiiggvény, tovabba minden z € R esetén

n!

n=0

Innen adédik, hogy

S'(z)=8(z) <= S'(z) - S(x) =0 < S'(z)e " —S(x)e™* =0
<~ (S(@)e ™) =0 = S@)e ™ =c < S(v) = ce”,

ahol ¢ € R. Mivel S(0) =1, ezért ¢ =1, igy S(z) = €”. O

(1) i (lna)"wn’ a > 0;

n!
n=0

Megoldds. A hatvéanysor konvergencia sugara r = 400 és a konvergencia halmaza D = R,

0 n
igy létezik S: R = R, S(z) = > %x" Osszefiliggvény, tovabba minden x € R esetén
n=0

.- (ln a)n n . (l‘ -In a)n zlna x
S(m):z n' €T :ZTZGI :a,
n=0 ’ n=0 ’

(0.)
. m . ,
mivel > £ =¢e? minden = € R esetén. 0
mi
m=0
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4.8.

f"(@) =

e "

= (n— 1

Megoldds. A hatvanysor konvergencia sugara r = +00, igy a konvergencia halmaza D = R.
o0

Tehat létezik S: R — R, S(z) = > (n%nl), Osszegfiiggvény, tovabba minden = € R esetén
n=1 )

i~ " i~ ot 0 m
_ L T
Zn—l Z(n—l)!_zzm!_xe7
n:l n=1 m=0
oo
mivel %W,l = e”, minden x € R esetén. O
m=0
o0
> o1
(n+1)

Megoldds. A hatvanysor konvergencia sugara r = +00, igy a konvergencia halmaza D = R.

o0
Tehat létezik S : R — R, S(x) = > (—1)"#711), osszegfiiggvény, tovabba minden x € R
n=1 ’

esetén
& n 0 n+1 o0 (_ )n+1 & (_ )m
x x x x
(-2)S(@) = (=) > (D" (n+1)! 2. (n+1) D (n+1)! 2
n=1 n=1 n=1 m=2
( o' )" z g ()"
=1 1 1+ T
+1'+ + 1! +m:2 m! +1'+mz:0 m!
=—1l+x+e”
mivel Z L0 =", igy Z ¥ minden = € R esetén.
m=0

[e.e]
Direkt szamolassal kapjuk, hogy S(0) = > (—1)"(71()?711), = 0, igy a hatvanysor 6sszegfiigg-
n=1 ’

vénye S : R — R,
—l+xte™* h 0
S(z) = oo haz# .
0, hax =0

(Megjegyezziik, hogy az Osszefiiggvény folytonos az x = 0 pontban.) O

Feladat. Hatérozz meg egy olyan hatvanysort, amelynek f Osszegfiiggvénye teljesiti az
f(z) = 0 differencidlegyenletet és hatarozd meg a konvergencia halmazat!

o0
Megoldds. Tegyiik fel, hogy f a > a,z™ hatvanysor Osszefiiggvénye és ezen hatvanysor kon-

n=0

vergencia sugara r > 0. Kiszamitjuk az f mésodrendd derivaltjat a (—r,r) intervallumon a
hatvanysor tagonkénti derivalédsira vonatkozo tétel segitségével:

n=0 n—O
o0 4 o o0
(z) = (Z nan:U”_l) = (nanz" ') = Z(n — Dnayx
n=1 n=1 n=1
oo

= Z(n + 1) (n+ 2)api2x".
n=0
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o0
A Z (n + 1)(n + 2)ap+22™ hatvanysor konvergencia sugara megegyezik a . a,x™ hatvanysor
n=0 n=0
konvergencia sugaraval. Mivel a hatvanysorok abszolut konvergensek a (—r,r) intervallumon,

ezért

[e.9]

(@) = f(2) =) (n+1)(n + 2)ansza” Zanw
n=0
= Z n+1 n+2)an+2 aplx”, Vx e (-rr).

bn

o0
Az f"(x) — f(z) = 0 egyenlet alapjan > b,z™ = 0, minden x € (—r,r) esetén, ahonnan b,, = 0,
n=0

minden n > 0 esetén. Valdéban, az x = 0 pontban 0 = Z b, 0" = bg. Tovabba, a hatvanysor

osszes derivaltja is nulla a (—r,r) intervallumon. Az elsorendu derivalt

oo / o0 oo o
<Z bnac"> = Z (bpz™) = Z nb,z" ! = Z nb,x" !
n=0 n=0 n=1

n=0

nulla kell legyen az x = 0 pontban, ezért by = 0. Ezt folytatva kapjuk, hogy b, = 0, minden
n > 0 esetén. Tehat az f”(x) — f(z) = 0 egyenlet az

an,

1 2 —ap =0 = =— - Vn>0
(n+1)(n+2)apt2 —ap A2 CFCES) n >
rekurzidval egyenértékd. Felirva az els§ néhany tagot kapjuk, hogy
ag al a2 as a4 as
g = —=, A3 = ——, Q4 = ——, a5 = , ag = ,
TP T3 M Ty P s ey T 76
A paros indextd egyiitthatokra kapjuk, hogy asr = (2];)12(’“72*;_1) minden k£ > 1 esetén, illetve a
paratlan indext egyiitthatokra kapjuk, hogy aori1 = (%‘f’fﬁ, minden k£ > 1 esetén. Innen
adodik, hogy
agp al
= 6 =—— Vk>1
a2k (2k)! S agk+1 2k + 1) Z

. &S]
Osszegezve az f Osszefiiggvényd > a,a™ hatvanysorunk egytitthatoi
n=0

o — %v ha n = 2k, _ ) 3%, han péros,
" %7 ha n =2k +1, 4. ha n paratlan,

ahol ag és a; tetszéleges valés szamok lehetnek.
Kiszéamitjuk ennek a hatvanysornak a konvergencia sugarat és halmazatk

2 lao 2k+1 |a1]
(= hm Vlan| = max{hm \/ o0 k—>oo \ o Ok 1 1)1 }

= max{ hm Y ao - nlgrgo W nhHolo Va1l -

)

= max{0,0} =0,
0, haa=0, .
mivel lim = = 0és lim {/|a| = aa . Tehat a hatvanysor konvergencia sugara
n—oo Vn! Nn—00 1, ha(17é0

r = 400 és konvergencia halmaza R. O



5. fejezet

Bels6, torldédasi és hatarpontok

5.1. Elméleti osszefoglalo

5.1.1. Belsg, torlédasi és hatarpontok R-en

Legyen x € R egy pont és A C R egy halmaz.

5.1. Ertelmezés

(i) Az x pont az A halmaz belsé pontja, ha létezik olyan r > 0 szam, hogy (x — r, = + r) nyilt
intervallum benne van A-ban, vagyis

Ir > 0 ugy, hogy (x —r, x +r) C A.
Az A részhalmaz bels6é pontjainak halmaza A.

(ii) Az x pont az A halmaz torldddsi pontja, ha minden r > 0 szam esetén az (v — r, x + r)
intervallumnak és az A halmaznak van z-t6l kiilonb6z6 kézos pontja, vagyis

Vr > 0esetén (z —r, x+r)N(A\ {z}) #0.
Az A részhalmaz torlodasi pontjainak halmaza A’.
(iii) Az x pont az A halmaz hatdrpontja, ha
Vr>0esetén (x —r,z+r)NA#£D és (x—r, xz+7r)NA° A0,
ahol A° =R\ A az A halmaz komplementere. Az A részhalmaz hatarpontjainak halmaza
bd (A).
5.1.2. Belsd, torlodasi és hatarpontok R?-en

Legyen z = (21, 72) € R? egy pont és A C R? egy halmaz.

5.2. Ertelmezés
Az x kézéppontu és r sugart nyilt (sikbeli) korlap vagy nyilt golyo:

B(zir) ={y e R*| |z —y|| < r}
={y=(y,12) ER?*| /(21 — 1) + (32 — y2)2 < 1}

Az x kézéppontu és r sugar zdrt (sikbeli) korlap vagy zdrt golyd:
Blz;r) = {y e R?| |z —y|| <7}
={y=(y1,92) € R?* | V(w1 —1)> + (12 —y2)®> < 1}

5.3. Ertelmezés

137
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(i) Az x pont az A halmaz belsd pontja, ha létezik olyan r > 0 szam, hogy a B(x;r) nyilt
korlap benne van az A halmazban, vagyis

Jr > 0 ugy, hogy B(z;r) C A.
Az A halmaz bels6 pontjainak halmazét A-val jeloljiik.

(ii) Az x pont az A halmaz torléddsi pontja, ha minden r > 0 szam esetén a B(x;r) nyilt
korlapnak és az A halmaznak van z-t6l kiilonb6z6 kozds pontja, vagyis

Vr > 0 esetén B(z;r) N (A\ {z}) # 0.
Az A halmaz torlodasi pontjainak halmazat A’-vel jeloljiik.
(ili) Az x pont az A halmaz hatdrpontja, ha
Vr > 0 esetén B(z;r)NA# 0D és B(a;r)NA®# 0,

ahol A¢ = R?\ A az A halmaz komplementere. Az A halmaz hatarpontjainak halmazat
bd (A)-val vagy 0A-val jeloljiik.

5.4. Tulajdonsag
Legyen n > 1 egész szam és legyen A C R" egy tetszbleges részhalmaz.

1. Ac 4,

2. A C A’ (minden belss pont torlodasi pont is);

3. ANbd(A) =0 (belss pontok nem hatérpontok);
4. A=AUA;

5 bd(A)=A\A=(AUA)\ A
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5.2. Feladatok

5.1. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez6 A C R halmazok belsd, torlodési és hatarpontjait:

(a) A=1[0,1]; (d) A={l|neN}
(b) A= (0,1}; (e) A=1Z;
(c) A=(0,1); (f) A=Q.

5.2. Feladat. Hatérozzuk meg a kovetkezd A C R? halmazok belss, torlodasi és hatarpontjait:

(a) A= B((1,2);3); (f) A=(0,1) x Q;

(b) A= (0,1] x [2,3); (8) A=1[-2,5)xQ;

(¢) A={5|neN}x01]; (h) A={L|neN}xQ
(d) A={(z,sin3)|z cR*}; (i) A=R x Q.

() A=QxQ
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5.3. Megoldasok

5.1. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez6 A C R halmazok belsd, torlodési és hatarpontjait:
(a) A=[0,1];

Megoldds.

e Legyen z € (0,1) egy tetszdleges pont. Az x pont tavolsaga az intervallum 0 végpont-
jatol 6(x,0) = |x — 0] = z > 0, mig az x pont tavolsiga az intervallum 1 végpontjatol
0(z,1) =]z —1 =1—=2 > 0. Legyen r = min{d(z,0), 6(x,1)} = min{z,1 —z}. A
minimum értelmezése alapjan r < x, ahonnan 0 < x — r, illetve r < 1 — x, ahonnan
x+r < 1. Ez alapjan (x —r, x+r) C [0, 1], tehat x az A = [0, 1] halmaz bels6 pontja.
Az x = 0 pontra minden r > 0 esetén —5 € (—r,7) = (0—7r, 0+7),de —5 ¢ [0,1] = A,
ezért (—r,7) € [0,1] = A, igy = = 0 nem belsé pontja az A = [0, 1] halmaznak.
Hasonlbéan, az # = 1 pontra minden r > O esetén 1 +5 € (1 —7,1+7),de 1+ 5 ¢
[0,1] = A, ezért (1 —r,14+7) € [0,1] = A, igy = 1 nem belsé pontja az A = [0, 1]
halmaznak.

Azt kaptuk, hogy az A = [0, 1] halmaz bels6 pontjainak halmaza A= (0,1).

e Minden belsépont egyben torlodasi pont is, ezért A = (0,1) C A’

Az x = 0 pontra minden r > 0 esetén

(=r, ) O ([0, N {0}) = (=r,7) N (0, 1] # 0,

mert példaul tartalmazza az L pontot, ha r < 1, illetve az % pontot, ha r > 1. Igy

2
0e A
Hasonl6an, az x = 1 pontra minden r > 0 esetén

1—r1+r)n (0, 1]\ {1}) =1 —=r,14+7)N[0,1) #0,

mert példaul tartalmazza az 1 — 5 pontot, ha r < 1, illetve az % pontot, ha r > 1. Igy
1e A
Az x < 0 pontra r = |z| = —z esetén

(@ —rxz+r)n(0,1]\ {z}) = (@ —r,x+7r)N[0,1] = (x —r,0) N[0, 1] = 0,

fgyx ¢ A
Hasonlban, az x > 1 pontra r = x — 1 esetén

(x—r,z+r)N 0,1\ {z}) = (z—r,x+7)N[0,1] = (L,z+r)N[0,1] =0,

gy x ¢ A
Ezzel belatuk, hogy az A = [0, 1] halmaz derivalt halmaza (torlodasi pontjainak hal-
maza) A’ = [0,1].

e Az A =0,1] halmaz burkol6 halmaza A = AU A’ =[0,1]U[0,1] = [0, 1].

e Az A = [0,1] halmaz hatéra bd (A) = A\ A = [0,1]\ (0,1) = {0,1} (az intervallum
végpontjainak halmaza).

O
(b) A= (0,1];

Megoldds. A belsd, torlodasi, hatarpontok meghatérozésa ugyanigy torténik, mint az el6z8
esetben, csak a [0, 1] zart intervallumot kell kicserélni a (0, 1] intervallumra.
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e Legyen z € (0,1) egy tetszsleges pont. Az x pont tavolsadga az intervallum 0 végpont-
jatol 0(x,0) = |x — 0] = = > 0, mig az = pont tavolsadga az intervallum 1 végpontjatol
0(z,1) =]z —1 =1—2 > 0. Legyen r = min{d(z,0), 6(x,1)} = min{z,1 —z}. A
minimum értelmezése alapjén r < x, ahonnan 0 < x — r, illetve r < 1 — x, ahonnan
x+r < 1. Ezalapjan (z—r, z+7) C (0, 1], tehat  az A = (0, 1] halmaz bels6 pontja.
Az x = 0 pontra minden r > 0 esetén —% € (—r,7) = (0—r, 0+7r),de =5 ¢ (0,1] = A,
ezért (—r,r) € (0,1] = A, igy = = 0 nem belsé pontja az A = (0, 1] halmaznak.
Hasonlbéan, az = 1 pontra minden r > O esetén 1 +5 € (1 —7r,1+7),de 1 + 5 ¢
(0,1] = A, ezért (1 —7,1+7r) ¢ (0,1] = A, igy z = 1 nem belss pontja az A = (0, 1]
halmaznak.

Azt kaptuk, hogy az A = (0, 1] halmaz bels6 pontjainak halmaza A= (0,1).

e Minden bels6pont egyben torlodasi pont is, ezért A= (0,1) C A’

Az x = 0 pontra minden r > 0 esetén

(=r,7) 0 ((0, 1]\ {0}) = (=r,7) N (0, 1] # 0,

mert példaul tartalmazza az £ pontot, ha r < 1, illetve az % pontot, ha r > 1. Igy

2
0eA.
Hasonlban, az £ = 1 pontra minden r > 0 esetén
(1=r14+r)0 0,1\ {1}) =1 =r1+7)N(0,1) #0,
mert példaul tartalmazza az 1 — 5 pontot, ha r < 1, illetve az % pontot, ha r > 1. Igy

1e A

Az x < 0 pontra r = |z| = —z esetén
(x—=r,z+r)N 0,1\ {z}) = (z—r,z+7)N(0,1] = (x —r,0) N (0,1] =0,

gy x ¢ A’
Hasonl6an, az « > 1 pontra r = z — 1 esetén

(z—rz+7r)N 0,1\ {z})=(x —r,z+7r)N(0,1] = (L,z +7r)N(0,1] = 0,

gy x ¢ A’
Ezzel belatuk, hogy az A = (0,1] halmaz derivalt halmaza (torlodasi pontjainak
halmaza) A" = [0, 1].

e Az A = (0,1] halmaz burkolé halmaza A = AU A’ = (0,1] U [0,1] = [0, 1].

e Az A = (0,1] halmaz hatara bd (4) = A\ A =[0,1]\ (0,1) = {0,1} (az intervallum
végpontjainak halmaza).

O
(c) A=(0,1);

Megoldds. A belsg, torlodasi, hatarpontok meghatarozasa ugyaniagy torténik, mint az elsd
esetben, csak az [0, 1] zart intervallumot kell kicserélni a (0,1) intervallumra.

e Legyen z € (0,1) egy tetszsleges pont. Az x pont tavolsaga az intervallum 0 végpont-
jatol 0(x,0) = |x — 0] = = > 0, mig az x pont tavolsadga az intervallum 1 végpontjatol
0(x,1) =]z —1 =1—2 > 0. Legyen r = min{d(z,0), 6(x,1)} = min{z,1 —z}. A
minimum értelmezése alapjan r < x, ahonnan 0 < x — r, illetve r < 1 — x, ahonnan
x+r < 1. Ez alapjan (x —r, x +7) C (0,1), tehat = az A = (0,1) halmaz belss
pontja.
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Az x = 0 pontra minden 7 > 0 esetén —5 € (—r,7) = (0—7, 047r),de =5 ¢ (0,1) = A,
ezért (—r,r) ¢ (0,1) = A, igy = = 0 nem belsd pontja az A = (0,1) halmaznak.
Hasonloan, az = = 1 pontra minden 7 > O esetén 1 +5 € (1 —r,1+7),de 14+ 5 ¢
(0,1) = A, ezért (1 —r,1+7r) Z (0,1) = A, igy = 1 nem bels6 pontja az A = (0, 1)
halmaznak.

Azt kaptuk, hogy az A = (0, 1] halmaz bels6 pontjainak halmaza A= (0,1).

e Minden bels6pont egyben torlodasi pont is, ezért A= (0,1) C A'.
Az x = 0 pont és minden r > 0 esetén

(=r,r) 0 ((0,1)\{0}) = (=r,m) N (0,1) # 0,

mert példaul tartalmazza az L pontot, ha r < 1, illetve az % pontot, ha r > 1. Igy

2
0e A
Hasonléan, az x = 1 pont és minden r > 0 esetén

(1 =r, 1470 (0, D\{1}) = (1 —r1+7r)N(0,1) #0,
mert példaul tartalmazza az 1 — 5 pontot, ha r < 1, illetve az % pontot, ha r > 1. Igy

le A
Az x < 0 pontra r = |z| = —z esetén

(x—rx+r)Nn(0,1)\{z})=(x—r,x+r)N(0,1) = (x —r,0)N(0,1) =0,

igyx ¢ A
Hasonléan, az x > 1 pontra r = z — 1 esetén

(x—rz+r)n (0, )\ {z})=(z—r,z+7r)N(0,1) = (1,z+7)N(0,1) =0,

igy x ¢ A
Ezzel belatuk, hogy az A = (0,1) halmaz derivalt halmaza (torlodasi pontjainak
halmaza) A" = [0, 1].

e Az A =(0,1) halmaz burkolé halmaza A = AU A’ = (0,1) U [0,1] = [0, 1].

e Az A = (0,1] halmaz hatara bd (4) = A\ A =[0,1]\ (0,1) = {0,1} (az intervallum

végpontjainak halmaza).

O
(d) A={;[neN}

Megoldds.

e Minden z = %, n € N* pont és minden r > 0 szdm esetén (% —r,%—kr) ¢ A, mivel
L_rte@d-—riir\Ahar<i—_L iletve %(%—F%H)E(l rA )\ A4,

n n+1’ no

ha r > % — n%q Tehat z = % nem belsé pont, minden n € N* esetén, igy A=0.
e Minden x = %, n € N* esetén legyen r = % — n%rl Ekkor

L2 1 )m(A\{:c}):(Z).

n+l’'n n+l

(x—r,x—i—r)ﬂ(A\{ac}):(

Tehét = ¢ A'.
Ha z € (n%rl,%), n € N* akkor legyen r = min{z —

(x —rxz+r)N(A\{z}) =0. Tehat = ¢ A’

—1.+ —ax} > 0. Ekkor
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Az x < 0 pont esetén legyen r = |x| = —x > 0. Ekkor
(z—re+r)n(A\{z}) = (z —r,0) N (A\{z}) = 0.

Tehat x ¢ A'.
Az x > 1 pont esetén legyen r =z — 1 > 0. Ekkor

(x—rx+r)Nn(A\{z}) =1,z +7r)Nn(A\ {z}) = 0.

Tehat x ¢ A’
Végiil z = 0 pontra minden r > 0 esetén létezik n = [r] + 1 ugy, hogy % € (—r,r)N
(A\ {0}), tehat (—r,r) N (A\ {0}) # 0, és ezért 0 € A’.
Osszegezve az A = {1 | n € N*} halmaz derivalt halmaza (torlodasi pontjainak
halmaza) A" = {0}.

e Az A= {2 |n € N*} halmaz burkol6 halmaza A = AU A’ = {0, | n e N*}.

o Az A={L1|ne N} halmaz hatara A\ A= {0, |neN*}\0=1{0,1|neN}.

]
(e) A=1Z;

Megoldds.
e Minden z € Z pont és minden r > 0 esetén (x — r,z +7) ¢ Z, mivel x — § €
(x—max+7)\Z har <1 illetvez — 3 € (v —r,x+ 1)\ Z, har > 1. Tehat z nem
belss pont, és A = 0.

e Az R\ Z = Upez(n,n + 1) halmaz nyilt, ezért minden = € R\ Z esetén = ¢ Z' (nem
torlodasi pontja az egész szamok halmazanak).
Minden x € Z pont és r = % esetén (z —r,x +7) N (Z\ {z}) = 0, ezért x ¢ Z' (nem
torlodasi pontja az egész szamok halmazéanak).
Osszegezve az A = Z halmaz derivalt halmaza (torlodasi pontjainak halmaza) A’ =
7 = 0.

e Az A =7 halmaz burkol6 halmaza A = AUA' =ZU () = Z.

o Az A =7 halmaz hatara A\ A=2\0=Z.

(f) A=0Q.

Megoldds.
e Minden intervallum tartalmaz racionalis és irracionélis szamot is. Ezért minden g € Q
és minden r > 0 esetén (¢ —r,q+ 1) € Q, ezért Q = 0.

e Felhasznélva, hogy minden intervallum tartalmaz racionélis és irracionalis szdmot is
adddik, hogy minden z € R és minden 7 > 0 esetén

(z—r,2+r)N(Q\{z}) = ((z—r, 2)U(z, 2+7))NQ = ((z—r, 2)NQ)U((z, 2+r)NQ) # 0.

Tehat Q' = R.
e A Q halmaz burkol6 halmaza Q = QU Q' = R.
e A Q halmaz hatara bd (Q) = Q\Q =R\ 0 =R.
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5.2. Feladat. Hatérozzuk meg a kovetkezé A C R? halmazok belss, torlédasi és hatarpontjait:

(a) A= B((1,2);3);

Megoldds.
e Minden = = (z1,x2) € B((1,2);3) pont esetén legyen
r=3- H(xlva) - (172)” >0

(az z pont tavolsdga a korong szélétsl). Ekkor B(x;r) C B((1,2);3), mivel minden
y = (y1,y2) € B(z;7) pont esetén

1(y1,y2) = (L 2)[| < [[(y1, y2) = (1, z2) [+ (21, 22) = (L, 2) | <7 +[(21, 22) = (1, 2)[| < 3.
Tehat x belsé pontja az A = B((1,2);3) halmaznak, igy az A = B((1,2);3) halmaz
belsé pontjainak halmaza A = B((1,2);3).

e Tudjuk, hogy A C A’ (minden belsé pont egyben torlodési pont is).

Az x = (x1,22) € C((1,2);3) (a korongot hatarold koron 1évs) pont esetén ||(z1,x2) —
(1,2)]| = 3. Ekkor minden r > 0 esetén

y= () = (1-5) (@1,22) + 5(1,2) € Blair) 1 (4\ {x}),

ha r < 3, illetve y = (y1,y2) = 3(z1,22) + 5(1,2) € B(z;r) N (A\ {z}), ha r > 3.
Tehat minden r > 0 esetén B(z;r) N (A\ {z}) # 0, ezért z € A'.
Az x = (w1, 79) € R?, ||(z1,72) — (1,2)|| > 3 (a korongon kiviili) pontok esetén legyen

r=|(z1,z2) — (1,2)[| =3 > 0.

Ekkor B(z;7) N (A\ {z}) =0, tehat = ¢ A’
Osszegezve A’ = B((1,2);3) = {(z1,72) € R? | ||(w1,22)|| < 3} (az (1,2) kézéppontt
és 3 sugaru zart korong).

e Az A = B((1,2);3) halmaz burkol6 halmaza A = AU A’ = B((1,2);3) = {(x1,22) €
R2 | ||(z1,22)| < 3} (az (1,2) kdzéppontt és 3 sugart zart korong).

e Az A= B((1,2);3) halmaz hatara

bd (A) = A\ A= {(z1,22) € B | || (21, 22)|| = 3} = C((1,2):3)

(az (1,2) kozéppontu és 3 sugari kor).

(b) A=(0,1] x [2,3);

Megoldds. Minden = = (x1,22) € R? kbézéppontt és r > 0 sugart nyilt korlap tartalmaz
egy x kozéppontu és a = rv/2 oldalhosszusagn nyilt négyzetlapot, vagyis (x1 — a, x1 + a) X
(v9 — a, 29+ a) C B((x1,72);7). Forditva, minden z = (21, 72) € R? kdzépponti és a > 0
oldalhossztisagi nyilt négyzetlap tartalmaz egy = = (z1,22) € R? kozéppontt és r = 5
sugara nyilt korlapot, vagyis

a
B((x1,z2); 5) C(x1—a,r1+a) X (ra—a,z2 + a).
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Ezért x = (z1,22) € A C R? bels6 pont pontosan akkor, ha létezik a > 0 agy, hogy
(r1 —a,x1 +a) x (xg2 —a,x9 +a) C A. Sajatosan, ha A = A; x Ay, akkor A= A x A,.

Hasonlbéan, az z = (z1,22) € A C R? torlédéasi pont pontosan akkor, ha minden a > 0
esetén (r1 — a,x1 + a) X (x2 — a,xa + a) N (A \ {z}) # 0. Sajatosan, A = A; x As
esetén (1 — a,x1 + a) X (v3 — a,x2 + a) N (A1 x Az \ {(z1,22)}) # 0 egyenértékid az
(x1 —a,z1 +a) N (A1 \ {z1}) # 0 és (z2 — a,x2 + a) N (A \ {z2}) # 0 feltétellel, ezért
A= Al x A

e Mivel A =(0,1]x[2,3) az A1 = (0,1] C R és Ay = [2,3) C R halmazok Descartes-féle

1
szorzata, ezért A = Ay x Ay = (0,1) x (2,3).
1

e Mivel A= (0,1]x[2,3) az A; = (0,1] C R és Ay = [2,3) C R halmazok Descartes-féle
szorzata, ezért A’ = A} x A, =[0,1] x [2,3].

e Az A =(0,1] x [2,3) halmaz derivalt halmaza A = AU A" = [0,1] x [2,3].
e Az A=(0,1] x [2,3) halmaz hatara

bd(A) = A\ A= ({0,1} x [2,3]) U ([0,1] x {2,3})

(a négyzet oldalainak egyesitése).

0
(c) A={2|neN}x[0,1];
Megoldds.
o A={l|neN*}°x[0,1°=0x(0,1) = 0.
o A ={L|neN} x[0,1] ={0} x [0,1].
e A=AUA ={0,2 |neN}x[01].
o bd(A)=A\A= ({0, |neN}x[0,1])\0=1{0,2|necN}x[01].
O
= {(z,sinl)|z e R*};
Megoldds. A = 0;
A = {(z,sin2) |z € R*} U ({0} x [-1,1]);
bd (4) = {(z,sinl) |2z € R*} U ({0} x [-1,1]). O
A=QxQ;
Megoldds.
e A=QxQ=0x0=0.
e A/'=Q xQ =R xR=R2%
e A=AUA =(QxQU(RxR) =R2
e bd(A) = A\ A=R2\0=R2
O

(f) A=(0,1) xQ;
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Megoldds.

e A=(0,1°xQ=(0,1)x0=0.

e A'=(0,1 xQ =[0,1] x R.

e A=AUA =((0,1) xQ) U ([0,1] x R) = [0,1] x R.
bd(A)=A\A=[0,1] xR\ 0 =1[0,1] x R.

(8) A=[-2,5)xQ

Megoldas.

e A=[-25°xQ=(-2,5)x0=0.

o A'=[-2,5)xQ =[-2,5] xR.

e A=AUA = ([-2,5) x Q) U([-2,5] x R) = [-2,5] x R.
e bd(A)=A\A=[-2,5 xR\ 0 =[-2,5] xR.

(h) A={;IneN}xQ

Megoldds.

e A={l|neN}xQ=0x0=0.
o A={l|neN}xQ ={0}xR.

e A=AUA = ({2 |neN}xQ)uU([-2,5xR)={0,1|neN} xR

bd(A) = A\A={0,2 [ ne N} xR\ 0={0,1 |neN} xR

(i) A=R xQ.

Megoldds.

° A:RX@:RX@:W.

e /=R xQ =R xR =R2%

e A=AUA =R xQ)U (R x R) =R2
e bd(A)=A\ A=R2\ () =R2

146



6. fejezet

Fuggvények hatarértéke és
folytonossaga

6.1. Elméleti osszefoglald

6.1.1. Egyvaltozoés fiiggvények hatarértéke

Legyen A C R egy halmaz és xp € A’ az A halmaz egy torlodasi pontja.

(i) Az f fiiggvény hatéarértéke az o pontban £ € R, ha minden € > 0 esetén létezik J. > 0 ugy,
hogy minden x € A, © # xo, |x — xo| < J¢ esetén |f(z) — 4] < e. Jelolés: lgn f(z) ="
T—T0

(ii) Az f fiiggvény hatarértéke az xo pontban +oo, ha minden K > 0 esetén létezik dx > 0 ugy,
hogy minden x € A, x # xg, |r — xg| < 0 esetén f(z) > K. Jelolés: li_)m f(x) = +o0.
T—xo

(i) Az f fuggvény hatarértéke az xp pontban —oo, ha minden K > 0 esetén létezik ix > 0 ugy,
hogy minden = € A, = # xo, |x — xg| < Ik esetén f(x) < —K. Jelolés: xli_}ngg f(z) = —o0.
Ha egy fiiggvénynek létezik hatarértéke, akkor az egyértelmd.
6.1. Tétel (Heine-féle kritérium)
Az f: A — R fiiggvény xg € A’ torlodasi pontban vett hatarértéke ¢ pontosan akkor, ha minden
(Yn)n>1 sorozat esetén, amelyre v, € A, yp, # xo (minden n > 1 esetén) és nh_)rgo yn = T teljestil,
hogy lim f(yn) = ¢.
n—oQ
6.2. Kovetkezmény
Adott az f : A — R fiiggvény és az zp € A’ torlodasi pont. Ha létezik két olyan (y,) és (zn)
szamsorozat, hogy yn,zn € A, Yn # X9 # zn, minden n > 1 esetén, és lim y, = lim z, = xg,
n—oo n— oo
de lim f(yn)# lim f(z,), akkor nem létezik a lim f(z) fuggvényhatarérték.
n—o00 n—00 T—T0
6.3. Tétel (Cauchy)
Az f: A — R fiiggvénynek akkor és csak akkor van hatarértéke az xg € A’ torlodasi pontban,
ha barmely € > 0 szam esetén létezik . > 0 gy, hogy minden z,y € A, © # xo, |z — 20| < 0 és
Yy # xo, |y — xo| < dc esetén |f(z) — f(y)| < e.
6.4. Tulajdonsag

Legyen A C R egy nemiires részhalmaz, f1, fo : A — R fiiggvények, amelyek esetén léteznek a
lim fi(z) € R és lim fo(x) € R hatarértékek az xy € A’ torlodasi pontban.
T—T0 T—T0

Ekkor léteznek a kovetkez§ hatarértékek:
(§) Jim () + @) = Jim fu(e) + lim o)
(ii) lim k- fi(z) = k- lim k- fi(x), minden k € R esetén;
T—T0 T—x0

(iii) Jim fi(z) fa(x) = Jim fi(z) - Jim fa(z);

147
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(iv) lim L&) = oty 1) ha lim fa(z) # 0;
T—T0 f2(£C) g;li{rzl() f2(1')7 T—IQ 2 ’

(v) ha minden x € A esetén fi1(z) < fa(x), akkor ILm fi(z) < lim fo(x);
T—T0

T—T0

(vi) ha g : A — R ugy, hogy fi(z) < g(z) < fa(x), minden = € A esetén, és lim fi(z) =

T—T0
lim fy(z), akkor létezik a lim g(z) hatarérték és lim g(z) = lim fi(z) = lim fa(x).
T—T0 Tr—xQ T—T0 T—T0 T—T0
6.5. Tulajdonsag (Osszetett fiiggvény hatarértéke)
Legyenek A, B C R részhalmazok, f1 : A — R és fy : B — R fiiggvények ugy, hogy fi1(A) C B és
léteznek a xllg:lo fi(x) = 44, mlij% fo(x) = €3 hatarértekek (xg € A', £1 € B'), tovabba létezik egy

(o — 9, o + 9) intervallum gy, hogy minden x € (zg — 0,20+ 0) N A, x # x¢ esetén fi(x) # ¢4.
Ekkor létezik a lim fo(fi(x)) hatarérték és egyenls fo-vel.
T—T0

6.6. Tétel (L’Hospital-szabaly)

Legyen z( € [a,b] pont és f,g: (a,b) \ {x0} — R derivalhato figgvények tgy, hogy ¢'(x) # 0,

minden z € (a,b) \ {zo} esetén, lim f(z) = lim g(z) = 0 és létezik a lim L) patarertek,
T—x0 T—T0 g'(z)

Tr—xQ
akkor

o @) @)

ros0 glx) oo gf(z)

Az f : A — R fiiggvény jobb oldali hatdrértéke az xy € A’ pontban ¢, ha minden & > 0
szamra létezik 0. > 0 ugy, hogy minden =z € A, xg < x < xo + J; esetén |f(x) — ] < . Jelolés:
lim f(z)=4¢ Az f: A — R fiiggvény bal oldali hatdrértéke az xo € A’ pontban ¢, ha minden

x— (o)t
e > 0 szamra létezik J. > 0 ugy, hogy minden = € A, xg — J. < = < ¢ esetén |f(x) — {| < e.
Jeloles:  lim  f(x) =£.

z—(x0) ™

Egy f : A — R fiiggvénynek van hatarértéke egy xg € A bels§ pontban, vagyis létezik
lim f(x), akkor az xp pontban léteznek a jobb és bal oldali hatarértékek, amelyek megegyeznek

T—TQ
a hatarértékkel, vagyis lim f(z) = lim f(z)= lim f(2).
T—T0 xz— (o)t x—(z0)~
Forditva, ha egy f : A — R fliggvénynek léteznek a jobb, illetve bal oldali hatarértékei egy
xg € A’ pontban és megegyeznek, azaz lim f(x) = lim f(z), akkor az f fliggvénynek

x—(z0)t x—(z0)~
létezik hatarértéke az xp pontban és lim f(z) = lim f(z) =
T—x0 z—(z0) T

li .
o @

6.1.2. Kétvaltozos fiiggvények hatarértéke
Legyen z = (z1,22) € R? esetén ||z|| = /23 + 23 és legyen A C R? egy nemiires részhalmaz.

6.1.2.1. Globalis hatarérték

Az f: A — R fliggvény hatarértéke ¢ € R az (xz9,yo) € A’ torlodasi pontban, ha minden £ > 0
szémra létezik 6. > 0 tigy, hogy minden (z,y) € A, (2,y) # (20.0), [[(z,y) — (zo,%0)[| =

V(@ —20)2+ (y — y0)? < 6 esetén |f(x,y) — | <e. Jeldlés: L= lim  f(x,y).
(z,y)—=(x0,90)

6.7. Tétel (Heine-féle kritérium)

Az f: A — R fiiggvény hatarértéke az (zg,y0) € A’ pontban ¢ akkor és csakis akkor, ha

minden (z,)n>1, (Yn)>1 sorozatokra, ahol (zn,yn) € A, (Tn, yn) # (x0,%0), n > 1, lim z, = xo,
- - n—o0

lim y, = yo teljestil, hogy lim f(zy,yn) = ¢.
n—0o0 n—oo

6.1.2.2. Iteralt hatarérték

Legyen A = A x Ay CR? és 29 € A}, yo € Al torlédasi pontok.
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(i) Az F(x) = lim f(z,y) hatarértéket az y valtozo szerinti F' hatdrfiggvénynek nevezzik az
Y—Yo
x € Ay \ {zo} pontban.
(i) A G(y) = li_>rn f(x,y) hatarértéket az x valtozo szerinti G hatdrfiggvénynek nevezziik az
T—T0

y € A\ {yo} pontban.
(iii) A lim (lim f(m,y)) = lim F(z) és lim <lim f(x,y)) = lim G(y) az f fiiggvény
T—x0 \Y—Yo T—TQ Y—Yo \T—T0 Yy—Yo
iterdlt hatdrértékei az (xg,yo) € A" pontban.

6.1.2.3. Globalis és iteralt hatarérték kapcsolata

Legyenek Ay, Ay CRés A= A; x Ay C R2.
6.8. Tétel

Feltételezziik, hogy az f : A — R fiiggvénynek létezik (globalis) hatarértéke az (zg,yo) € A
pontban, ahol zg € A}, yo € AS,.

(i) Havalamely (a, b) intervallum esetén léteznek az F(x) = lim f(z,y), z € (a,b)N(A1\{z0})

Y—Yo

hatarértékek, akkor létezik lim < lim f(x, y)) = lim F(x) ésegyenls a lim flz,y)
T—xo \Y—Yo0 T—T0 (z,y)—(x0,y0)
globalis hatéarértékkel.

(ii) Ha valamely (a,b) intervallum esetén léteznek a G(y) = le f(z,y), y € (a,b)N(A2\{vo})
T—xQ

hatarértékek, akkor létezik lim (hm f(x,y)) = lim G(y) és egyenls a lim f(z,y)
y—yo \ T—To Y=o (z,y)—(x0,y0)
globalis hatéarértékkel.

6.9. Kovetkezmény

Ha az f : A — R fiiggvény esetén léteznek az F(z) = lim f(z,y) és G(y) = lim f(z,y)
Yy—Yyo T—x0

hatéarfliggvények és

(i) léteznek a lim lim f(z,y) és lim lim f(z,y) iteralt hatarértékek, de nem egyenlgek,
Yy—Yo T—To T—T0 Y—Yo

vagy

(ii) az lim lim f(z,y) és lim lim f(z,y) iteralt hatarértéke koziil valamelyik nem létezik,
Y—Yo T—T0 T—x0 Y—Yo

akkor az f fliggvénynek nem létezik a lim f(x,y) globalis hatarértéke az (z, yp) pontban.
(z,y)—=(z0,90)

6.1.3. Folytonossag

Legyen A C R. Az f : A — R fiiggvény folytonos az o € A pontban, ha zo € A’ torlodasi
pont esetén Ilgg f(z) = f(x0), vagy ha xo ¢ A’ (izolalt pont). Az f fiiggvény folytonossiga az
xg € A pontbamO ugy is jellemezhets, hogy minden £ > 0 szémra 1étezik olyan d. > 0, amelyre
minden x € A, |x — x| < J; esetén |f(z) — f(xo)| < e.

Tobbvaltozos fliggvény esetén hasonléan értelmezziik a folytonossagot, mi ezt kétvéltozds
fiiggvényre irjuk fel. Legyen A C R?. Az f : A — R fiiggvény folytonos az (xq, %) € A pontban,
ha (zg,y0) € A’ torlodasi pont esetén lim  f(z,y) = f(zo,y0), vagy ha (zo,y0) ¢ A’

(x»y)*)(xOuyO)
(izolalt pont). Az f fiiggvény folytonossaga az (zg,y9) € A pontban tgy is jellemezhets, hogy
minden £ > 0 szamra létezik olyan 0. > 0, amelyre minden (x,y) € A, |[(z,y) — (z0,y0)|| < J-

esetén |f(x,y) — f(zo0,%0)| <e.
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6.2. Feladatok

6.2.1. Egyvaltozoés fiiggvények hatarértéke
6.1. Feladat. Az értelmezést felhasznalva igazold, hogy

(a) 111%(%2—3.%4-3) =1, +oo0, haa>1
T—
. (e) ET a® =41, haa=1 ;
x oo
. X
(c) il_r)r(ll cosx = cosa, a € R; (f) lim (1 X 1> — e
T—r00 xr

(d) limInz =1Ina, a > 0;
T—a

6.2. Feladat. A L’Hospital-szabaly felhasznalasa nélkiil igazold, hogy

sin x In(x +1)

W T M
1\* r—1
(b) lm (14 —) =g (d) lim a =Ina.
z——00 x =0

6.3. Feladat. Igazold, hogy a kovetkez§ fliggvényhatarértékek nem léteznek:

(a) lir% 1; (c) mli_)r{)lo(l — cosx)e”;
x—0 X

(b) lim sin —; (d) lim e==T.
z—0 €T

6.4. Feladat. Szamitsd ki a kovetkez§ fiiggvények jobb és bal oldali hatarértékeit az x = 0
pontban:

’sin l‘ COS =5
— T .

(a) f(z) = ; () flz) = —=;
1+ 2% x
.1 1
sin = - -
(b) f(x)Zx-lme; (d) fl@) =2+
14 2=
6.5. Feladat. Szamitd ki a kovetkezd fliggvényhatarértékeket:
. Inx : 2 cthm,
(a) xlggo PrRECA N; (8) ig%(l + ) ;
T . 2 L
(b) lim i7 n € N; (h) xg%l+(1+tg V)2e;
T—o0
~ cos ingz\ Tsne
(¢) lim 1ocos’z (,:OS x; (i) lim <smx> :
z—0 xsIx z—0 X
1
. COST \ 32 cosx \ @
d) 1 ( ) ; 3 ( ) .
(d) Py cos 2x () 91313% cos2x/
V1 -1
(e) lim L; (k) lim M;
z—0 T z—0 T
1 _ x __ ,a
(f) lim VI+asing —yeos 2. M) lim =% ahol a > 0.
z—0 th % rT=a T —a
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6.2.2. Tobbvaltozos fiiggvények hatarértéke
6.6. Feladat. Az értelmezést hasznalva igazold, hogy

() lim  (oy+2) =8 a CAY
1
(b) lim - == x2y3
, 1,2 2 li —— =0
(x)—=(1,2) Y 2 (©) im0 Tt 4
7y
(c) ;

lim —= =
(.9)—(0,0) 2 + y?
6.7. Feladat. Igazold, hogy a kévetkezs fiiggvényeknek nincs hatarértéke az origoban:
+y 22 — o2

() Soy) = ==y A0 0) f(e.y) = 530 (0:9) # (0,0)

6.8. Feladat. Tanulményozd a kévetkezs fliggvények iteralt és globalis hatarértékét az origdbban:

Ty

() f(x,y):f”‘“f?*f, py£0 (D @y =55 (@) # (0,0
rTy
1.2_ 2
(0) flag) = wsin, y 0 (©) flr.y) = Tggr (e.) # (0,0)
ini
(© f@g) = @+)singsing wy A0 () fep) = agy 20

6.9. Feladat. Igazold, hogy a kovetkezd fiiggvényeknek nincs (globélis) hatarértéke az origoban:

2 + Y T — y2
(a) f(z,y) 7y © y#0; (d) f(z,y) iy " +y #0;
xy 2
b = 0,0); Y
( ) f(x,y) a?2+y2’ ($7y>§£( ) )7 (e) f($,y>:27, $2+y7é0
+y
2
Yyt 2 .2 .
(c) f(z,y) g Y # 0;
6.10. Feladat. Szamitsd ki a kovetkezé hatarértékeket (ha léteznek):
. xy —1 22y?
a lim ; li - J .
(@) (@y)—=(3,00) Y+ 1 8) (:c,y)li}T%O,O) zt +yt’
. Ty 2 2
) fm o @yt )
x v 1-1 h lim :
(@4)=00) VoY + ®) o0 Va?+y?
. sin xy
¢ im ; . : Y\*.
() (@y)—=(02) (i) <x,y)15?oo,3) <1 + E) ;
. T+y 2, 2
(d) lim 5 x4y
(z,y)—(c0,00) TZ + Y 1m IrEr—
o ()=(00) ] + 9]
1
li 2 AN 2
©) S ® TYISR k) lim Y.
(2.9)—(0,0) 2% + ¥
f li ;
® (x,y)lir%(),O) r+y’ 2%+ y?

) L - 7
M (e)s(00) 74 +
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6.2.3. Tobbvaltozos fiiggvények folytonossaga

6.11. Feladat. Az értelmezést felhasznalva igazold, hogy a kovetkezd fiiggvények folytonosak a
megadott pontban

(a) f:R* =R, f(z,y) =xy+2é (v0,%) = (2,3);
(b) f : R2 — Ra f($ay) = .%'2 + 2y és ('1‘073/0) = (173)7

x2+y2 a
© FR SR, fay) = vl @V F 00 ) = 0,0
0, ha (z,y) = (0,0)

(d) f:R2 SR, fla,y) = g és (0, 90) = (1,2);

.’E2y

(e) f: R =R, fz,y)=q 2% +y?

h @) 200 (a,) = (0.0

0, ha (z,y) = (0,0)
m2y + 24
———, h 0,0,0
O FB SR, fn) = 2z o ORIFO00 0 = 0.0.0)
0, ha (z,y,2) = (0,0,0)
6.12. Feladat. Igazold, hogy a kévetkezs fiiggvények folytonosak:
23 4 ¢
, ha (z,y) # (0,0
(a) flz,y) =4 2*+y! (@:9) # ( );
0, ha (z,y) = (0,0)

3 3/2 3
(b) f(z,y) = : +g|;§y+|yz+y , ha (w,y)#(o,O);
0, ha (z,y) = (0,0)

YD) L (@) £ (0,0

(e) flz,y) =49 a*+y ;
1, ha (z,y) = (0,0)
sin(2? — y?) b

(d) f(z,y) = eoy 0 TPV
T+, haz =y

6.13. Feladat. Igazold, hogy a kiévetkezd fiiggvényeknek léteznek az iterdlt hatarértékei az
origoban, de nem folytonosak az origdban:

2xy
(a) f(z,y) =4 22 +y* ;

0, ha (z,y) = (0,0)
x>

b) flay) = {x2 pyi @) 200,
0, ha (z,y) = (0,0)
x3 —|—y3

(c) f(z,y) = {$2 T2 ha (z,y) # (an);
1, ha (z,y) = (0,0)
sin(2? + y?) -

(d) f(z,y) = { (x+y)? herty#0
1, haz+y=0
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6.14. Feladat. Tanulményozd a kiévetkezd fiiggvények folytonossagat:
Ty

h
(a) flz,y) =L T~y a;p;éy;
0, haz =y
zy? + sin(a® + ¢P)
(b) f(l‘,y): .T2—{—y4 ; ha (xvy)#(0,0)7
0 ha (z,y) = (0,0)
r+y
(c) f(z,y) = {M ha (z,y) # (0,0);
0, ha (z,y) = (0,0)
_ V1— a2 =2, haa?+y2 <1
= {0, ha 22 +y2 > 1’
— (1+$y)ﬁ+ﬁ, haz>0ésy>0
(e) flz,y) {1, ha =0 vagy y =0
1‘2—|—y2
(f) f(z,y) = {m(1+x2+y2) ha (z,y) # (0,0).
b ha (z,y) = (0,0)
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6.3.

Megoldasok

6.3.1. Egyvaltozoés fiiggvények hatarértéke

6.1. Feladat. Az értelmezést felhasznalva igazold, hogy

(a)

lim (22 — 3z + 3) = 1;
z—1

Megoldds. Az értelmezés alapjan meg kell mutatni, hogy barmely € > 0 szam esetén létezik
olyan d. > 0 szam (ezt meg kell hatarozni € fiiggvényében), hogy ha |x — zg| = |z — 1| < d¢,
x # 1, akkor

If(z) =l =|2° =3z +3—1| <e. (6.1)

Régzitjiik az € > 0 szamot és meghatarozzuk a .-t a kovetkezé modon. Az 2 —3x+3—1 =
22 —3r+2= (v —1)? — (z — 1) alakba irhato és
|22 =3z +3—1|=[(z-1+1)* -3z —1+1) +2|
=|(x—1)*+2(x—1)+1-3(x—1) -3 +2|

)
=[z-1°— (-1 <|z—-1)+|z—1
(1)
=z — 124 |z —1| < 62+ 6., (6.2)
ahol felhasznaltuk

e a () egyenl6tlenségben, hogy |a £+ b| < |a| + |b],
o illetve a (I) egyenl6tlenségben a |z — 1| < J. feltételt.

Tehat, ha d.-ra teljesiil a 62+, < e masodfoki egyenlStlenség, akkor a (6.2) dsszefiiggésbél
kovetkezik a (6.1) dsszefiiggeés. Igy a d2 + 0. < € masodfoki egyenlStlenség kell megoldani.

Ha a . < 1 feltételt is megszabjuk, akkor §2 < §., tovabba
02 + 6. < 20.. (6.3)

Ez alapjan, ha d. teljesiti a 26, < e egyenl6tlenséget, akkor teljesiteni fogja a 02 + 6. < €
egyenlGtlenséget is. Tehat a 6. < 1 plusz feltétel megszabéasaval elég megoldani az egysze-
rtibb 26, < ¢ egyenl6tlenséget, ahonnan 6. < 5.

Osszefoglalva, legyen d. = min {1, %} (vagy egy ennél kisebb szédm), mert ekkor o, < 1 és
de < §, tovabba a (6.3) és a (6.2) Osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy ha |z — 1| < J., akkor

(6.3)

(6.2) 6.3
22— 3z +3—1] < 240, < 2(58:2min{1,%}§2-g:€.

1
lim ———— = +o0;
x% (LE — 1)2 +OO,

Megoldds. Ertelmezés alapjan meg kell mutatni, hogy minden K > 0 szamra létezik olyan
0r > 0 szam, hogy |r — 1| < 0k, = # 1 esetén

1

Go12 > K, (6.4)
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(az ﬁ atlépi a tetszolegesen megadott K korlatot, ha az x szdm ¢ x-nal kisebb tévolsagra

van az 1-t6l). Ebbdl az egyenl6tlenséghdl kifejezziik |z — 1|-et: keresztbe szorozva és
négyzetgyokot vonva

(:L‘—11)2>K — %>(x—1)2 e \/1?>\/m=|$—1|, haz #1. (6.5)

Legyen 0 = \/—%, mivel a (6.5) Osszefliggések alapjan az |z — 1| < 0x, = # 1 egyenldt-

lenségbdl kovetkezik a (6.4) egyenlStlenség, amit igazolni akartunk. O

lim cosx = cosa, a € R;
T—a

Megoldds. Minden x € R esetén

C(x4+a\ . [x—a (x—a |z — al
_ — -2 i <2 — || <2 - —%—=|r—a|
| cosx — cos al ‘ sm( 5 >sm< 5 >‘ < SIII< 5 >‘ < 5 [z — a

Tehat minden € > 0 szam esetén létezik 0. = £ ugy, hogy minden z # a esetén, amelyre
|z — a| < d; teljesiil a fenti levezetés alapjan, hogy |cosx — cosa| < |z —a| < §. =e. O

limInz =Ina, a > 0;
T—ra

Megoldds. Minden € > 0 szam esetén

x
|Inz —lna| <e <= —e<lhz-lha<e < —8<ln(—) <e &=
a

x
= e <—<e = af<r<a’ = —a(l-e°)<z—a<ale —1).
a

Tehat barmely € > 0 szamra létezik §. = min{a(1 —e~%),a(e* — 1)} > 0 agy, hogy minden
x # a szam esetén, amelyre |x — a| < J; fennall, hogy —a(l — e %) < x —a < a(e® — 1),
ahonnan a fenti egyenértékiiségek alapjan kovetkezik, hogy |Inz —Ina| < e. O

400, haa>1
lim a® =<1, haa=1 ;
T—+00

0, ha0<a<1

Megoldds.

e Ha a > 1, akkor minden x > 0 esetén

In K

ax>K<:>ln(am)>an<:>xlna<an<:>x<1 ,
na

ahol felhasznaltuk, hogy a természetes alapt logaritmus fiiggvény névekvé és Ina > 0,
minden a > 1 esetén. Ezek alapjan minden K > 0 (feltehetjiik, hogy K > 1) szamra

létezik 6 = llr;Ia( > 0 agy, hogy minden x > d esetén

In K
x<5K:n— — a*° > K.
Ina
e Ha a =1, akkor ¢ = 1, minden x € R, igy minden € > 0 szamra létezik . = ¢ gy,
hogy minden x > ¢ esetén |1* — 1] =0 < e.
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e Ha 0 < a < 1, akkor minden x > 0 esetén

|
0<a®<e <= In(a") <lne <= zlna<lne <= ;r:>1n—8
na

ahol felhasznaltuk, hogy a természetes alaptu logaritmus fliggvény névekvs és Ina < 0,
minden 0 < z < 1 esetén. FEzek alapjan minden ¢ > 0 szamra (feltehetjiik, hogy
e < 1) létezik 6, = € 1gy, hogy minden > 6, esetén

Ina
Ine

r<d=— <= 0<a”<e < |a* -0 <e.
Ina

1 x
(f) lim <1 + > =e.
T—00 T

Megoldds. Tetsz6leges © > 1 esetén legyen n = [x], az = szam egész része. Ekkor teljesiil,
hogy n <z < n+ 1, ahonnan

1 1 1 1 1 1
<7§7<:>1+—<1+ <1+—<:>
n+1 x n n+1

1 n 1 x 1 n+1
— (1+) <(1+> §<1+> |
n+1 T n

Az 1.4. Feladatban igazoltuk, hogy az e], = (1 + %)nﬂ altalanos tagu sorozat csokkend és
hatarértéke e. Ugyanebben a feladatban igazoltuk azt is, hogy az e, = (1 + l)n altalanos

n n+1
tagi sorozat novekvs és hatarértéke e. Ez alapjan az (1 + n%_l) (1 + n+1> =
en+1 * 7 Altaldnos tagi sorozat novekvs (két ndvekvs sorozat szorzata) és hatarértéke e.
Igy minden e > 0 szamra létezik n. > 0 gy, hogy minden n > n. esetén

1 n 1 T 1 n+1
e—6<<1—|—> <(1+> S(l—i—) <e+te. (6.6)
n+1 T n

Tehat, ha . > n. + 1, akkor minden x > 6. esetén n+1 > x > 0. > n. + 1, igy n > n. és
teljesiilnek a (6.6) egyenl6tlenségek, ahonnan

1\* 1\*
e—5<<1+> <e+5<:>‘<1+> —e
X xr

6.2. Feladat. A L’Héspital-szabaly felhasznalasa nélkiil igazold, hogy

<e.

(a) lim ST 1;

z—0 T

Megoldds. Geometriai megfontolasok alapjan

. sin x i
sine <zx<tgr= , VﬂfE(O,—),
CcCoST 2

ahonnan cosz < % < 1, minden 0 < x < T esetén. Hasonloan, mivel a szinusz és a

2
tangens fiiggvények paratlanok, ezért siny >y > tgy = 32;57

minden —F <y < 0 esetén,

ahonnan cosy < % < 1. Osszegezve,

sin x T T
cosr < — <1, Vwe(—— —).
T

272
Mivel hn% cosx = 1, ezért a fogd tétel alapjan létezik a S22 fiiggvénynek hatarértéke a
T—
0-ban és lim 512:;: =1. O

x—0
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(b) lim (1—|—:1E)$=e;

T—r—00

Megoldds.
1\" (y=— 1\7Y -1\
lim (1 + ) =" Jim (1 + ) — lim (y ) -
T——00 xT Yy—r—+o0 - Yy—r+0o0 Yy
Y 1 y—1 1
B (20 L U S CU S
y—+oo \y — 1 y—+00 y—1 y—1
—y— 1\~ 1
F=2 i <1+> -<1+> =e-l=e
z—+00 z z
O
| 1
(¢) lim In(z+1) _ 1;
z—0 T
Megoldas. Kiszamoljuk a jobb és bal oldali hatarértékeket:
1 1
lim Iz +1) = lim In ((1 —I—x)%> =1In ( lim (1 +a?)a1c> =1In ( lim (1 —|—l’)¢lv>
z—0t T z—0t z—0t z—0t
v=3) . 1
="In( lim (1+-)Y)=1In(e) =1,
Yy—r+00 Yy
1 1
lim Inz+1) = lim In ((1 —|—x)%) =In < lim (1 +m)als> =In ( lim (1 —i—m)i)
z—0~ X z—0~ z—0~ z—0~
=1 1\Y
W=s In < lim <1 + ) ) =In(e) = 1.
yYy——00 Y
Mivel a jobb és bal oldali hatarértékek megegyeznek, ezért liH(l) % =e. O
z—
x
-1
(d) lim a =Ina.
z—0 X

Megoldds. Az a = 1 esetben a szamlalo 0, ezért abban az esetben trividlisan igaz az allitas.
A t6bbi eset visszavezethet§ az a = e esetre: minden a > 0, a # 1 esetén
a®—1 erlna _q (%) ey —1

lim =lim ——— -Inae = lim
z—=0 X z—=0 xlna y—0 ¥y

Ina,

ahol a (%) egyenlGségben y = x ln a valtozdcserét végeztiink. Az a = e esetben

et =1 (] 1 1
lim = lim = =-=1,
=0 T y—0 In(1 4+ y) lim 2C0+y) 1
y—0
ahol a (1) egyenldségben y = e* — 1 valtozocserét végeztiink. O

6.3. Feladat. Igazold, hogy a kovetkez§ fiiggvényhatarértékek nem léteznek:

1
lim —:
(a) lim,



6.3.

MEGOLDASOK 158

Megoldds. Ha x feliilrdl tart a 0-hoz, akkor az % tart +o00-hez, illetve ha x alulrél tart a

0-hoz, akkor az % tart —oo-hez. Ezért legyen ], = l > 0, n € N*, amelyre lim z/ =
n—o0
lim L =06és lim & = lim + = lim n = 400, illetve xl = —1 <0, n € N*, amelyre
n—oo n—oo ¥n n—00 5 n—00 n
lim 2!/ = lim —% =0és lim - = lim % = lim —n = —oco. Mivel a két hatarérték
n—oo n—oo n—,oo “'n n—oo — n—oo
nem egyezik meg, ezért a Heine-kritérium kovetkezménye alapjan nem létezik a hH(l) =
x—
fiiggvényhatarérték. O
1
lim sin —
z—0 x’
Megoldds. Legyen x!, 271m, n € N*| amelyre hm x, nthOlO ﬁ =0¢és
lim sin— = lim sin 4— = lim sin27n = lim sin0 = 0.

* : "no_ 1 1 _ N &
Iletve, legyen zmH_,r , n € N*, amelyre lim z] = nh_}ngo e 0 és

n—0o0
1 1 . . T . LT
lim sin — = lim sin T = lim sin (27n + — ) = lim sin - = 1.
nyoo :E” n=s00 =00 2 N—00 2

2rn+ %

Mivel a két hatarérték nem egyezik meg, ezért a Heine-kritérium kovetkezménye alapjan

nem létezik a lim sin L fiiggvényhatéarértek. O
z—0 z

lim (1 — cosz)e”;
T—r00

Megoldds. Legyen z!, = 2mn, n € N*, amelyre lim 2/, = lim 2mn = +o0 és
n—oo n—oo

lim (1 —cos),)e® = lim (1 — cos(2mn))e*™ = lim (1 —1)-€*™ = lim 0 = 0.

n—oo n—oo n—oo n—oo

Legyen z = (2n + 1)m, n € N*, amelyre li_>rn z!/ = lim (2n + 1)m =0 és
n—oo

n—oo

lim (1 — cos ) - e™ = lim [1 — cos((2n + 1)m)] - @)™ = lim 2. eCr+D7 — f o,
n—oo n—oo n—o00

Mivel a két sorozatra a hatarértékek nem egyeznek meg, ezért a Heine-kritérium kovetkez-

ménye alapjan nem létezik a li_>m (1 — cosx)e” fliggvényhatarérték. O
X o

lim e7-1.

z—1

Megoldds. Legyen x], =1+ % > 1, n € N*, amelyre lim 2/, = lim 1+ % =16és

/

Zp 1 lim 1+7 lim 1++ i
11m ez%’—l — 11m el+z,/n—1 — en—™ (1+ -1 — = en—o° % — enlgnoo I4n — +OO,
n—oo n—oo
illetve 2 —1—7<1 n € N*, amelyre hm 2 = lim 1 -1 =16és
n—o00 n
/
_Tn 1 lim 1+7 lim 14— i _
lim e¥hd = lim e #h T = ente | A-2)-1 — gnvse | —F — i 1T = 0,
n—oo n—oo

Mivel a két sorozatra a hatarértékek nem egyeznek meg, ezért a Heine-kritérium kovetkez-

ménye alapjan nem létezik a lim1 eT-1 fliggvényhatarérték. O
Tr—r
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6.4. Feladat. Szamitsd ki a kovetkez§ fiiggvények jobb és bal oldali hatarértékeit az x = 0
pontban:

o1
sin =
@) 1@ = B2l
1+ 2%
Megoldds. Az x, = (_ﬁ)nzl sorozatra x, < 0, minden n > 1 esetén, és 7115{)10 T, = 0,
tovabba
sin 2 Isin(—27n)| 0]
Az y, = (—%) sorozatra ¥y, < 0, minden n > 1 esetén, és lim y, = 0, tovabbé
2+27rn n>1 n—0o0
_[sin yin |sin(—% — 27n)| ) | — 1] 1
lim — = lim = lim = 1.

n—00 | 4 gy, nooo ] 4 9g—2mmn n—00 | 4 23 2 T 1+0 =

Mivel a két sorozatra a hatarértékek nem egyeznek meg, ezért nem létezik a fliggvénynek
bal oldali hatarértéke a 0-ban.

A fiiggvény jobb oldali hatérértéke

. ‘sin l‘
lim =0,
z—0T 1 4+ 2%
mivel |sin 1| € [~1,1], minden z # 0 és wli)]f(r)l+ 1+12% = +%.O =0.
O
1
sin =
o) i) =z B2,
14 2%
Megoldds. A fiiggvény bal oldali hatarértéke:
1
sin —
lim x - | ml} =0,
z—0~ 1+ 2=
mert lim z =0, [sini| € [~1,1], minden  # 0 esetén, és lim —L+ =1.
z—0~ z—0~ 1+2=
A fiiggvény jobb oldali hatarértéke:
o fsinl
lim x - o =0,
z—07F 14 2%
mert lim z =0, [sini| € [~1,1], minden x # 0 esetén és lim —+ = 0. O
z—0t z—0t 1427

1

Megoldds. Legyen x, = — minden n > 1 esetén. Ekkor z,, < 0, minden n > 1 esetén,

V2mn’
, . . 1 f11 4
és lim x, = lim — = 0, tovabba
n—o00 " n—oo V2mn ’
1
cos & ERG - —
lim = lim ——%"— = lim —v27n-cos(27n) = lim —v27mn = —oo.
n—oo xn n—oo n—oo n—oo

2mn
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Legyen y, = —ﬁ, minden n > 1 esetén. Ekkor y, < 0, minden n > 1 esetén, és
2 s
lim = lim ——=— =0, tovabba
n—00 Yn n—00 Z+2mn ’
1 COS ﬁ
COS & A/ T+2mn T T
lim Yn — lim f = lim —/—= + 27n - cos <— + 27m>
n—oo  Yp n—00 — n—oo 2 2
5 ™

= lim —/ = +27n-0=0.
n—o00 2

Mivel a két sorozatra a hatarértékek nem egyeznek meg, ezért nem létezik bal oldali hatéar-
értéke a fliggvénynek a 0 pontban.

Legyen z], = % minden n > 1 esetén. Ekkor z/, > 0, minden n > 1 esetén, és
lim 2/, = lim = 0, tovabba
n—o00 n—oo V2mn
1
B R ¢ = LI :
lim —— "~ = lim —3"— = lim V27n - cos(2mn) = lim v27mn = +oo0.
n V2t
Legyen gy, = ﬁ, minden n > 1 esetén. Ekkor y/, > 0, minden n > 1 esetén és
3
lim = lim ——— =0, tovabba
n—o0 Yn n—o00 4/ 5+2mn ’
cos .

_1 ( )2
COS 7— A/ T 42mn
lim #)2 = lim %QH = lim Uz—i—an-cos(E—l—an)
n—00 Y, n—o00 1 n—oo \l 2 2
= lim 1/——1—27771 0=0.
n—oo

Mivel a két sorozatra a hatarértékek nem egyeznek meg, ezért nem létezik jobb oldali
hatarértéke a fiiggvénynek a 0 pontban. O

1
d) f(z) =2+ —
x
Megoldds. A fiiggvény bal oldali hatarértéke az x = 0 pontban:
1 1
lim 2+ — = lim 2+ lim — =04 co = +o0.
z—07t x z—07t z—0t T

A fiiggvény jobb oldali hatarértéke az x = 0 pontban:

. 1 . 1
lim x4+ —= lim z+ lim — =0—o00= —0x.
z—0~ x z—0~ z—=0— T
A fiiggvénynek nem létezik hatarértéke az x = 0 pontban. O

6.5. Feladat. Szamitd ki a kovetkezd fliggvényhatarértékeket:

Megoldas. Ha n = 0, akkor lim 1;—5 = lim Inx = 4o00.
T—00 T—r00

Ha n > 0, akkor ,, 27 tipusii hatarozatlansagi esettel van dolgunk, ezért hasznalhatjuk a
L’Hoéspital-szabalyt

1
T

Inz ) Inz) . ) 1
lim — = lim ( ) = lim = lim — =0.
00 " n—00 (;c") 00 nrt—1 z—00 L™
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x

hme— n € N;

z—so00

Megoldds. Ha n =0, akkor lim & = lim e = +oo.

z—00 T T—00

Han > 1, akkor ,, 227 tipust hatdrozatlansagi esettel van dolgunk és hasznaljuk a L’Hospital-
szabalyt n-szer

eaﬂ ew !/ eac (630)/ 62:

:Jclggo 17 - :Jclgglo (:pn)/ z—00 nrh—1 T—00 (nx”*l)

Megoldds. Egy ,,8” tipusa hatarozatlanségi esettel van dolgunk, ezért hasznaljuk a L’Hospital-
szabélyt:

. 1—cos®z . (1—cos®z) | —3cos’zx(—sinz) r/m (3cos? zsinz)’
lim ———— = lim ~————* = lim —, = lim
e—0  xsinx 2—0 (zsinx) z—0 sinx + xcosw 2—0 (sinx + x cos x)’
—6coszsin?z + 3cos® x —6-0+3-1 3
250 cosrtcosr—xsinz 0 14+1-0 @ 2

1
. COSZT \ ;2
lim ;
z—0 \ Ccos 2

Megoldas. Egy ,,1°°” tipust hatérozatlanségi esettel van dolgunk, ezért az alapot atirjuk
1
1 + f(x) alakba, mivel a hm( + x) = e hatarérték alapjan lin%)(l + f(z))7@ = e, ha
T—
lim f(x) =
z—0

cosx—cos2x 1

cos 2z 5
coST — o8 2q \ esa—cosZw | VP e
| SBT T CORST

. cos T %
lim = lim
z—0 \ coS 2x z—0

cos 2z
lim Sesz—cos 2x L/H lim — sin 42 sin 22
—= ex—0 z2 cos 2z —= ex—0 2z cos 2z —2x2 sin 2z
’ lim — cos x+4 cos 2x ’ lim — cos x+4 cos 2z 4-1
L_H r—0 2cos2x—4x sin 2x—4x sin 2o — 422 cos 2z L_H x—0 (2— 4z2) cos 2z—8xsin2x — o 5
(& € =e€ 2
3
=e2.
. V14 z—-1
hm —_—
z—0 X

Megoldas. Egy ,,8” tipust hatarozatlanséigi esettel van dolgunk, ezért hasznaljuk a L’Ho6spital-
szabélyt

1 /
Y (A+2) —10m . ((1+x)n_1> Clagait g
lim ~—————= = lim ~————— "= lim N G k) L
z—0 T z—0 T z—0 (x)’ 0 1 n
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\/1+xsin:c—\/60521:.

(®) QPE% tg? &

Megoldds. Bévitiink elGszor a szadmlalo konjugaltjaval

. V14 zsinz — Vcos2zx ) 1+ zsinz — cos 2z
lim 57 = lim :
2—0 tg? 2 v=0 tg2 2(\/1+ asinz + v/cos 2x)
1 . 1+ 2xsinxz —cos2zx . 1+xsinx—(1—25in2x)
= lim - lim 5 =1-lim 3%
20 (/1 + xsinz + v/cos2x) z—0 tg” 35 z—0 tg” 5
. . sinx 296
rsinx + 2sin?2x . 2? Slgx—i-?”;# hn}) x +22171§(1) a2 1+2-1
= lim = lim — - =z = = — =12.
2—0 tg? & -0 12 tg? § 1 &2 1
z? 4250 (3)°
O
(g) lim(1+ xQ)Ctgzx;
z—0
Megoldds. ,,1°°” tipust hatarozatlansagi eset, mivel hr% ctg?x = hH[l) 2?52;? = 4o00. Hasz-
_)
naljuk, hogy ha lim f(z) =0, akkor lim (1+ f(z ))f@ =e.
T—T0 T—T0
. 2\ cte? . 2\ L a? ctg? @ lim 22 ctg? x
lim (1 + 2*)®"* = lim [(1—!—33)1*2} = ez—0
z—0 z—0
lim 22 cos’z lim cos? z lim z? 2
= ez—0 sin“ x = ez—0 x—0 sin2 z — 61.1
=e.
O
(h) lim (1 4+ tg? f)
x—07F
Megoldds. ,1%°” tipusi hatérozatlansagi eset, mivel lim tg?/z =0 és lim % = +o00:
=07+ z—0+ ¥
2 X
) L 1R lim 2 VE
lim (1 + tg? f) = lim [(1+tg”z)we?ve = ez—0t
z—0t z—0+
te? V7 1 (tevz)2
= ezlifélWL ngg — eccgr(l;lJrQ( g\/z ) = e% = \/E
O

sin

. X Sin x xr—sinx
(i) lim ;
z—0 x

Megoldds. ,,1°°” tipust hatérozatlansagi eset, mivel hH[l) sinz _ q ¢g
T—r
. sin & . sinzx 1 . 1
lim ——— =lim — - ——— = lim ——— = +o9,
z—=0x —sinz z—0sinx —— —1 220 =— —
s x s x

mert |z| > sin|z|, minden x # 0 esetén. Ezért

sinz—x _sinz

sing — g\ soe— | T T lim —sine 1
]_ _|_ — = ez—0 = e =
X

sin x

. Sin x r—sinz .
lim = lim
z—0 T z—0

o |
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(1)

2

) CoST \ %
lim ( ) ;
z—0 \ cos 2z
Megoldds.
. 2 1 0
lim (S2)T = (2) =1
z—0 \coSs 2 1
O
In(1
lim n(l+ 5x);
z—0 X
Elsé megoldds. ,” tipust hatarozatlansagi eset, hasznaljuk a L’Hospital-szabélyt:
In(1 _5
i RO H5E) L TS g
z—0 T z—=0 1
O
Mdsodik megoldds.
In(1+5 In(1+5 * In(1
lig 20F07) gy W +52) S Wdy) oy s
x—0 xT z—0 xT y—0 Yy
ahol a (x) egyenlSségben y = bz valtozocserét végeztiink. O
T __ ,a
limx a , ahol a > 0.
T—=a T —Q
Megoldds. ,,9” tipusta hatarozatlansagi eset, hasznaljuk a L’Hospital-szabalyt:
T _ .a T a\/ zlnx _ ,a\/
lim =% — lim (2* —a*) = lim (e —a?) = lim "% (zInz)’
T=a X —a z—a (x —a) T—a 1 z—0
=lima* - (1+lnz) =a* - (1+1na).
Tr—a
O

6.3.2. Tobbvaltozos fiiggvények hatarértéke

6.6. Feladat. Az értelmezést hasznalva igazold, hogy

(a)

lim (zy+2) =28
(x7y)—>(2,3)( Y )

Megoldds. Minden ¢ > 0 szam esetén kell taldlni egy 0. > 0 szamot (ami fiigghet e-
tél) ﬁgY7 hOgy ha H(‘Tvy) - (273)” = \/($—2)2+(y—3)2 < 557 (l‘,y) 7é (273)7 akkor
|(xy +2) — 8| < e.

Feltételezziik, hogy ||(z,y) — (2,3)] < d: és (z,y) # (2,3). Ekkor a
I(z,9) = (2,3)Il = V(& =22 + (y = 3)> > |z — 2],
I(z,9) = (2,3)Il = V(& = 2)2 + (y = 3)> = |y — 3]

egyenl6tlenségek alapjan |z — 2| < 0c és |y — 3| < d.. Tovabba sziikség szerint fel fogjuk
tételezni, hogy d. < 1. Ezen feltételek mellett a kovetkezd majoralast végezziik:

(zy+2)—8|=|(z—2+2)(y —3+3) — 6
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= [z =2)(y —3) +3(x = 2) +2(y - 3)|

(%)

< [ —=2)(y = 3)| + [3(x — 2)[ + |2(y — 3)|
=lz—=2-ly=3|+3-|x—=2|+2|y—3|
0 , @

< 0g - 0c 4+ 30: + 20 = 67 + 56 < e + 5. = 60,
ahol

e a (x) egyenl6tlenségben felhasznaltuk, hogy Osszegek (kiilonbségek) abszolut értéke
kisebb vagy egyenls az abszolit értékek osszegénél (|a £ b| < |a| + |b]),

e a () egyenlStlenségben felhasznéltuk, hogy |x — 2| < d. és |y — 3| < O,
e illetve a (1) egyenlStlenségben pedig, hogy 62 < J., ami a §. < 1 feltevésbél kovetkezik.

Ezek alapjan a ¢, szamot tgy valasszuk meg, hogy a 66. < ¢ (azaz 0. < ¢) és 0. < 1
egyenl6tlenségek egyszerre teljesiiljenek, vagyis 6. < min {%, 1}. Tehat minden € > 0 szadm
esetén létezik olyan d. = min {%, 1} (vagy ennél kisebb) pozitiv szam tgy, hogy minden
I(z,y) — (2,3)]] < 0c, (z,y) # (2,3) feltételt teljesits (z,y) par esetén a fenti majoralas
alapjan

(zy + 2) — 8] < 66, :6min{1,%} <e,

tehat értelmezés szerint az f(x,y) = xy + 2 fiiggvénynek van hatarértéke a (2, 3) pontban

és lim Ty + 2) = 8. OJ
(x7y)—>(273)( Y )
1
()  lim L=

1 —_ =
(@y)—»12)y 2

Megoldds. Minden € > 0 szam esetén kell talalni egy 0. > 0 szamot (ez fiigg az e-tol) gy,
hogy ha ||(,9) — (1,2)]| = /(& = 1? + (y = 2)2 < &, (,9) # (1,2), akkor |2 — 1| <=
Feltételezziik, hogy ||(z,y) — (1,2)]| < d: és (z,y) # (1,2). Ekkor a

I(z.y) = (L2)[| = V(& =12+ (y—2)2 > |z — 1] &
I(z,y) = (L2 = V(& =12+ (y —2)2 = |y — 2|

egyenlStlenségek alapjan |z — 1| < J; és |y — 2| < d.. A kovetkezs majoralast végezziik:

z 1| _[2z—y| |2@-14+1D)—-(y—2+2)] [2(z—1)~(y—2)
20| 2y | 2y - %
(;) 2w — 1+ |y —2| ) 20 +6. _ 36 (2 36% 3
2|yl 2[y| 2yl —2-1 2

ahol
e a (x) egyenldtlenségben felhasznaltuk, hogy Osszegek (kiilonbségek) abszolut értéke
kisebb vagy egyenlS az abszolat értékek Gsszegénél,
e a (1) egyenlStlenségben felhasznaltuk, hogy |z — 2| < J. és |y — 3| < &, illetve

e a (1) egyenlStlenségben az 1 < |y| minoralast hasznaljuk az |y|-ra, amelyet kovetke-
zG6képpen kapunk:

ly—2| <0 <= —0:.<y—2<0. <= 2—-0.<y<2+6:

alapjan kapjuk, hogy 2 — 6. < y < |y|, tovabba ha feltételezziik, hogy d. < 1, akkor
adodik, hogy 1 <2 —6. < |y|.
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Ez alapjan a 6. szamot ugy valasszuk meg, hogy a %56 < ¢ (azaz §; < %5) és 0 < 1
egyenlGtlenségek egyszerre teljesiiljenek, vagyis 6. < min{%e, 1}. Tehat minden € > 0
szdm esetén létezik olyan d. = min {%8, 1} (vagy ennél kisebb) pozitiv szam tgy, hogy
minden |[(z,y) — (1,2)| < de, (x,y) # (1,2) feltételt teljesits (z,y) par esetén a fenti
majoralés alapjan

z 1 3 3 €
y_2’<26€ imln{l 6}35,
tehat értelmezés szerint az f(x,y) = % fiiggvénynek van hatarértéke a (1,2) pontban és
lim 2=1 O

(@y)—(1,2) Y 2

2
(z,9)—(0,0) 2 +y

Megoldds. Minden € > 0 szam esetén kell talalni egy 0. > 0 szamot (ez fiigg az e-tol) agy,
hOgy ha ”(x7y)_(070>H = \/($ - 0)2 + (y - 0)2 < 687 (xvy) 7é (O7O> akkor O’ <e.
Feltételezziik, hogy ||(x,y) — (0,0)| < d¢, (z,y) # (0,0). Ekkor a

(2, y) = (0,0)] = [[(z, )|l = Va2 +y? > |z és
[(z,y) = (0,0)[ = [[(z,y)]| = Va2 +y* > |y

egyenl6tlenségek alapjan |z] < 0 és |y| < d.. A kovetkezs majoralast végezziik:

$2+ 2

2 (1) 22 + o2

- PRyt
T 222 Yy = P2 ry2

a2 42

Ty
x2 + 92

(+)
Syl =yl < 6

: ‘

ahol

e a (1) egyenlstlenségben az 2% < 2% + y? majorilast végeztiik,

e a (x) egyenl6tlenségben pedig felhasznaltuk, hogy |y| < Je.

Ez alapjan a 0. szamot tgy valasszuk meg, hogy a 6. < ¢ egyenlGtlenség teljesiiljon. Tehat
minden € > 0 szam esetén létezik olyan 6. = e (vagy ennél kisebb) pozitiv szam tugy,
hogy minden ||(x,y) — (0,0)]| < de, (z,y) # (0,0) feltételt teljesitd (x,y) par esetén a fenti

majoralés alapjan
2

%y B
m - 0’ < (55 =g,
tehat értelmezés szerint az f(x,y) = 3:2 + > fliggvénynek van hatarértéke a (0,0) pontban
és  lim Py =0. ]

(2,9)—(0,0) © R

3 3
lim Y _
(z,9)—(0,0) 22 + 3>

Megoldds. Minden € > 0 szam esetén kell talalni egy 0. > 0 szamot (ez fiigg az e-tol) ugy,
hogy ha ||(z,1)—(0,0)]| = /(z — 0)2 + (y — 0)2 < 4., (z,y) # (0,0), akkor iQiZ - 0‘ <e.
Feltételezziik, hogy ||(z,y) — (0,0)| < de, (x,y) # (0,0). Ekkor a

Iz, y) = (0,0)[ = [[(z, 9) | = V&* +y* = |z| és
Iz, ) = (0,0)] = ll(z, y)l = Va* +y* = |y]
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egyenlStlenségek alapjan |z| < d: és |y| < .. A kovetkezs majoralast végezziik:

ot NS I i ' IO Pl _ 2 ey
$2+y2 $2+y2 _$2+y2 $2+y2 .'132+y2 $2+y2

(1) 3:2—|—y y —i-ZL‘ (%)

ng_'_y |’+33‘2+ 2 ‘y|:|x|+|y’<5a+5s:25sa

ahol

e a (1) egyenl6tlenségben az 22 < 22 + 32 és 32 < 22 + y? majoralast végeztiik,
e a (x) egyenlStlenségben pedig felhasznaltuk, hogy |z| < 0. és |y| < d.

Ez alapjan a 6. szémot tgy valasszuk meg, hogy a 2. < ¢, azaz a §. < %6 egyenlGtlenség
teljesiiljon. Tehat minden € > 0 szam esetén létezik olyan 6. = 5 (vagy ennél kisebb)
pozitiv szam ugy, hogy minden ||(z,y) — (0,0)]] < d, (z,y) # (0,0) feltetelt teljesits (z,y)
par esetén a fenti majoralas alapjan

$2 o — 0' < 20, =€,

x +y
tehat értelmezés szerint az f(x,y) = 12 +y fuggvenynek van hatarértéke a (0,0) pontban
és  lim  HEY —. O

(2.9)—>(0,0) T HY°
2,3
lim Y _
(z.9)(00) z* + y*
Megoldds. Minden & > 0 szam esetén kell talalni egy d. > 0 szamot (ez fiigg az E—tél) agy,
hogy ha ||(z,y)—(0,0)|| = /(z — 0)2 + (y — 0)2 < &, (x,y) # (0,0), akkor 0’ <e.
Feltételezziik, hogy ||(z,y) — (0,0)| < de, (x,y) # (0,0). Ekkor a

(@, y) = (0,0)] = lI(x,9)ll = Va2 +y2 > || és
(@, y) = (0,0) = ll(z,9)ll = Va2 + 2 > ly|

egyenlStlenségek alapjan |z| < d: és |y| < .. A kovetkezs majoralast végezziik:

174 —|—y

$2y2 . (1) %(.1:4 + y4)
— I4 + y4

-732?/3 B ’_ 332?/3

Y yl =l € Lo
zt ot Tzt oyt Y —2y 5%

ahol

e a (1) egyenl6tlenségben az # > /2yt = 22y? szAmtani-mértani egyenlStlenséget
hasznéaltuk fel,

e illetve a (x) egyenl6Stlenségben pedig felhasznaltuk, hogy |y| < de.

Ez alapjan a J. szamot ugy vélasszuk meg, hogy az %55 < g, azaz a . < 2¢ egyenlGtlenség
teljesiiljon. Tehat minden € > 0 szam esetén létezik olyan J. = 2¢ (vagy ennél kisebb)
pozitiv szam gy, hogy minden ||(z,y) — (0,0)| < J¢, (z,y) # (0,0) feltételt teljesits (z,y)
par esetén a fenti majoralas alapjan

2,3
T2y 1
—— 0| < =d; = ¢,
z + y4 ' 2"
tehat értelmezés szerint az f(x,y) = 3~ + S fuggvenynek van hatarértéke a (0,0) pontban
és  lim 24—, 0

(z,y)—(0,0) * T
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6.7. Feladat. Igazold, hogy a kévetkezd fiiggvényeknek nincs hatarértéke az origoban:

@) f@y) =Tty 0,

Elsd megoldds. Ha az y = sz, s # 1 egyenletdi egyenes mentén tartunk az origdba, akkor a
fliggvény hatarértéke

. . T+sz . 1+s 1+s

lim f(z,sz) = lim = lim = ,

z—0 z—=0 T — sx z—=01—s 1—s
amely fligg az y = sz egyenestdl, példaul s = 0 esetén a hatarérték 1, mig s = 2 esetén
pedig —3, ezért nem létezik az f fiiggvénynek hatarértéke az origoban.
(Ha létezne a fliggvénynek globalis hatarértéke, akkor minden y = sz egyenes mentén
tartva az origbba ugyanazt a hatarértéket kapnank). O

Masodik megoldds. Tekintiink két (zy,yn)n>1 sorozatot ugy, hogy =, # yn és (zn,yn) #
(0,0), minden n > 1 esetén, tovabba lim (z,,yn) = (0,0) és kiszamoljuk, hogy a megfelels
n— o0
figgvényértékek (f(zn,yn))n>1 sorozatai hova tartanak.
Az els§ sorozat legyen (xn,yn) = (%,0), minden n > 1 esetén. Megjegyezziik, hogy
Tp F# Yn, mivel % # 0 és (xn,yn) # (0,0), minden n > 1 esetén, tovabba lim (z,,y,) =
n—oo

lim (%,0) = (lim £, lim 0) = (0,0). Ekkor

n—o00 n—oo "’ n—oo
1 1 1
lim f(zp,yn) = lim f (,O> = lim ¥ = lim § =1
n—oo n—roo n n—,oo = — n—,oo =
n n

Az méasodik sorozat legyen (z!,,y!) = (0, %), minden n > 1 esetén. Megjegyezziik, hogy
xl, # vy, mivel 0 # % és (z],,yl) # (0,0), minden n > 1 esetén, tovabba li_}In (al,yh) =
n o

lim (0,4) = ( lim 0, im 1) = (0,0). Fkkor

n—oo n—oo n— o0
1 041 1
. / /AT = _ % no_ 7 n__
nlbrglo f(@n, vn) = nlbngof <O7 n> nlLH;O 5 % nlgrolo _% 1.

Mivel 1étezik két origdba tart6 sorozat, amelyekre a megfelels fiiggvényértékek hatarértékei
nem egyenlGek, ezért a Heine-kritérium kovetkezménye alapjan a fliggvénynek nem létezik

hatéarértéke az origbban. O
22 — 12
(b) fz,y) = Z (z,y) # (0,0)

Elsé megoldds. Ha az y = sz egyenletli egyenes mentén tartunk az origbéba, akkor a fligg-
vény hatéarértéke

2 2 2 2 2
) . x®— (sz) . x*(l—=s") 1-—s
]. - ]. % — =
xl_r)%f(x, 52) 250 7% (sx)? 250 22(1+s2) 1482’

amely fligg az y = sz egyenestdl, példaul s = 0 esetén a hatartérték 1, mig s = 1 esetén
pedig 0, ezért nem létezik az f fiiggvénynek hatarértéke az origdban.

(Ha létezne a fiiggvénynek globalis hatarértéke, akkor minden y = sz egyenes mentén
tartva az origbba ugyanazt a hatarértéket kapnank). O
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Madsodik megoldds. Tekintiink két (xy, yn)n>1 sorozatot ugy, hogy , # yn €s (Tn,Yn) #
(0,0) minden n > 1 esetén, tovabba lim (z,,y,) = (0,0) és kiszamoljuk, hogy a megfelels
n—o0

figgvényértékek (f(zn,yn))n>1 sorozatai hova tartanak.

Az els6 sorozat legyen (x,,yn) = (%,0), minden n > 1 esetén. Megjegyezziik, hogy
. . . T 1 N . 1 4 .
(Zn,yn) # (0,0), minden n > 1 esetén és nh_)rgo(:vn,yn) = nh_}rgo (£,0) = ( lim -, lim ) =

(0,0). Ekkor

1 1)? _ o2 L

lim f(zp,yn) = lim f <,0> = lim o—— = lim 5 = 1.
n—o00 n—o0 n n—o0 (l) + 02 n—00
n

—_

n?

Az méasodik sorozat legyen (z!,y!) = (0, %), minden n > 1 esetén. Megjegyezziik, hogy
;o . > A Ae T Il — T 1) _ ( i i l) =
(x),,y),) # (0,0), minden n > 1 esetén és nh_)ngo(:rn,yn) 7}1_}11;)10 (0,2) nh—>120 O,Rh_{go =

(0,0). Ekkor
1) 02— (b o,

. / I 1 = BT

Mivel létezik két origbba tart6 sorozat, amelyekre a megfelels fiiggvényértékek hatarértékei
nem egyenlGek, ezért a Heine-kritérium koévetkezménye alapjan a fliggvénynek nem létezik
hatarértéke az origbban. O

6.8. Feladat. Tanulmanyozd a kévetkezé fiiggvények iteralt és globalis hatarértékét az origbban:

z—y+at+y°
r+y

(a) f(z,y) = , Ty F#0;

Megoldds. El6szor kiszamoljuk az iteralt hatarértékeket. Az x valtozo szerinti hatarfiige-
vény
oyt

— i -1
G(y) = lim pryray " +y, (y#0),

ahonnan az egyik iteralt hatarérték

=lim—-1+y=-1.
y—0

. . -yt +y?
lim ( lim
y—0 \ z—0 r+y

Az y valtozo szerinti hatarfliggvény

ahonnan a maésik iteralt hatarérték

_ 2, ,2
lim <lim PoytI Yy > —liml+z=1
z—0 \ y—0 r+y z—0
Mivel a két iteralt hatarérték létezik, de nem egyeznek meg (—1 # 1), ezért nem létezik
a fliggvénynek globalis hatarértéke az origoban, vagyis nem létezik a  lim Lﬁfﬂ'?
(zy)=(00) 1Y
(globalis) hatarérték a 6.9. Kovetkezmény alapjan. O

(b) f(z.y) :xsm;, y 4 0;
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Megoldds. El6szor kiszamoljuk az iteralt hatarértékeket. Az x valtozo szerinti hatarfiige-
vény

1 1
G(y) =limxsin— =sin—limz =0, (y#0),

xz—0 Yy Y z—0

ahonnan az egyik iteralt hatarérték

lim (lim T sin 1) = 1im 0 =0.

y—0 \ x—0 Yy y—0

Az y valtozo szerinti

1 1
F(z)=limzsin — =z limsin—, (x #0)
y—0 Yy y—0 Yy

hatarfiiggvény nem létezik, mivel a limo sin% hatarérték nem létezik a 6.3. Feladat (b)
y—

alpontja alapjan.

Ellenben a globalis hatarérték létezik az origoban és egyenls 0-val: minden x € R és y # 0
esetén

0<

1 o1
xsin—| =|z|- |sin—| < |z|-1 = |z,
) )

tovabba a jobb oldal hatarértéke  lim  |z| = lim |z| = 0, ezért a fogo tételbsl kiovetke-
(z,y)—(0,0) =0

zik, hogy  lim ‘x sin l‘ =0, ami egyenértékii azzal, hogy  lim xsind =0.
(z.9)—(0,0) Y (.)—(0,0) Y

6.10. Megjegyzés
Az értelmezés alapjan a kovetkezGképpen igazolhat6, hogy

lim zsin— =0.
(z,9)—(0,0) Y

Minden € > 0 szamra kell talalni egy olyan . > 0 szamot (a d. fiigg az e-t6l) gy, hogy ha
I(z,y) = (0,0)[ = /(& = 0)> + (y — 0)% < & &s (x,y) # (0,0), akkor

1
T sin — —0‘ < e.
)

Mivel [z—0] = y/(z — 0)2 < y/(z — 0)2 + (y — 0)2 = ||(z, y) — (0,0)]| és hasonléan |y —0| <
| (z,y) — (0,0)]], ezért ha a ||(x,y) — (0,0)| < J. feltétel teljesiil, akkor |z| = |z — 0| < J.
¢s [yl = ly = 0] < de.

Minden (z,y) # (0,0) esetén, amelyre teljesiil ||(z,y) — (0,0)| < s a kovetkezd majoralast
végezhetjik:

1
xsin—O‘ = |x| -
Y

1
sin) <l|z|-1=lz| <. (6.7)
Y

Innen, ha 6. < ¢, példaul 6. = 5, akkor minden € > 0 esetén létezik . = § > 0 szam 1gy,
hogy ha teljesiil ||(x,y) — (0,0)]| < d- és (z,y) # (0,0), akkor a (6.7) alapjan

<,

1
:Usin—()‘ <o =
Yy

Do ™

tehat lim zsini=0. o

(2,9)—(0,0) Y
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11
(c) flz,y) = (z +y)sin _sin S BY#ED
Megoldds. A x valtozo szerinti G(y) = lir% f(z,y) hatarfiiggvény nem létezik, mert
z—

1 1 1 1 1 1 1

G(y) = lim(z + y) sin — sin — = sin — <lim xsin — + y lim sin ) = ysin — lim sin —

z—0 X Yy Yy \z—0 X z—0 x Yy z—0 X

hatarérték nem létezik a 6.3. Feladat (b) alpontja alapjan. A szimmetria miatt az y valtozo
szerinti F'(z) = lin% f(z,y) hatarfiiggvény sem létezik. Igy az iteralt hatarértékek nem
Yy—

léteznek.

A globélis hatarérték létezik és egyenld O-val: minden x # 0 és y # 0 esetén

.11 1 o1
0<|(x+y)sin—sin—|=|zx+y| |sin—|-|sin—| <|z+y|<|z|+ |yl
T Yy x Yy
tovabbéa a jobboldal hatarértéke
lim |z|+]yl= lim |z|4+ lim |y|= lim |z|+ lim |y| =0,
(z,9)—(0,0) (z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) z—0 y—0
ezért a fogo tétel alapjan  lim (z + y)sin L sin 2| = 0, ami egyenértékd a
(,y)—(0,0) vy
1 1
lim (z+4y)sin—sin— =0
(z,y)—(0,0) z Y

egyenlGséggel.

6.11. Megjegyzés
Az értelmezés alapjan a kovetkezGképpen igazolhatd, hogy

lim (z+y)sin—sin— =0.
(z,y)—(0,0) r oy

Minden & > 0 szamra kell talalni egy olyan J. > 0 szamot (a J. fligg az e-tol) ugy, hogy ha
I(z,y) — (0,0)]| = \/(z — 0)2 + (y — 0)2 < 6. &s (z,y) # (0,0), akkor

1 1
(a:+y)sinsin—0' <e.
T )

Minden (z,y) # (0,0) esetén, amelyre teljesiil ||(z,y) — (0,0)|| < . a kovetkezd majoralast

végezhetjik:
N S| 1)1
(r+y)sin—sin— —0| =|zx+y| |sin—| [sin—| < |z|-1-1=|z+y| <|z|+ |y|] < dc+ I,
€z Y Y Y
(6.8)
mivel |z| < ||(z,y)]| < d: és |y| < |[(z,y)]| < d-. Ezért, ha 20, < ¢, példaul 6. = §, akkor

minden ¢ > 0 esetén létezik 0. = § > 0 szam tgy, hogy ha teljesiil ||(z,y) — (0,0)| < dc és
(z,y) # (0,0), akkor a (6.8) alapjan

<e

)

RIS

1 1
(x—l—y)sinsin—()‘ <20, =2-
Z Y

tehat  lim  (z+y)sin2sin % =0. o

(z,y)—(0,0)
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(d)

Ty

fley) =55 pr

(z,y) # (0,0);

Megoldas. Kiszamoljuk az iteralt hatarértékeket:

lim (lim ——2— ) = lim ( lim 9 ) _jimo=o,
z—0 \y—0 x° + y2 z—0 \y—0 02 + y2 x—0

0-
lim (lim —2— ) = lim ( lim ——— ) = lim 0 = 0.
y—0 \z—0 2% +y y—0 \2—0 22 4+ 02 y—0

Mivel a szamlaloban és a nevezében minden tag ugyanolyan foka (az x és y valtozokban
kozosen masodfoki), ezért az y = tx helyettesitést hasznéljuk, ahol ¢ € R. Ha z tart 0-hoz,
akkor az (x,y) par az y = tx egyenes mentén (aminek a meredeksége t) tart az origoba.
Ha létezik globalis hatarérték, akkor minden ¢ esetén a

z(tx) , x2t t t

lim —) i — 2 _
150 22 + (t2)2 o0 22(1 +42)  an0 1+ 2 1+ (2

hatarérték fiiggetlen kellene legyen az egyenes meredekségétsl (¢-t6l), ami nem teljesiil,

mert t = 0 esetén a hatarérték 0, mig ¢ = 1 esetén % Igy nem létezik a  lim s
()= (0,0) T Y
globalis hatéarérték. O
22 — 12
Megoldds. Az iteralt hatérértékek
2 _ .2 2
lim <1im = y2> — lim = = lim 1 = 1, (6.9)
=0 \y—=0 2% +y z—0 I z—0
2 _ .2 _y?
lim | lim — = lim — = lim —1 = —1. (6.10)
y—0 \z—0 ¢ + y2 y—0 y2 y—0

2
Az iteralt hatarértékek léteznek és nem egyeznek meg, ezért nem létezik a  lim  SH—%
(@)—(0,0) T Y

globalis hatarérték a 6.9. Kévetkezmény alapjan.

Megjegyezziik, hogy a hatarértékben szerepld tort homogén és az el6z6 alpontban alkal-
mazott modszer is hasznalhaté6 annak megmutatasara, hogy nem létezik globélis hatarér-

ték. O
fo2y) x sin % +y Ly £0
x,y)=—">-— = :
Y T+y Y
in 1 in 1 . ..
Megoldds. Az y valtozo szerinti F(z) = ?}I_I)I(l) xs;@—ky = xsx = =sin 2, (v # 0) hatarfiigg-
vény létezik, de a
1
Tsin = + 1
lim (hm M) = lim sin —
z—0 \ y—0 r+y z—0 x
T sin %er

iteralt hatarérték nem létezik. Igy a  lim +
(zy)=(00) Y

globalis hatarérték sem létezik.

, . C . L (e , . :csin;ll—i—y 0+y y . . .
Az x valtozd szerinti hatarfiiggvény G(y) = ill)% i T 0iy — g = lésaz iteralt
hatarérték
1
rsin - +
lim [ lim e %) — i1 =1,
y—0 \ z—0 r+y y—0
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6.9. Feladat. Igazold, hogy a kovetkez6 fliggvényeknek nincs (globélis) hatarértéke az origoban:

(a)

2
oty
f(x,y)z _yv 1)373/750,

xT

Megoldas. Kiszamitjuk az iteralt hatarértékeket az origdban:

2 2 2
lim <hm ° +y> = lim = = lim 0 =0 és lim (lim ° +y> = lim L = lim —1 = —1.
z—=0 \y—=0 T —y z—0 T z—0 y—=0 \z—=0 T —y y—0 —y y—0

Mivel a két iteralt hatarérték nem egyezik meg, ezért nem létezik a globalis hatarérték az
origoban a 6.9. Kovetkezmény alapjan. O

zy
=" 0,0);
fz,y) R (z,y) # (0,0);
Megoldds. Ha az iteralt hatarértékeket kiszdmitjuk, akkor mindkét esetben nullat fogunk
kapni. Igy ezzel a modszerrel nem tudjuk belatni, hogy nem létezik a globalis hatéarérték
az origdban.

Mivel az xfny tort homogén, ezért az y = tx helyettesitést fogjuk alkalmazni, ahol ¢t € R

egy rogzitett szam. Ha x tart 0-hoz, akkor y = tx is tart 0-hoz és az y = tx egyenes mentén
tartva az origdba a fiiggvény hatéarértéke

_ , x(tx) , ta? . t2 t2
1 tr) =1lim ——+-~*— = lim ———- =1 =
xl_I%f((L‘, x> xl—r}%) 2 =+ (tl‘)Q :cl—r>r(l) :1,‘2(1 + t2) xl—rf%) 1+ t2 1+ t2’

ami nem fiiggetlen a t-t6l, példaul ¢ = 0 esetén 0, mig ¢ = 1 esetén % Ez azt jelenti,

hogy ha az y = 0 egyenes (Ox tengely) mentén tartunk az origoba, akkor a fliggvényérté-
kek hatarértéke 0, mig ha az y = x egyenes (els6 szogfelezs) mentén tartunk az orgioba,
akkor a fliggvényértékek hatarértéke % Ezért nem létezik a globéalis hatarérték, mert a
fiiggvényértékek mindig ugyanoda kellene konvergaljanak fiiggetleniil att6l, hogy milyen

modon tartunk az (z,y) parral a (0,0) pontba (az origoba). O
Yz o, o,
f(%y):my yr—at £ 0;
Megoldas. Kiszamitjuk az iteralt hatarértékeket:
2 2
lim <lim v +“;> —lim L = lim1=1,
y—=>0 \z—=>0y* — =0y y—0
O N S
lim ( lim =5 5 | = lim — = lim —,
z—=0 \y—=>0ys —x z—0 —2 z—0 —I

ez utobbi iteralt hatarérték nem létezik a 6.3. Feladat (a) alpontja alapjan. Mivel léteznek
a hatarfiiggvények, de nem létezik az egyik iteralt hatarérték, ezért a 6.9. Kévetkezmény

alapjan nem létezik globalis hatarérték az origdban. O
Y 3 +y

Megoldds. Kiszamoljuk az iteralt hatarértékeket:

) .9
lim <lim Y ) — lim — = lim —y = 0,
y—0 \z—02° + Yy y—0 y y—0

2

— 1

lim ( lim x3 y = lim S lim — = +o0
z—0 \y—0 x° + vy 3 2

nem egyeznek meg, ezért nem létezik a globalis hatarérték a 6.9. Kovetkezmény alapjan. [
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(e)

6.10.

(d)

2

-

Megoldas. Mindkét iteralt hatarérték 0, ezért ez alapjan nem tudjuk mondani, hogy nem
létezik a globalis hatarérték az origbban. Ha az y = tz® — 2% gérbe mentén (¢t € R*
rogzitett) tartunk az origoba, akkor a hatarérték

tz® — 2%)? 2zt — 2ta® 4 2° 1 1
li tad — = lim (—_1' = limtx® —23+ - ==
i f(,ta? =) = T s = i tad ey TR T
ami nem fiiggetlen a t-t6l, ezért nem létezik a globélis hatarérték. O

Feladat. Szamitsd ki a kovetkezs hatarértékeket (ha léteznek):
. ry —1
lim ;
(@y)—=B,00) Y+ 1

)

Megoldds. Ebben a formaban a hatéarérték ,, 527 tipusi hatarozatlan eset, ezért kiemeliink
a szamlalobol és a nevezdbdl is y-t:

1 1
-1 yle — 4 r—2 3-0
lim S lim (7?): lim vt~ _3
@y)=Boo) Yy+1  (zy)—=B00) y(1+ 5) (@y)=B300) 1+ 2 1+0
O
Ty
m T )
z,y)—(0,0) vy +1—1
Megoldds. A hatarérték ,,9” tipust hatarozatlan eset. Bovitiink (v/zy + 1 + 1)-gyel:
lim Y — lim zy(v/ry+14+1)
(zy)—00) vVzy +1—1  (24)—=00) (Vey+1—-1)(Vay+1+1)
—  Im zy(Voy +1 + 1)
(29)=(00) (zy+1) —
—  lim xy(vry + 1+ 1)
(z, ) (0,0) xy
Vrzy+1+1
( 7y)—> (0,0)
=v0+1+1=2.
O

. sin zy
lim ;
(zy)—(02)

Megoldds. Bévitiink y-nal:

. sin zy . ysin xy . sinzy . . inu .
lim = lim ——== lim -lim y = lim dimy =12 =2,
(xy)—(02) X (zy)—(02) TY (zy)—(02) Y y—2 u=0 u y—2
ahol u = xy tart 0, ha (z,y) tart (0,2)-hoz. O
r+y
lim ;

(z,9)—(00,00) T2 + 42’
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Megoldds. Minden x,y # 0 esetén

T+y x Y ‘ x Y 1 1
+ <=+ 5 ==+
=221 2| = |22 1 2 22 12| = |22 Y2 T y
A jobb oldal hatarértéke
. 1 1 ) 1 . 1
lim —|+|-|=lim |[—|+ lim |-|=04+0=0,
(,y)—(00,00) | T y| wooo|r| Yooy
ahonnan a fogo tétel alapjan lim 2E | = 0, ami egyenértéki azzal, hogy
(2:9)—+(00,00) | 7 HY
im 2T

(,y)—(00,00) T2 + Y2
lim (2% + y?)sin L.
(€,9)—(0,0) xy’

Megoldds. Mivel sinu € [—1,1] minden u € R esetén, ezért |sinu| < 1, minden v € R
esetén, ahonnan minden x,y # 0 esetén

0<

1
2 2y |2 2
(x —i—y)smxy) (% + y*)

1
sin‘ < ax? 492
Yy
A jobb oldal hatarértéke
lim (2*+9?) = lim 2%+ limy* = 0 + 0 = 0,
(z,y)—(0,0) x—0 y—0

ahonnan a fogo tétel alapjan

1 1
lim  [(2® +¢?) sin' =0 < lim (2®+9?)sin— =0.
(z,y)—(0,0) Yy (z,y)—(0,0) xy
]
. T
lim ;
(z,5)—(0,0) T + Y
Megoldas. Kiszamoljuk az iteralt hatarértékeket:
lim <hm )—hm—hml—l és lim (hm )—hm—hmO—O.
z=0 \y—=0x +y z—0 I z—0 y—=0 \z—=02x +y y—=00+y y—0

Mivel mindkét iterdlt hatarérték létezik és nem egyeznek meg, ezért nem létezik globalis
hatarérték, vagyis nem létezik a  lim % hatarérték. O
(z,y)—(0,0) “TY
x2y2
im ———;
(z.9)—(0,0) 24+ y*

FElsé megoldds. Ez egy homogén tort, ezért az y = tx (t € R rogzitett szam) egyenes mentén
tartva az origdba kapjuk, hogy

2?(tx)? , rit? t2 t2

N — =1 = .
xl—r% x4 + (tx)4 xll)I[l) :114(1 + t4) xli% 1+t 1+ ¢4

Mivel a hatarérték nem fliggetlen az egyenes meredekségétsl (¢-t6l), példaul ¢ = O-ra a
hatarérték 0, mig ¢t = 1-re %, ezért nem létezik a globalis hatarérték. O
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Masodik megoldds. Az (z,,y,) = (+,0), n > 1 sorozatra igaz, hogy (z,,vyn) # (0,0),
1

minden n > 1 esetén és ILm (Tn,yn) = lim ( ,0) = ( lim 1, lim 0) = (0,0), tovabba

n—+00 n—oo "’ n—oo
2
n—00 n—00 n n—00 (%) 4 04 n—00 oI

Az (), y) = (£, 1), n > 1 sorozatra igaz, hogy (2, yn) # (0,0), minden n > 1 esetén és

n? n’n
. T 1 1) _ . 1 1 1) _ , ,
Jim (enoy) = Jim (3 = (Jim 7 Jim 7) = (0,0), tovibbi

2 2
11>:hm GG o, a1

n'n oo (%)4+(;)4_n—>oo2. 1L 79

n?

lim f(xn,y,) = lim f<
n

Mivel talaltunk két origdba tartd sorozatot, amelyekre a fliggvényértékek sorozata nem
ugyanoda konvergal, ezért a fliggvénynek nem létezik globéalis hatarértéke az origbban a
Heine-kritérium koévetkezménye alapjan. O

(z +y) tg(z? + )

h lim ;
®) (z,y)—(0,0) Va2 +y?
Megoldas.
o (z+y)te(@® +y7) (4 y) Vet +y?te(e® +yP)
im = lim 5 5
(z,y)—+(0,0) Va4 y? (z,y)—+(0,0) 5ty
. o tg(a® +y?)
= lm (z+yvVz2+y?- lim ———72=
(m,y)ﬁ(o,m( y) P w0 a2 1y
t
= lim (z+y)Va?+y?- lim 2% =01
(2,y)—(0,0) u—0
= O’
ahol az u = z? + y? valtozocserét végeztiik. O
0 dm o (1+2)5
(z,y)—(00,3) x
Megoldds.

T z, u\ Yy
im  (1+9) = dim (1+2)7 = im <<1+1) )
(z,y)—(00,3) x (z,y)—(c0,3) x (u,y)—(0,3) U

1\ ™ Jmyy
:<nm <1+> > ’
U—»00 u

= 637

ahol u = ¥ tart co-hez, ha (z,y) tart (oo, 3)-hoz. O

) 1:2 + y2
) lim ———
(2)=00) |2 +[y|

Megoldds. Mivel 0 < 22 +y? = |x|* + |y|* < |z|> + |y|*> + 2|z||y| < (Jz| +|y|)?, ezért minden
(x,y) # (0,0) esetén
24y _ (al+ )
~ Tyl T fal -yl

= |z| + [yl
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tovabba a jobboldal hatarértéke

lim |z|+|y| = lim |z| + lim |[y| =0+ 0 =0,
(z,y)—(0,0) z—0 y—0

. Y ., . x2+y2 .
ezért a fogd tétel alapjan (:myl)gr%0,0) el = 0. O

2
lim it ;
(z,y)—(0,0) 22 + 3>

Megoldds. Mivel 2 < 22 + y? minden (z,y) # (0,0) esetén, ezért < 1, ahonnan

_x?
x2+y2
I’Qy

21y <lyl,  V(z,y) # (0,0).

A jobboldal hatéarértéke  lim  |y| = 0, ahonnan a fogo tétel szerint
(z,y)—(0,0)

%y
2 + y?

xzy

=0 <— Iim —F—= =
(z,9)—(0,0) 22 4 3>

im
(=,9)—(0,0)

x? + y2
1m —_—.
(z,y)—(0,0) xt 4 y*

Megoldds. Minden (z,y) # (0,0) esetén

2 + 92 z2 + 12 2 + 92 1

:E4_|_y4 — $4+y4+2$2y2 - (l.2_|_y2)2 - $2+y2'

A jobb oldal hatarértéke  lim

lim % = 400, ahol r = 22 + y? tart jobbrol
(z,y)—(0,0)

1
.2 —
Tty r—0t

0-hoz, ha (z,y) tart az origbhoz. A fenti egyenlétlenség alapjan  lim T o,

(,9)—(0,0) Y
O

6.3.3. Tobbvaltozos fiiggvények folytonossaga

6.11. Feladat. Az értelmezést felhasznalva igazold, hogy a kovetkezd fiiggvények folytonosak a
megadott pontban

(a)

f:]R2 _>R7 f(‘rvy) :£Cy+2 és (x07y0) = (273)7

Megoldds. Minden £ > 0 szam esetén kell talalni egy 0. > 0 szamot (ez fiigghet az e-tdl)
agy, hogy ha ||(z,y) — (2,3)[ = v/(z — 2)2 + (y — 3)? < 4., akkor |f(z,y) — f(2,3)| <e.
A |(z,y) — (2,3)|| < 0 feltételbsl kovetkezik, hogy |z — 2| < ¢ és |y — 3| < I, tovab-
ba sziikség szerint fel fogjuk tételezni, hogy J. < 1. Ezen feltételek mellett a kovetkezd
majoralast végezziik:

[f(z,y) = f(2,3)] = |(zy +2) = 8[ = [(z =2+ 2)(y =3+ 3) — €]
=z =2)(y = 3) +3(z = 2) + 2(y — 3)|
Sle=2[-Jy=3[+3-|x—2[+2-]y -3
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(%) (1)
< 6e -6 + 36 + 26 = 02 + 56 < 6. + 56 = 66,
ahol a (x) egyenlStlenségben felhasznaltuk, hogy |z — 2| < 0. és |y — 3] < ¢, illetve a (})
egyenlstlenségben pedig, hogy 62 < 6., ami a J. < 1 feltevésbél kovetkezik. Ez alapjan a d.
szamot ugy valasszuk meg, hogy a 66, < e egyenlGtlenség is teljesiiljon a fenti feltevéseken
kiviil.
Végiil minden & > 0 szam esetén létezik olyan 6. = min {£,1} (vagy ennél kisebb szam)
tgy, hogy minden |[|(z,y) — (2, 3)]| < . feltételt teljesits (x,y) par esetén a fenti majoralas
alapjan

f(z,y) — £(2,3)] < 66. = 6-min{%,1} <6 % _

tehat értelmezés szerint az f fiiggvény folytonos a (2,3) pontban. O
[ R? — R, f(xay) = 2 +ay és (950,1/0) - (173);

Megoldds. Minden € > 0 szam esetén kell talalni egy d. > 0 szamot (ez fiigghet az e-t6l)
tgy, hogy ha az (z,y) par esetén teljesiil a ||(z,y) — (1,3)|| = \/(z — 1)2+ (y — 3)2 < 6.
feltétel, akkor |f(x,y) — f(1,3)] < e.

A |(z,y) — (1,3)| < 0 feltételbsl kovetkezik, hogy |z — 1| < d. és |y — 3| < I, tovab-
bé sziikség szerint fel fogjuk tételezni, hogy d. < 1. Ezen feltételek mellett a kovetkezd
majoralast végezziik:

|f(z,y) — f(1,3)]

(24 zy) -4l =[x —1+1)*+(x—1+1)(y—3+3) —4
(x—l) +2zx-1)4+1+@@-1Dy—-3)+3x—-1)+(y—3)+3—4|
(=12 +(x—-1)(y—3)+5(z—1)+ (y—3)|

e— 1P+ lz—1]-ly=3+5- |z — 1|+ |y - 3|

IN

—
*
~

©)
< 6240 - 0o+ 50 + 0. = 262 + 65 < 25 + 66 = 8,

ahol a (x) egyenlStlenségben felhasznaltuk, hogy |z — 1| < 6. és |y — 3] < ., illetve a (})
egyenlGtlenségben pedig, hogy §2 < J., ami a d. < 1 feltevésbdl kovetkezik. Ez alapjan a .
szamot gy vélasszuk meg, hogy a 8. < e egyenlGtlenség is teljesiiljon a fenti feltevéseken
kiviil.

Végiil minden £ > 0 szam esetén létezik olyan d. = min {%, 1} (vagy egy ennél kisebb
szam) Ggy, hogy minden ||(x,y) — (1,3)] < 0 feltételt teljesitd (x,y) par esetén a fenti
majoralés alapjan

|ﬂaw—fu3n<&z=8mmﬁ§@}gs-gza

tehat értelmezés szerint az f fliggvény folytonos a (1,3) pontban. O

2?4 o2
h

fiR2 SR, floy) =9 e+l (=9) # (0,0,

O’ ha (xvy) = (070)

&s (wo,y0) = (0,0);

Megoldds. Minden £ > 0 szam esetén kell talalni egy 0. > 0 szamot (ez fiigghet az e-tdl)
agy, hogy ha [|(z,y) — (0,0)|] = /(z — 0)2 + (y — 0)2 < &, akkor |f(z,y) — f(0,0)] <e.
A ||(z,y) — (0,0)| < 6 feltételbsl kovetkezik, hogy |z| = |z — 0] < d; és |y| = |y — 0| < Oe.
Ezen feltételek mellett a kovetkez6 majordlast végezziik:

!f(:r,y) - f(0,0)’ =

xﬂw2_%mP+m2
7l + Iy ol + Iy
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2 + |y* + 2lxlly| _ (=] +1y])?

= =[]+ |y]
=] + [yl =] + [yl

©)

< 0 + 0: = 20,
ahol a (%) egyenl6tlenségben felhasznaltuk, hogy |z| < J. és |y| < d.. Ez alapjan a .
szamot gy vélasszuk meg, hogy a 2. < e egyenlGtlenség is teljesiiljon a fenti feltevéseken
kiviil.
Végiil minden ¢ > 0 szam esetén létezik olyan 6. = § (vagy egy ennél kisebb szam) ugy,
hogy minden ||(z,y) — (0,0)|| < . feltételt teljesits (z,y) par esetén a fenti majoralas
alapjan

|f(z,y) — f(0,0)] <26, =2-

tehat értelmezés szerint az f fliggvény folytonos a (0,0)

:E,

T N m

ontban. O
T
(d> f : R2 — Ra f(wvy) = g és (3307y0) = (172)7

Megoldds. Minden € > 0 szam esetén kell talalni egy 6. > 0 szamot (amely fiigghet az e-t6l)
agy, hogy ha [[(z,y) — (1,2)[| = v/(z — 1)2 + (y — 2)? < d, akkor | f(z,y) — f(1,2)| <e.
A l(z,y) — (1,2)|| < 0 feltételbsl kovetkezik, hogy |z — 1| < 0 és |y — 2| < I, tovabba
sziikség szerint fel fogjuk tételezni, hogy 6. < a, valamilyen a > 0 szam esetén. FEzen
feltételek mellett a kdvetkez6 majoralast végezziik:

\f(z,y) — f(1,2)] = |~ — =

20—y
2y

2y
- 2(1'—1)—(14—2)’
2y
2lz — 1|+ |y — 2|
B 2ly|
(2) 26, + 0. 3

21 2%
ahol a (x) egyenl6tlenségben felhasznaltuk, hogy |z — 1| < d¢, |y — 2| < 4, illetve hogy az
ly — 2| < 0e 6s 6 < 1 alapjan 1 < 2 — 9§, < y. Ez alapjan a . szamot gy valasszuk meg,
hogy a %55 < ¢ egyenlGtlenség is teljesiiljon a fenti feltevéseken kiviil.

Végiil minden € > 0 szam esetén létezik olyan 6. = min {%6, 1} (vagy egy ennél kisebb
szédm) ugy, hogy minden ||(z,y)—(1,2)|| < 0. feltételt teljesits (z,y) esetén a fenti majoralas

alapjan
3 3 2 3 2
Cf1,2) < 25 =2 mind te 1t <2 Te=
) - 50,2 < 3o = 5 min{ Jeaf < 3 Fe—e,
tehat értelmezés szerint az f fiiggvény folytonos a (1,2) pontban. O

2

© iR R, fay) = |FrgE @D E00

0, ha (z,y) = (0,0)

" és (z0,90) = (0,0);
Megoldds. Minden £ > 0 esetén létezik 6. = ¢ > 0 dgy, hogy minden (z,y) # (0,0),
|(z,y) — (0,0)|| = /22 + y? < d. = € esetén
%y x
o) = 100 = | 55 ol = 5yl <yl = Vi < VA <d=e

Tehat az f fiiggvény folytonos az (zg,y0) = (0,0) pontban. O
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(f)

6.12.

x2y+z4

——————. h 0

f:R3—>R, f(w,y,Z): .’E2+y2+22’ a(x,y72)7é(0707 )
0, ha (z,y,2) = (0,0,0)

" és (0, Yo, 20) = (0,0,0).

Megoldds. Minden € > 0 szam esetén kell taldlni egy . > 0 szamot (ami fiigghet az
e-tol) tgy, hogy ha |(z,y,2) — (0,0,0)|| = /(z —0)2+ (y — 0)2 + (z — 0)2 < 4., akkor
]f(x,y,z) - f(070ﬂ0)‘ <eé.

A J|(z,y,2)—(0,0,0)| < J. feltételbsl kovetkezik, hogy |z| = |z —0| < d., |y| = |y —0] < 0
és |z| = |z — 0] < 0, tovabba sziikség szerint fel fogjuk tételezni, hogy 6. < 1. Ezen
feltételek mellett a kdvetkez§ majoralast végezziik:

2 4 2 4
T4y + 2 |2y + 27|
'Y —10,0,0) =575 "0= 5733
F(r.9.2) = F0.0,0)] = | 5700 —ol = ST
_ e
T4yl 422
L2y 4 a2 22
- $2+y2+22
@4+ )yt (P a4yt -2
- 2+ y? + 22
= |yl + 2*

(%) 9 (1)
< 0 + 02 < O + 0. = 26,

ahol a (x) egyenlStlenségben felhasznaltuk, hogy |y| < d¢, |z] < Je, illetve a (f) egyenl6t-
lenségben pedig, hogy 62 < 6., amely az 6. < 1 feltevésbdl kovetkezik. Ez alapjan a d.
szamot gy vélasszuk meg, hogy a 2. < e egyenlGtlenség is teljesiiljon a fenti feltevéseken
kiviil.

Végiil minden £ > 0 szam esetén létezik olyan 6. = min {%, 1} (vagy egy ennél kisebb
szam) gy, hogy minden ||(z,y,z) — (0,0,0)|| < 0. feltételt teljesits (z,y, z) harmas esetén
a fenti majoralas alapjan

’f(xvyvz)_f(oaovoﬂ<258:2mln{%71}§2 =g,

5
2
tehat értelmezés szerint az f fiiggvény folytonos a (0,0,0) pontban. O

Feladat. Igazold, hogy a kovetkez§ fliggvények folytonosak:

3+ y6
flx,y) = q 22+ 9+’ ;
0, ha (z,y) = (0,0)

Megoldds. Az origon kiviil (vagyis mikor a nevezd nem nulla) az f fliggvény folytonossaga

a kovetkezéképpen lathato be. Felirhatjuk, hogy f(z,y) = zgg;, ahol g(z,y) = x3 + ¢*

és h(z,y) = 22 +y*. A g(z,y) és h(x,y) fiiggvények folytonosak, mivel felirhatok, mint
egyvaltozos folytonos fiiggvények Osszegeként: g(x,y) = g1(z) + g2(y), ahol g1 (x) = 23,
g2(y) = 3, illetve h(z,y) = h1(z) + ha(y), ahol hi(z) = 22, ho(y) = y*. Mivel az origéon

kiviil a nevezében 16v6 g(z,y) = 2% + y* fiiggvény nem nulla, ezért az f(z,y) = ggzg

hanyados fiiggvény is folytonos.

Az origoban a folytonossigot kiilon vizsgaljuk. Belatjuk, hogy létezik a ( %m{ : f(z,y)
z,y)—(0,0

(globalis) hatéarérték és egyenls az f(0,0) = 0 értékkel. A kévetkezd majoralas végezziik:
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minden (z,y) # (0,0) esetén

0 < $3+y6 _ 1:3 N yG
=122 1 o 21yt 2yt
@’ v |_ 2l vyt
- $2+y4 x2+y4 _x2_|_y4 x2+y4

crtlaltyt el oyt ey @24y el | (0t a?) P
$2+y4 $2+y4 ZL‘2+y4 $2+y4

= |z +¢*.

Mivel lim |z|4+y? = lim |z|+lim y? = 0+ 0 = 0, ezért a fenti majoralas alapjan fogo
(z,y)—(0,0) z—0 y—0

tételbdl kovetkezik, hogy ( %ig%o 0 zzizi = 0, amely egyenértéki a ( %LH%O 0 flz,y) =
x?y b x?y b
li TR egyenlGséggel. O

2 4
(z,y)—(0,0) T~ 1Y

3+ ]azy|3/2 + 93
(b> f(:l),y) = 2 + y2 ’ ha (.%',y) 7é (07 );
0, ha (z,y) = (0,0)

Megoldds. Az f folytonos az origon kiviil, mivel a szamlaloban 1évé g(x,y) = 23 + |zy|3/% +
Y3 = a2 + \/W\/W + 43 és a nevezében 1év6 h(z,y) = 22 + y? fiiggvények folytonosak
(felirhatoak egyvaltozos folytonos fiiggvények szorzata és Osszegeként), illetve a nevezében
16v6 h(x,y) fiiggvény nem nulla az origon kiviil.

A folytonossagot az origdban kiilon vizsgaljuk. Be kell 1atni, hogy a

lim 3+ \:cy|3/2 + 93
(2,9)—(0,0) x2 + 42

(globalis) hatarérték létezik és egyenls az f(0,0) = 0 értékkel. Ehhez a kovetkezd majora-

last végezziik: minden (z,y) # (0,0) esetén

23+ |zy|?? + o z3

3’)2 + yQ .%'2 + y2
2 2

B O | VA LI O T |

7$2+y2 $2+y2 $2+y2

2 2
(2% +92) - o] Vol (P +a?) - |yl 1
< + 2 + = |z| + §v|$y\ + |yl

1:2_|_y2 $2+y2 x2_|_y2

y3

x2 + 92

|zy|/?
2 + 12

ahol a kozépss tort esetén felhasznaltuk a kovetkezd szamtani-mértani egyenlGtlenséget
2 2
T > \/a2y? = |zy|. Mivel ( %Hn( )\af| + 3v/Jzy| + y| = 0, ezért a fenti majoralds
—(0,0

)

alapjan a fogo6 tételbdl kovetkezik, hogy — lim = 0, amely egyenértékii

()00 | =Y
az " y%iE%O 0 % = 0 egyenlGséggel. O
sin(z? + y*)
9, 4 h ) 07 0
© fea)={ gt 0 V700,
1, ha (z,y) = (0,0)

Megoldds. Az f fiiggvény felithaté a h : R? — R, h(z,y) = 22 +y* és g : R — R,

0
g(u) = ) 0 fiiggvények Osszetételeként, vagyis f(z,y) = g(h(z,y)). A h figgvény
u =
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folytonos, mivel felirhato, mint h(x,y) = hi(z) + ha(y), ahol a hy(z) = 2% és ha(y) = y*
egyvaltozos fiiggvények folytonosak. A g(u) fiiggvény is folytonos az u = 0 kiviil, mert két
(a g1(u) = sinu és az go(u) = u) folytonos fiiggvény hanyadosa és go(u) = u nem nulla az

u = 0 ponton kiviil. Tovabba a g(u) folytonos az u = 0 pontban, mivel lim % =1=g(0).

u—0
Tehét f folytonos fiiggvények Osszetétele, ezért folytonos. O
sin(2? — y?)
———— haz#y
(d) flz,y) = T—y :
x4+, haxz =y
Megoldds.
sin(x? — y?)
—————, haz#y
flz,y) = -y
T+, haz =y
( win( 2 a2
sin(z= —y )’ ha 22 # 42
Y
=) ooy e £y
r—y
T+, haz =y
c(2 2
sin(z® —y )’ ha 22 £ 32
_ r=Yy
)0, hax=—-y, z#y
T+, hazxz =y
c(2 2
sin(x —y)7 ha 22 # 32
_ r=y
)zt haz=—y,z#y
Lz + Y, haz =y
(2 2
sin(z® —y )7 ha 22 # 32
= ;U—y
T+ y, ha 22 = 32
. 2 .2
f@ty) S han iy
T+ y, hax =y

Y

sin(z2—y?) 2 2

:($+y)‘ I_y2 ha z #y

1, ha 22 = 42

ami alapjan f(x,y) = k(z,y) - g(h(x,y)) alakba irhaté, ahol k : R? — R, k(z,y) = = + v,

sinw h 0
h:R2—>R,h(m,y):xQ—yzésg:]R—)]R,g(u):{“’ aus

. Ezek a fuggvények
1, hau=20 sEVEnY

folytonosak, ezért az f fliggvény is folytonos. O

6.13. Feladat. Igazold, hogy a kiévetkezd fiiggvényeknek léteznek az iterdlt hatarértékei az
origbban, de nem folytonosak az origéban:

2xy
(a) f(z,y)=¢ 22 +y? ;
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Megoldds. Az y valtozo szerinti hatarfiiggvény F(x) = hm 22_?1’/ = x%“igg =0, (x #£0) és

az egyik iteralt hatarérték
2
lim (hm 2:cy> = lim 0 = 0.
z—0 \y—=0 I —|—y z—0

Mivel a figgvény szimmetrikus x és y valtozokban, ezért hasonl()an kapjuk, hogy az =z
valtozo szerinti hatarfiiggvéeny G(y) = hm 2oy, — 20U — (0 (y # 0) és a masik iteralt

0 x2+y? T 0242
hatarérték

2

lim ( lim — i =lim 0 =0.

y—0 \z—0 I +y2 y—0
Megmutatjuk, hogy nem létezik a globa,hb hatarérték az origéban, igy a fiiggvény nem
folytonos az origbban. Mivel a 2 +y tort homogén, ezért az y = tx helyettesitést fogjuk
alkalmazni, ahol ¢t € R egy rogzitett szdm. Ha x tart 0-hoz, akkor y = tx is tart 0-hoz és
az y = tx egyenes mentén tartva az origbba a fiiggvény hatéarértéke

x(tx) , ta? . t? t2

lim favte) = i o = I ey M e T Ty

ami nem fiiggetlen a t-t6l, példaul t = 0 esetén 0, mig ¢t = 1 esetén % Ez azt jelenti,

hogy ha az y = 0 egyenes (Ox tengely) mentén tartunk az origoba, akkor a fliggvényérté-
kek hatarértéke 0, mig ha az y = x egyenes (els§ szogfelezs) mentén tartunk az orgioba,
akkor a fiiggvényértékek hatarértéke % Ezért nem létezik a globéalis hatarérték, mert a
fliggvényértékek mindig ugyanoda kellene konvergaljanak fiiggetleniil att6l, hogy milyen

egyenes mentén tartunk az (ZII, y) pérral a (O, O) pontba (az orig()ba). L]
) ha Zz, 7 Oa 0
f(.’E, y) = 1’2 114 Y ;

0, ha (z,y) = (0,0)

Megoldds. Az y valtozo szerinti hatarfiiggvény F(x) = ;1_1}[1) 9322?;4 = 52“";0024 =0, (x #£0) és

az egyik iteralt hatarérték

2 2
lim <hm 22:y> =1lim0=0.
0 \y—0 22 + 34

2xy? 2.0-y2
y4 - 07

Hasonloan kapjuk, hogy az x valtozo szerinti hatarfiiggvény G(y) = hm Lyt = 07y

(y # 0) és a masik iteralt hatarérték

2 2
lim (hm 2er4> =1im 0 =0.
y—0 \z—0 2% + Yy y—0

Megmutatjuk, hogy nem létezik a globélis hatarérték az origbban, igy a fiiggvény nem
folytonos az origoban. Az x = ty? helyettesitést fogjuk alkalmazni, ahol ¢ € R egy rogzitett
szam. Ha y tart 0-hoz, akkor = = ty? is tart 0-hoz és az = = ty? parabola mentén tartva
az origdba a fiiggvény hatéarértéke

(ty*)y? : ty* ot t

1 t = lim ——=—— = lim ———7—— =1 =
1mf(y Y) 1—I>I%)(ty)+y4 yl_I}})y4(t2_,_1) ST e 112

ami nem fiiggetlen a t-t6l, példaul ¢t = 0 esetén 0, migt = 1 eseten . Ez azt jelenti, hogy ha
az x = 0 egyenes (Oy tengely) mentén tartunk az origdba, akkor a fliggvényértékek hatar-
értéke 0, mig ha az x = y? parabola mentén tartunk az orgioba, akkor a fiiggvényértékek
hatarértéke % Ezért nem létezik a globalis hatérérték, mert a fliggvényértékek mindig
ugyanoda kellene konvergaljanak fliggetleniil attol, hogy milyen gérbe mentén tartunk az

(x,y) parral a (0,0) pontba (az origoba). O
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x3+y3

(€) fz,y) = 2*+y> ;

Megoldds. Az y valtozo szerinti hatarfiiggvény F(x) = lin%
(x #0) és az egyik iteralt hatarérték

3 3
lim <lim W) = limz = 0.
a0 \y—0 22 + 92 7—0

A fliggvény szimmetrikus az x és y valtozokban, igy hasonléan kapjuk, hogy az x valtozod

e e T e e ) o
szerinti hatarfiiggvény G(y) = ilil(l) ey A 02+‘;2 =z =Y (y # 0) és az egyik iteralt
hatarérték 5 5
x
tim (Tim =)~ tim y = 0.
y—0 \z—0 I —|—y2 y—0

Az f fiiggvény nem folytonos az origbban, mert ha létezik globalis hatarértéke az origbban,

akkor az meg kell egyezzen az iteralt hatarértékekkel, vagyis ( %un( : f(x,y) = 0, amely
z,y)—(0,0

nem egyenld az f(0,0) = 1 értékkel. Ha pedig nem létezik a globalis hatarérték az origoban,
akkor az a f fliggvény nem lehet folytonos az origbban.

6.12. Megjegyzés
Megmutathatd, hogy 1étezik globalis hatarérték az origdban és egyenld nullaval, vagyis

3 3
i DY
(z,9)—(0,0) 2 + Yy

A kovetkez$ majoralast végezziik: minden (x,y) # (0,0) esetén

2® 4P 28 | |2 | 2telel vyl
$2+y2 — IL’2+y2 $2+y2 .'172+y2 $2+y2
$2 + y2 ZL‘2 + y2 :
Mivel —lim |z| + |y| = lim |z| + lim |y| = 0, ezért a fenti majoralas alapjan a fogod
(q:7y)—) 0,0) x—0 y%O
tételbdl kovetkezik, ho lim v | 0, amely egyenértékid a  lim e
VO OB w00y | vesy (2)(0,0) FY’
egyenlGséggel. o
O]
sin(z? + y?)
AT TV har+y#0
(d) flzy) =49 (@+y)? -
1, haz+y=0

Megoldds. Az y valtozo szerinti hatarfiiggvény

.. sin(z®+¢?)  sinz
F(IL’) - &1_1;% (ZE +y)2 - 132 ) (x 7é 0)7

és az egyik iteralt hatarérték

=1.

s (2 2
lim <lim w

. . sinx
z—0 \ y—0 (:C +y)2 > =l F(x) =l 2

z—0 z—0 X
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A figgvény szimmetrikus az x és y valtozokban, igy hasonléan kapjuk, hogy az x valtozo szerinti
hatarfliggvény

. sin(z? +9?%)  siny?
= 1 =

G(y) = lim @t )2 2 (y #0),

és a masik iteralt hatarérték

) 2 .9
lim | lim w = lim G(y) = lim Sy _ 1.
y—0 \z—=0 (x4 y)? y—0 y—0 12

Megmutatjuk, hogy az f fliggvénynek nem létezik globalis hatarértéke az origoban. Az y = tx,
t # —1 helyettesitést alkalmazva kiszamoljuk a

lim f(z, t2) = lim sin(z? + (tz)?) — lim sin((1 + t?)z?) — lim sin((1 + t%)2?) 1+ t2
z—0 z—0 ((l} + t.CC)Z z—0 (1 + t)QSCQ z—0 (1 =+ tz)l’z (1 -+ t)z
142
S (1+1t)?
hatéarértéket, amely nem fiiggetlen t-t6l, példédul ¢ = 1 esetén egyenls %—del, mig t = 2 esetén
egyenld %-del. Tehat az y = x egyenes mentén tartva az origbba a fliggvény hatarértéke %, mig
az y = 2x egyenes mentén tartva az origbba a fliggvény hatéarértéke g. Ezért nem létezik a
fliggvénynek globélis hatarértéke az origbban, igy nem is folytonos az origbban. O

6.14. Feladat. Tanulményozd a kévetkez§ fiiggvények folytonossagat:

Yy

, haz#y

(a) flz,y)=q*~Y ;
0, haz =y

Megoldds. Az x =y egyenesen kiviil (vagyis azokban az (zg, y9) pontokban, ahol xg # yo)
a fiiggvény folytonos, mert felirhat6 az g(x,y) = xy és h(z,y) = x —y folytonos fiiggvények
hényadosaként, illetve a nevezd itt nem nulla.

Az (z,y) = (t,t) alaka pontokban a fiiggvény nem folytonos, mivel nem létezik globélis
hatarérték ezekben a pontokban. Valéban, ha t # 0, akkor t = t +2s ésy =t + s
helyettesitést alkalmazva (x,y) = (t + 2s,t + s) tart (¢,t)-hez, mikor s tart 0-hoz, de a

t+ 2s)(t t2 + 3st + 252 12
lim f(t+ 25,0+ 5) = lim T2 EHS) TSRS T o
s—0 5—0 (t+28)—(t+5) 5—0 S s—0 s

hatarérték nem létezik. Ha t = 0, akkor x = s + 52 és y = s helyettesitést alkalmazva
(z,y) = (s + s, 5) tart a (0,0) ponthoz, mikor s tart a 0-hoz, de a

3 2, 4
1
limf(s—l—s3,s):limmzlims R = lim — + 5
s—0 s=0 (s+s83)—s s=0 83 s—0 8

hatarérték nem létezik. Mindkét esetben talaltunk olyan gorbét, amely mentén kozeledve
a (t,t) alakt ponthoz nem létezik a fiiggvénynek hatéarértéke, igy nem létezhet globélis
hatéarérték. O

xy? + sin(a® + )
0) Sy =4 g0 EFO0,
0, ha (z,y) = (0,0)
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Megoldds. Az origon kiviil a fiiggvény folytonos, mivel folytonos fliggvények hanyadosa és
a nevezd nem nulla az origon kiviil.

Az origbban nem folytonos a fliggvény, mivel nincs globélis hatarértéke az origbban. Valo-

ban, az = ty? helyettesitést hasznalva

(ty?)y? + sin((ty?)* + ) 2yt + sin((t3y + 1)y°)

1i ty?,y) = li = 1i
ygl(l)f( Y ’y) yg% (ty2)2 + y4 yli% (t2 + 1)y4
£ sin((Py+1)y°) (Fy+y 2

= lim +1-0

y—0 12 + 1 By+1)y5 B+ 1yt 2+1

“eir

ami fiigg a t-t6l. Tehat két kiilonb6z§ parabola mentén tartva az origbhoz a fiiggvény

hatarértéke kiilonbozs, példaul t = 1 esetén %, mig t = 2 esetén %. Ezért nem létezik a
fliggvény globalis hatarértéke az origoban. O
r+y

flz,y) =4 22 +y* ;

Megoldds. Az f fiiggvény folytonos a (0,0) ponton kiviil, mivel f(z,y) = f;gng ket foly-

X
tonos fiiggvény f1(z,y) = = +y és fo(z,y) = 2?2 + y? hanyadosa és fa(z,y) # 0, ha
(z,y) # (0,0).
Az f fiiggvény nem folytonos az origoban, mivel ha tekintjiik az (x,,y,) = (%, %) origdba
tarté sorozatot, akkor

1,1
lim f(zp,yp) = lim —=2 = lim n = +oc.
n— 00 ’ n=oo L 1 n—o0

g2

n n

V1—2?2—4?, haz?+y*<1
0, ha 22 492 > 1’

f(z,y) ={

Megoldds. Az f fiiggvény felirhato, mint a g : R? = R, g(z,y) =22 + 3% ésa h: R = R,

vV1—2z haz<l1
h(z) =
0, ha z > 1

fiiggvények osszetétele, azaz f(x,y) = h(g(z,y)). A g fliggvény két egyvaltozos folytonos

fliggvény Osszege, ezért folytonos. A h fiiggvény folyonos a z = 1 ponton kiviil, illetve a

z = 1 pontban is folytonos, mivel lim A(z) = lim /1 —2 = 0 = h(1) és lim+ h(z) =
- z—1

z—1 z—1~
lim+ 0 = 0 = h(1), tehat a z = 1 pontban a jobb és bal oldali hatarérték megegyezik a
z—1

behelyettesitési értékkel.
Az f fiiggvény két folytonos fliggvény Osszetétele, ezért folytonos. O

1
1+zy)v=tvy, hax>0ésy>0
flay) = ) v>0
1, hax=0vagyy=20

Megoldds. Az f fiiggvény folytonos az (xo,yo) pontokban, ha xo > 0 és yo > 0.
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Vizsgaljuk a folytonossagot a (0,yo), yo > 0 pontokban.

x lim
lim (14 2y) 7 = lim (1+ xy)ﬁ'ﬁfﬂ = e@¥)= (0%
(z,y)— (0T y0) (z,y)—(07,y0)

Ty
) NEERVA) -

0-yg

= e =¥ =1 = £(0, ),

tehat f folytonos a (0,yp), yo > 0 pontokban.
Hasonl6an belathato, hogy f folytonos az (¢, 0), xo > 0 alaka pontokban is.
Végiil vizsgaljuk a folytonossagot a (0,0) pontban:

> lim =Y
im  (1+ay) Vv = lim (14 2y)™ VEive = elan) (070 ¥
(z,y)—(0F,01) (z,y)—(0F,01)
Y0 = £(0,0),

ahol a (x) egyenlgségben felhasznaltuk, hogy (z7y)28+70+) \/ET 7

z6képpen lathatunk be: minden x,y > 0 esetén

0<' zy ’:x\/@w<x\/@<ﬁ+@
I YRV B V£ V7] B VAT sV

tovabba lim T = lim |z|- lim =0-0 = 0, ezért a fogd tétel alapjan
(:v,y)~>(0+,0+)‘ \/?7‘ x—>0+| | y—>0+\/g & PJ

3 Yy _
(my)%ltoﬂ Vit =

= 0, amelyet a kovetke-

= ’95\/17|=

Ezzel belattuk, hogy f folytonos az értelmezési tartomanya minden pontjaban, azaz foly-
tonos. [

$2—|—y2
fay) = A mA 21 g0 2@y 700

1, ha (z,y) = (0,0)

Megoldds. Az f fiiggvény felirhato, mint a g : R? = R, g(x,y) =22 +y? és h: R — R,

4
h(Z) — ) In(1+z2)’ ha z 7& 0
1, ha z=0
fiiggvények osszetétele, azaz f(x,y) = h(g(z,y)). A g fliggvény folytonos, mivel két egy-

valtozos folytonos fiiggvény Osszege. A h fiiggvény is folytonos z = 0 ponton kiviil, mig
B . . . . o 'd .. 1 _ o . P
a z = 0 pontban is folytonos, mivel ig% = ;g% T = 1 = h(0). Tehat f két

folytonos fiiggvény sszetétele, ezért folytonos minden (z,y) € R? pontban. O




7. fejezet

Tobbvaltozo6s fuggvények parcialis
derivaltjai

7.1. Elméleti osszefoglalo

7.1.1. Tobbvaltozoés fliggvények parcialis és irAnymenti derivaltjai

7.1. Ertelmezés
Legyen p az A C R™ halmaz egy belsé pontja. Az f : A — R fiiggvénynek az p € A pontban a
v € R irdnymenti derivdltja

5F(pv) = lim 1210 = F(P)

t—0 t ’

ha a hatarérték létezik és véges.

7.2. Ertelmezés

Legyen p az A C R™ halmaz egy belsS pontja és legyenek e; = (1,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0),
,en =(0,...,0,1) az R™ vektortér kanonikus bazisvektorai. Az f: A — R fliggvény 4 f(p; e;)

irdnymenti derivaltjat az f fliggvény x; vdltozd szerinti parcidlis derivdltjdnak nevezzik az p

pontban és g—i(p)—val jeloljiik.

7.3. Megjegyzés

Mivel
p+t€z = (pla <o s Pi—1,Dis Pit1 - - - apn) +t(05 .- ~07 170a . 50)
- (plu ey Di—1,Di + tapi-i—l) cee apn))
ezért
af (p) — lim f(plv ce oy Di—1,Di + tvpi-‘r—la “e apn) - f(pla <oy Pi—1,Piy Pit1,5 - - - )pn)
ox; t—>0 t ’
o
Sajatosan a kétvaltozos esetben (n = 2) az f(x1,x2) kétvaltozos fliggvényre gyakran az

f(x,y) jelolést hasznaljuk, vagyis az x1 valtozo helyett z-et, mig az xo valtozo helyett egyszertien
y-t hasznalunk. FEzekkel a jelolésekkel az %(pl, p2) parcialis derivaltbol %(pl,pg), mig az

%(pl, p2) parcialis derivaltbol %(P17p2> lesz. Tovabba

g (p1’p2) lim (pl +t P2) f(ppr) — lim f((L',pg) — f(pl’p2>’

t—0 t 21 T —py
g(Pl;Pz) i fPrr2 ) = forp2) (oY) — flp1p2)
% . t y=rp2 Yy—Dp2

187
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Az %—et az f fliggvény x-szerinti parcialis derivaltjanak, illetve az g—i—et az f fliggvény y-szerinti

parciélis derivaltjanak nevezziik.
Héaromvaltozos fiiggvények esetén (n = 3) az x3 harmadik valtozot z-vel szoktak jeldlni.
Ekkor az f(x,y, z) haromvaltozos fiiggvény elsérendii parcialis derivaltjai a (p1, p2, p3) pontban:

of . fpr+tp2,p3) — f(p1,p2,p3) .. f(x,p2,p3) — f(p1,P2,P3)

g P1eP2:p3) = lim = lim :
T t—0 t T—p1 T —p1

0 t - -

i(p1,p2,p3) i S P2t tps) = flprp2ps) . F(01 Y ps) f(phpzape;)’

oy t—0 t y—p2 Yy — po

0 t) — —

a*f(pl,m,ps) — lim f(p1,p2,p3 +1) — f(p1,p2,p3) — lim f(p1,p2,2) f(plam,p:a).
z t—0 t Yy—p3 zZ —P3

Megjegyzés. Mikor x (y, illetve z) szerint parcidlisan derivalunk akkor a tobbi valtozot konstans-
nak tekintjik.

Adottak az f,g : R? — R fiiggvények, amelyeknek léteznek a parcialis derivaltjai. Ekkor
léteznek az (f + g) Osszegfliggvény parcialis derivaltjai és

(g;@(x,y)za‘i(x,y)Jr&i(x,y) és W(m,y):ég(xvy)+£(xay)~

Ennek egy sajatos esete, ha h(x,y) = f(x) + g(y), akkor %(w,y) = f'(x) és gS(x,y) =g (y).

af 0 af 0
Ha f(z,y) = x° + y*, akkor 8:C(a:,y) pp (w +y ) 3zr° és ay(m,y) 3y (ac +y)
4y,

Az f - g szorzat fliggvénynek is léteznek a parcialis derivaltjai és

8(£x9) (Hf,y) = gi(m,y) -g(x,y) + f(xhy) . gag:(x?y)’
8(gyg> (z,y) = g;(l’,y) cg(zyy) + f(z,y) - gfy]($’y)
Ennek egy sajatos esete, ha h(z,y) = f(x)g(y), akkor
oh B o B o 9 o
5, @) = 5 (f(@)g(y)) = <axf(x)> 9(y) + f(z) <axg(y)> — F(2)g(y)

és hasonloan

@) = 5 (@) = (5 1@) o)+ 1) (o) ) = 1@

of

0
Ha f(z,y) = 25y*!, akkor of = 62%y!t és == = 1126910,
ox ox

Ha g(z) = (22 + 1) és h(y) = €%, akkor

Ef:z: ((ac2 + 1)e3y) = (:c2 + 1),639 = 2ze% és 8833 ((gr:2 + 1)e3y) = (24 1) (633/), = (2% 4+ 1)3e%.

Ha g(z,y) # 0, minden (z,y) € R? esetén, akkor az (g) (z,y) = gg;ﬁz)) hanyados fiiggvény

parciélis derivaltja:

9 T g - sy 2
(z,y) =

9*(z,y)
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a<x+\/y>_y+f—(x+\/y)x—é NI

Oz \y + v (y +vz)? Valy +ve)?
7.8. Tétel 9
Ha léteznek az 8—(x,y) és a—f(x,y) parcialis derivalt figgvények és folytonosak az (xo,y0) egy
z Yy

kis kornyezetében, akkor léteznek az iranymenti derivaltak is az (xg,yp) pontban és

31 (0, 0)i9) = a g (a0, o) + b5 0, p0).  abhol 7= (1)

Ha f(z,y) = 2% + 2zy + 3y? és ¥ = (a,b), akkor

5f((2,9); 7) = lim LE IOV ) = @)

t—0 t
— lim (z +ta)? + 2(x + ta)(y + tb) + 3(y + tb)? — a? — 2zy — 3y*
150 t -
2zat + a*t* + 2xbt + 2yat + 2abt? bt + 3%
— lim 222 a7t 2abt + 2yat + 2abt” + bybi + 3 = 2za + 2xb 4 2ya + 6yb.
t—0 t
0 0
Mivel —f =2z + 2y és —f = 2x + 6y, ezért a fenti tétel alapjan
or oy
L of L Of
0f((x,y); V) = ag- + ba— = a(2x 4+ 2y) + b(2x + 6y) = 2xa + 2ya + 2xb + 6yb.
x y

7.1.2. Osszetett fiiggvények parcialis derivaltjai. Lancszabaly

A p(u) egyvaltozos fiiggvény u valtozdja helyére behelyettesitjiik az u(z, y) kétvaltozos fliggvényt,
igy kapva az f(x,y) = p(u(x,y)) szintén kétvaltozos fiiggvényt. Ekkor

af ou

O ) = ¢ ut ) - 2,
D) =) ),

ahol ¢’ az ¢ egyvaltozos fiiggvény derivaltjat jeloli.

A ¢(u,v) kétvaltozos fiiggvény, amelybe behelyettesitjiik az u valtozo helyére az u(z,y), illet-
ve a v valtozo helyére a v(z, y) kétvaltozos fiiggvényeket, igy kapva az f(x,y) = p(u(z,y),v(z,y))
fliggvényt. Ekkor

of
ox
af
dy

(@0 = 22 (o) 00, 9) - 2 a9) + O ), (o) - Do),

(02) = S u(e.0),0(o0) - G (0v0) + G2 i), () - 5
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7.2. Feladatok

7.2.1. Egyvaltozoés fiiggvények derivaltja
7.1. Feladat. Szamitsuk ki a kovetkezo fliggvények derivaltjat:

. _ 2
(a) f(x) = cos(l —a?); (f) f(z) = arcsin <1 n a:2>;
(b) fla) = e 1
(©) flz)= th(xz); (g) f(x) = arccos (ﬁ)’ (x> 1);
(d) f(z) = ctg (V1 + x3); (h) f(x) = arctg(sinx);
(e) f(x)=In(1+V1+ z?); (i) f(z) = arcctg (cosx).

7.2.2. Tobbvaltozos fliggvények parcialis és iranymenti derivaltjai

7.2. Feladat. Az értelmezés alapjan szamitsd ki a kévetkezd fiiggvények parcidlis derivaltjait:

@ P (T0) & 2 (7Y b s(oy) = VoiPa T ooty

oz oy \47 4
(b) gi (1.5) & gi (1,0), ha f(z,y) = e,
(© (1,1 & 5L (1,-1), ha flay) = VETT o
(d) gi(l,l,o), 2‘5(1,1,2) és g{: (1,—1,1), ha f(z,y,2) = /22 + y2 + 22.

7.3. Feladat. Igazold, hogy az

1, haz#0ésy#0

:R? 5 R, x,Y) =
! f@y) {0, hax=0vagyy=20

fliggvény nem folytonos az origdban, de léteznek parcialis derivaltjai az origdban!

7.4. Feladat. Az értelmezés alapjan szamitsd ki a kovetkezd fliggvények 6 f((z, y); ¥) irdnymenti
derivaltjait:

(a) f(z,y) = y/sin®x +cos?y és ¥ = (1,-3);
(b) f(z,y) = Va?+y*ésv=(2,1);
(¢) flz,y,2) =2 +y2+ 2265 0= (2,1,3).

7.5. Feladat. Szamitsd ki a kévetkez§ fiiggvények elsGrendti parcialis derivaltjait direkt derivé-
lassal:

(a) f(z,y) = y/sin®z + cos? y;
(b) f(z,y) = e,
(c) flz,y) = a”sin’y;

(d) flz,y) =e""; (h) f(z,y) = Va? +yt.

)

(€) Fla9.2) = 7+ cos =
(f) f(wvyaz):xyza xayaz>0;

() flz,y,z) = In(zr+2), z+2>0;

7.6. Feladat. Szamitsd ki a kovetkez§ fliggvények parcialis és irdnymenti derivaltjait:
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(a) f(z,y) = {\/l%yg’ ha (x,y) # (0,0)'
0 ha (z,y) = (0,0)
23 4 3yt

(b) flz,y) = {1:2152 ha (l’ay)#(o,O);
0 ha (z,y) = (0,0)

x? + 3y4

(C> f(x7y){x2—|—y2’ .
0 ha (z,y) = (0,0)
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7.2.3. Osszetett fiiggvények parcialis derivaltjai. Lancszabaly

7.7. Feladat. A lancszabalyt hasznalva a kovetkezd esetekben szamitsd ki a g—f és ? parcialis
x Y

derivalt fuggvényeket, ha f(x,y) = p(u(z,y),v(z,y)):
() ¢(u,v) = In(u? + v), ahol u(w,y) = e és v(z,y) = 2° +y;

(b) ¢(u,v) = arctg (2)7 ahol u(z,y) = xsiny és v(z,y) = x cosy;
v

(c) ¢ =p(u,v), ahol u(z,y) =z +y és v(z,y) = 2% + y*
(z,y) = 2?

d = p(u,v), ahol u(x,y) = 22 — y? és v(x,y) = .
p=p

7.8. Feladat. Igazold, hogy a kiovetkez6 fiiggvények teljesitik a megadott egyenleteket:

(a) flz,y) =9 (%) teljesiti az mgi + yggjj = 0 egyenletet;
(b) flz,y) = <Zf> teljesiti az 2a:g£ + yggjj = 0 egyenletet;
(¢) flz,y,2) = p(zy, % + y* — 2?) teljesiti az ng‘;: — yzgg + (2 — yQ)gf = 0 egyenletet;
(d) f(z,y) = yp(z? — ) teljesiti az ig‘; + ;gz = ;2 f egyenletet;
(e) flz,y) =zy+zp (g) teljesiti az xg‘i + yg;’; = xy + f egyenletet;
2 0f of

(f) f(z,y) = zye(z® — 3?) teljesiti az zy 9z + xzya— = (2% + y*)f egyenletet.
€z Y
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7.3. Megoldasok

7.3.1. Egyvaltozoés fiiggvények derivaltja

7.1. Feladat. Szamitsuk ki a kovetkezo fliggvények derivaltjat:

(a) f(x) = cos(1 — x2);

Megoldds.

f(x) = cos'(1 — x?) - (1 — 22’

sin L

(b) flz) =™ =;
Megoldds.
: 1\’ , 1
f'(z) = esin g . <sin > — 53 . sin/ <
x x

(c) flw) =20,

1

> . <x) sl <i) . (

—sin(1 — 2?) - (—22) = 2z sin(1 — z2).

Megoldas.
.ote(@®) . 1n 9
() = 2t8@) g 2 _ otg(@) .y, 1 o _ 202 n
fi() =2 In2- (tg(z%))" =2 2y 2 T
(d) f(z) = ctg (V1 +a3);
Megoldds.
! 1 S / 1 3\1/3v/
= (V1+23)' = (1 +
S@) sin?(V/1 + 23) (ﬁ) sin?(V/1 + 3) (14257
1 1 2
= —— . — . 1+ 3 2/3.3 2: .
sin?(v/14x3) 3 (1+27) v sin?(v/1 4 3) - (V1 + 23)2
(e) f(z)=In(1+ 1+ z?);
Megoldds.
1 1
! - A4 14d) = (14 (1422
T =g OV =g e
1 1 T
1+vV1+22 2 ( ) (14+ V1 +22) - V1 + 22
x

1+22+v1+a2
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1— 2
(f) f(x) = arcsin (H—Z)’
Megoldds.
() = 1 <1—x2>/_ 14 22 —2z-(1+2%) —(1-2%) 22
La2\2 \1+ x2 VI +22)2 = (1—22)? (14 22)2
- (i)
142 4z 1 —Arx =
S Viag? (a2 22 142 fa - (14a?)
O
(8) f(x) ) @)
x) = arccos | — |, (z :
g \/5 ) )
Megoldds.
1 1y 1 N 1 -1 s
f’(a:):—~< ):—. 93—5):_ . ph
() Y - ( -1
NG
Y 1
Ve—1 2-x-y/x 2zJr—1
O
(h) f(x) = arctg(sin x);
Megoldds.
1oy 1 o 1 _ cosx
fla) = 1+ (sinx)? (sinz) = 1+ sin’z oST= 1+4sin’z’
O
(i) f(z) = arcctg (cosz).
Megoldds.
—1 -1 sin
1o — ) r_ o _ ‘
Flw) = 1+ (cosx)? (cos ) 1+ cos?x (=sinz) 1+ cos?zx
]

7.3.2. Tobbvaltozoés fiiggvények parcialis és irAnymenti derivaltjai

7.2. Feladat. Az értelmezés alapjan szamitsd ki a kévetkezd fiiggvények parcialis derivaltjait:

of (m of ym « -
(a) Fi (Z?O) és a:{/. <171)) ha f(xvy) = m’
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Megoldds.
O (% 0) = iy L2500 =7 (5.0)
ox t—0 t
\/sin2 (% + t) + cos?0 — \/sin2 (%) + cos20
= lim
t—0 t
\/sin2(%+t)+1—\/§
= lim
t—0 t
2
(Vs G+ +1) - (V)
= lim
=0 <\/sm T+t +1+\/7>
_ lim sin ( —I—t)—l—l—f
tﬁo (\/sm T+t +1+[)
= lim sin ( +t) - lim !
=0 t =0 \/sin2 (§+t)+1+\/§
—PI%SIHQ(Z:_t)_%' 1
Y
2\@
L'l iszm( +t)cos( —}—t)‘i
t—0 \/6
_y (E) (E) 1
= 2sin 1 cos 1 5
_o. 1 1 1
2 V2 V6
_ 1
_\/67
of ym m\ .. f(%,£+t)*f(%a%)
@(Z%)—%g% t
Vfsin (5) + cos? (5 +1) — /sin? (%) + cos? (%)
= lim
t—0 t
2
‘ §+cos2(z+t)—1 < %+COS2(%+t)> —12
= lim = lim
=0 t Hot( %+cos2(g+t)+1)

— lim é—i—cosz(’r )—1

=0y <\/ —|—c082( +t)+1)

~ im Cos (Z + t) — 3 lim 1
t—0 t t—0 \/%+COS2 (%—I—t) +1
:hmcos2 (%4—15) —% 1
t—0 t 2
LH im —2cos ( + t) n (% + t) 1
t—0 1 2

195
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( ) 8f <1 *) ai (1,0)7 ha f(x7y) — esin(ny);

ox 8y
Megoldds.
1+¢.T) — 1.T sin((14t)2-T) _ _sin(12-T)
01 (17) -y LD T (03) 00
ox t—0 t t—0 t
vu ) esin((1+)%-3) cos((1+ t)2 . %) 2 (14t %
~ 50 1
_ sin(%) (E) 9.1 0
e”"\2/ - cos 5 5 ,
0 1,04+1¢)— f(1,0 sin(12-(0+t)) _ sin(12-0)
0 (1,0) = 1 LLOHD 2 F Oy, € ¢
Jy t—0 t t—0 t
sint 0 sint
_ , . +
t—0 t t—0

(c) gi (1,1) és g‘;( ,—1), ha f(z,y) = /22 + o4
Megoldds.
O (1 1y~ pigy LAY =S (1)
Ox t—0 t
Y (E L U ks LY (E) LR CRYE
t—0 t t—0 t
gy VA2 - (V2)2 (1+8)2+1-2
t—=0 ¢ W—l—f t—)Ot W‘f‘\[
= lim # + 2t t+2
N (e PV TR WY (e S
1
=%
ﬁ(l,_l) — lim f(1, —1+t) — f(1,-1) . VT (10t — J12 1
dy t—0 t—0 n
= lim (t—1)* — lim (V14 (t—1)* )2 (\/5)2
t—0 t—0 tm-l-f
li 1+(t—1) -2  lim 4t3+6t2 At
t—>0t m+\f t—>0t \/H-T—i-f
—4t* 4+ 6t — 4 4

= —\/"2.

\/HT+[ e

(d) %(1,1,0)7 65(1,1,2) és a—ﬁ (1,-1,1), ha f(z,y,2) = /22 + 42 + 22.

196
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Megoldds.
141,1,0) — f(1,1 T e Py - B
8 t~>0 t—0 t
\/17_ 2 )
i VO Ve (VP - (V)
t—0 t—0 t\/ﬁ—l—\/»
I (1+)+1—2 . 2 4o
taOtW_Ff tﬁot\/T_F\[
t+2 9
AT ricve 22 \f
1,1+1¢,2 1.1.2
al(17172):11mf(’ - ’) f(’ ’)
Ay t—0 t
— lim V12 + (1 +1)? +227\/12+12+22
50
\/17_ 2 )
i VAL FE f i WA+ D745) -~ (V6)
- T+ 07454 v
~ lim (1+t) +5-6 24 9
0 (/T + )2 45+ v6) HOtW+\f
t+2 2
= lim
t%O\/ﬁ_'_\/’ 2\[ \[
1,—-1,1 1.—-1.1
OF (1 4 1)y S LD~ F(L L)
0z t—0 t
2y 5 .
i Y2 1“ — V124 (-1 +1
t—0
—lim\/ﬁ_\[_l (V(1+1)2+ )2_(\/3)2
T 50 t—0 t\/ﬁ%—\f
HotW+f HOtWJF\[
t+2 2

HO\/lth 2+v3 23 f

7.3. Feladat. Igazold, hogy az

1, haz#0éy#0

:R? 5 R, z,y) =
! f(@y) {0, hax=0vagyy=20

fliggvény nem folytonos az origdban, de léteznek parcialis derivaltjai az origdban!

Megoldas. Elsbb kiszamitjuk a fliggvény parcialis derivéltjait az origdban:

g(o,o) i L0 H0 = F0.0) o, 0=0 =0,
ox t—0 t t—0 t
g(o,o):limf(o’gﬂ) J0.0) 5, 020
dy t—0 t t—0 t

Az f fiiggvény nem folytonos az origoban, mert az y = 0 egyenes (Ox tengely) mentén tartva az
origbba a fiiggvény hatarértéke lin% f(z,0) = 21i1r1(1) 0 = 0, mig ha az y = = egyenes mentén tartunk
T— —
az origoba, akkor %in(l) f(z,z) = lim 1= 1. A két hatarérték nem egyezik meg, ezért nem létezik
— n—oo

globalis hatarérték az origbban s igy a fliggvény nem lehet folytonos az origdban. O
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7.4. Feladat. Az értelmezés alapjan szamitsd ki a kovetkezs fiiggvények 6 f((x, y); ¥) irdnymenti
derivaltjait:

(a) f(z,y) = y/sin®x +cos?y és ¥ = (1,-3);

Megoldds.
1.1 —3).¢) —
t—0 t
— 1 \/sin2(x +t) + cos?(y — 3t) — \/Sin2 z+cos?y
50 . —
1 o w B . - B
LH 27/5in2 (2+1) + co? (y31) [2sin(x + t) cos(z + t) + 2 cos(y — 3t)(—sin(y — 3t))(—3)] -
50 1 —
__ sinxcosz + 3siny cosy
O
(b) flo,y) = Va2 +ytes 7= (2,1);
Megoldds.
o f@ 2ty 1)~ f(y)
oy V@202 4 (y+ ) - Va? 4yt
- t—0 t
L . . 3
= lim
t—0 1
2t
Val+yt
O
(©) f(z,y,2) = Va2 + 12+ 22 6s T=(2,1,3).
Megoldas.
2t t t) —
5f((x,y,2);(2,1,3)) = lim fle+2ty+t,243t) - f(z,y,2) _
t—0 t
= lim \/($+2t)2+(y+t)2+(2+3t)2 — \/$2+y2+22
- t—0 t
1 .
NN ) e P e e O [4(z +2t) + 2(y +1) +6(2 +1)]
o t—0 1
otyt3s
O

7.5. Feladat. Szamitsd ki a kovetkezs fiiggvények els6rend parcialis derivaltjait direkt derivé-
lassal:
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(a) f(z,y) = y/sin®z + cos? y;

Megoldds. Direkt derivalassal szdmolva a parciélis derivaltak:

of 0 : 1 0 . 5 )
——(z,y :<\/sm2w+—c052y>: - — (sin“ z 4 cos®y
0: ") = s Werramemii )
B 1 <8sin2:c N 80082y>
2¢/sin? x 4 cos? y Oz oz
1
= 5 > - - (2sinz cosx + 0)
Vsin?z + cos?y
_ sinz cosx
Vsin? z + cos?y’
of 9 . 1 9 . )
(%y)=<\/sm2x+—6082y>: - — (sin"z + cos”y
0"V = 3y o Tooy )
B 1 <8$in2x N 8cos2y)
24/sin” z + cos? y dy dy
1 .
= QW'(O+2COSZU(*SH1?J))
in®z + cos?y
—cosysiny

\/sin?  + cos?y

7.10. Megjegyzés
A 7.2.(a) feladatban kiszamolt eredeményeket gy is megkaphatjuk, hogy ha a direkt deri-
valassal kiszamolt parcidlis derivalt fliggvényekbe behelyettesitjiik a megfelels értékeket:

1

Es ™ 11
87f<i O>: sin 7 cos 7 _ V2 V2 _ % :L
Oz \4 \/sin2§+cos20 \/(\}5)2_’_12 \/g V6
of <I f) _ —cos 7 sin 7 _ —%% :_1'
Oy \4 "4 sin? T + cos? § V1 2
<
O
(b) f(z,y) = s
Megoldds
9 sin(z sin(z : sin(z 9
Y () = o () = ) gin(a2y) = ) cos(ay) - < (a%)
sin(z2y) COS(£U2y) - 2zy,
af sin(22y) sin(z2y) : 2 sin(z2y) 2 2
9y =35 (e =e 5y (%) = e cos(ay) - S (ay)
sin(z2y 2 2
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7.11. Megjegyzés
A 7.2.(b) feladatban kiszamolt eredeményeket ugy is megkaphatjuk, hogy ha a direkt de-
rivalassal kiszamolt parcialis derivalt fiiggvényekbe behelyettesitjiik a megfelels értékeket:

of T\ _ sin(12.Z) 2 T T _ sinZ 4 _
83:(1’2)_6 2 cos(l 2) 2-1 2—6 2 cos(2) T =0.
(3-3]; (1,0) — esin(12-0) . COS(12 . O) . 12 — esin[) . cos( = 60 1 =1,
o
O
() flz,y) =a?sin’y;
Megoldds.
2 ;2
gf(a:,y) = (;9 (x2sin2y) = %x'sinQy—FxQ : 8Sén J_ 2z -sin®y + 0 - 22
x x x x
= 2xsin’y,
2 ;2
gj;(:c,y) = 51 ( 2Sinzy) = %ZﬁinQy—i—xQ . 88;; Y- 0-sin®y + 22 - 2siny cosy
= 222 siny cos y.
O
(d) flz,y) ="
Megoldds.
of 0 a2\ a2 O 9
9 Y = gy (e ) S G
0 oy?
e (-G ) = e -0)
:ex_y27
of 0 [ 202 w2 O
@(x’y)_%<e Y > =Y —(a:—y2)
0 y?
="V <8§ - ayy> ="V (0—2y)
= —2yex_y2.
O

(e) flx,y,2) = e cos z;

Megoldds.

af - 0 22 4y2 . 0 242\ _ 22 4y2 0
O = O (6 COS Z) = COSZaw (6 ) — COos ze

2 2
=% Y 22 cos 2,

if _ 2 z?4y? _ 2 o?4y?\ _ x2+y22 2 2
ay—ay (6 COSZ)—COSZay (6 )—COSZ@ 8y ((IJ —|—y)
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2 2
=¥ Y 2y cos 2,

% = % (ex2+y2 cos z) = e$2+y2% (cosz) = €x2+y2(— sin z)

2,2 |
= —e¥ Y gin 2.

O
() flz,y,2) =2¥", x,y,2>0;
Megoldds.
gi _ 8‘1 (a9) = g 201,
gg - gy (a;(yz>) —2¥ . lnz- aay W) =2¥ Inz-y" L 2
gi ;Z (x(yz>) — ¥ lnz- aaz () =2¥ lnz-y* Iny.
O
(g) flx,y,2) =eIn(z+2), =+ 2z>0;
Megoldds.
gf; = 8895 (e”In(x +2)) = (‘ja: (™) In(x + 2) + exygx (In(z + 2))
=e"yln(z + 2) + e’”ym,
(;J; = aay (e In(z+2)) =In(z + z);y (e™)=In(z+ z) - e - x,
% = % (e In(z +2)) = 6”% (In(z +2)) =™ — Jlr ~= xeiyz.
O

(h) flz,y) = Va2 +y.

Megoldds.
= 2 (Vo rt) = 1 9 42 48
e =55 (Ve J”J)_g\/m 5z TV
1 0x? 8y4> 1
- () e (240
s (o o)~ sy
€T
o /$2+y4’
g( )—£<~/x2+y4>:¥-f(x2+y4)
By ’ 8y 2,/x2+y4 8
__ L (o= oy S N
oyt Ny Ay ) 2/ g Y
2y
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7.12. Megjegyzés
A 7.2.(c) feladatban kiszamolt eredeményeket gy is megkaphatjuk, hogy ha a direkt deri-
valassal kiszamolt parcialis derivalt fiiggvényekbe behelyettesitjiik a megfelel§ értékeket:

O gy L _L
ox VIZH1E V2
Of 1y 20T -2
@(1’_1) /() Ve V2
O

7.6. Feladat. Szamitsd ki a kovetkez§ fliggvények parcialis és irdnymenti derivaltjait:

L, ha (x, 0,0
W faog) = | vErE VT 00

0, ha (z,y) = (0,0)

Megoldds. Az origon kiviili pontokban a parcidlis derivaltakat direkt derivédlassal fogjuk
kiszamolni: minden (z,y) # (0,0) esetén

b o 2_;’_2
O gy () e
oz Ox \ \/22 + 2 22 + 42
v x2+y2_$y'2 m12+y2'%('{r2+y2)
N 2+ y?
. 2 2 _ . 1 .
_y ¢ty —zy oo 2x
N 2+ y?
oy (@) -2ty P
(@2 + Ve +y? (22 +y?)F
2 2
0 oy~ 2 zy By faT iy -y
7.’1/‘7 = —_— =
oy " Ty \ V1 g z? +y?
1 & (2 4 .2
x‘\/x2+y2—xy~2 m2+y2-8—y(x +y%)
N 2 4+ y?
. 2 2 _ . 1 .
_a: VIt ys—xy Ny 2y
N 2+ y?
oz (2P +y?) —ay? a3

= (x2+3/2)\/m N (22 +y2)%'
Az origbban a parcialis derivaltakat az értelmezés alapjan szamoljuk ki:

(0+t)-0
8—f(0,0)  lim f(0+1¢,0)— f(0,0) ~ im V/(0+1)2+02 . 0-0 0
ox t—0 t t—0 t t—0

0-(0+t)

o)
8f(070) — lim f(0,0+1t) — f(0,0) — tim /02 4+(0+1)2 .. 0-0 0

oy t—0 t t—0 t t—0 ¢
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Osszegezve az f parcialis derivalt fiiggvényei:

3
Y
0 0 PENEEEPNER ha (:va) 7& (070)
% :R2—>R> %(xd/): («T2+y2)% )
0, ha (z,y) = (0,0)
IB3
o) 0 ——— 5, ha(z,y) # (0,0)
6f . RQ — R, ;f(x’y) = ($2 + yQ)% ( ( .
y y 0, ha (z,9) = (0,0)
]
x3 + 3y

() fla) = maye MW FO0),

0, ha (z,y) = (0,0)

Megoldds. Az origon kiviili pontokban a parcialis derivaltakat direkt derivaléssal fogjuk
kiszamolni: minden (z,y) # (0,0) esetén

3 4 ) ,
O gy = 2 (307 Aot ) (22 4 y?) — (2% + 3y") - 20
A (2% + y?)?
322 (a® +4?) — (2° +3y") - 22

(332 + y2)2

(;U2 + y2)2
(3 +3y* (gt

g(l‘ y) = Q x3—|—3y4 _ %.(x2+y2)_(x3+3y4)'@67;y)
T ey GETE

12y° - (2% +¢°) — (2° +3y") - 29

(5(;2 + y2)2
—2x3y 4 12x2y3 + 6y5
((1;2 + y2)2

9

Az origéban a parcialis derivaltakat az értelmezés alapjan szamoljuk ki:

(0+1)3+43-0 0 3

t 0F02+02 -0 3
90,0y = 1im LOHEEO = JO0 _p osee 77 w20ty
oz 0 t t—0 t t—=0 t t—0 3

0+3-(0+1)* 0 3t 4
t 7 t
9 0.0y = lim L0+ = F0.0) _ oo T0 g, 3
8y t—0 t t—0 t t—0 t t—0 3
Osszegezve az f parcialis derivalt fiiggvényei:
x* + 322%y% — 6ay*
h 0,0
gf R2 R, gf(x7y)_ (a?2+y2)2 ) a(xay)#( ) ),
) ) L, ha (x,y) = (0,0)
—223y 4+ 122293 + 6¢°
h
871? :R2 N R, g(fﬁ,y) — (1’2 +y2)2 ) a (‘Tay) 7é (070) )
Ay Ay

0, ha (z,y) = (0,0)
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2% + 3y*
© o) =4 Tayr b @700
0’ ha ($,y) = (070)

Megoldds. Az origon kiviili pontokban a parcialis deriviltakat direkt derivaléssal fogjuk
kiszamolni: minden (z,y) # (0,0) esetén

2 19,4 2 2
08 2 (S L M)t
or"’ Oxr \ 22+ y? (22 4+ y2)?
2z (2? +y?) — (2® + 3yh) - 22
- (22 + 42)2
_ 22y% — 6yt
T @22
B) 2 3 4 o 2 2
of D <:E2—|—3y4 D (a2 4 y?) — (22 4 3y) - )
oy " oy \ a2 4y? ) (2 +y?)?
C12¢3 - (2P 4 y?) — (2% + 3yt) - 2y
- (22 + y2)2
B 122293 — 222y + 69°
- (22 + 42)2
Az origéban a parcialis derivaltakat az értelmezés alapjan szamoljuk ki:
(0+t)2+3-0% 2
£0) — O 2 _g
97 0,0y = lim LOF 60 = F0.0) _ ) “Orp7e0r 77
or t—0 t t—0 t t—0 ¢
2
= 1%irr(l) 5= %in(l) n hatarérték nem létezik,
— —
024-3-(0+t)* 344
t) — s~ — 0 3t 4
87f(0,0) = lim 70,04+ = f(0.0) _ lim 2 HOHOE gy lim3— =0
oy t—0 t t—0 t t—0 t t—0 t3
Osszegezve az f parciélis derivalt fiiggvényei:
of o af 22y% — 6yt
'R 0,00} - R, — =7 I
SR} R ey = T
1222y — 222y + 6y°
0 0 , h , 0,0
opesr, Hay={" @y @ (e) 20,00
Y 0, ha (z,y) = (0,0)
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7.3.3. Osszetett fiiggvények parcialis derivaltjai. Lancszabaly
7.7. Feladat. A lancszabalyt hasznalva a kovetkezd esetekben szamitsd ki a g—f és ? parcialis
€z Yy
derivalt fuggvényeket, ha f(x,y) = p(u(z,y),v(z,y)):
() ¢(u,v) = In(u? + v), ahol u(w,y) = e és v(z,y) = 2° +y;
Megoldds.
Oy 0 9 /9 o(u® +v) 1 2u
au(“’”) 8u(n(u +0)) = +0) ou o Tt
Oy 0 9 19 O(u? + v) 1 1
=20 =1 : - 1=
ov (u,v) ov (In(u” +v)) = In'(u” + ) ov u? +v u? +v
8” a T 2 T 2 T 2 T 2
%(x,y) %(e +y):e +y ~%(a:+y2):e 0] = Y
0 0
a*Z(x,y) =% (e“yQ) — m Y 9y (z+1?) = "1 . 2y = 2y tV’
ov 0 , 4
5y = 5 (27 +y) =2z,
ov 0 , 4
2y &Y =5, (=% +y) =1
Innen kapjuk, hogy
O () = 2 (ula, ), vl ) - D) + 2 ), 0l 0) - ()
— 2“’(‘777 y) A ex+y2 .9
u(z,y)® +v(z,y) u(z,y)? + v(z,y)
— 2e" Y aty? 1 2z
TR ) (R (a4 )
2e20+2y° | 9g
T 2P | g2 gy
) = Futa) vl ) ) + Gl ). o) - 5wy
2u(x,y) 2
— ? . 2 r+y _|_ . ]_
u(ey)? +o@y) T u(@y)? ol y)
2e” v’ S 1
= * e
PP+ @y @ @ 4y)
4y62x+2y2 +1
T 2R | g2 gy
[

(b) ¢(u,v) = arctg (E), ahol u(z,y) = xsiny és v(z,
v

Megoldds.

Dy
%U

y) = zcosy;
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%2 ) = o (oot (1)) =anet (1) 2 (1) = +1(

?
. —u
w242
ou 0 . .
%(%Zy) =~ or (zsiny) = siny,
gZ(x,y) = 9y (xsiny) = xcosy.
ov
2 (2,y) = o (weosy) = cosy,
gz/(az,y) = 8(1 (xcosy) = —zsiny.
Innen kapjuk, hogy
af Oy ou dp v
%(x7y) - %(u(m,y),v(x,y)) : %(‘rﬁy) + %(u(x,y),v(x,y)) : %(%,y)
_ U(.f,y) o —U(.%',y) .
Ty +o@y? T ule )+ (e Y
T CcoSY siny + —zsiny cosy
B (zsiny)? + (zcosy)? (zsiny)? + (zcosy)?
__xcosysiny —xsinycosy
(xsiny)? + (z cosy)?
of 0% ou, 0 o0
3y (z,y) = 5 (u(z,y), v(z,y)) 3y (z,9) + 5 (u(z,y), v(z,y)) a9 (z,y)
_ ’U(.’E,y) —U(QE, y) o .
TGP oy T w P ow g Y
= Ty - T CosY + —wsiny - (—zsiny)
~ (xsiny)? + (zcosy)? Y (xsiny)? + (z cosy)? Y

22 cos?y + 2 sin?y 1

22sin?y + 22 cos? y

(c) = @(u,v), ahol u(z,y) =z +y & v(z,y) = 2> + y%

Megoldds.
ou 0
@) = @y =1
ou 0
o . =1
9y (z,y) 3y (x+y)
ov _g 9 o\
ov 0 N
afy(x,y)— 50 (@ +y7) =2y

Innen kapjuk, hogy

g ou 0

du
0 0
:87(5(%+y,x2+y2)-1+a%( +y 2’ +y?) - 20

ov

o (@) = 5P ) o) - () + G () v () - o ()

206
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0

0
= 8—(5(90+y,x2+y2)+ﬁ(w+y,x2+y2)-23:,

ov
oy ou L 0 o
ay( T,y) = au(U(ﬂc,y),v(ﬂc,y)) ay(:r,y)Jr N (u(z,y),v(z,y)) ay(:r,y)
B, B,
:a—i(x—i—y,xQ—l—yz)-1+8—f(ﬂc+y,x2+y2)-2y

0 0
- i’(x+y,x2+y2)+8—f(w+y,x2+y2)-2y.

ou
O
d = p(u,v), ahol u(x =22 —y? ésv(x = e,
(d) = p(u,v), (z,y) y (z,y)
Megoldds.
ou 0
%(x,y) - % ($2 _y2) = 2$a
ou 0
7y (&Y) @(wQ—yQ) = -2
v 0 . .
%(xvy) = %(6 y) = ye ya
v 0
o) = o () = 2™
Innen kapjuk, hogy
af dyp ou dy ov
5z &Y = 5 (Ww@,y),v(z,9)) - o (@) + 5 - (ul@, ), v(z,y)) - 5 (2,y)
0 0
= (@ =yt e™) 22 +aﬁ< 2? =y e - ye
af dy dy ov
@) = ol ), v(o ) - G (o) + Gl o) 5 )
8()0 (97()0 2 2 _zy Ty
= Py e) 2y>+av<~”f e e,
O

7.8. Feladat. Igazold, hogy a kiovetkezs fiiggvények teljesitik a megadott egyenleteket:

(a) flz,y) =9 (%) teljesiti az a:gf; + yg; = 0 egyenletet;

0 0
Megoldas. Kiszamoljuk a —f és —f parcialis deriviltakat a ¢ fiiggvényében:

or Oy
e ()= ) (5)
1
ooy e () =2 (5) 2
majd behelyettesitjiik a megadott egyenlet baloldalara:
v gy = ¢ () () o ()= (3) (CH+0) =0
0

Tehat az f(x,y) = ¢ (Q) alaku fliggvényekre teljesiil a megadott egyenlet. O
x
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of of

2
(b) f(z,y)=¢ <y) teljesiti az 20— + Vay = 0 egyenletet;
x y

Megoldas. Kiszamoljuk a g és
ox
of
ox
af 0
dy oy

ox

—— parcialis derivaltakat a ¢ fiiggvényében:

dy

& ()42 (4)

()= ()

majd behelyettesitjiik a megadott egyenlet baloldalara:

of  of
2 _7
oz Yoy T

2

2 2 2
2
x x T x
2 21,2 22
(2) ()
T €T i

Tehat az f(z,y) = ¢ <y> alaku fiiggvényekre teljesiil a megadott egyenlet.
x

x x2+ 222,
2 (wy, y

x x2+ 222,
(wy, y

208

(¢) f(z,y,2) = p(zy, % + y* — 2?) teljesiti az :czgi — yzgi + (2 — yZ)Zz = 0 egyenletet;
Megoldds. Kiszamoljuk a g—f, g—f, g—f parcialis derivaltakat a ¢ = p(u,v) fiiggvényében.
z
of 0
o = g Wlaya® £y = 27)
87 Oxy Oy (2?4 y? — 2?)
ou

0
P (wy, 2 + 4 —

or o Dz

0
)-y+£($y,$2+y2—22)'2$,

 du
0 0
85 F( p(zy, 2 +y* — 22))
_ oy 2‘% Oy 2, .2 2‘6(9524'.@2—22)
70 (zy,2° +y* — 2°) By +av($y,fc +y” —2%) By
50 (Y ?+y*—2%) x+ gf(l‘y,w2 +y? —2%) - 2y,
of
5, = g, (Play,a® +y* = 2%)
_ Oy 2., .2 .2 % % 2 3(952+3/2—22)
_ O 2., .9 2 3& _ B
—au(wy,w +y°—2z%) 0+6U(xy,:v +y? = 2%) - (—22)
0
= yf(wy, a? +y? = 2%) - (—22).

Ezeket pedig behelyettesitjiik a megadott egyenlet bal oldalan allo kifejezésbe, majd cso-

portositjuk ﬁ(azy, 22 + % — 27,

illetve —Sp(a:y, 22 +y? — 2?) szerint:

ou ov
of _ of 2 29f _
T2y yzay—i-(:c y)az—
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&p(

0
=z <ai(:cy,x2+y2—z2).y+m :py,x2+y2—z2).2x>

—yz (gi(my,w? +y? =22 a+ gf(wy,xz +yt - 2% 2y>

+(x? — y?) - ?@(my,a: +9% —2%) (=22) =
0
— a—so(xy, 2?4+ y% - 2’2) (rzy — yzzx) + (xy, z? 4 o> ) (2302,2 — 2%z — 2(m2 — y2)z)
u D e
0 0
=0.

Tehét az f(x,y, 2) = @(xy, 22 +y*—2%) alakn fiiggvényekre teljesiil a megadott egyenlet. [

(d) f(z,y) = yp(z? — %) teljesiti az ig‘i + ;g‘; 12f egyenletet;
P of of - . o
Megoldas. Kiszamoljuk a 9z és 3y parcialis deriviltakat a ¢ fiiggvényében:
x y
of 0 0 O(x? — 52
5 = 7, e = y") =y5- (e(a® = ") = ye' (@ — %) - (a:c)
= 2y’ (2% —y?).
of _ 0(z* — y?)

9 2 2 2 10,2 2
= 1 . — + — .
3y~ oy (yo(a® —y*)) p(a? —y°) +y¢'(2° — y%) 3
= p(z® = y?) = 2°¢ (2% — ).
A megadott egyenlet minden tagjat a bal oldalra hozzuk, hogy a jobb oldalon csak 0
maradjon, majd az igy kapott egyenlet bal oldalan all6 kifejezésbe behelyettesitjiik a fent
kiszamoltakat és csoportositjuk a kapottakat ¢, illetve ¢’ szerint:

10f 10f 1

zdx  yoy y?

1 1 1
= — 22y (2" — y) + " (o(a® —y*) = 2079 (2 —9?)) — i yp(a® —y?) =
1 Y 2ry  2y°
= p(z® —y°) - < - 2> +¢(2® = y?) - ( - > 0.
Yy oy T Yy
—_—— —_——
0 0
Tehat az f(x,y) = yp(z? — y?) alaku fiiggvényekre teljesiil a megadott egyenlet. O
0 0
(e) flx,y) =xy+ zp (E) teljesiti az :L‘—f + y—f = zy + f egyenletet;
x ox oy
e of . of e L
Megoldas. Kiszamoljuk a s és 0 parcialis derivéiltakat a ¢ fiiggvényében:
T Y
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A megadott egyenlet minden tagjat a bal oldalra hozzuk, hogy a jobb oldalon csak 0
maradjon, majd az igy kapott egyenlet bal oldalan all6 kifejezésbe behelyettesitjiik a fent
kiszamoltakat és csoportositjuk a kapottakat o, ¢, illetve az ezektsl fiiggetlen tagok szerint:

of  of _
a:a——i—ya——xy—f—

o (oo ()= () ) - (o () o (v ()
:w(%)'($—$)+<Pl(%>-(—%+y>+(xy+ym—xy—my):0.

—_—
0 0 0

Tehat az f(z,y) = xy + xp (ﬂ) alaku fliggvényekre teljesiil a megadott egyenlet. O
x

(f) flz,y) = zye(z® — y?) teljesiti az xy? 8f +z yaf (2% + y*)f egyenletet.

Megoldas. Kiszamoljuk a gf és gf parcialis derivaltakat a ¢ fiiggvényében:
T Yy

0 0
aic 5, (e = 97) = yp(a® - y*) + oy (@® —y?) - 22

= yo(z® — y°) + 22°y¢' (2° — ),
al _ 2 2 .2 _ 2 .2 12 2 o
By ~ 5y (el =) = wele® =) + oy (@ — ) - (-2y)
= zp(z® — y?) — 229 (2 — ?).

A megadott egyenlet minden tagjat a bal oldalra hozzuk, hogy a jobb oldalon csak 0

maradjon, majd az igy kapott egyenlet bal oldalan all6 kifejezésbe behelyettesitjiik a fent
kiszamoltakat és csoportositjuk a kapottakat ¢, illetve ¢’ szerint:

ol +a 8f (o +47)f =
=ay® - (yp(a® — y*) + 227 yso "(@® —y?) +2° y (zp(a? = y?) — 2297 (a® — 7))
(@ +9°) - (ayple® —y")) =
=p(a® —y°) - (v’ + 2%y — (@® + y°)2 )+90(rv —y?) - (22%y° — 22%y°) = 0.
0 0

Tehat az f(z,y) = zyp(z? — y?) alaku fiiggvényekre teljesiil a megadott egyenlet. O



8. fejezet

Tobbvaltozo6s fiiggvények
differencialhatosaga

8.1. Elméleti osszefoglald

8.1. Ertelmezés
Az f : R? — R fiiggvény differencidlhato az (xg,y0) € R? pontban, ha létezik ¢ : R? — R,
@(h1,he) = a-hy +b- hy linearis figgvény (a,b € R), amelyre

lim f(:UO + hl:y() + h2) B f(an Z/O) - (p(hl, h2) _ 0’ (81)

(h1,h2)=(0,0) VhE + B2

(ahol ||h|| = \/h? + h3 az euklideszi norma). A ¢(hy,ho) lineédris leképezést az f fiiggvény
differencidljanak nevezziik és hasznaljuk ra a df (xo,yo)(h1, ha) jelolést is.

A kovetkezd tétel alapjan a = %(mo, Yo) és b = %(azo, Yo)-

y
8.2. Tétel
Ha az f fiiggvény differencidlhato az (zo,yo) pontban, akkor léteznek az elsérendi parcialis
derivaltak az (zg,yp) pontban és

0 0
o(h1,he) = %(%’y()) ~hy + 85(950»@/0) - ha.

Tovabba léteznek az irdanymenti derivaltak is és ¥ = (v1,vy) irdny esetén

3@ 0i) = S o) = o1 5 (an ) + 00+ G 0,0) = oton, ).

8.3. Megjegyzés

Ha az (zo,y0) pontban léteznek a parcialis derivaltak, akkor még nem biztos, hogy léteznek

az iranymenti derivaltak is az adott pontban (lasd a 8.2. Feladatot), illetve nem kovetkeztet-

hetiink, hogy a fiiggvény differencialhaté az (xg,yo) pontban (lasd a 8.5. Feladatot). Tovabba,

ha az (zg,yo) pontban léteznek az irdnymenti derivaltak, akkor nem kovetkeztethetiink, hogy a

fiiggvény differencialhato az adott pontban (lasd a 8.6. Feladatot). o
A fenti tétel megfordithatd, ha megszabjuk, hogy a parcialis derivaltak 1étezzenek és folyto-

nosak legyenek az (xg, yo) pont egy kis kornyezetében.

8.4. Tétel

Ha léteznek az %(x, y) és g—g(x, y) parcialis derivalt fiiggvények az (o, yo) egy kis kornyezetében

és folytonosak az (xo,yo) pontban, akkor az f fiiggvény differencialhaté az (xg,yo) pontban és a

differenciélja

0 0
o(h1,hg) = %(x[)vy()) ~hy + 85(3707%) - ha.

211
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8.2. Feladatok

8.1. Feladat. Az értelmezést hasznélva igazold, hogy az f : R? — R, f(x,y) = 2% + zy + 3°
fiiggvény differencialhato az (1,2) pontban!

8.2. Feladat. Igazold, hogy az f : R? — R,
4
xTys
———, ha (x, 0,0
fy) = g M0 # 0.0
0, ha (z,y) = (0,0)
fiiggvénynek léteznek a parcialis derivaltjai az (x,y) = (0,0) pontban, de nem létezik a 7 =
(1,1) irdnymenti derivéaltja a (0,0) pontban! Folytonosak a parcidlis derivaltak a (0,0) pont
kornyezetében?

8.3. Feladat. Igazold, hogy az f : R? = R,

flz,y) = (a:2 + y2) sin 902—1ky2’ ha (z,y) # (0,0)
| 0 ha (z,y) = (0,0)

fiiggvény differencialhat6 az (z,y) = (0,0) pontban, de a parcialis derivalt fliggvényei nem foly-
tonosak az (z,y) = (0,0) pontban!

8.4. Feladat. Igazold, hogy az f : R? = R,

) 1
TY s ma ha (z,y) # (0,0)
0, ha (z,y) = (0,0)

flz,y) =

fiiggvény differencialhat6 az (z,y) = (0,0) pontban, de a parcialis derivalt fliggvényei nem foly-
tonosak az (z,y) = (0,0) pontban!

8.5. Feladat. Igazold, hogy az f : R? — R,

o
fla,y) = @+ v
0, ha (z,y) = (0,0)

fiiggvénynek léteznek a parcialis derivaltjai az (x,y) = (0,0) pontban, de nem differencialhato
ebben a pontban! Folytonosak a parcialis derivaltak ebben a pontban?
8.6. Feladat. Igazold, hogy az f : R? — R,

Ty

fla,y) =S @' Ty
0, ha (z,y) = (0,0)

fiiggvénynek léteznek az iranymenti derivéltjai az (z,y) = (0,0) pontban, de nem differencialhato
ebben a pontban!
8.7. Feladat. A megadott pontban vizsgald a kovetkezs fliggvények differencialhatosagat:
(a) f:R? =R, f(z,y) =2*+y* & (z0,9) = (1,0);
(b) f:R* =R, f(z,y) =2’ +ay+y* &  (20,50) = (1,1);
2y
(¢) f:R* =R, flz,y) = 22 +y?’ & (20,90) = (0,0);
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z%y
(d) f:R2 =R, f(x,y) = {a:Q—FyQ7 ha (z,4) # (0,0) és  (xo,90) = (0,0);
0, ha (z,y) = (0,0)
Y , ha (z, 0,0
() f:R: SR, flz,y) = {Wﬂﬂ EDEOD ) = (0,0)
0, ha (z,y) = (0,0)
:c3—y3
() f:R2 SR, f(x,y>{x2+y2’ ha (2 0) 7 (00 o (2030 = (0,0);
0, ha (z,y) = (0,0)
:c3+y3
(8) /R* SR, f(x,y>{x2+y2’ ba (2.9) # (0.0) o0 (0 00) = (0.0):
0, ha (z,y) = (0,0)
l'4+y4
(h) f:R2 SR, f(x,w{x?w?’ ha (2. 0) 7 (00 o (2050 = (0,0);
0, ha (z,y) = (0,0)
sin(2? + y?)
() f:R2 SR, f(x,w{ 2y 0 @9 F00 ) = (0,0)
1, ha (z,y) = (0,0)
sin(2?® + %)
§) f: R SR, f(sc,w{ 2y 0 @9 F00 ) = (0,0)
0, ha (z,y) = (0,0)
sin(z* + y*)
() f:R2 SR, f<x,y>{ 2y 0 @9 F00 ) = (0,0)
0, ha (z,y) = (0,0)

213
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Megoldasok

8.1. Feladat. Az értelmezést hasznélva igazold, hogy az f : R? — R, f(x,y) = 2% + zy + 3°
fiiggvény differencialhato az (1,2) pontban!

Megoldds. A 8.2. Tételt hasznaljuk arra, hogy megsejtsiik, hogy mi kellene legyen a differencial-

hatosag értelmezésben szerepls ¢ fiiggvény. Ha az f fiiggvény differencidlhato az (1,2) pontban,

of (1,2)-h1+ g(l, 2)-hy. Ezért kiszamoljuk

akkor ebben a pontban a differencialja ¢(hy, ho) = p 3
x Y

az f parcialis derivaltjait:

0 0
afi(x,y) = @(fc?’ +ay+y°) =327 +y,
of

_ 9 3 2\ _
afy(af,y)—ay(w +xy +y°) =z + 2y,

ahonnan felirhatjuk a ¢(hy, he) =5 hy + 5 - ho linearis fiiggvényt.
Végiil az f fiiggvény pontosan akkor differencialhato az (1,2) pontban, ha
lim f(1+h1,2+h2) *f(]_,Q) —go(hl,hg)
(h1,h2)=(0,0) Vi + h3
. (1+h1)3+(1+h1)(2+h2)+(2+h2)2—7—5h1—5h2
lim

(hlth)%(O’O) \/ h% + h%

h3 + 3h3 + hiha + h3

<= lim
(h1,h2)—(0,0) \/ h% + h%

Ez utobbi egyenlSséget a fogd tétellel igazoljuk: minden (hq, ho) # (0,0) esetén

=0

—

e

h3+3h2+h1h2+h2 |h1]3+3\h1|2+|h1h2|+\h2|2
- Vhi+hs - Vhi+hs
|7 2 |ha|
= — 0 (|m)? 43|+ |he|) + ———
\/m (| 1| ‘ 1| |2’) \/m
) /hi +h3 Vh2 + h2
< =2 - ([ln]* + 3lha| + |ha]) + Y= - | 2]
NCEYS NCEYS

= |h|?* + 3|ha| + |ho| + |ho| = |h1|? + 3[h1| + 2| hel,

| ha|

ahol a (*) egyenlétlenségben felhasznaltuk, hogy minden (hq, ho) esetén |hi| = \/h] < \/hi + h3,
illetve |ho| = \/h3 < \/h? + h3. Mivel

|hl|2 + 3[ha| + 2[ho| = hm (|h1|2 +3[hal) + hm 2lh2| =0+0=0,

(h1,h2) (0,0
) . L . s .. . h3+3h2+h1ho+h3 .
ezért a fenti egyenlGtlenség és a fogd tétel alapjan i —L—L _—-_2| = (), ami egyen-
&Y & & DI s 00) | VR ’ &
2l . s 12 . h3+3h2+hyho+h2 P (.-
értékd az igazolni kivant lim =L -2 — () egyenl@séggel. Tehét igazoltuk, ho
5 (h1,h2)—(0,0) Vhi+h3 &Y 88 8 &Y

az f(x,y) = 23 + zy + y? fiiggvény differencialhaté az (1,2) pontban és a differencialja ebben a
pontban ¢(hi, he) = 5h1 + 5ha.

Megjegyzés. A 8.4. Tétel alapjan konnyebben belathatjuk, hogy az f differencidlhatd. Mivel
a %(w,y) = 322 +y és %(w,y) = x + 2y parcialis derivalt fiiggvények folytonosak (minden
pontban), ezért a 8.4. Tétel alapjan az f fliggvény barmely (zg,yo) pontban differencialhato és
a differencidlja ebben a pontban

0 0
o(h1,he) = %(m,yo) ~hy + a’z};(l‘o, Y0) - ha = (373 + yo)h1 + (z0 + 2y0)ha.

Sajatosan (zo,yo) = (1,2) esetén p(h1,ha) = (34 2)h1 + (1 +4)ha = 5hy1 + 5ha. O
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8.2. Feladat. Igazold, hogy az f : R? — R,
3
Ty
———, h 0,0
f($’y): $2+y27 a(:c,y);é(, )
0, ha (z,y) = (0,0)
fiiggvénynek léteznek a parcialis derivaltjai az (x,y) = (0,0) pontban, de nem létezik a 7 =

(1,1) irdnymenti derivéaltja a (0,0) pontban! Folytonosak a parcidlis derivaltak a (0,0) pont

kornyezetében?

Megoldds. Kiszamoljuk a fiiggvény parcialis derivaltjait. Az origéban a fiiggvény x szerinti par-

cialis derivaltja

4
z-03
_ -0 _
g(o,o):hmf(o”’o) 10.0) o 2402 7 gy, 970
oz t—0 t t—0 t t—0 ¢
mig az origon kiviil, ha (z,y) # (0,0), akkor
ﬁ(x )_Q zys \ i@ ty?) —ays 20 ysPoa
ar Y T ar \ a2 12 ) T (22 + y?)? (22 +y
Tehat az f fliggvény = szerinti parcialis derivalt fliggvénye:
20,2 2
0 M h 0.0
0, ha (x,y) = (0,0)

Az y szerinti parcialis derivalt fliggvényt hasonléan szdmoljuk ki. Az origoban a fliggvény y

szerinti parcialis derivaltja

4
0-t3
0 0,0+1t)— f(0,0 -0 0-0
l(O,O)Zlim 10,0+ = f(0,0) =lim & = im ——— =0,
y t—0 t t—0 t t—0 ©
mig az origon kiviil, ha (x,y) # (0,0), akkor
4 4 12, .2 4 4,3.%
8f( ) o ( wys 3-ays(z®+y°) —ays -2y  gaUys —
—_— :[j’ = —_— = =
oy " T oy \ g (% +y?)? (2? +y?)
Tehét az f fiiggvény y szerinti parcialis derivalt fliggvénye:
s 1 1
%(l',y) — % ' Qx(xgiy;;%S ’ ha (l',y 7& (070)
0y 0, ha (z,y) = (0,0)
Az f figgveny U = (1,1) iranymenti derivaltja
4
t-t3

0£((0,0);(1,1)) = lim

t—0 t
7
lim 2~ lim s = 4
= _— = — 3 =
150263 1502 o

tehat a fuggvénynek nem létezik (véges) v = (1, 1) iranymenti derivaltja a (0,0) pontban.

A fliggvény parcialis derivaltjai folytonosak az origon kiviil.

origdban.

t—0

t

Ha az origoban folytonosak
lennének, akkor differencialhatd lenne az origdban, igy léteznének az irdnymenti derivaltjai az



8.3. MEGOLDASOK 216

Direkt szamolassal is belathato, hogy a parciélis derivaltak nem folytonosak az origéban. Ha
az r = 2y egyenes mentén tartunk az origoba, vagyis (x,y) = (2u,u) — (0,0), mikor u — 0,
akkor

tim 2 (2u,u) = 1im 2 (u?—(2u)?) . —3us -3 of

4
3
u—0 Oz u—0  (u? 4 (2u)?)2 _U%W_uﬁo 55 :foo;é%(0,0):(),

Az y szerinti parcialis derivalt sem folytonos az origbban. Az x = y egyenes mentén tartva az
origoba, vagyis (z,y) = (u,u) — (0,0), mikor u — 0, akkor

. af( 4) = lim 2 23 u%—u-u%_l. 2 u%_l. 1 _%_+ 7é8f(00) 0
w50 Oy “ W03 (u? + u?)? Tu503 4wt wsoe 0T T 0y
O

8.3. Feladat. Igazold, hogy az f : R? — R,

1
2 2\ o
x° + sin ,
(2" +y7)sin 5 s

fla,y) = a (z,y) # (0,0)
LY

h
0, ha (z,

fiiggvény differencialhato az (z,y) = (0,0) pontban, de a parcialis derivalt fliggvényei nem foly-
tonosak az (z,y) = (0,0) pontban!

Megoldds. ElSbb kiszamoljuk a parciélis derivalt fiiggvényeket. Az x szerinti parcialis derivaltat
az origbban az értelmezés alapjan szamoljuk ki:

t2 4+ 02)sin 5ty — 1
of ZL(0,0) = lim ( S =0 ein L = 0,
oz t—0 t t—0 t2

mivel | sin ti?] < 1, minden ¢t € R esetén és }in% t = 0. Az origon kiviil direkt derivalassal szamoljuk
_>

ki az x szerinti parcialis derivaltat: minden (z,y) # (0,0) esetén

of 0 9 o\ . 1
ax(fcay)—&g<($ +y)51nzg+y2>

1
:2x-sinm+(x2+y2)~cosx2

T2 (22 +y2)2
2x 1
— - COS —5—5 .
I2+y2 $2+y2 $2+y2

= 2x - sin

Tehat a fiiggvény x szerinti parcialis derivalt fliggvénye:

al(x y) = 2z - sin xg_::-_yQ - x22_fy2 - COS $2iy2’ ha (z,y) = (0,0) .
ox 0, ha (z,y) = (0,0)

Ez a fiiggvény nem folytonos az origoban, mivel az (Zy, Yn)n>1 = (ﬁ, 0),,>1 sorozattal tartva

az origdba kapjuk, hogy

2
2 1 v 1
lim ——(zp,yn) = lim sin 2T cos 5
n—oo O n—00 \/2mn 27m +0 27m +0 5. T 0
. 2 9 47mn 9
= lim sin 27rn — - cos 2mn
n—co \/27n V271
= lim —2V2mn = —oc0 # f( 0) =0,

n—o0

ezért az x szerinti parcialis derivalt fliggvény nem folytonos az origéban.
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A fiiggvény értelmezése szimmetrikus az x és y valtozoban, igy az y valtozo szerinti parcialis
derivalt sem folytonos az origdban.
Ha az f fliggvény differencialhaté az origoban, akkor a differencialja az origoban:
of of

hi,hs) = =—(0,0)h —(0,0)ho =0-hy +0-hy =0.
80(17 2) a$(’)1+8y(’)2 1+ 2

De a fliggvény pontosan akkor differencialhaté a (0,0) pontban, ha

0)
f(o +h1,0+ h’2) - f(0,0) - So(hlvh?)

lim =0
(h1,h2)—(0,0) N END
(h? 4 h3)sin 751y — 0 — 0
— lim hiths =0

(h1,h2)—+(0,0) Vh% + h3

1
= li \/h? + h2sin —= =0
(a0 V1 T2 g

Mivel — lim  +/h? + h} = 0 és a szinusz fiiggvény korlatos (| sin 75| < 1, minden (hy, ha) #
(hl 7h2)*>(070) h1+h2

(0,0) esetén), ezért

1
li h? + h3sin ———5 =0
im0y VT2
Tehat az f fiiggvény differencidlhato az origdban és a differencialja ¢(hy, ha) = 0. O

8.4. Feladat. Igazold, hogy az f : R? — R,

. 1
fay) = g @9 £ 0.0

0, ha (z,y)

I
—~
=

(==}
SN—

fiiggvény differencialhat6 az (z,y) = (0,0) pontban, de a parcialis derivalt fliggvényei nem foly-
tonosak az (z,y) = (0,0) pontban!

Megoldds. A 8.2. Tételt alapjan, ha az f fliggvény differencialhato a (0,0) pontban, akkor ebben
a pontban a differencialja ¢(hy, he) = 8—f(O, 0)-hi+ 8—f(O, 0)-hag=0-h; +0-hy =0, mivel

ox dy

t.0) — t-0-sin 5t — 0
g«)u 0) = lim f0+0 =700 _ lim #1407 = limg =0,
or t—0 t t—0 t t—0 t

— 0-t-sin—7—0
g(o, 0) = lim 10,048 = F0.0) _ P "7 i 2 — g
y t—0 t t—0 t t—0 ¢
Az f fiiggvény pontosan akkor differencialhaté a (0,0) pontban, ha
SO+ h1,0+ ho) = f(0,0) — p(h1, ha) _ 0

lim
(h1,h2)—(0,0) \/m
3 1
lim h1h2 sin (m> —0=0
(h1,h2)—(0,0) NCEX]
— lm MR g <1> -
(h1,h2)=(0,0) \/h? + h3 h2+hi)

Ez utobbi egyenldséget a fogo tétel segitségével igazoljuk: minden (hi, he) # (0,0) esetén

<— =0

hihso . 1 |hihal . 1 |hihal
0< - sin 5 5 = - sin 5 3 <
NGRS hi + h3 NGRS hi + h3 VI + h3
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Vh? Vh? + h3
=L |hy| < L A——2 . |hy| = | hol,

VRS +h3 h? + h3
tovabba lim |ho| = lim |ho| = 0, ezért a fogd tétel alapjan teljesiil a fenti egyenléség.
(hl,hg)%(o,o) h2~>0

Ezzel belattuk, hogy az f fiiggvény differencialhaté a (0,0) pontban és ebben a pontban a
differencialja ¢(h1, ha) = 0.

Kiszdmoljuk a parcidlis derivaltakat, hogy megvizsgéiljuk a folytonossagukat az origéban.
Korabban kiszamoltuk a parcialis derivaltakat az origbban. Az origon kiviil az x szerinti parcialis
derivalt: ha (z,y) # (0,0), akkor

al( )_é O L Y S n 1 —2x
ax T,Y) = 81‘ Y sin :L'2+y2 = ySsin l'2+y2 Y CoS $2+y2 (m2+y2)2

, 1 222y 1
= ysin — cos .
Y 22+ 42 (22 1 42)2 22+ o2
Felirhatjuk az = szerinti parcialis derivalt fliggvényt:

. 1 222 1
g CR2 R, g(iﬁ,y) _ ysm (:c2+y2> - (x2+y%)2 cos (W) , ha (z,9) # (0,0)
Oz Oz 0, ha (z,y) = (0,0).

A Heine-kritérium segitségével belathato, hogy a % fliggvény nem folytonos az origbban. Az

(TpyYn) = (ﬁ, ﬁ) origbba tarto sorozat esetén

im 2 o) = 1 . 1 227 Yn 1
m —\(Tp, = 1m S1n — COS
nooo O " Yn n—00 Yn .%'721 + y% (l‘% + y%)2 .%'7% + y,%

3
lim ! sin [ 1 ] ’ <2\/1ﬁ) cos [ ! ]
= 2 21 2 2 2
n—00 2\/ﬁ (2\/1ﬁ) 4 (2\}%) <<2\/17>2+ (2\/17>2> (2\/1ﬁ) + (2\/1ﬁ)

= lim

1
n—oo 2./Tn

Az f figgvény szimmetrikus az x és y valtozokban, ezért hasonléan belathatd, hogy az y szerinti
parciélis derivalt sem folytonos az origbban. O

sin 2mn — v/mncos2tn = lim —2y/7n = —oo.
n—oo

8.5. Feladat. Igazold, hogy az f : R? — R,

Ty

P e
0, ha (z,y) = (0,0)

fiiggvénynek léteznek a parcialis derivaltjai az (x,y) = (0,0) pontban, de nem differencialhato
ebben a pontban! Folytonosak a parcialis derivaltak ebben a pontban?

Megoldds. A fliggvény x valtozo szerinti parcialis derivaltja az origéban

B 0+1,0)— £(0,0 2% —0 0—0
9 (0,0) = 1 LOFEO = SO0y e =0 00
oz t—0 t t—0 t t—>0 t

az y valtozo6 szerinti parcialis derivaltja pedig

0-t
£ — 0t _
*af(O,O)zlimf(O’OJr )= 10,0 e =0y 0-0
dy t—0 t t—0 t t—0
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A 8.2. Tétel szerint ha az f fiiggvény differencialhatéd az origdban, akkor léteznek a parcialis
derivaltjai az origoban és a differenciélja

of
%(0,0)-h1—|—8fy(0,0)'hQ—O'hl—I-O'hQ—O.

Ekkor az f fiiggvény pontosan akkor differencidlhaté az origbban, ha

f(O + h1,0+ hQ) — f(O, O) — go(hl, hg)

@(h1,h) = oF

lim =0
(h1,h2)=(0,0) Vhi+h3
ha 00
2 2
e dm g g R

(h1:h2)=(0,0)  \/h3 + 13 (h1,h2)—(0,0) ( JW)S

A lim —fiha £ () mivel ha (Up,vp) = (l, l) sorozattal tartunk az origéba, akkor
(h1,h2)—(0,0) (\/h3+h3)3 n’n
1

JL%W:JE&( (;)2+(;)2>3 :JL%("ZQ)S:MO Qf 'n =400 70,
n

Tehét az f fliggvény nem differencidlhato az origdban.

Az f fiiggvény parcialis derivaltjai léteznek és folytonosak az origon kiviil. Igy ha a fiiggvény
parciélis derivaltjai folytonosak az origébban, akkor a parcialis derivalt fliggvények mindenhol
folytonosak, sajatosan az origb egy kis kornyezetében is, és ezért az f fliggvény differencialhato
kell legyen az origéban. Mivel a fiiggvény nem differencidlhaté az origdban, ezért a parcialis
derivaltak koziil valamelyik nem folytonos az origoban. A fliggvény szimmetrikus az = és y
valtozokban, ezért ha az egyik parcialis derivalt nem folytonos az origdéban, akkor a méasik sem.

Megjegyzés. Ha az f figgvény differencidlhaté az origéban, akkor folytonos is az origdban.
De az f fiiggvény nem folytonos az origoban, mert nem létezik (globalis) hatéarértéke az origdbban
a 6.8. Feladat (d) alpontja alapjan. O

8.6. Feladat. Igazold, hogy az f : R? = R,

flzy) = ﬁygﬂ ha (x,y) # (0,0)
| ha (:Cay> = (0,0)

fiiggvénynek léteznek az iranymenti derivéltjai az (z,y) = (0,0) pontban, de nem differencialhato
ebben a pontban!

Megoldds. Elsbb kiszamoljuk az f fiiggvény egy tetszéleges (v, w) iranymenti derivaltjat a (0,0)
pontban: ha ¥ = (v1,v2) # (0,0), akkor

(tv1)(t’u2) o

5£((0,0); (v, w)) = lim L QT 010 702) = F(0.0) _ 5, Ty ea?

t—0 t t—0 t
— lim V1V2 _ 5; ha vo # 0
t—>0t2v4+v 11H(1)t24—0 ha v =0’
illetve ha (v1,v2) = (0,0), akkor
. t-0) —
5£((0,0); (0,0) = lim 1000+ 8-0) = f(0.0) O
t—0 t n—oo {

Ha az f fiiggvény differencialhato a (0, 0) pontban, akkor a 8.2. Tétel alapjan a differenciélja
ebben a pontban ¢(hy, he) = %(0, 0)-hy —|— (O 0)-ha=0-h; +0-hy =0, mivel

of

50,0 =3£((0,0);(1,0)) =0,
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of 0
—(0,0) =46f((0,0);(0,1)) == =0,
ay( ) =0/((0,0):(0,1)) = 7
a fenti szdmolas alapjan. A parcidlis derivaltak sajatos irdnymenti derivaltak. Az x szerinti
parcialis derivalt megegyezik az (1,0) irdnymenti derivalttal, mig y szerinti parciélis derivalt
megegyezik az (0,1) iranymenti derivalttal.

Az f fiiggvény pontosan akkor differencialhat6 a (0,0) pontban, ha

lim f(0+h1,0+h2)—f(0,0)—(,O(hl,hQ)

(h1,h2)—(0,0) NGET

hih
A 0-0
— lim 12 =0

(h1,h2)=+(0,0)  /h{ + h3

lim hihy B
(h1.h2)+(00) (h + h3) /AT + h3

Ezutobbi egyenléség nem &ll fenn, mert a Heine-kritérium alapjan talalhato olyan (0, 0)-ba tar-

, . hiho . , , .
t6 (an,by) sorozat, amelyre a g(hy, ha) = AR fiiggvény esetén nlin;og(an,bn) # 0.

Valoban, az (an,b,) = (1, L) sorozat tart a (0,0)-ba, de

n’ n2

=0

—

8.7. Feladat. A megadott pontban vizsgald a kovetkezs fliggvények differencialhatosagat:
(a) f:R? =R, f(z,y) =2*+y* & (z0,9) = (1,0);

Megoldds. Az f fuggvény parcialis derivaltjai —(:U y) = 2x és a—g(x y) = 2y folytonosak
minden (z,7) € R? pontban, ezért a fiiggvény differencialhaté minden (z,%) pontban,
sajatosan az (xo,yo) = (1,0) pontban is, ahol a differencialja

of of

df(l,(])(hl,hz) = gO(hl,hg) = g(l,()) -hi + Fy(l,()) cho=2-1-h1+2-0-hy =2h;.

0
(b) f:R* =R, flz,y) =2*+ay+y*> & (2o,90) = (1,1);

Megoldds. Az f fliggvény parcialis derivaltjai f(:r y) = 322 +y és g—i(x,y) =x+ 2y
folytonosak minden (z,y) € R? pontban, ezért a fiiggvény differencidlhaté minden (z,v)

pontban, sajatosan az (zg,y0) = (1,1) pontban is, ahol a differencialja

df(l, 1)(h1, hg) = go(hl, hg) = gi(l, 1) -hi + ggjj(l, 1) - hg

=((3-1241)-h1 +(1+2-1) - hg = 4hy + 3ho.
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(C> f :R? — R, f(fl?,y) =q a2+ y27 és (9007y0) = (0’0)7
0, ha (z,y) = (0,0)

Megoldds. A 8.2. Tétel alapjan felirjuk, hogy mi kellene legyen az f fiiggvény differencialja
a (0,0) pontban, ha az f differencialhaté. Ehhez kiszamoljuk az f parcialis derivaltjait a
(0,0) pontban:

(0+t)%0 0
g(O, ) = lim f0+1,0) = £(0,0) = lim 07407 7 lim V=0 _ =0,
Ox t—0 t t—0 t t—0 ¢
0%(04+t) 0
97 0.0y = lim 100+ = 0.0 _ ) TrErz =7 020
oy t—0 t t—0 t t—0 ¢
of of
tehat p(hy, he) = =—(0,0) - h1 + ==(0,0) -ho =0-hy +0- he = 0.
ehat ©(hy, ha) 890(’) 1+8y(’) 2 1+0-hy
Az f differencialhat6 a (0,0) pontban pontosan akkor, ha
i O+ h1,04he) — £(0,0) — (e, he) _
(h1,h2)—(0,0) VhE + h3
Mihe g >
h2+h2 hiha

=0 <— lim =0.

P
(h1h2)=(0.0) /B2 + 3 (h1.h2)=(0,0) (h2 + h2) /B2 + I3

A hy = hy els6 szogfelezé mentén tartva a (0,0) pontba

i h3hs ~ m h3hy B
(h1, th(o 0) (h2 4 h2)\/hE + h2 =0 (h2 + h2)\/h2 + h?
h3 . hy

= lim ———— = lim )
h—0 2h2\/2h% =0 2/2|hy |
amely hatarérték nem létezik, mivel a

. h1 . hi 1 ) ! h1 I h1 1

m ——— = 11im — = —— es 1m ——— = 1l1m N
hi—0 24/2|hy|  m—02v2h;  2¢/2 hi—0 24/2|hy| =0 —2/2h; 22
h1>0 h1>0 h1<0 h1<0

jobb és bal oldali hatarértékek nem egyenlGek. Tehat nem létezik a

lim h%hQ
(h1,h2)=(0,0) (h} + h3)\/h% + h3
globalis hatarérték, ezért a fiiggvény nem differencialhaté a (0,0) pontban. O
222
——, h 0,0
@ FiR SR fay={ @+ " OVTOD 0 = 0.0,
0, ha (z,y) = (0,0)

Megoldds. A 8.2. Tétel alapjan felirjuk, hogy mi kellene legyen az f fiiggvény differencialja
a (0,0) pontban, ha differencialhaté. Ehhez kiszamoljuk az f parcialis derivéltjait a (0,0)
pontban:

U
g(O’O) = lim f(0+¢,0) = £(0,0) _ 1imw B

ox t—0 t t—0 t t—0 t
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9 0,0 +t) — £(0,0 s — 0 0-0
— 5 P] —
—f(0,0)zlimf(’ +t) = /O ):lim%:limizo,
oy t—0 t t—0 t t—0
of of
ha e . a5 ho =0 - ho = 0.
tehat gp(hl, hg) or (O, 0) hl + ay (0, O) h2 0 hl + 0 h2 0
Az f differencialhat6 a (0,0) pontban pontosan akkor, ha
SO+ h1,0+ ho) = f(0,0) — (R, ha) _ 0

lim
(h17h2)_>(070) \/ h% + h%

hih3
—0-0
h2+h3 .

— lim 42 =
(h1,h2)=(0,0)  \/h{ + h3

lim h%h% =
(h1,h2)—(0,0) (h? 4 h3)\/h3 + h3

Ez utobbi egyenléséget a fogo tétellel fogjuk igazolni: minden (hy, ha) # (0,0) esetén

—

h?h3 h? 123 h? h2
< 12 = 1. |ha| = 1 __. 2__ . |hyl
(h2+h2)\/h2+ 1 hi+h3 Jh2+h2 hi+h3 /h+h2
<M VT )
R/ EST A

tovabba lim |ha| = lim |ho| = 0, ezért a fogo tétel alapjan fennéll a kivant egyen-
(h1,h2)—>(0,0) ha—0

16ség.

Ezzel igazoltuk, hogy az f fliggvény differencidlhato a (0,0) pontban és ebben a pontban

a differencialja ¢(h1, ha) = 0. O
ry
——=— ha(z,y) #(0,0)
(e> f:RQ _>R7 f(xay) = I2+y2 és (x07y0) = (070)7
0, ha (z,y) = (0,0)
Megoldds. A 8.2. Tétel alapjan ha az f fiiggvény differencialhat6 a (0,0) pontban, akkor
ebben a pontban a differencialja p(hy, ha) = %(O, 0)-h1+ %(O, 0)-ha=0-h1+0-hg =0,
mivel
of JO+40) = f0,0) . VEw 0 . 0-0
ZL(0,0) = lim = lim Y2 i ——— =,
Ox t—0 t t—0 t t—0 ¢
0
-0 _
90,0y = 1im L0 HED = SO0 VerE T 020
dy t—0 t t—0 t t—0
Az f fiiggvény pontosan akkor differencialhaté a (0,0) pontba, ha
lim f(0+h1,0+h2) —f(0,0)—(,D(hl,hQ) — 0 —
(h1,h2)—(0,0) \/ h% + h%
k-0
lim hithy =0 lim fuhs
(h1,h2)=(0.0)  /hZ + h2 (h1,h2)—(0,0) I + h3
Az utobbi egyenlSség nem &ll fenn, mivel nem létezik a g(hy, ha) = h};fiz fliggvénynek
1 2

(globalis) hatéarértéke az origobban. Valoban a he = th; egyenes mentén tartva az origdba
a g fliggvény hatéarértéke
th3 , t t

lim g(hy.th Uty _
i g(hy, th) = 11—>0h2+t2h2 Mol 2 142
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(g)

amely nem fliggetlen ¢-t6l (az egyenes meredekségétsl), ezért nem létezik a g fiiggvény-
nek (globalis) hatarértéke az origoban. Tehét az f fliggvény nem differencialhaté a (0, 0)
pontban. O

2 —y
JR SR fay={ 2t HENFO0 ) = 0,0

0, ha (z,y) = (0,0)

Megoldds. Az origbban a differencidlhatosagot az értelmezés alapjan vizsgaljuk. Ha az f
fliggvény differencialhaté az origbban, akkor a 8.2. Tétel alapjan az origdban a differenciélja

of of

df(0,0)(h1, h2) = (1, he) = 5°-(0,0) - b1 + = By +-(0,0) - ha.
Kiszamoljuk a parcialis derivaltakat az origdban:
t3—03
—0 3
g(0,0):li f(0+1¢,0) = f(0,0) — iy P07 :limt—:l,
Ox t—0 t t—0 t t—0 3
03—t3
—0 _ 43
af(o 0) = lim 10,048 = f0.0) _pp oz 78y 20 g
y t—0 t t—0 t t—0 t3

Tehat, ha az f fiiggvény differencialhato, akkor a differencidlja ¢(h1,ha) = h1 — hg kell
legyen. Az f differencialhaté a (0,0) pontban pontosan akkor, ha
lim f(0+h1,0—|—h2) —f(0,0) —(,D(hl,hg)
(h1,h2)—(0,0) \/ h% + h%

M0~ (b —h
hi+h3 — (71— ho)

= lim
(h17h2)6(070) \ h% + h%

hi = h3 — (h% + h3)(hy — ho)

i
(1 ha)>(0.0) (VAT 13)°

h?hy — hih3 B

i
T 00 (RE T 1)

hatarérték nem létezik, mivel ha a ho = —h; egyenesen mentén

=0

=0

= =0

A lim 7h%h2 fuhy
(h1.h2)(0,0) (y/RZ+13)
két oldalrol tartva az origoba (vagyis (hi, he) = (—u,u) — (0,0), mikor u — 0T, illetve

u — 07), akkor a

o u— (—u) - u? . 2u3 23 1
lim 37— = lim ————— = lim =—
=0t (Va2 £ u?) =0t (V2o ju)? w0t 22 U V2
u? - u— (—u) - u? 2u? 203 1

w0 (Va2 + ) 3 W2 Ju)® w0 —2v2 w2

amelyek nem egyeznek meg. Tehat az f fiiggvény nem differencialhaté az origdban. O

x3+y3
f:R2_>R7 f(xay): $2+y27 és (3707y0):(0a0);
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Megoldds. Az origbban a differencidlhatosagot az értelmezés alapjan vizsgaljuk. Ha az f
fliggvény differencidlhato az origoban, akkor a 8.2. Tétel szerint az origdban a differenciélja

of of
df(0,0)(h1, ho) = @(h1,he) = =(0,0) - h —(0,0) - ho.
£(0,0)(h1, h2) = @(h1, ha) = 2-(0,0) 1+8y(’) 2
Kiszdmoljuk a parcialis derivaltakat az origdéban:
3403 0 3
8—f(0,0):lim f0+40) = f(0, ):hm%:hmi:L
Ox t—0 t t—0 t t—0 t3
03+£2 3
g(o,()):h fO0+) = 0.0y omr 70 By
dy 0 t 0 t 0 {3

Tehat, ha az f fuggvény differencialhato, akkor a differencidlja ¢(hi, ha) = hi + hg kell
legyen. Az f differencialhato6 a (0,0) pontban pontosan akkor, ha
lim f(0+h1a0+h2)_f(070)_(p(hlth)
(h17h2)_>(0?0) \/ h«% + h%
A (hy + ho)
— lim il . :
(h1,h2)=(0,0) Vhi+hs
lim hi +h3 — (hf + h3)(h1 + ha)
(h1,h2)—(0,0) (VRI+13)°
h%hg + hlh% .

y
T ) 00) (VR 172

hatarérték nem létezik, mivel ha a ho = h; egyenesen mentén két

=0

=0

— =0

h? h2 +h1 h2

A lim
(h,h2)—0,0) (y/WF13)"

oldalrél tartva az origoba (vagyis (hi1, h2) = (u,u) — (0,0), mikor u — 0T, illetve u — 07),

akkor a
oWk iutu-u? . 2u3 2u3 1
lim —————a = lim ——— = lim = ,
=0t (Va2 +u?)’ um0t (V2 fuf)? w0t 2203 V2
Cowd i uHtuu? . 2u3 ) 2u3 1
lm ————— = lm ——5 = lm ————— = ——,
=0 (v + u?) w0 (V2. Jul)®  u0m —2v2-u V2
amelyek nem egyeznek meg. Tehat az f fiiggvény nem differencialhaté az origdban. O
4, .4
"ty
——, ha (z, 0,0 i
W F B SR fay) = 2y OV T ) = 0.0
0, ha (z,y) = (0,0)

Megoldds. Az origbban a differencidlhatosagot az értelmezés alapjan vizsgaljuk. Ha az f
fliggvény differencialhaté az origoban, akkor a 8.2. Tétel alapjan az origdban a differenciélja

0 0
df(0,0)(h1, he) = @(h1,ha) = 8—£(0,0) ~hy + 8‘5(0,0) - ho.
Kiszdmoljuk a parcialis derivaltakat az origbéban:
2544_04
t, -0 t4

g(0,0) = lim f(0+0) = f(0,0) = lim £ = lim — = limt = 0,
ox t—0 t t—0 t =0 t3 =0

(U 0 4
8—JC(O,O):li 1(0.0+1) = f(0, )zlim%—hmt——hmt—o
y t—0 t t—0 t t—0 3 t>0
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Tehéat, ha az f fiiggvény differencialhato, akkor a differencialja ¢(hy,ha) = 0-h;+0-he =0
kell legyen. Az f fiiggvény pontosan akkor differencialhat6 a (0,0) pontban, ha

f(O + h1,0+ hg) — f(O, O) — go(hl, h2)

lim =0
(h1.h2)—>(0.0) VT +h3
Mths 00
— lim Pithy =0
(h1,h2)>(0,0)  \/h% + h2
. hi + h
— lim 3=
(h1,h2)=(00) (\/h3 + h3)
A kovetkezd majoralast végezziik: minden (hi, he) # (0,0) esetén
3 3
hi + hj (V1) (Vha)

OS—r:|h '7r+ S Y
iy e T Ry

VAR, ()
(VhZ 1)’ (V2 +h3)’°

tovabba lim |hi| + |he| = lim |h1| + lim |he] = 0+ 0 = 0, ezért a fogd tétel
0) h1~>0 h2~>0

< |hal- = |h1| + |h2l,

(hl,hg)ﬁ(o,
., . ht++hd , . . . .. ) . )
alapjan lim —1 2 - — (. Tehat az f figevény differencialhatd az origdban és a
P o) 0.0 (vrzn3)” i Hegveny &

differencialja az origoban ¢(h1, ha) = 0. O
sin(z? + y?)
— 272 h 0,0

FR SR fy) =4 a2tgg 0 @R FO0 e e = 0,0)
1, ha (z,y) = (0,0)

Megoldds. Az origoban a differencidlhatosagot az értelmezés alapjan vizsgéljuk. Ha az
f figgvény differencidlhaté az origoban, akkor a 8.2. Tétel alapjan léteznek a parcialis
derivéltjai az origoban és ott a differencialja

of

df(0,0)(hl, hg) = (p(hl,hg) = %(0,0) . h1 +

Kiszéamoljuk a parcialis derivaltakat az origdéban:

of

7, (0:0) - ha.

sin(¢t2+0?%) .
07 (0,0) = timg L0 EO = FO0) _ e =0y, sinl8) _ g, 1
or "’ =0 t =0 t t50 t3 t—0 ¢’
amely hatarérték nem létezik, mivel lim % = 400, mig lim % = —oo. (Hasonloan az y

t—0t t—0—
valtozo szerinti parcialis derivalt sem létezik az origoban). Mivel nem létezik az x valtozo

szerinti parcialis derivalt az origéban, ezért a fliggvény nem differencidlhaté az origdban.

sin(z? + %) ha (, )
f:R2 SR, fz,y) = 22 +y? ’ és  (xo,y0) = (0,0);
0, ha (z,y) = (0,0)

h
—~
=

(=)
SN—

Megoldds. Az origbban a differencidlhatosagot az értelmezés alapjan vizsgéljuk. Ha az
f figgvény differencidlhaté az origoban, akkor a 8.2. Tétel alapjan léteznek a parcialis
derivéltjai az origdban és a differencialja az origbban

of

df(07 0)(h17 h2) = (,O(hl, h2) = % af
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Kiszdmoljuk a parcialis derivaltakat az origbéban:

sin(t3403) 0 3
97 0,0y = lim L0+ H0 = F0.0) _ ) o 70, sin()
Oz t—0 t =0 t t—0 3
sin(034+¢3) 0 - .3
O (0,0) = i QOFD = SO0 _ o Forer 70 sin®)
dy =0 t -0 t t>0 3

Tehat, ha az f fliggvény differencidlhaté az origoban, akkor a differencidlja p(hi, ha) =
hi + ho kell legyen. Az f fliggvény pontosan akkor differencialhaté a (0,0) pontban, ha

f(O + hl, 0+ h2) — f(0,0) — (p(hl, hg)

lim _0
(h1,h2)—(0,0) \/m
sin(h3+h3)
—  lim W‘O_(hﬁrhz)zo
(h1,h2)—(0,0) NCEY
— sin(h{ + h3) — (hi + h3)(hy + ha) _ 0

lim
(h1,h2)—(0,0) (VrI+13)°
sin(h$+h3)—(h24+h2)(h1+h2)

A lim -
(h1,h2)—(0,0) (VrF+n3)
mentén két oldalrél tartva az origéba (vagyis (hi, he) = (u,u) — (0,0), mikor u — 07,

illetve u — 07)

hatarérték nem létezik, mivel a ho = h; egyenesen

sin(u? +u?) — (u? +u?)(u+u)

lim 3 = lim ——————
u—0t (\/u2 + u2) u—0t ( 2u2)
. sin(2u?) — 4u3 . sin(2u?) — 4u3 1
=lim ———=lim ——— = ——,
u—0t 2\/§‘u|3 u—s0F 2v/2u3 V2
i sin(u? + u?) — (u? + ;ﬂ)(u tu) i sin(2u?) —34u3
u—0~ (1/u2 _.|_ u2) u—0~ ( 2u2)
. sin(2u?) — 4u? . sin(2u?) — 4u? 1
=lm ———— = lim ———— = —,
u—0~ Qﬂ‘u"g u—0~ —2v2u3 V2
amelyek nem egyeznek meg. Tehat az f fiiggvény nem differencialhaté az origdban. O
sin(z* + y*)
—————=, ha (z, 0,0 )
(9 F R =R Sy =g a2rgp o EDTO0 e ) = 0.0

0, ha (z,y) = (0,0)

Megoldds. A 8.2. Tétel alapjan felirjuk, hogy mi kellene legyen az f fiiggvény differencialja
a (0,0) pontban, ha az f differencialhaté. Ehhez kiszamoljuk az f parcialis derivaltjait a
(0,0) pontban:

sin((0+t)4+04) -0 sin t4
97 0,0) = tim 10T ED = SO0 _ y, “0r07507 = lim
0 t—0 t t—0 t t—0 t
4 t
—im 22 i 2B 1020,
t—0 t t—0 4
sin(04+(0+t)4) -0 sin t4
91 (0,0) = iy ZQ0FD = FO.0) _y, “075 057 = lim
dy t—0 t t—0 t t—0 t
4 : 4
i B g ST g 02,

t—0 3 t—0 4
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of of _ _
%(O’O)'hl+Fy(O’O)'h2 =0-h1+0-ho=0.

Az f fiiggvény pontosan akkor differencialhaté a (0,0) pontban, ha

tehéat gp(hl, hQ) =

f(0+ h1,0 + h2) — f(070) — Qp(hlth)

lim —0
(hl,hz)—>(0,0) \/m
sin(h}+h3)
<= lim W —0-0 -0
(h1,h2)—(0,0) \/W
— lim sin(hi+h3)
(h1,h2)—(0,0) (h% + h%)\/m
hm  Snd ) P + 1 =0
(hi,h2)=(0.0)  hi+h3  (h2+ h2)\/h% + h
= lim M . im hil + h% -0
(h1,h2)—(0,0) héll + h% (h1,h2)—(0,0) (h% + hg)m
hi + hj
= 1- lim 1’72 -0
(h1,h2)=(0,0) (h3 + h%)m
hi + hj
— lim 1 2 =0,
() 5000 (18 + 1) /1T + 13
s (pd 4 .
ahol felhasznaltuk, hogy " hli)m 00) W _ PI% Sl?t — 1, mivel ¢ = b4 4 b tart
1,12) 0, 17T -
0-hoz, amikor (hq, ha) tart (0,0)-hoz.
: hi + 13 L P .

A lim = 0 egyenlGséget a fogd tétel segitségével latjuk be: min-

(h17h2)4>(070) (h% + h%)\/ h% + h%
den (h1, ha) # (0,0) esetén

hi+hy hi [ | h3 ||
0< 2 2 2 ) 2’ 2 z'yhl"" 2 7 5 2‘|h2|:
(h3+h3)\/BF+ 13 hi+hi /R + R} WB+hy R+ h
hi n3 h3 h2

“[ha] + “|ho| <

B E AN RS RN
W2an2 S22 h? + h2 hi+ h3
) 2 4 12 m ‘h1|+ 1+ n3 m-|h2\:|h1|+‘h2|7

T hi+h3 /B2 + h2 hi+h3 /hZ+h3

tovabba lim |hi| + |he| = 0, ezért a fogo tétel alapjan fennall a kivant egyenlGség.
(h1,h2)—(0,0)

Ezzel belattuk, hogy az f fiiggvény differencialhato a (0,0) pontban és ebben a pontban a
differencialja ¢ (h1, ha) = 0. O

2

(1) f : R2 — Rv f(xay) =e"Y és (x(]ay()) = (272)

. .. , o teio: Of _ a—y? 4. Of oy z—y?
Megoldds. A fliggvény parcialis derivaltjai 3t (z,y) = e &s gy (z,y) = —2ye folyto-
nosak minden (z,y) € R? pontban, ezért az f fiiggvény differencidlhaté minden pontban,
sajatosan a (2,2) pontban is, ahol a differencialja

of of

87(2, 2) <hy + 7(2,2) ~hy = e 2. hi — 46_2h2.
X

df(2,2)(h1, ho) = o



9. fejezet

Tobbvaltozo6s fiiggvények masodrendi
parcialis derivaltjai

9.1. Elméleti osszefoglald

Ha f:R? — R egy kétvaltozos fiiggvény, akkor

o az f(x,y) figgvény z valtozo szerinti masodrendi parcialis derivaltja:

0*f _ 0 (of
0x2 Oz \ox )’

vagyis el6szor az x valtozo6 szerint derivalunk parcialisan, majd kapott fliggvényt Gjra az x

valtozé szerint derivaljuk parcialisan;

e az f(x,y) fliggvény y valtozo szerinti méasodrendii parcialis derivaltja:

o'f _ 0 (of
oy2 oy \oy)’

vagyis elGszor az y valtozo szerint derivalunk parcidlisan, majd kapott fliggvényt djra az y

valtoz6 szerint derivaljuk parcialisan;

e az f(x,y) fuggvény vegyes masodrendii parcialis derivaltjai

o°f _ 0 (of
dzdy Oz \ oy )’

vagyis elGszor az y valtozd szerint derivalunk parcidlisan, majd kapott fiiggvényt az x

valtozo szerint derivaljuk parcialisan, illetve

25 _ o (of
oyoxr Oy \ oz )’

vagyis el@szor az x valtozd szerint derivalunk parcidlisan, majd kapott fiiggvényt az y

valtozé szerint derivaljuk parcialisan.

Ha f: R?® — R egy haromvaltozos fiiggvény, akkor az f(x,y, z) masodrendi parcialis derivalt

fliggvényei:

oy _ 0 (of of _ 0 (of o'f _ 0 (of
oz2 0z \oy )’ oxdy  Ox \dy )’ oxdz 0Oz \0z)’

Pf 0 (of Pf 0 (of Pf 0 (of
ayax‘ay(ax>’ ay?‘@y(@y) ay@f@y(é‘z)’
Pf 0 [of Pf 0 (0f Pf 0 (0f
Bzam_az<8x>’ Bzay_az<8y>’ 82’2_82'(62)

228
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9.1. Tétel (Schwarz)

Legyen f : A — R egy n-valtozos fiiggvény, ahol A C R" és legyen p az A halmaz egy belsé
0? 0?

pontja. Ha valamely 1 < i < 5 < n esetén léteznek az / é /

S
8xi8x]~ axjal‘l
fliggvények a p € A pont egy kis kérnyezetében és folytonosak p-ben, akkor egyenlGek is p-ben:

parcialis derivalt

0% f O
3$i8$j P)= 895]851:1 p)-

82 62
= zYInx. Kz alapjan ayﬁfx = Bmafy =¥l ¢

Ha f(z,y) = x¥, akkor % = yz¥ 1 és (;ZJJC

yz¥~nz.

9.3. Tétel (Young)
Legyen f : A — R egy n-véltozos fliggvény, ahol A C R"™ és legyen p az A halmaz egy belss

pontja, p € A. Ha valamely 1 < i < j < n esetén léteznek az és —— parcialis derivalt

XI; Z'J
fliggvények és differencidlhatéak a p pontban, akkor

0% f B o0 f
8%69@ p) = 833‘3633‘1 p-
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9.2. Feladatok

9.1. Feladat. Igazold, hogy az f : R? — R,

22— 2
Flz,y) = xym: ha (z,y) # (0,0)
0, ha (z,y) = (0,0)
0% f 0% f
Fioavé . .
liggvény esetén 83:83/(0’0) # 8yax(O,O)

9.2. Feladat. Szamitsd ki az f : R? — R,

zt + y4
flay) =g a2 +y?
0, ha (z,y) = (0,0)

fliggvény masodrendi parciélis derivaljait!
9.3. Feladat. Szamitsd ki az f : R? — R,
22y

flz,y) = 22 +y?
0, ha (z,y) = (0,0)

fliggvény masodrendi parciélis derivaljait!

9.4. Feladat. Igazold, hogy az f : R? — R,

2In(1+22), h 0
Fny) = Yy n( +y2), ay#
0, hay =0

fliggvény masodrendi parcialis derivaltjai nem folytonosak az origéban, de

32f( ) = O f
oxoy: ' Oyox

(0,0)

(példa, ahol nem teljesiilnek a Schwarz-tétel feltételei)!

9.5. Feladat. Szamitsd ki a kévetkezd fiiggvények masodrendii parcidlis derivaltjait:

(a) f(z,y) = e®cosy;

(b) f(z,y) = sin(zy?);

(c) f(z,y,2) = zyz;

(d) f(z,y,2) = sin(zy) + cos(yz) + zx;

(e) flz,y) = 2?sin’y;

(f) f(z,y) = In(zy) cos(z® — y?), z,y > 0;
(&) f:R* =R, f(z,y) = Va2 +y¥

. R2 _ Ja?yIn(z?), haz#0
(h) f:R %R,f(x,y)—{o’ ez 0
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9.3. Megoldasok

9.1. Feladat. Igazold, hogy az f : R? — R,

22— 2
fany) = VT ha (z,y) # (0,0)
0, ha (z,y) = (0,0)
0*f 0’ f
fiiwové ) .
liggvény esetén 920y (0,0) # ﬁyax(o’ 0)

Megoldds. El6bb kiszamoljuk az elsérendii parcialis derivalt fiiggvényeket. Minden (x,y) # (0,0)

esetén
O o= 2 (oY 2 0 (FPy -2y
oz Y T 5 xy$2+y2 C0x \ z?4y2

(@) E By — ) — (@Y — ay?) Z (2 + o)

(22 + 2)2
(@) By —yP) — (2Py — xyP )2z
(22 + )2
(22 +42)2
és (x,y) = (0,0) esetén
2 2

t _ t-0- t2—02 0 o
g(()?()) ~ lim f(0+1t¢,0) — £(0,0) T 2102 lim 0-0 _o
ox t—0 t t—0 t t—0 ¢t

Tehét az x valtozo szerinti els6rendd parcilis derivalt fliggvény: g—i :R? 5 R,

2y4-dz2y3 —yb
O (1 ) = {M ha (z,y) # (0,0)

0, ha (z,y) = (0,0)

Hasonloan szamoljuk ki az y valtozo szerinti els6rendd parciélis derivalt fliggvényt is. Minden
(z,y) # (0,0) esetén

g(x )_2 xg _ 9 (Py—ay
oy ’y_ﬁy y:n2+y2 Oy \ a2+ g2

(2% +1%) 5, (2% — ay®) — (@®y — 2®) 7, (2 + y?)

(22 1 y2)2
_ (@ +y?) (@ — 3ay?) — (2Py — ay®)2y
(I‘Q + y2)2
B b — 4%'33/2 — xy4
(x2+y2)2 ’
és (z,y) = (0,0) esetén
2 2
0 0,0+1t) — £(0,0 0t g -0 0-0
—f(0,0)zlimf( 040 =100 _ O+~ lim =0.
dy t—0 t t—0 t t—0 ¢

Tehat 31 : R? - R,



9.3. MEGOLDASOK 232

Kiszamoljuk a vegyes masodrendd parcialis derivalt fliggvényeket az origoban:

41 A.02.43_+5
044402245 _

sl (0,0) = <8f) (0,0) = lim %(0’0 1) - f(o 0) iy (092
Ay

0yox Oz t—0 t t—0 n
t5
>0 0
o of P800t
ﬁ( 0) = 2 g (0,0) = lim @(0 +1t,0) — 8—(0 0) . G 0
8x8y ) a;l? 8 ) e 7 lim ;
t5
=lim - =1,
t—0 19
tehat 3y<9 (0 0) # 8xay( 0). .

9.2. Feladat. Szamitsd ki az f : R? — R,

ot gt
flx,y) = 2% +y*
0, ha (z,y) = (0,0)

fliggvény masodrendi parcialis derivaljait!

Megoldds. Elsbb kiszamoljuk az elsérendid parciélis derivaltakat. Az origon kiviil az elsérendi
parcialis derivaltakat kiszamolhatjuk a direkt derivalas modszerével: minden (z,y) # (0,0) esetén

of 0 (at+yt\ s +yh) (@497 - @yt L@ +y?)
%(x’y):%f(ﬂf“ry?): (22 +y?)?
4o - (22 4+ y?) — (2 +yt) 22 220 + 4a3y? — 2xyt
= (x2+y2)2 = (22 + y2)2 )
of ity sty (@ +y?) — (@ +yh) - e+ )
37/@’ )= (w“ry) (@2 +y?)?
@ty — (et +yt) -2y 290 + dyPa® — 2yat
a (22 + y2)? (224 y?)?

Az origbban az els6rendti derivaltakat az értelmezés alapjan szamitjuk ki:

z? 40t
_ —0 4
g( y) = lim f(z,0) f(ovo):lim&—hmx——hmx—o
or z—0 x—0 z—0 €T 70 3 20
04+y4
af _ f(07y)_f(0)0) BT 02+y2 -0 . y4 L B
By @Y T T T T s = my =0
Osszegezve, az elérendii parcialis derivalt fiiggvények:
87f ‘R? - R, g(x,y) = { (x24y?)? , ha (l',y) 7£ (070) 7
ox ox 0, ha (z,y) = (0,0)
87f : R2 — R, g(%’,y) = (z2+y?)? ’ ha (1:73/) 7é (0’0) )
% %y 0, ha (2,) = (0,0)

Ratériink a mésodrendti parcialis derivaltak kiszamitasara. Az origon kiviil a mésodrendt par-
cialis derivaltak szintén kiszamithatok a direkt derivalas modszerével: minden (z,y) # (0,0)
esetén

0% f 0 [of 9 22° + 43y 2xy4
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D (225 4+ 42%y? — 22y%) - (22 +92)2 — 2((22 + 92)?) - (22° + 423y? — 2zy?)

(2% +y?)*
(102t + 12227 — 2y*) - (2% + %)% — da(2? + y?) - (220 + 4ady? — 2zy?)
(2 + y2)°
(102* + 1222y% — 2y*) - (2% + y?) — dx - (207 + 423y? — 22y?)
- (22 + y2)3
225 + 624y? 4 1822y* — 20
- (22 + 2)3 ’
0% f o (of 0 ([ 2x° + 4x3y? — 2zyt
ayor )~ oy (ax(””’y)) dy ( @+ P )
%(2305 + 423y? — 2zyt) - (22 + y?)? — ((w +y2)?) - (225 + 423y? — 22y?)
- (a2 +y2)!
~ (8ay —8ay®) - (2% + )% — dy(a® +37) - (22° + 42y — 2ay?)
(22 + y2)*
_ 8zy(z® —y?) - (a? +9°) — 8ay - (' +22%y% — oY)
(22 + 23
8zy(—2x%y?)  —16z3y°

(@2 +92)3 (22492

0% f B af 0 (2y° + 4yPa? — 2yat
Hew-2 (2 y>) e

22y +4yP2? — 2yzt) - (2?2 +92)2 — Z((2® +9)?) - (29° + 4yPa? — 2yat)

(22 + y 2)t
(8y3z — 8ya?) - (x? +y?)? — da(2? + y?) - (2y° + 4322 — 2ya?)
- (22 + y2)*
8wy(y® — 2?) - (a? +y?) — 8wy - (y* + 2% — 2*)
- (22 + y2)3
Sy (—2y%x?) —1623y3

(fv2 +y?)P @+ y?)Y

0 f y =2 8f( 0 (20 + 4y32? — 2yat
TyQ(x’y ~ oy (69 x’y)> dy ( (x2+y )2 )

2 e = 2yat) - (27 4 ) - (2 4+ P)?) - (20 + dyPa® - 2yat)
- (22 +y2)!
(10y* + 12y%2% — 22%) - (2% + y?)? — dy(2? + y?) - (20° + 4y32? — 2yat)
- (22 + y2)°
(10y* 4+ 12y222% — 22%) - (2% + y?) — 4y - (22° + 423y — 22y?)
- (22 + 2)3
2y + 6y*a? + 18y22* — 220
- (22 + 2)3 :

A mésodrendd derivaltakat az origoban az értelmezés alapjan szamitjuk ki:

225 +423.02—22-0* 0

i 8 (2,0) - 2L(0,0
6:[,’2 8 ax 33*>0 xr — 0 :1:~>0 T 0
200 ;
z—0 x z—0 I
i 8L(0,y) — &L(0,0 200400042 20y" )
Q(0,0) = 8f (0 0) — lim 81’( ay) 890( ) ) — lim (02+y2)2
Dyox a Bz im0 lim -
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—m 279 o,
z—=0 Yy
of of 2.0°44.03.22-2.0-x*
5 0,00 = 2 (20 (0,0) = g 20200 TG 70
Oxdy "’ Ox \ Oy ’ =0 z—0 20 x—0
= lim 0=0 =0,
z—0 T
o o 2. 5 4. 3_0272. .04
02 f o (0 oy -0 HEEELEEE -0
—5(0,0) = — [ ==} (0,0) = lim Y = lim
T oy \dy )~ y—0 y—0 y—0 y—0
2y°

9.3. Feladat. Szamitsd ki az f : R? — R,
w22
fla,y) = 2> +y*
0, ha (z,y) = (0,0)

fliggvény masodrendii parcialis derivaljait!

Megoldds. Elsbb kiszamoljuk az elsérendi parciélis derivaltakat. Az origon kiviil az elsérendi
parcialis derivaltakat kiszamolhatjuk a direkt derivalas modszerével: minden (z,y) # (0,0) esetén

g@: y) = ﬁ ( x2y2 ) _ 6%0(1'23/2) : (332 + y2) - x2y2 . %(xQ + y2)
N (22 +y2)?

. 2:17y2 . (SEQ + y2) _ x2y2 o B 2xy4

N (2 +y?)? T @2t
g(x y) = 9 < " ) _ 2 (%) - (2% + ) — 2y - L (27 + o)
AL (22 +y?)?

2%y (@ +yP) -2yt 2y 2aty

(22 + y2)2 2+ y2>2.

Az origbban az elsérendd derivaltakat az értelmezés alapjan szamitjuk ki:

x2-02

- -0 _
ﬁ(gc,y) = lim f(@,0) = J(0.0) = lim &+ = iy 0=0_ 0,
ox z—0 x—0 7—0 T 20 T
oyt g B
8y y—0 Yy — 0 y—0 Yy y—=0 y
Osszegezve, az el6rendii parcialis derivalt fiiggvények:
T 4
o gr g Of, e ba(ny)# 0,0
8x ? aﬂ? ) 07 ha (x7y) _ (0’0) )
4
O o g, %y, =l @rrm ba@y)# 00
dy ooy 0, ha (z,y) = (0,0)

Ratériink a mésodrendtd parcialis derivaltak kiszdmitasara. Az origén kiviil a mésodrendd par-
cidlis derivaltak szintén kiszamithatok a direkt derivalas modszerével: minden (x,y) # (0,0)

esetén
&(3: ) = 9 g(x )) = 9 2y
922 Y T 9z \ 02" Y ) T bz (2 +y?)?
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2 2ayt) - (2% + y2)? — Z((a? +y)?) - 2ay*

(22 +y2)*
29" - (2° + ¢%)* —da(a® +y7) - 20y 2" - (2F +y) — da - 20y
= (22 + y2)4 = (22 + y2)
2y6 —-6$2y4
- (:1:2 Ty2)p3

o= oy (ar109) = 5 ()
2y -

5y ayt) - (2% +47)? = §((2° + %)% - 2ay?
(

2 +y )
B 8zy? - (22 + y?)? — dy(2?® + y?) - 2zy* B 8z - (z? +y?) — 4y - 2y
(22 + y2)3 (22 + )3
_- 8$3y3
($2 Ty

0% f B of 0 2zy
6wy Y = B <8y (x’y)> O <(952 +y2)2)
Z2a'y) - (22 + 2?2 — L((@? +y7)?) - 22y

(% +y )
8z3y - (2% +y?)? —da(2® +4?) - 22ty 823y - (2® +y?) — 4 - 22ty
- (22 + y2)3 - (22 + 42)3
8x3y3
pGET
o0 f o (0f 0 224y
o0 =5 (G00) = 5 (@)
 H@aty) (@ P - (@ +y?)) - 22ty
B (22 +y?)?
20t (2P + ) - Ay(a? 4 y?) 22ty 22t (2 4 y?) — Ay - 22ty
(22 + y2)1 (22 + y2)3
28 — 6:1;4y2
CET
A masodrendti derivaltakat az origbban az értelmezés alapjan szamitjuk ki:
o? 9 (0 (2,00~ 20,00  @EEE-0  0-0
aTcJ;(O’O):% (&i) (0,0) = liy ! :2—0:6( ! = lig - ;0—)0 =lm——=0
0.24
ﬁ(0,0) = 9 <8f> (0,0) = lim %(O,y) — %(O’O) = lim M = lim V=0 _ 0,
0yox Oy \ 0 y—0 y—0 y—0 y—0 y—0 Yy
e
PF .0)= 2 (8"0> (0,0) = lim @0~ 500 | w0 0-0 0,
0x0y Ox \ Oy z—0 z—0 =0 1 —0 =0 T
4
f0.0=2 (af> (0,0) = lim B0 =500 | w0 00
oy? oy \ Oy ’ y—0 y—0 y—0 y—20 y—=0 ¥
O

9.4. Feladat. Igazold, hogy az f : R? — R,

2

In(1+2%), h 0
T L
0, hay=0
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fliggvény masodrendi parcialis derivaltjai nem folytonosak az origéban, de

0% f 0% f

(példa, ahol nem teljesiilnek a Schwarz-tétel feltételei)!

Megoldds. Minden x € R és y # 0, akkor

2
g‘i(ﬂ%y) = 8(1 <y2 In <1 + ;)) = g‘i (v’ In(z® + y°) =y’ In(y?)) =

illetve minden = € R és y = 0 esetén

aof )
%(x,O) - }g% t 50 t

tehat % ‘R 5 R,

Minden z € R és y # 0, akkor
of 0 2 z? of ;o 2 2 2 2
Yy =L (?m(1+2)) =2 (21 — 4?1
8y(m,y) 99 <y n< + y2>> 5y (v*In(z? +y*) — y* In(y?))
=2yln(z” + y*) + 2 2y(1 + In(y?))
T2 + 92 ’

illetve minden z € R és y = 0 esetén

— 2 2 42y 121042 _
g(l’,O) — lim f(z,04+1t) — f(x,0) _ limt In(z?® +t%) — t“In(t*) = 0
dy t—0 t t—0 t

= limtIn(z? + t?) — tIn(¢?) = 0,
t—0

tehat 9L : R? > R,

g(x y) = 2y In(x? + y?) + xf_ﬁ’_; —2y(1 +1n(y?)), hay#0
oy’ 0, ha g — O

Kiszamoljuk a vegyes méasodrendii parcialis derivalt fliggvényeket. Minden x € R és y # 0 esetén

02f( )_ﬁ 221 B 43y
Oyox wY) = oy \z2+942) (22 +9y2)2’

illetve minden x € R és y = 0 esetén

2
0? 9L (2,0 +1t) — 2L(x,0 s —0 2xt
S (,0) = tim 2@O0FD = 5,@0) e 20 20t
8y3x t—0 t t—0 t t—0 2 + t2
tehat .
2 2 4z°y
8 f . R2 N R, 8 f (x’y) _ (x2+y2)2’ ha ) 7é 0 )
Oyox Oyox 0, hay =0
Az affaj; fiiggvény nem folytonos az (x,y) = (0,0) pontban, mivel a y = tx egyenes mentén tartva

a (0,0) pontba kapjuk, hogy

lim 627]0(u tu) = lim M — lim At - ut . 4t
u—0 8y0x ’ - u—0 (u2 + (tu)2)2 - 150 4(1 4 t2)2 cud - (1 + t2)27
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amely nem egyezik meg a aangx (0,0) = 0 behelyettesitési értékkel (példaul ¢ = 1 esetén a fenti
hatarérték 1).
Minden = € R és y # 0 esetén

0% f 0 213 4a3y
axay(rv,y) o ( yIn(z” +y7) + Z iy y(1+1n(y ))) @1
illetve minden x € R és y = 0 esetén
02 f 5@ +1,0) - G (x,0) 00
(2,0) = lim *~ = lim —— =0,
0xdy t—0 t =0t
tehét it
O o 2Ly = e 070
dzdy Ozdy 0, ha y =0

Tehét a 88 af = 88;5; Vegyes méasodrendd parcialis derivalt fiiggvények nem folytonosak az origo-
> f

ban, de awy(O,O) =0= 8y8x 7 (0,0). O

9.5. Feladat. Szamitsd ki a kévetkezd fiiggvények masodrendii parcidlis derivaltjait:
(a) f(z,y) =e"cosy;

Megoldas. Elébb kiszdmoljuk az elsérendii parciélis derivaltakat a direkt derivalas médsze-

rével:
L w0) = 5 (e cony) = conyp =
5 &Y = 5o e” cosy cosy5— = e’ cosy,
8f( )= = (e"cosy) = 8cosy = —e”sin
Ay i Ay Y oy v

Ratériink a mésodrendi parcialis derivaltak kiszamitéséra:

Pl =2 (o) = 2 (e cosy) = e
552 (Y 83: B (&Y) | = 7o (€" cosy) = €” cosy,

0? 0 0
/ (z,y) = 8y <8f (x,y)) = ay (e” cosy) = —e”siny,

0yox

% f of o, .. de® .

awy(m,y) ax <a (z ,y)> gy (¢ siny) = —siny—— = —esiny,
L = o (L)) = o cersing) = P — o cony
oyr’ dy \ 9y dy dy '

Megjegyzés. Mivel az els6rendii parcialis deriviltak folytonosak, ezért a vegyes mésodrend

parcialis derivaltaknak meg kell egyezniiik a Schwarz-tétel szerint (%(m, y) = 51 gy (z,9)).
0

(b) f(z,y) = sin(zy?);

Megoldas. Elébb kiszdmoljuk az elsérendii parciélis derivaltakat a direkt derivalas mddsze-

rével:
of R NNV N AP N
o w0y = 5 (sinlay?)) = sl (@) - - (20?) = cos(ay?) -
of _ 9 N TR N < D N 2y .
9y (x,y) = By (sin(zy?)) = sin’(zy?) oy (xy?) = cos(zy”) - 2xy.
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Ratériink a mésodrendd parcialis derivaltak kiszamitéséra:

2
%(m,y} — % (gi(m’y)> = % (cos(:ryQ) : y2) = Zf% (COS(W/Q))

0 )
= y” cos’ (zy?) - %(wzf) = —y*sin(zy?),

0% f 0 [(of 0 2 oy dcos(zy?) o o 0y?
ayﬁx(x’y) = 87,/ <am($,y)> = @ (COS(CUCU )y ) = T -y~ + cos(zy”) - 873/

= —sin(zy?) - 2zy - y? + cos(zy?) - 2y = 223> sin(zy?) + 2y cos(zy?),
0% f 0 [of 0 9 B 0 cos(zy?) 9y 02zy
(o) = o (G ) = 5 (contan) - 2a) = P gy costan?) - O

= —sin(zy?) - y? - 22y + cos(zy?) - 2y = —2xy> sin(zy?) + 2y cos(zy?),

O f 0 (0f 0 9 0 cos(xy?) 9y 02zy
5or @) = 5 (@) = £ foostay?) - 20) = P o) - O

= —sin(zy?) - 2xy - 2zy + cos(xy?) - 2z = —4ay? sin(zy?) + 2z cos(zy?).

Megjegyzés. Mivel az elsérendi parcialis derivaltak folytonosak, ezért a vegyes masodrendii
2 2
parcialis derivaltaknak meg kell egyezniiik a Schwarz-tétel szerint ( aay afx (z,y) = 8850 afy (x,y)).

O]

[(z,y,2) = zyz;

Megoldds. Elébb kiszémoljuk az elsérendii parciélis derivaltakat a direkt derivalas médsze-
rével:

af 0 B
%(xaya Z) - % (azyz) =Yz,
af 0 B
aiy($aya Z) - 83/ (xyz) =Tz,
of

0
&(xaya Z) - % (:cyz) =2y,

Ratériink a masodrendii parcialis derivaltak kiszamitésara. Mivel az els6rendii parcialis de-

rivaltak folytonosak, ezért a vegyes masodrendii parciélis derivialtaknak meg kell egyezniiik
52 9?2 9? 9?2 92 92

(ot (#:9:2) = gy (0,9.2), G (@,,2) = G (@,9,2), 55 (0,9,2) = 52 (2,9,2)) &

Schwarz-tétel szerint.

gz(az,y,z) = 80:;5 <g£(x,y,z)) = ;E (y2) = 0,
L (M) L
;jgy (z,y,2) = % <g£(x,y,z)) = %(m) _
g?;(ﬂfay&) = 8(1 (gg(%y,z*)) = aay(xz) 0,
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(d) f(z,y,2) =sin(zy) + cos(yz) + zx;

Megoldds. Elébb kiszémoljuk az elsérendii parciélis derivaltakat a direkt derivalas médsze-

rével:

of 0, B
%(Jr, y,2) = p (sin(zy) + cos(yz) + zx) = cos(zy) -y + z,
(;J;(:c, Yy, z) = :y (sin(xy) + cos(yz) + zx) = cos(xy) - x — sin(yz) - z,

of 0. L
L (2,,2) = o (sin(ay) + cos(y2) + z0) = —sin(y2) -y + .

Ratériink a masodrendii parcialis derivaltak kiszamitasara. Mivel az els6rendii parcialis de-
rivaltak folytonosak, ezért a vegyes masodrendi parcialis derivaltaknak meg kell egyezniiik

(2L

0% f 0% f 0% f

92 92
(‘T’y’z) = W@fy(xvyvz)v 8yaz(x’yvz) = 826y($7y7z)7 m(xvyvz) = 833(;;(1"’3/"2)) a

Schwarz-tétel szerint.

1 )= 2 () = 2 ot 4 Pt
833/26{3(%3/’ z) = (fy (gi(u’v,y,z)> = gy(y cos(xy) + z) = cos(zy) — xysin(zy),
giﬁ%”:i<g@%@>=i@wwm+@=L

gjlé(l‘,y, z) = a@y (gi(%% Z)) = (%(a: cos(zy) — zsin(yz)) = —z?sin(xy) — 22 cos(yz),
;;éfy(x,y, z) = 862 (g‘?};(x,y, z)> = ;Z(x cos(zy) — zsin(yz)) = — sin(yz) — 2y cos(yz),
;jgz(w,u z) = % <g£($,y, z)) = %(—y sin(yz) + ) = 1,

gzlzt(%% 2) = (i: <g’£($,ya Z)> = aaz(—ysin(yZ) +2) = —y* cos(y2).

(e) f(z,y) = x*sin®y;

Megoldas. Elébb kiszémoljuk az elsérendii parciélis derivaltakat a direkt derivalas médsze-

rével:

of _ 9 ooy g 027 L2
ax(x,y) = 5 (2% sin” y) = sin Yy = 2z sin” y,



9.3. MEGOLDASOK 240

af ,0sin?y

0 2 . .2 2 : 2
,y) = — (z°sin“y) = =2x“sinycosy = x
6y( ) 8y( ) y

sin(2y).

Ratériink a mésodrendd parcialis derivaltak kiszamitasara:

Pf 0 (of 0,
@(x,y)—% <8a:<m’y)> —a*m(%sm y) = 2sin’y,

2
;y@f:n (z,y) = 883/ (gi(m,y)> = 883/ (22 sin® y) = 4xsinycosy = 2z sin(2y),

2
2L o) = o ) (%) = 2 et singeony) = swsinyeosy =202y

2
gy'};(ac,y) = ay (Z(m,y)) = 383/ (2x2 sin y cos y) = 222 cos® y — 22% sin? y = 222 cos(2y).

Megjegyzés. Mivel az els6rendi parcialis derivaltak folytonosak, ezért a vegyes mésodrend

parcialis derivaltaknak meg kell egyezniiik a Schwarz-tétel szerint (%(m, y) = 51 gy (z,9)).
0

() f(z,y) =In(zy) cos(z? — y?), =,y > 0;

Megoldds. Elébb kiszémoljuk az elsérendii parciélis derivaltakat a direkt derivalas médsze-

rével:
0 0 91 O cos(z? — 2
c‘Ti(x’y) =5 (In(zy) cos(z? — y?)) = IE;(Q: y) cos(z? — ) + ln(xy)(gxy)
— l . COS(x2 _ y2) — 9 ln(:cy) sin(x2 . y2)7
x
of 0 2 Oln(zy) 5 4 8 cos(z? — y?)
af(x,y) oy (ln(my) cos(z” —y )) 3 cos(z? —y )+ln(xy)8—y
1

= — - cos(z? — y?) + 2y In(ay) sin(z” — y°).
Y

Ratériink a mésodrendid parcialis derivaltak kiszamitéséra:

o2 o (1 -
87:52(93, V) =52 <x - cos(z? + y?) — 2z In(xy) sin(z? — y2)>

—[4 + 21In(zy)] sin(z? — y?) — [430 In(xy) + ; ] cos(z? — y?),

2

;jafx .4 = ( > K ( -cos(z? — y?) — 2z In(zy) sin(a? — y2)>
(

= 4ayIn(zy) cos(z? — y?) + mym sin(z? — y?),
*f y' -2 o
axay(m,y) < ) 4oy In(zy) cos(x? — y?) + 2 p” sin(z® — y*),
o*f L9 2
a2 ™Y =5 =5\ COS(:U —y?) +2yIn(zy) sin(2® — y°)

<4y In(zy) + 7 ) cos(z? — y?) + (4 + 21In(xy)) sin(z? — 3?).

Megjegyzés. Mivel az els6rendi parcialis derivaltak folytonosak, ezért a vegyes mésodrendd

parcialis derivaltaknak meg kell egyeznitik a Schwarz-tétel szerint ( 8;gx (z,y) = 51 gy (z,9)).
0
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(8) f:R* =R, f(z,y) = a2 +y*

Megoldds. Kiszamoljuk az elsérendii parcialis derivalt fiiggvényeket. Minden (x,y) # (0,0)
esetén

of _ O (s x
8x(x’y)_8:c< ¢ +y>— /22 + gt

és (x,y) = (0,0) esetén

£,0) — V0% — t
a—f(0,0):lim 10+1,0) = f(0,0) :limi—f_o 0 :lim| |,
Oox t—0 t t—0 t t—0 ¢
amely hatarérték nem létezik, mivel lim % = lim % =1, mig lim %‘ = lim —% =—1.
t—0+ t—07+ t—0~ t—0~
Tehét az x valtozo szerinti els6rendi parcialis derivalt fiiggvény
of o of x
2L R2\ {(0,0)} - R, == =
Hasonléan, minden (z,y) # (0,0) esetén
af 0 293
o(z,y) = - (Va2 +yt) = ———,
T )= e
mig (z,y) = (0,0) esetén
o) 0,0+1t) — f(0,0 V02 + 1 -0 t2 -0
—f(0,0):lim 0.0+ = (0.0 = lim * = lim =lim¢ = 0.
oy t—0 t t—0 t t—0 ¢ t—0

Tehat az y valtozd szerinti elsérendd parcialis derivalt fiiggvény

27 ha (z 0,0
g:RQ—M{{, g(xjy): Vet (z,y) # (0,0)
Ay oy 0, .

Kiszdmoljuk a méasodrendi parcidlis derivalt fliggvényeket.

2L R2\ {(0,0)} > R,

f

o (0f P .
@(az,y) = 9 <6m> (z,y) = o (W)

2
s R2\{(0,0)} = R,

0? o (0f 0 x 213
Sso-(@y) = - 57 ) (3,y) = = - 5
0yox Oy \ Ox Oy \ /22 + o (22 4 y4)2

Minden (z,y) # (0,0) esetén

P o) =2 (D) = L (2 ) - -2
Oxdy = B oy = B NEZEeT Y (x2+y4)%7
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illetve (z,y) = (0,0) esetén

2 SO+,0) =900 200 _
9T 0,0) = 97 (0,0) = lim a ) =900 _ Vi
0x0y 890 dy t—0 t t—0 t
= lim M =0.
t—0 ¢
tehat 8 ay :R? -5 R,

o2 f —— 20 ha (z,y) # (0,0)
axﬁy(x y) = :

Minden (x,y) # (0,0) esetén

ﬁ(x )_6<8f)(x )_ﬁ 27?43
o2 Y "oy \ay ) T oy \ JE 1

(2 + 97 - 220 — 2 - L (2% + "))

x2 + gyt
1 _1
(2® +yh2 - 6y° —2¢° - 5 - (@ +yh)77 -4y
N z? +yt
_ 62%y? + 2y°
(@2 +yt)2
mig (z,y) = (0,0) esetén
15} 0 2t3
21 0,00= 2 (9 (0,0) = tim 2000 -5,00 o O
oy? "’ 8y oy >0 t ) t
3
= lim 2i =2,
t—0 t3
tehat :R?2 5 R,
2,2 6
92 f SUERE ha (2,y) # (0,0)
5 (x,y) = ¢ @2 .
% 2, ha (z,y) = (0,0)

2?yIn(x?), hax #0

(h)f:R2—>R,f(x,y):{0 N

Megoldds. Minden x # 0 és y € R esetén

of

U () = o (P n(a)) = 20y(1 + In(a?)),

illetve x = 0 és minden y € R esetén

8f(0 y) = lim f(O+1t,y)— f(0,y) i 2.y In(£2) — 0

ox t—0 t n—00

—_ 1 2y
= 2lgr(l)tyln(t ) =0.
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Tehat az x valtozd szerinti elsérendi parcialis derivalt fliggvény

af o of B 22y(1 +1In(2?)), haxz #0
- R* R, 833(96,?/)—{0’ e re0

Minden = # 0 és y € R esetén

o 0
o @) = 5 (Pyin(e?) = o Ina),

illetve x = 0 és minden y € R esetén

g(O,y) — lim fO,y+1)—f(0y) _ lim 0-0 _o

ay t—0 t n—oo ¢

Tehét az y valtozo szerinti els6rendi parcialis derivalt fliggvény

af

of _ Ja?In(2?), haxz#0
Dy (z,y) =

RZS R, 2 .
Jy 0, hax =0

Kiszamitjuk a masodrendii parcialis derivalt fliggvényeket. Minden z # 0 és y € R esetén

0% f

@(x,y) = ﬂ (Qxy(l + ln(a:Q))) =2y(1+ ln(:UQ)) + 2y - i—g =2y(3+ ln(acz))7

ox

illetve x = 0 és y € R esetén

400, hay<0
= lim 2y(1 + In(?)) = =0.
lim y(1 4 In(t%)) 0, hay =0
—oo0, hay<0

aif(o J) = lim 2ty(1 +In(¢?)) — 0

0z2 t—0 t

Tehat %:{(x,y)ERQ\x#Ovagyy:O}—HR,

827]”( ) = 2y(3 +In(z?)), hax #0
R ) ha (z,y) = (0,0)

Minden = # 0 és y € R esetén

*f 0 2 2
oo ©Y) = 5, eyl 4+ (%)) = 201+ In(27),
illetve x = 0 és y € R esetén
0 f g0y +t) g0y . 0-0
Oyox 0.y) = }E}% t N }E}% t 0

(o O2f 2
tehatmR —>R,

0% f (z.7) 22(1 +1In(2?)), hax #0
—(z,y) = .
Oyox Y 0, ha x =0

Minden = # 0 és y € R esetén

0% f
0xdy

(z,y) = 8837 (22 In(2?)) = 22(1 + In(2?)),
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illetve x = 0 és y € R esetén

D% f (2.9) 2¢(1 4 In(2?)), haxz #0

—_— x, = .

0x0y Y 0, haz =0
Minden z # 0 és y € R esetén

0? 0
5@ = 5 () =0

illetve x = 0 és y € R esetén

02 f CYoy+n-%oy o0-o0
—=(0,y) = lim = lim —— =0,
0y? =0 t t—0 t
tehat :R?2 5 R, g L(z,y) = 0. O



10. fejezet

Tobbvaltozo6s fiiggvények helyi
szélsGértékei

10.1. Elméleti 6sszefoglald

10.1.1. Kvadratikus alakok, Sylvester-tétel

Legyen B = (bij)?jzl egy szimmetrikus valos matrix (b;; = bj; € R, minden 1 <, < n esetén).
Ehhez hozzarendeliink egy @ : R? — R masodrendt homogén polinomfiiggvényt (kvadratikus
alakot):

bir b2 ... bin h1

by bao ... b2, ha
Q) = Q(hr,.o ha) = (hy by oo hy) | |

bnl bn2 cee bnn hn

n n
=33 bijhih; = buhi + (bia + bar)hahy + byah3 + .. + bunh™.
i=1 j=1
A B matrixot a kvadratikus alak mdtrizanak nevezzik.
10.1. Ertelmezés
A @ kvadratikus alak (vagy a B matrix)
(1) pozitiv definit, ha Q(h) > 0, minden h # 0 € R" vektor esetén;
(i) negativ definit, ha Q(h) < 0, minden h # 0 € R™ vektor esetén;
(iii) indefinit, ha létezik olyan h € R", amelyre Q(h) > 0 és létezik olyan k € R™, amelyre
Q(k) <0.
10.2. Megjegyzés
Létezik olyan kvadratikus alak is, amely se nem pozitiv definit, se nem negativ definit, se nem
indefinit, példaul Q(hi1,he) = h?, mivel Q(h1,h2) > 0, minden h = (hy,hy) € R? esetén és
Q(0,1) =0. o

10.1.1.1. Pozitiv és negativ definit kvadratikus alakok jellemzési tétele.

Legyen B = (bi;);:_, a @ kvadratikus alak matrixa. Tekintjiik a B métrix féminorjait

ij=1
by b R bar by ... bop
Ay =by, Ag=[" Pl Ag=lby by bag|, ..., A, =
ba1  bao
b31 b32 b33
bpi b2 ... b

245
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10.3. Tétel (Sylvester)
(i) A @ kvadratikus alak akkor és csak akkor pozitiv definit, ha

A1 >0, Ay>0, A3>0, ..., A,>0.

(ii) A @ kvadratikus alak akkor és csak akkor negativ definit, ha

A1 <0, Ay>0, A3<0, Asz>0 ... (AQkJrl < 0és A9 > O,Vk‘).

10.4. Megjegyzés
A @ kvadratikus alak negativ definit pontosan, akkor ha a —@Q kvadratikus alak (amelynek
méatrixa —B) pozitiv definit. o

10.5. Megjegyzés

A B szimmetrikus valos méatrix sajatértékei valosak, illetve B diagonalizalhat6 ortogonalis matrix
segitségével. Ez alapjan B pozitiv definit pontosan akkor, ha minden sajatértéke pozitiv; B
negativ definit pontosan akkor, ha minden sajatértéke negativ; B indefinit pontosan akkor, ha
van negativ és pozitiv sajatértéke is. o

10 " . -1 0 . . 1 0. . (-1 0 "
(0 2) pozitiv definit, <O _2> negativ definit, <0 _2> indefinit <O O> nem pozitiv
definit, sem negativ definit, sem indefinit.

10.1.2. Tobbvaltozos fiiggvények helyi szélsGértéke

10.7. Ertelmezés
Legyen f: A — R egy n-valtozos fliggvény, ahol A C R™.
(i) Ap € Apont az f fuggvény helyi mazimumpontja, ha létezik olyan 6 > 0, hogy f(z) < f(p)
minden z € A esetén, amelyre ||x—p|| < J (azaz a p pont kdzelébben az f-nek nincs nagyobb
értéke, mint f(p)).

(ii) A p € A pont az f fliggvény szigorian helyi maximumpontja, ha létezik olyan § > 0, hogy
f(z) < f(p), minden x # p € A esetén, amelyre ||z — p|| < 0 (azaz a p pont kiozelébben az
f-nek legnagyobb értéke f(p)).

(ili) A p € Apont az f fliggvény helyi minimumpontja, ha létezik olyan 6 > 0, hogy f(z) > f(p),
minden x € A esetén, amelyre ||z —p|| < § (azaz a p pont kézelébben az f-nek nincs kisebb
értéke mint f(p)).

(iv) A p € A pont az f fuggvény szigorian helyi minimumpontja, ha létezik olyan 6 > 0, hogy
f(z) > f(p), minden x # p € A esetén, amelyre ||z — p|| < 0 (azaz a p pont kizelébben az
f-nek legkisebb értéke f(p)).

A p pont az f fliggvény helyi szélsdérték pontja, ha helyi maximumpont vagy helyi minimumpont
vagy szigoruian helyli maximumpont vagy szigortian helyi minimumpont.

10.1.3. Stacionarius pontok

Legyen A C R” egy nyilt halmaz és f : A — R egy n-valtozos fiiggvény, amelynek léteznek az
elsérendii parcialis derivéiltjai. A p € A bels6 pont az f fliggvény staciondrius pontja, ha

of or of

ox1 () =0 0x9 o0z,

(p)=0, ..., (p) =0,
azaz a p pontban az f Osszes parcialis derivaltja eltiinik.

Helyi szélsGérték pontok létezésének sziikséges feltétele a kovetkezd.
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10.8. Tétel
Ha A C R™ egy nyilt halmaz és f : A — R egy n-valtozos fiiggvény, amelynek léteznek a parcialis
derivaltjai. Ha p az f fiiggvény helyi szélsGérték pontja, akkor

of of of

Txl(p): ) Tm(p): L) T%(p)zo.

10.9. Megjegyzés

Létezhetnek olyan stacionarius pontok is, amelyek nem helyi szélsGérték pontok. Az f: R — R,
f(x) = 23 fiiggvény esetén az x = 0 stacionarius pont, de nem helyi szélsGérték pont, mert bar
f'(0) = 0, ahol f'(x) = 32?2, de f(z) <0, ha z <0, illetve f(z) >0, ha x > 0. o

10.1.4. Hesse-féle matrix

Legyen A C R". Ha az f : A — R n-valtozos fiiggvénynek léteznek a mésodrendd parcialis
derivaltjai, akkor a

0% f 0% f 0% f
Ox? Ox90x1 Ox,011
0% f 0% f 0% f
Hf =V2f = | 0x10x9 Ox2 T 0x,019
0% f 0% f 0% f
0210z, O0z20z, 02

métrixot az f fliggvény Hesse-féle mdtrizdnak nevezziik. A

O’f O’ f O’f
BTL‘%(p 029071 Py 02,011 p
Y L) P
Hf(p) — VQf(p) — 8$18$2 P &zg P o 8$n8$2 P
? 0?2 H?
/ / (p) ... f(p)

oxn

0x10x, p O0x20x,

az f fiiggvény Hesse-féle matrixa a p pontban.

10.10. Megjegyzés
Ha az f fiiggvényre teljesiil, hogy a méasodrendid parcidlis derivaltjai folytonosak, akkor a H f
Hesse-féle matrix szimmetrikus. o

10.1.5. Helyi szélsGértékek létezésének elégséges feltétele

10.11. Tétel
Legyen A C R™ nyilt halmaz és f : A — R kétszer folytonosan derivalhaté fiiggvény. Ha p € A
az f fiiggvény stacionarius pontja és a H f(p) Hesse-féle matrix a p pontban

(i) pozitiv definit, akkor p az f fiiggvény szigortian helyi minimum pontja;
(ii) negativ definit, akkor p az f fiiggvény szigortian helyi maximum pontja;

(iii) indefinit, akkor a p pont f fiiggvénynek nem helyi szélsGértéke.



10.2. FELADATOK

10.2. Feladatok

10.2.1. Kvadratikus alakok
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10.1. Feladat. Dontsd el, hogy a kovetkez6 méatrixok pozitiv definitek, negativ definitek, inde-

finitek vagy egyik sem:

(a) 1 2] [10 5 9
2 1) ) |5 5 8|;
0 1 9 8 13
b ; i
(b) 1 0}’ 5 2 -2
i |2 2 -1f;
-1 1
: -2 -1 5
Ol _
S [—10 —4 4
- (g) | -4 -3 1].
(d) |-2 2 3|; 4 1 —9
|8 3 5 -

10.2.2. Tobbvaltozos fiiggvények helyi szélsGértékei

10.2. Feladat. Hatérozd meg a kévetkezd fiiggvények helyi szélsGértékeit:

(a) f:R? =R, f(z,y)=2>+y*—3ay;

(b) f:R2 =R, f(z,y) =3zy? — 23 — 152 — 36y + 9;

(c) f:(0,2m)2 =R, f(z,y) = sinzsinysin(z + y);

(d) f:RE\{(0,0)} =R, f(z,y) =zyln(a® +y?);

(e) f:R* =R, f(z,y,2)=2>+y*+ 2%+ 2z +4y — 62

(f) f:(0,7)3 =R, f(x,y,2) =sinz +siny +sinz — sin(z +y + 2);

® 10008 2B S =ttt

(h) f:R? =R, f(z,y) =" (2? +y?).

10.3. Feladat. Hatarozd meg annak a téglatestnek a méreteit, amelynek térfogata v és a felszine

minimalis!

10.4. Feladat. Hatarozd meg annak a téglatest alaki és v térfogati medencének a méreteit,

amelynek elkészitéséhez a legkevesebb anyag kell (felszine minimalis)!

10.5. Feladat. Egy egységnyi szélességli lemezbdl olyan egyenlszara trapéz kereszmetszeti
csatornat szeretnénk késziteni, a trapéz két oldala és az egyik alapja alkotja a csatorna két
falat, illetve aljat (lasd a 10.2. dbrat). Hatarozd meg annak a trapéznak a méreteit amelynek a

legnagyobb ateresztGképessége (a trapéz teriilete a legnagyobb)!

10.1. 4bra. Csatorna keresztmetszete.
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10.3. Megoldasok

10.3.1. Kvadratikus alakok

10.1.

Feladat. Doéntsd el, hogy a kévetkezd matrixok pozitiv definitek, negativ definitek, inde-

finitek vagy egyik sem:

(a)

o}

Megoldds. Kiszamoljuk a méatrix f6minorjait: A7 =1>0¢é Ay =1-1-2-2=-3 < 0.
Nem teljesiilnek a Sylvester-tétel feltételei, ezért a matrix se nem pozitiv definit, se nem
negativ definit. Megvizsgaljuk a métrix indefinit-e. Ehhez felirjuk a maéatrixhoz tartozo
kvadratikus alakot:

1 2\ (h
Q(h1,he) = (h1 ho) <2 1> <h;> = hi +4hihy + h3 =
= [h? + 2h1(2hs) + (2h2)?] — 3h3 = (hy + 2h2)? — 3h3.

Mivel Q(1,0) =12 —-3-02=1>0¢s Q(—2,1) =02 —3-12 = —3 < 0, ezért indefinit. [

0 1}

1 0|’
Megoldds. Kiszamoljuk a matrix f6minorjait: A; = 0, Ay = —1 < 0. A Sylvester-tétel
alapjan nem lehet se pozitiv definit, se negativ definit. A maéatrixhoz tartozé kvadratikus

alak
Q(h1,h2) = (h1 h2) ((1) (1)> <Z;> = 2h1hs.

Mivel Q(1,1) =2 >0¢és Q(—1,1) = —2 < 0, ezért indefinit. O

-1 1|
1 2
Megoldds. Kiszdmoljuk a matrix féminorjait: A; = —1 < 0, Ay = —3 < 0. A Sylvester-

tétel alapjan se nem pozitiv definit, se nem negativ definit. Felirjuk a hozzatartoz6 kvad-
ratikus alakot:

-1 1 h
Q(h1,hg) = (k1 ho) ( 1 2) (h;) = —h? + 2hyhy + 213

= —(h? — 2h1hy + h3) + 3h3 = —(h1 — ho)* + 3h3.

Mivel Q(1,0) = =12 +3-02 < 0és Q(1,1) = =02 +3-12 = 3 > 0, ezért indefinit. O
1 -2 38
-2 2 3|;
8 3 5

Megoldds. Kiszamoljuk a matrix féminorjait: Ay =1 > 0, As = =2 < 0, A3 = —243 <
0. A Sylvester-tétel alapjan se nem pozitiv definit, se nem negativ definit. Felirjuk a
hozzatartoz6 kvadratikus alakot

1 -2 8 h1
Q(h‘17 h27 h3) == (hl h2 h3) -2 2 3 h2 =
8 3 5 hs
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= h? — 4hyhg + 16h1hg + 2h3 + 6hohs + 5hi
= [h3 — 2h1(2hs) + 2h1(8h3) + (—2h2)? + (8h3)? + 2(—2hs)(8h3)] — 2h3 + 38hohs — 59h3

19 19, 2
h3 — 2hy <2h3) + <2h3>

1 Y
= (hl — 2ho + 8h3)2 -2 <h2 + 29hg> 3 2.

= (hy — 2hg + 8h3)* — 2 + 243h3

Mivel @(1,0,0) =12-2-02+22.02=1>0¢5 Q(2,1,0) =02 —2-124+233.0? = -2 < 0,
ezért indefinit.

10.12. Megjegyzés

Az indefinitség a kovetkezSképpen is megmutathato. Mar a Ay és As elGjele alapjan nem

lehet sem pozitiv definit, sem negativ definit, ezért csak a hy és hy valtozokat tekintjik a
Q-ban (hs helyébe 0-t tesziink):

Q(h1, h2,0) = h? — 4hihy + 2h3 = (h? — 4hihy + 4h3) — 2h3 = (hy — 2hy)? — 2R3,

ahonnan Q(2,1,0) = —4 < 0 és Q(1,0,0,) =2 > 0, ezért indefinit. o
O
10 5 9
5 5 8|;
9 8 13

Megoldds. Kiszamoljuk a matrix féminorjait: Ay = 10 > 0, As = 25 > 0, A3 = 0. A
Sylvester-tétel alapjan se nem pozitiv definit, se nem negativ definit.

105 9\ /h
Q(h1,ho,hg)=(h1 ha hg) |5 5 8 hy | =
9 8 13/ \hs

= 10h? + 10h1hg + 18h1hs + 5h3 + 16hohg + 1303 =

1 9 \? 1 7\’
=10 ( h1 4+ zhg + —h 10 ( hg + —h3 | >
0<1+22+10 3>+0<2 2t 15 3> >0,

minden (hq, ha, h3) € R? esetén, de Q(1,7,—5) = 0, ezért nem lesz indefinit sem. O
) 2 =2
2 2 —1f;
-2 -1 5

Megoldds. Kiszamoljuk a matrix fé6minorjait: Ay =5 >0, Ag =6 >0, A3 =25>0. A

Sylvester-tétel alapjan pozitiv definit. O
—-10 —4 4
-4 -3 1.
4 1 -9

Megoldds. Kiszamoljuk a matrix f6minorjait: A; = —10 < 0, Ay =14 > 0, Az = —100 <
0. A Sylvester-tétel alapjan negativ definit. O



10.3. MEGOLDASOK 251

20 2

10.3.2. Tobbvaltozos fiiggvények helyi széls6értékei

10.2. Feladat. Hatérozd meg a kovetkezd fiiggvények helyi szélsGértékeit:
(a) f:R? =R, f(z,y)=2*+y°—3zy;

Megoldds. Felirjuk a stacionarius pontokra vonatkozo egyenletrendszert:

{ggg”zsx?—sy:o

=32 -32=0

Ezt a rendszert a kivetkezéképpen oldjuk meg. Els6 egyenletbdl kifejezhets y = 2, amelyet
behelyettesitiink a masodik egyenletbe:
=0 = 2@*-1)=0 <= z(z-D(*+z+1)=0,

amelynek valés megoldéasai x1 = 0 és z9 = 1. Ezeket visszahelyettesitve az y = 22 egyen-
letbe, kapjuk, hogy

(z1,91) = (0,0) & (w2,92) = (1,1)
az egyenletrendszer megoldésai. Ezek az f fliggvény stacionérius pontjai.

Hogy eldontsiik, hogy ezek a stacionarius pontok helyi maximumpontok /minimumpontok
vagy sem kiszamitjuk az f fliggvény Hesse-féle matrixat. A maétrix felirasdhoz ki kell
szamolni a masodrendt parcialis derivaltakat:

0% f 0% f
a9 6‘T7 = —9I
Ox? Oyox

2 2
TR T
00y Oy?

Ezek alapjén az f fiiggvény Hesse-féle matrixa:

=5 o)

(i) A (0,0) stacionarius pontban a Hesse-féle matrix értéke:

9 (0 =3
V<(0,0) = (_3 NE
Kiszédmitjuk ennek a matrixnak a fé6minorjait:
A = 0, Ay =9 <0.

Nem teljesiilnek a Sylvester-tétel feltételei, ezért nem pozitiv definit, sem negativ
definit. Felirjuk a méatrixhoz rendelt kvadratikus alakot:

0 =3\ (h
QUhr ha) = (b ha) (_3 0) <h2> 6ty
Mivel Q(1,1) = —6 < 0 és Q(—1,1) = 6 > 0, ezért indefinit. Igy a (0,0) stacionarius

pont nem helyi szélsGértékpontja az f fliggvénynek (nyeregpont).

(ii) Az (1,1) stacionéarius pontban a Hesse-féle matrix értéke:
9 (6 -3
V#(0,0) = <_3 6 )

A1:6>O, Ay =27 >0,

Kiszamitjuk a f6minorjait:

tehat a méatrix pozitiv definit a Sylvester-tétel alapjan, ezért az (1,1) pont az f
fliggvény helyi minimumpontja. O
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b) f:R2Z =R, f(x,y) =3zy? —2® — 150 — 36y + 9;

Megoldas. Felirjuk a stacionérius pontokra vonatkoz6 egyenletrendszert:

9 =3y — 322 - 15=0
L —6uy—36=0

Ezt a rendszert a kovetkezSképpen oldjuk meg. A masodik egyenletbdl kifejezhetjiik az
z-et 6
b6ry—36=0 <<= 2y —6=0 <— 2y =6 < = = —,
Y

és behelyettesitjiik az els§ egyenletbe:
6> 36
3y2—3<> —15=0 < y’ -5 —-5=0 < y'—36-5y°=0.
Yy Yy

Ha 12-et elnevezziik u-nak, akkor az y*—36—5y? = 0 egyenletbdl egy masodfoki egyenletet
kapunk wu ismeretlenben:
u? — 36 — 5u = 0.

Ennek az egyenletnek a gyokei

5++v169 5+13 3 5—+169 5—-13
= 2 = 2 :9 es u2: 2 = 2 =

(5} —4.

Az uj-re azt kapjuk, hogy y? = 9, ahonnan y = £v/9 = +3. Az ug-re azt kapjuk, hogy

y? = —4, amelynek nincsenek valés megoldasai. Tehat y = 3 vagy y = —3. Ha y = 3,

6
akkor x = 3= 2, mig ha y = —3, akkor x = 3= —2.
Osszegezve, két stacionarius pontot kaptunk: (z1,v1) = (2,3) és (22,y2) = (—2, —3).

El kell donteni, hogy ezek a stacionarius pontok helyi maximumok/minimumok vagy sem.
Kiszémitjuk az f fliggvény Hesse-féle matrixat. A métrix felirdsdhoz ki kell szamolni a
masodrendii parcialis derivaltakat:

a2f 9 2 2 82f 0 2 2
522 = B (3y* — 32% — 15) = —6, 9905 — Oy (3y* — 32% — 15) = 6y,
0% f 0 2f 0

Ezek alapjén az f fiiggvény Hesse-féle matrixa:

9 _ (—6x 6y

(i) A (2,3) stacionarius pontban a Hesse-féle matrix értéke:

~12 18
V?(2,3) = ( 18 12).

Kiszédmitjuk ennek a matrixnak a fé6minorjait:
A1 =-12<0, As=-468 <0.

A Sylvester-tétel alapjan a V2(2,3) matrix nem pozitiv definit, sem negativ definit.
Mivel a f6atlon van negativ és pozitiv érték, ezért a matrix indefinit lesz. Valoban,
felirva a kvadratikus alakot

—12 18\ (h
Q(h1,h2) = (k1 hy) ( 18 12) <h;> = —12h% + 36h1hy + 1213
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és kiszamitva Q(1,0) = —12 < 0 és Q(0,1) = 12 > 0 értékeket kapjuk, hogy a méatrix
indefinit. Emiatt a (2,3) stacionarius pont az f fiiggvénynek nem helyi szélsGérték-
pontja (nyeregpont).

(ii) A (—2,—3) stacionarius pontban a Hesse-féle matrix értéke:

12 —18

2 —

Vi(2,3) = (—18 —12)'

Mivel a f6atlon van negativ és pozitiv érték, ezért a matrix indefinit lesz. Valoban,
felirva a kvadratikus alakot

12 —18\ (h
Q(h1,he) = (h1 ho) (_18 _12> (h;) = 12h3 — 36h1ha — 12h3

és kiszamitva Q(1,0) =12 > 0 és Q(0,1) = —12 < 0 értékeket kapjuk, hogy a matrix
indefinit. Emiatt a (2,3) stacionarius pont az f fiiggvénynek nem helyiszélséérték-
pontja (nyeregpont). O

(c) f:(0,2m)2 =R, f(z,y) = sinzsinysin(z + y);

Megoldds. Felirjuk a stacionérius pontokra vonatkoz6 egyenletrendszert:

% =cosz-siny -sin(z +y) +sinz - siny - cos(z +y) =0
3—5 =sinx - cosy - sin(x + y) +sinx - siny - cos(x +y) =0

Ezt a rendszert a kovetkezdképpen oldjuk meg.

{cosx -siny - sin(z +y) +sinz - siny - cos(z +y) =0 PN {siny -sin(2x +y) =0

sinz - cosy - sin(x +y) +sinz - siny - cos(z +y) =0 sinz - sin(z 4+ 2y) =0

siny = 0 vagy sin(2z +y) =0
sinz = 0 vagy sin(xz +2y) =0

{siny =0 v {siny =0 v sin(2x +y) =0 vagy {sin(2x +y)=0

sinz =0 sin(x +2y) =0 Y sinz =0 sin(z +2y) =0

Az els6 egyenletrendszer megoldasai =,y € (0,27) N wZ = {7}, vagyis (z,y) = (m, ).

A maésodik egyenletrendszer els§ egyenletébdl y € (0,27) N wZ = {7}, vagyis y = m, amit
behelyettesitve a masodikba kapjuk, hogy sin(z+27) = 0, ahonnan x € (0,27)N7Z = {7},
vagyis © = w. Tehéat a megoldésa (z,y) = (m, 7).

A harmadik egyenletrendszer a méasodik szimmetrikusa, ezért a megoldésa (x,y) = (mw, 7).

A negyedik egyenletrendszerbdl 2z + y,x 4+ 2y € (0,6m) NwZ = {kn |k =1,...,5}, mivel
ha z,y € (0,27), akkor 2z +y,z + 2y € (0,67). Innen x,y € {k% |k =1,...,5}, ahonnan
kapjuk, hogy a megoldésok

T 2r 27 47 4m 5T 5w
(757>7 5 9 o 7(77)71-)) 5 Y o } 5 9 o 9
33 3 3 33 3 3
mdn\ (47 w\ (2n 5m (5m o
33 )'\3’3)’\'373/)°'\ 373 /)"
Kiszamoljuk a Hesse-méatrixot:

2
% = 9 (siny - sin(2z 4+ y)) = 2siny - cos(2x + y),



10.3. MEGOLDASOK 254

2
aaaf =30 (siny - sin(2z + y)) = cosy - sin(2z + y) +siny - cos(2x + y) = sin(2z + 2y),
yor Y
2
(981:57; = ;x (sinz - sin(z + 2y)) = sin(2x + 2y),
o’ f : : :
a2 = ay (sinz - sin(z + 2y)) = 2sinx - cos(z + 2y),
ahonnan

Vi(x,y) = (

Megvizsgéljuk, hogy a stacionarius pontok helyi szélsGértékek-e.

2siny - cos(2z + y) sin(2zx + 2y)
sin(2z + 2y) 2sinx - cos(x +2y) )

e Ha (z,y) = (3, 5%), akkor

V2 (77 77) B <2sin§-cos7r sin%7r ) _ <_\/§ —?)
55 ) = 4 = .

sin 47 sin T . 3
sin =5 2sin 5 - cOST _% —/3

Kiszamitjuk a féminorokat: Ay = —V3<0,Ay =3— % > 0, tehat negativ definit a

matrix, igy az (x,y) = (g, %) stacionéarius pont helyi maximumpont.
e Ha (z,y) = (%", %”), akkor

v? 2 27\ 2sin2§-cos27r sin%7r (V3 ?
373 ) sim%7r 2sin%”'cos27r o @ V3]

Kiszamitjuk a féminorokat: A; = v/3 > 0, Ay = 3 — % > 0, tehat pozitiv definit a
matrix, igy az (x,y) = (%’r, %’T) stacionarius pont helyli minimumpont.

e Ha (z,y) = (m, ), akkor

sin 4 2sin7 - cos 3w 0 0

v2 (m,7) = <2 sinm - cos 37 sin 47 > _ (O O) .

Ez a méatrix nem pozitiv definit, sem negativ definit, sem indefinit, igy ezzel a mod-
szerrel nem donthetd el, hogy (z,y) = (7, ) helyi szélsGérték-e.

10.13. Megjegyzés
Ha az 2y+x = 37 egyenes mentén vizsgaljuk az f(x,y) fiiggvény valtozasat az (z,y) =
(m,7) pont kdrnyezetében, akkor x = 7 + 2t, y = m — t, ahol ¢t € R helyettesitéssel

f(z,y) = f(m+2t,m —t) = sin(7 + 2t) sin(w — ¢) sin(27 + ¢)
— —sin(2t)sintsint = — sin(2t)(sint)?,

ahonnan f(m,7) = 0, mig kicsi ¢ < 0 esetén f(m +2t,m —t) = —sin(2t)(sint)? > 0 és
kicsi t > 0 esetén f(m + 2t, 7 — t) = —sin(2t)(sint)? < 0. Tehat (z,y) = (7, 7) nem
helyi szélsGérték. o

e Ha (z,y) = (%ﬂ, %“), akkor

v? dm 4w\ 2sin%’r-cos47r simlﬁT’r (=3 —§
373 ) sinl%7r 281114%~cos47r - _g V3

Kiszamitjuk a féminorokat: Ay = —v/3 < 0, Ay =3 — % > 0, tehat negativ definit a

matrix, igy az (x,y) = (4{, 47”) stacionérius pont helyi maximumpont.
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e Ha (z,y) = (%’T, %”), akkor

- (577 57r> B (2 sin 22 - cos 5 sin 237 ) B <\/§ ‘é?:)
e ) o - . 2071" . 5i . —_— \/§ .
3 3 sin <5~ 2sin 3+ COS 51 vs V3

Kiszamitjuk a féminorokat: A; = v/3 > 0, Ay = 3 — % > 0, tehat pozitiv definit a

matrix, igy az (x,y) = (%ﬂ, %") stacionérius pont helyi minimumpont.
e Ha (z,y) = (3, %”), akkor

v? moAm) 251114%-(3052% sinlOT7r _ -3 —§
373 sinlOT7r 2sin % - cos 37 ,§ V3

Kiszamitjuk a féminorokat: Ay = —v/3 < 0, Ay = 3 — % > 0, tehat negativ definit a

matrix, igy az (x,y) = (%, %’r) stacionarius pont helyi maximumpont.

e Ha (z,y) = (47r Z), akkor

313
v? dm m\ _ (2sin§ - cos3m sinlOT7T (V3 —§
3’3 siml%T 2sin4§-00527r - _§ —V3)

Kiszamitjuk a féminorokat: Ay = —v/3 < 0, Ay =3 — % > 0, tehat negativ definit a
métrix, igy az (z,y) = (%ﬂ, %) stacionarius pont helyi maximumpont.

e Ha (z,y) = (%’r, %”), akkor

v? 2 5T\ _ 2sin%’r-cos?m' sinl‘%7r (V3 §
3'3) sin 147 2sin 2L - cosdmw ) g NCIE

Kiszamitjuk a féminorokat: A; = v/3 > 0, Ay = 3 — % > 0, tehat pozitiv definit a

matrix, igy az (x,y) = (%’r, %") stacionarius pont helyi minimumpont.
e Ha (z,y) = (%", %ﬁ), akkor

v? om 2m\ 2sin%7r-cos47r sinMT7T (V3 ?
373 ) sinMT7r 2sin%”'cos37r - @ V3]

Kiszamitjuk a féminorokat: A; = v/3 > 0, Ay = 3 — % > 0, tehat pozitiv definit a

matrix, igy az (z,y) = (%’r, %’T) stacionarius pont helyli minimumpont.

O
(d) f:R2\{(0,0)} = R, f(z,y) ==zyln(a® +y?);
Megoldds. A stacionérius pontokra vonatkozo6 egyenletrendszer:
of 2., .2 Yy 24 .2 22
af 2y < 2y2 <~
=L — rln(z? 2 2 =0 2 2 _
9y zIn(z +y)+x2+y2 Yy x | In(z +y)+$2+y2 0
=0 222
y=0 Y In(z? + y?) + 2:1U 5 =0
— vagy 22 vagy ety
=0 In(z? + y?) + = =0
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vagy )
In(z? + y?) +

2y

Az els6 egyenletrendszer nem teljesiilhet, mert az f értelmezése alapjan x és y egyszerre
nem lehet 0.

A masodik egyenletrendszerbsl y = 0 és Inz? = 0, ahonnan z = +1.

A harmadik egyenletrendszer a masodik szimmetrikusa, igy z = 0 és y = +1.

A negyedik egyenletrendszer két egyenletét kivonva egymaéasbol kapjuk, hogy

22 2y2 _0 2w2 — y2

_ 2 9 B
242 72ty m2+y2_0 = =y = y=*+r

Visszahelyettesitve az els6 egyenletbe kapjuk, hogy

2

2
ln(x2+x2)+%=() = I(22?) +1=0 < In(22?) = 1 <
24y
1 1
— =l = == —= p=4+——.

2e V2e

Tehét (z,y) = (i\/%i\/%) (4 pont).
Osszefoglalva a stacionarius pontok a kovetkezdk: (z,y) = (0,£1), (z,y) = (&£1,0),
(x,y) = (j:\/%—e, j:\/%—e) (Osszesen 8 darab stacionarius pont).

Kiszamoljuk a Hesse-métrixot.

o*f 0 9 . 9 22 2z 4ay?
922 Ox <y <ln(w T w2+y2>> _y<x2+y2 i (x2+y2)2)

gy S
(22 + ¢2)2°
0 f 0 222
_ 1 2 2 e
Ooydx Oy (y(n(a; +y>+$2+yz>>
272 29/ 4292
-1 2 2 _
n(z” +y°) + 22+ 2 + 22492 (224 g2)?
4x2y2
_ 2 2
82 f A2
=In(z2+43)+2—
dzdy n(@”+y7) + (2 +y?2)?’
Dy (22 + y2)2’
ahonnan
z? + 3y? 4729
; 2xy - 7(:02 P In(z? +y?) +2 — 7@2 P
Vi(z,y) = 4202 32 2
(22 + y?)? (22 +y?)?

Megvizsgéljuk egyenként, hogy a stacionérius pontok helyi szélsGértékek-e.
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o Ha (z,y) = (0,%1) vagy (z,y) = (+1,0), akkor

V2(0, 1) = V2(0,41) — (g S)

A matrixhoz rendelt kvadratikus alak Q(hy, he) = 4hqhg, ami indefinit, mert Q(1,1) =
4>0¢s Q(—1,1) = —4 < 0. Tehat az (z,y) = (0,£1) vagy (z,y) = (£1,0) pontok
nem helyi szélsGértékpontok (nyeregpontok).

e Ha (z,y) = (\/12737 \/12?> vagy (x,y) = <J;?,J—2l€>, akkor

v2<1 1):v2(_1 —1> :(2 0),

V2e' \/2e V2e' \/2e 0 2

Mivel A1 =2 > 0, Ay =4 > 0, ezért a Sylvester-tétel alapjan a méatrix pozitiv definit
és a (J%?’ ﬁ), (J—Qle, \;—%@) pontok helyi minimumpontok.

e Ha (z,y) = (JQI?, \/12?> vagy (x,y) = <¢12?,J—2L6>, akkor

() w0 L)

Mivel A1 = =2 < 0, Ay = 4 > 0, ezért a Sylvester-tétel alapjan a métrix negativ
o -1 1 1 -1 . ~
definit és a ( NoTh @)’ ( 5= @) pontok helyi maximumpontok.
O

(e) f:R3 =R, f(x,y,2)=2>+y%>+2%+2x+4y—62;

Megoldds. Felirjuk a stacionérius pontokra vonatkozé egyenletrendszert:

9 =20 4+2=0
F=2y+a=0 ,

g
f _ _
5, =22—-6=0

ahonnan (z,y, z) = (—1,—2,3) az egyetlen stacionarius pont.

Kiszémoljuk a Hesse-matrixot.

2
V2(z,y,2) = | 0
0

o N O

0
0
2
Behelyettesitjiik a stacionarius pontot a Hesse-matrixba

V3(1,2,-3) =

S O N
o N O

0
0
2
Kiszamoljuk a féminorokat, A1 =2 >0, Ay =4 > 0, A3 = 8 > 0, ezért a matrix pozitiv
definit a Sylvester-tétel alapjan. Igy az (z,y,2) = (=1, —2,3) helyi minimumpontja az f

fliggvénynek. O

() f:(0,7)3 =R, f(x,y,2) =sinz +siny + sinz — sin(z + y + 2);



10.3.

MEGOLDASOK 258

Megoldas. Felirjuk a stacionédrius pontokra vonatkoz6 egyenletrendszert:

%:cosx—cos(x—ky—kz)zo
%:cosy—cos(x+y+z)20
%:cosz—cos(l‘%—y—{-z):O

Innen lathato, hogy cosx = cosy = cosz = cos(x + y + z). Mivel z,y,z € (0,7) és
cos : (0,m) — (—1,1) injektiv, ezért x = y = z. Visszahelyettesitve az els§ egyenletbe
kapjuk, hogy

r—3x . x+3x

cosx —cos3z =0 <= —2sin 5 sin— =0 <= sin(—x)sin2z = 0.

™

Mivel z € (0,7), ezért sin(—xz) # 0, igy sin2z = 0 alapjan 2z = 7, vagyis z = 7.
Osszegezve, az egyetlen stacionérius pont (x,y, z) = (g, % %)

Kiszémoljuk a Hesse-matrixot:

—sinz + sin(z + y + z) sin(z +y + 2) sin(z +y + 2)
V3(2,y,2) = sin(z +y + 2) —siny + sin(z + y + 2) sin(z 4y + 2)
sin(z +y + z) sin(z + y + 2) —sinz +sin(x + y + z)

Behelyettesitjiik a stacionarius pontot a Hesse-matrixba:

oo -2 -1 -1
2
— =, =)]=(-1 -2 -1
v (2’ 2’ 2)
-1 -1 =2
Kiszémoljuk ezen matrix féminorjait:
9 _1 -2 -1 -1
A1 =-2<0, Ay= =3>0, As3=|-1 -2 —-1|=-4<0,
-2 -1 -1 -2

tehat a Sylvester-tétel alapjan a V2 (g, B %) matrix negativ definit. Igy a (g, % g) staci-
onarius pont helyi maximumpont. O

1 =z z
f:(O,OO)3—)R, f(fL',y,Z):——{——{—y_{_i’
r y =z 1

Megoldds. A stacionérius pontokra vonatkozo egyenletrendszer:

of _ 1 1 _
L=-L+i=0

of P

_ z 1 _

oy~ =0
of _ _y 1 _

9: = 2 T 16 =0

Ezt az egyenletrendszert a kdvetkezSképpen oldjuk meg. Az els6 egyenletbdl adodik, hogy
y = 22, amit behelyettesitve a masodikba kapjuk, hogy zz = 3> = 2. Mivel z # 0,
ezért z = x3. Végiil a harmadik egyenletbe helyettesitve ezeket, kapjuk, hogy 1622 = 25,
ahonnan x = +2. Ha o = —2, akkor y =4 és z = —8. Ha x = 2, akkor y = 4 és z = 8. Igy

a fenti egyenletrendszer két megoldasa a két stacionarius pont:
(—2,4,-8) ¢és (2,4,8).

FErrél a két stacionarius pontrél kell eldonteni, hogy helyi minimumok vagy maximumok
vagy egyik sem.
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A Hesse-féle matrix felirasahoz kiszamitjuk a méasodrendii parcialis derivaltakat:

OPf 2 *f 1 ’*f
oz~ 23’ oyor  y2’ 0z0x
?r 1 O*f 2 *r 1
oxdy  y?’ o2 3 020y 2%

*f 2f 1 Pf 2
0x0z ’ OyOz 22’ 022 2%

ami alapjan a Hesse-féle matrix:

s Tyl

1 2z 1
Viay)=|-= 5 -5
y2 y3 22

1 2y

2,3

L T (N S
1 16 1 2
111 11
Vi (-2,4,-8)=|-— —— ——|=|-= - —=
( ) 16 16 64 2 2P
11 11
0 —— —— 0 —— ——
64 64 FERNVE

Kiszémoljuk a méatrix féminorjait:

1 3 2
Al =—<0, Ag=—>0, Az3=—-——=<0.
'y 2T ST
Ezek alapjan a V2(—2,4, —8) matrix negativ definit s ebbdl kifolyolag a (—2,4, —8)
stacionarius pont helyi maximumpontja az f fliggvénynek.

e Hasonloan a (2,4, 8) stacionarius pontra is kiszamoljuk a Hesse-féle matrix értékét:

1 1 0 1 1 0

4 16 4 42
y ! 1] | 1 1 1
Vel =% % Tl e 2 B
1 1 1 1
0 - = 0o = =
64 64 43 43

Kiszdmoljuk ennek a matrixnak a féminorjait:

1 3 2
A:* A:* Azi .
1 4>0, 2 44>0, 3 47>0

Tehéat a V2(2,4,8) matrix pozitiv definit és ebbdl kifolyolag a (2,4,8) stacionarius
pont az f fliggvény helyi minimumpontja.

(h) f:R? >R, f(z,y) =" (a? +y?).
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Megoldas. Kiszamoljuk az els6rendi parciélis derivaltakat:

0 0
a—i(w, y) = 5o (V@ %) = (" + 20 447,
af 9 T+3y (.2 2 +3y 2 2
a—y(x,y)za—y(e (2% +y?)) = " (32” + 3y” + 2y).
Kiszédmoljuk a stacionarius pontokat a kévetkezs egyenletrendszerbdl:
%:0 T3 (2? + 22+ 9y%) =0 224+ 2x+1y%2=0
=0 e"t3Y(32% 4 3y% + 2y) = 0 322 + 3y +2y =0

{x2+2x+y2:0 {10$2+2$:O
<

—6z+2y=0 Yy =3z
ahonnan kapjuk az (z1,y1) = (0,0) és (z2,y2) = (—3, —2) stacionérius pontokat.

A Hesse-féle matrix felirasahoz kiszamitjuk a méasodrendii parcialis derivaltakat:

92 d
875‘7;(:6’ y) = p (e"t3(2® + 22 + y?)) = " (2 + y? + 4z + 2),
't (x,y) = 9 (e"3(2? + 22 + y?)) = "3 (32% + 3y* + 62 + 2y)
oyor Y T By vy = y Y),
0° 02 .
amgy ) = 8yéfx (w,y) = (30" 4 3y + 62 + 2y),
ﬁ(x ) = 9 (€™ (32 + 3y* + 2y)) = "3V (92% + 9y + 12y + 2)
D2 Y= dy Y y)) = Yy Yy )

Ez alapjan felirhatjuk a Hesse-féle métrixot:
T (x? 42 +4x+2)  e"Y(322 4 3y? + 62 + 2y)
"3 (322 + 3y 4 62+ 2y) V(922 +9y2 + 12y +2) )

VQ(xvya z) = (

e A (0,0) stacionarius pontra a Hesse-féle matrix értéke:

Vv2(0,0) = <(2) g) :

Kiszamoljuk a méatrix féminorjait:

A1 =2>0, Ay=4>0.
A Sylvester-tétel alapjan a V2(0,0) matrix pozitiv definit, és ezért a (0, 0) stacionarius
pont az f fliggvény helyi minimumpontja.

o A (—%, —%) stacionarius pontra a Hesse-féle matrix értéke:

Kiszémoljuk a matrix féminorjait:

8
Alzg-e_2>0, Ay=—4.-e74<0.
A Sylvester-tétel alapjan a V2(—%, —%) métrix nem pozitiv definit, sem negativ defi-
nit. A Hesse-féle matrixhoz rendelt kvadratikus alak:

8 -2 —2
5 € 5 € hi\ 2 5 o 2
' 62> <h2> = 56 (4h1 — 6h1h2 — 4h2).

Q(h1,hg) = (h1  ho) ( > Ly

6, —

wtljco GOy

Ez az kvadratikus indefinit, mivel Q(1,0) = % ce72 > 06 Q0,1) = —% e 2 < 0.

Tehét a (—,—2) pont nem helyi szélsGérték (nyeregpont).
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O]

10.3. Feladat. Hatarozd meg annak a téglatestnek a méreteit, amelynek térfogata v és a felszine
minimélis!

Megoldds. Legyen a téglatest hossztisiga x, szélessége y, magassaga z, ahol x,y,z > 0. Ekkor
a térfogata V(x,y,2) = zyz = v, illetve a felszine F(x,y, z) = 2zy + 2yz + 2zz. Kifejezziik a
magassagot a térfogatra vonatkozo relaciobol z = x%;’ majd behelyettesitjiik a felszin képletébe,
igy kapva az
flzy)=F <:vy U> —oay+ 242 4y >0
Y x (Y

fliggvényt, amelynek meg kell hatarozni a minimumpontjat.
Kiszamoljuk az els6rendd parcialis derivéaltakat:

2 2 2
af:a<2a:y+v+v>:2y—v
x Y

dr  Ox x2’
of 0 v 2v 2v
== (2oy+ =+ =22 .
dy Oy ( T Ty > y?
Felirjuk a stacionarius pontokra vonatkozo6 egyenletrendszert:

0

9 — ¢ 2y — % =0 y=2

g=0 20— % =0 z=2

ahonnan kapjuk az (z,y) = (/v, /v) stacionéarius pontot.
Megvizsgaljuk, hogy ez a stacionarius pont (helyi) minimumpont-e. Kiszamoljuk a méasod-

rendi parcialis derivaltakat:
o’f 0 < 2v> 4v

o022~ Ox x2 x3’
0% f 0 2v
dyor ~ dy (29— 2> -
2f 9 %
da0y ~ 0z (2”3_ y?) -2
0% f 0 2v 4v
L2 (2 — .
oy? Oy y? y3

Felirjuk a Hesse-féle matrixot

amelybe behelyettesitjiik a stacionarius pontot

VY = (5 1)
2 4
Kiszamitjuk ezen matrix féminorjait Ay =4 > 0, Ay = 12 > 0, igy a Sylvester-tétel alapjan a
V2( /v, /v) métrix pozitiv definit, és ezért a (/v, /v) stacionarius pont helyi minimumpontja
az f fliiggvénynek. Mivel ez az egyetlen stacionarius, ezért egyben globalis minimumpont is. Ezt
a kovetkezSképpen is belathatjuk: minden x,y > 0 esetén

f(%’%)_GW—ff{’/(%y)' (2;) ~ <2yv> §2xy+2;+2yv

a szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlétlenség alapjan.
Tehat az adott v térfogati és minimalis felszind téglatest egy /v élhosszusagi kocka. O
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10.4. Feladat. Hatarozd meg annak a téglatest alaki és v térfogati medencének a méreteit,
amelynek elkészitéséhez a legkevesebb anyag kell (felszine minimalis)!

Megoldds. Legyen a medence alapja egy x hosszusagi és y szélességl téglalap, illetve legyen a
medence magassaga z, ahol x,y, z > 0. Ekkor a medence térfogata V(x,y, z) = xyz = v, illetve
a felszine F(x,y, z) = vy +2yz+2zx. Kifejezziik a magassagot a térfogatra vonatkozo relaciobol

z = :]Tyv majd behelyettesitjiik a felszin képletébe, igy kapva az
v v 2v
f(x,y)-F(x,y,)—xy—i——i—, $7y>0
Ty x Y

fliggvényt, amelynek meg kell hatarozni a minimumpontjat.
Kiszédmoljuk az els6rendii parcialis derivaltakat:

of 0 < 2v 21)) 20
—_ a’; = —_—

or oz vttty VT
af 0 n 2v n 2v 2v
—=—|awy+—+—)=2-—.
A y?
Felirjuk a stacionérius pontokra vonatkozo6 egyenletrendszert
af _ v _ _ ozt
ay =0 A =5

ahonnan kapjuk az (z,y) = (+v/2v, v/2v) stacionérius pontot.
Megvizsgaljuk, hogy ez a stacionarius pont (helyi) minimumpont-e. Kiszamoljuk a méasod-
rend parcialis derivaltakat:

>f 0 20\ v
dx2 ~ Ox <ym2> K
o*fr 0 v\
dydx ~ Ay <y 372> B
0% f 0 20\
D20y 8x<x y2>‘ ’
2f 0 2v 4v
7 8y<x y?> T

Felirjuk a Hesse-féle matrixot

amelybe behelyettesitjiik a stacionarius pontot
2 1
v = (5 ).

Ennek a matrixnak kiszamitjuk a féminorjait Ay = 2 > 0, Ay = 3 > 0, igy a Sylvester-
tétel alapjan a V2({/v, ¢/v) matrix pozitiv definit, és ezért a (v, /v) stacionarius pont helyi
minimumpontja az f fliggvénynek. Mivel ez az egyetlen stacionarius, ezért egyben globalis
minimumpont is. Ezt a kovetkezéképpen is belathatjuk: minden z,y > 0 esetén

f(f’/%,f’/%):3m:3€/($y),<%>_<2;> S:Ey+2;+2yv

T

a szamtani és mértani kézepek kozotti egyenlGtlenség alapjan.
Tehat az adott v térfogatii és minimalis felszint medence alapja v/2v oldalhosszisagt négyzet,

3
illetve a magasaga z = \3/#? = @ O
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10.5. Feladat. Egy egységnyi szélességli lemezbdl olyan egyenlszara trapéz kereszmetszeti
csatornat szeretnénk késziteni, a trapéz két oldala és az egyik alapja alkotja a csatorna két
falat, illetve aljat (lasd a 10.2. 4brat). Hatarozd meg annak a trapéznak a méreteit amelynek a
legnagyobb ateresztGképessége (a trapéz teriilete a legnagyobb)!

10.2. 4bra. Csatorna keresztmetszete.

Megoldds. Legyen a csatorna keresztmetszete az ABC D trapéz melynek szarai AB és CD, illetve
egyik alapja BC'. A csatornat az AB, BC és CD alkotjat. Legyen az AB és C'D szarak hossza
x, a BC alaphossza y, a DA alap hossza pedig z, végiil az ABC' szbg mértéke 6.

A lemez szélessége egységnyi, ezért 2o + y = 1, ahonnan y = 1 — 2z. A trapéz magassaga
h = x-cos(0—7) = x-sinf. A trapéz (nagy)alapjanak hossza z = y+2x cosf) = 1 —2x —2x cos 6.
Ekkor a trapéz teriilete

y+z 1—2z)+ (1 —2x —2xcosh)

ol

T(x,0) = 5 5 -xsind
= zsind — 222 sinf — 22 sin 6 cos §
72
= zsinf — 22%sinf — ?sin%,
ahol z € (0,1) és 8 € (0, 7). Tehat a
2

T:(0,1) x (0,7) =R, T(z,0) =zsinfh — 22°sinf — %sin%

fliggvényt kell maximalizalni.
Kiszédmoljuk a T fliggvény els6rendii parcidlis derivaltjait:

T 2
6— = 2 zsinh — 222 sinfh — x—sin29 =sinf — 4xsinf — x sin 20,
Oor Oz 2
2
?9? = 886 (msin@ — 22%sinf — Zsin%) = zcosf — 222 cos 0 — 2 cos 26.

Kiszamoljuk a stacionérius pontokat. Megjegyezziik, hogy x # 0 és sin§ # 0, igy

5 =0 $in 0 — 4zsin 6 — 2sin 20 = 0
—

%:0 xcos ) — 222 cos ) — 2 cos 20 = 0

{sin@(l — 4z —2xcosh) =0

z[cos — 2w cos — x(2cos?0 —1)] =0

{1—4x—2xcos€-0 {1—4x—2xcos€-0

cosh — 2z cosh — 2z cos?0+ 2 =0 2xcos +x =0

ahol a masodik egyenletbdl kivontuk az elsé egyenlet cos x-szeresét. Az utolso egyenletbdl kapjuk,

hogy cosf = —%, vagyis 6 = 2{ (azaz 120°), illetve 2 = %
Megvizsgaljuk, hogy az (z,0) = (%, %’r) (helyi) szélsérték-e. Kiszamoljuk a T' fiiggvény

mésodrendt parcialis derivaltjait:
?’T 0

5 = 9 (sinf — 4z sin @ — xsin 20) = —4sin f — sin 26,
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O*T 0
209 89(81119 4xsinf — xsin26) = cos § — 4z cos § — 2z cos 20,
x

2 2
88;; ggaT = cos 6 — 4x cos § — 2z cos 20,

x x

2

202 BT (xcosH—Qx cosf — x? 00829) = —xsinf + 222 sin 0 + 222 sin 26.

Ezek utéan felirhatjuk a Hesse-féle matrixot

V(. 0) = —4sinf — sin 20 (1 —4x) cos O — 2x cos 20
"7 \(1 - 4x) cosf — 2z cos20  —xsinf + 222 sin § + 222 sin 260
amelybe behelyettesitjiik a stacionarius pontot

A CES B A S )+_3§((—_33))>:(_f L)

Kiszamolva ennek a matrixnak a féminorjait Ay = 3‘[ < 0és Ay = 2 > 0 a Sylvester-tétel
alapjan kapjuk, hogy a V? (l 2—”) matrix negativ deﬁmt igy a (1, 2—”) stacionarius pont helyi
maximumpont. Mivel ez az egyetlen stacionarius pont, ezért globélis maxunumpont is.

Tehét a maximalis egyenl&szara trapéz alakia csatorna oldalai és alja egységnyi és az oldalait

aljatol szamitva 120° szogben kifele hajtjuk. O

=
w

“f
D=
B



11. fejezet

Hatarozatlan integralok

11.1. Elméleti 6sszefoglald

Legyen I C R egy intervallum. Az F': I — R az f : I — R fiiggvény primitivje, ha F derivalhato
az I intervallumon és F'(x) = f(z), minden z € I. Mivel I intervallum, ezért az f fliggvény
minden primitivie F + C' alaku fiiggvény, ahol C' € R egy konstans. A f fiiggvény primitivjeinek
halmazat f f(z)dz szimboélummal jeloljiik és az f fliggvény hatarozotlan integraljanak nevezziik.
11.1. Tulajdonsag

Ha az f,g : I — R fiiggvényeknek létezik primitivje, akkor minden «, 8 € R konstansok esetén
az (af + Bg) : I — R fliggvénynek is létezik primitivje, tovabba

J(@s@)+ BgaNds = a [ o+ 5 [ gla)da.

11.1.1. Integralasi képletek

xn+1
(a) /x”dx:n+1+0, ha n # —1;
d
(b) /;:1n|x]+c;

dx 1 x
(c) /M:aarc‘cga—i—C, ha a # 0;

dx 1
d —_— =1
<)/fc2—a2 %

=Iln|z+ V22 +a|+C, a#0;

r—a +C, haa #0;

z+a
dx
© |
Vi +a
dz T T
(f)/m—arcsma—i—C——arccosa+C,haa>0,
(2) /exd:v:ex+0;
(h) /a’”dx:a+0,haa>0;
Ina
(1) /sinxdx:—cosa:—l—C;

() /cos:cdx =sinx 4 C;

265
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(k)/ de =tgx + C;

cos? x
d
(1) / - f =—ctgx 4+ C;
sin® x
dx x
=1 ‘t —‘ C;
(m) /sinw n8 2 +
dx x m
ufe( ) v
(n)/cosx ng2—|—4 +
(0) /Sh xdr =chx + C és /Ch xdx =shz + C, ahol shx = % (hiperbolikus szinusz)
és chax = % (hiperbolikus koszinusz).

11.1.2. Integralasi modszerek
11.1.2.1. A parcialis integralas moédszere

Ha f,g : I — R derivalhato fiiggvények és létezik az f’g fiiggvénynek primitivje, akkor az fg’
fliggvénynek is 1étezik primitivje és

/ f(@)g (@)dz = f(x)g(x) - / 7' (@)g(x)da. (11.1)

11.2. Megjegyzés
Ha az f és g fiiggvények folytonosan derivalhatok, akkor az f'g és fg' fliggvénynek létezik
primitivje és fennall koztik a (11.1) Osszefiiggés. o

11.1.2.2. Racionalis fiiggvények integralasa, parcialis tortekre bontas moédszere

Legyen %, ahol P és @ olyan polinomok. Polinomok maradékos osztasaval kapjuk, hogy

P(x) R(x)
Q(z) Qz)’
ahol A és R polinomok, ahol R foka kisebb, mint ) foka. Ha

= A(z) +

Qz)=(x—r)"(x—ra)" ... (x —rg)"* (:):2 +piz+q)™. .. (x2 + pex + qo)™, (11.2)

ahol 71,...,r,, € R paronként kiilénbozs valos gydkei a Q(z) polinomfiiggvénynek, illetve 22 +
p1z+q1,. .., 2%+ pex + g polinomoknak nincs valos gyoke (vagyis qj > p?/él, minden:=1,...,¢
esetén), akkor az ggg felbonthaté a kovetkez§ alakban:

R) _ Ae) | Au(@) Biw) .. Bu

Qz) (z—r)™m (z —rg)™ (22 +pro +q1)™ (22 + pex + qo)™
ahol az A; polinom foka kiseb, mint nq, ..., az A,, polinom foka kisebb, mint ny, a By polinom
foka kisebb, mint 2mq, ..., a B,,, polinom foka kisebb, mint 2m,.

e Polinomok maradékos osztésaval az % alakt tortek, ahol A(x) polinom foka kisebb,
mint n, felirhatoak

Alz)  m as an

(x—r)  x—r (mfr)2+”'+m
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alakba, ahol ai,...,a, € R, és

J e B

! @@=~

x_
:a11n|x—r|+a2(_7+---+an E—— +C.

e Hasonléan % alaku tortek, ahol a 22 + pz + ¢ polinomnak nincs valés gyoke és a

B(x) polinom foka kisebb, mint 2m, felirhatok

B(x) _ biz +c1 box + co o b + cm,
(@2 +pr+q™ > +pr+q (22 +pr+q)? (22 +px +q)™
alakba. Minden %,jzl,...,m, tag esetén
bxr + ¢ b (2?4 px+q) 1
ﬁ:f.ww_bp).ﬁ,
(@ +pr+q) 2 (2*+pr+q) (% + pz + q)7

A j =1 esetben

/ bx + ¢ dx—/ bx + ¢ do
v A prtg (x+9)* + (= )

b 2c — bp 20 +p
= —-In(2? + px + q) + ————= arctg ——— + C. (11.3)
2 Vg — p? Vg — p?

A j > 1 esetben adott b, ¢ € R esetén keressiik az «, 3,7 € R értékeket ugy, hogy

/ br + ¢ ax+ B n / ~vdx
-dx = . —,
(2 + px + q) (22 + px +q)i ! (22 + px +q)i !
Derivalassal adodik a kovetkezd egyenletrendszer az «, 3, ismeretlenekre:
0=0B-2j)a+~

b= (2—j)pa+(2—25)8+py
c=qa+(1-7)pB+q,

ahonnan
2¢ — pb pc — 2qb (25 — 3)(2¢ — pb)
= — = Y= .
(j —1)(4q — p?) (J —1)(4g = p?) (J —1)(4g — p?)
Tehat j > 1 szerint a kévetkezd rekurzid irhaté fel:
/ br +c 1 (2¢ — pb)z + (pc — 2¢b)
(2 + px + q)7 (= 1(4q — p?) (@2 4+ px +q)77!
27 — 3)(2¢c — pb d
B 3)(e pQ)/ e —— (11.4)
G—DMg—p?) J (2% +pz+q)
1 2 2z +p
—————do = ——arctg ——— + C.
/x2+px+q V4q — p? V4q — p?

Tehat az [ Sgg dz integralok, ahol a nevezd (11.2) alaku, kiszamolhatok rekurzivan.
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11.1.3. Helyettesités hatarozatlan integralokban

Ha I és J intervallumok, u: I — R és f: J — R pedig olyan fiiggvények, amelyekre Im(u ) J,
az u fiiggvény derivalhato és az f fliggvénynek létezik F' : J — R primitivje (vagyis F' = f),
akkor

/f = F(u(z)) + C.
A gyakorlatban az u(z) = t, v/(x)dx = dt helyettesitéssel az integral atirhatod, mint
/f da:_/f B +C = Flu()) + C.
11.1.3.1. A tgg =t helyettesités
Ekkor
2 , 2t 1—¢?
dwzmdt7 Slnx:m, Cosx:m.

Olyan integralok esetén szoktuk hasznélni, amelyek sin z és cos z fiiggvények egy racionalis kife-
jezése szerepel.

dx dt x
= [ =mlt+ 1+ C=hngl +1]+C
/1+sinaz+cosx /1+t nlt+ 1]+ t g2+ +
11.1.3.2. Az z = tgt helyettesités
Az x = tgt helyettesités esetén
d dt . 1 ; x
x = cost = , sint =
cos? t V1+ 22 V1t 22

/ / / de / costdt / cos tdt
/1 + 22 1+ tg2t COSQt sin2¢ COS2t cos?t 1 —sin?t

cos2t
(u=sint) du 1 1 du 1
si :/1_u2:2/1_u L S+ u] [l -]+ C
_11 1+u +C—1l 1+sint 0_11 1+\/ﬁ L C
“2 1w 2 |1 —sint R p——
1+z
1 1+ a2 (\/1 + 1‘2 ) )
11.1.3.3. Hiperbolikus helyettesités
Ash:R— R, chz = ez+2@*f és shax = €= hiperbolikus fiiggvényekre teljesiil a ch? z —sh? z =
1 Gsszefiliggés, minden x € R esetén, tovabba
h(2t) — 1 h(2t) + 1
(sht)? =sh?t = 6(2) és (cht)? = ch?t = (:(2)+

Az x = cht helyettesités esetén

dz = shtdt, el = a4+ Va2 -1, és e t=x—+22-1.
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1
/\/ﬁ — ldz :/\/1 — ch?tshtdt = /sh%dtz / <2 ch(2t) — 1) dt

zva? —1—Injz + Va? — 1] Lo
5 :

1 t
4S(t) 2+C

Az x = sht helyettesités esetén

dx = chtdt, el=x+vVa2+1 és  el=—az4+V22+1.

1
/\/a:2+1da::/\/1+sh2tchtdt:/ch2tdt:/(2ch(2t)+1> dt

1 t vV +141 vz +1
— £sh(20) + 5 +C = 25 i “12’“ e B

11.1.4. Irracionalis fiiggvények integralasa
11.1.4.1. Els6 tipus

Ha a kovetkez§ tipusi integralt szeretnénk kiszémolni:

/R x, ax+b %,..., oz +b - dez,
cx+d cx +d

ahol R egy racionalis fiiggvény (tehat két polinom aranya) és p;, ¢; egész szamok, akkor az

ar +b
=z
cr +d

n

helyettesités visszavezeti a problémét egy racionélis fiiggvény integralasara, ahol n a legkisebb
kozos tobbszorose a g1, g2, . . . ¢ nevezdknek.

11.1.4.2. Masodik tipus (Csebisev helyettesités)

Ha az
/xm(ax" +b)P dz

integralt szeretnénk kiszamolni, ahol m,n,p € Q, akkor a kovetkezs helyettesitésekkel vissza
tudjuk vezetni a feladatot egy racionalis fliggvény integralaséara:

e Ha p € Z, akkor x = 2", ahol r kozos tobbszorose az m és n nevezGjének.

1
o Ha + € Z, akkor az™ + b = 2°, ahol s a p nevezdje.
n
1
e Ha mt + p € Z, akkor a + bx™" = 2°, ahol s a p nevez§je.
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11.1.4.3. Harmadik tipus

e Ha az

—dx
/ Vax? +bxr+c

integralt szeretnénk kiszdmolni (ahol P egy n-edfoku polinom), akkor azt el6bb parciélis
integralassal atirjuk

x)\ ax? —f—b:[:—i—c—i-)\/
\/ax2+bx+c

/\/aazz—i-b:z-i-c

alakra (@ egy (n — 1)-edfokt polinom).

e Ha az

/ dx
(x — a)"Vax? +br+c

integralt szeretnénk kiszamolni, akkor azt az = t helyettesitéssel visszavezetjiik az

T—«
el6z6 tipusra.

11.1.5. Algebrai integralok (Euler helyettesités)

Ha az

/R(:c, Vax? +br+c)dx

integralt szeretnénk kiszamolni, akkor az aldbbi helyettesitések visszavezetik a feladatot egy
racionalis fiiggvény integralésara:

e Ha az ax® + bx + ¢ = 0 egyenlet gydkei az 1,z valés szamok, akkor vVax? + bxr + ¢ =
z(x — x1);

e Ha a > 0, akkor vax? + bx + ¢ = z\/a + z;
e Ha ¢ > 0, akkor vVaz? + bx + ¢ = \/c + zx.
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11.2. Feladatok

11.1. Feladat. Szamitsd ki a kdvetkez§ racionalis integralokat:

43 z+1
@ [ © | Gt
2?2 — 3z +2 / dz
b LT TS e f T2 o
(>/$3+2$2+x Z; () (373_1)2
z+1 a’
_ T g R
) /21:2+31:+2 o ®) /3x2—4w+1d$’
4z +1 do
q da h —S 5
@ [ Grae ot W [ G
11.2. Feladat. Szamitsd ki a kovetkezs integralokat a parcialis integralas modszerével:
i 6arctgx
(a) /e cosr dx; (g) /3dx;
(1+22)2
b /lnxdx; n® 2
(b) (h) / —da;
(c) /xe dz; (i) /e‘”” cos bxdx;
2 2x .
(d) /:c e~ dw; 6) /xQe”CSirwdx;
(e) /xa dz, (a > 0) ; (k) /xex sin? zdux;
l,earctgaz
(f) /dl‘, L arcsin x
(422 R v

11.3. Feladat. Szamitsd ki a kdvetkezs integralokat trigonometrikus helyettesitések segitségével:

) [ Vi= s 0 [ G

+1)3
x2dx ) \/51327
R /

) / dz Q) / dz
——; ) | ——
xV1—2? vVl —x)
dx 1+2
e —_— :
(>/($2+1)2 W) \/1—ZE2
11.4. Feladat. Szamitsd ki a kdvetkez§ integralokat hiperbolikus helyettesitések segitségével:

a) / Va2 + 4dz; (b) / V2?2 — 9da;
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dx
c Va2 — 2z + 2dx; e /;
()/ (e) (VI —22)3
dx
(d) / Va2 + 2xdx; £ / = .
® (V1+22)3
11.5. Feladat. Szamitsd ki a kévetkezs integralokat:
dx
(a) - ; (e) [ cos2zcosdx cosbrdr;
1+ sinz 4 cosx
sin xdx dz
b _— £ )
() /1+sin2$ () /cosx+2sina:—|—3’
(c) /sin 2z cos 3z du; (g) / dz .
sin z(2 + cos z — sin x)

(@) /(ij)

11.6. Feladat. Szamitsd ki a kdvetkez§ irracionalis integralokat:

W [ 0 [

(®) /\/295—1d—x<*/2x—1; ®) /x/:f:\/i”/:?dx;
(c) /xQde; (h) /xmdw;
@ | w 0 | ay

() / de;

11.7. Feladat. Szamitsd ki a kévetkez§ algebrai integralokat:

dzx xdx

(@) /(x—l)\/x2—3x+2’ © /(a:—l)\/l—i—w—xQ’
dx . dx ‘

(b>/1+\/a:2+2:c+2’ (f)/2\/1—x2+1—x2’
dz _ dx

© /(x+1)M’ (®) /m;czf

dz
@ / Y
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11.3. Megoldasok

11.1. Feladat. Szamitsd ki a kdvetkez§ racionalis integralokat:

(a)

/ x3+3d:1:;
3 —x
r+3

Megoldds. Az /
z(x—1)(z+1)
egyszeribb tortekre bontjuk szét. Ezt a mddszert parcialis tortekre bontasnak nevezik. A

tortet a kovetkezs alakba frjuk fel

r+3 A B C

x(x—1)(z+1) E+x—1+x+1’

dx integrél kiszamitasahoz az integral alatt szerepld tortet

ahol A, B,C € R. Fontos, hogy a bal oldali tértben a szamlalo foka kisebb mint a nevezd
foka, mert ezért valaszthato A, B, C val6 szamoknak, kiilonben 6k is polinomok lennének.
A jobboldalon koz6s nevezdére hozunk

x+3 A B C A(z®> = 1)+ Br(z + 1)+ Cx(x — 1)

z(z—1)(z+1) ;+x—1+x+1: z(z—1)(x+1) ’

és azonositjuk a szamlalokat a két oldalon

t+3=A@*>-1)+Bz(z+1)+Cz(z—1) <
t+3=-A+(B+C)x+(A+B-C)*

A két oldalon 4ll6 polinomok egyenl6ek pontosan, akkor ha a megfelel§ egyiitthatok egyen-
16ek:

3=-A
1=B+C = A=-3 B=2 C=-1.
0=A+B-C

rz+3 -3 2

Tehat = -
cha x(z—1)(x+1) a:+x—1+:c+1’

/ TS d:):—/ ;34- 2 + ! dx =
r(z—1)(x+3) " x x—1 =z+1 B

=-3ln|z|+2In|z—1]+Injz+ 1]+ C.

ezért

/ 22— 3z +2

————dux;

3+ 222+

Megoldds. A nevezd a kovetkezSképpen bonthaté szorzatra: 234222+ = z(22+22+1) =

z(x + 1)2. Emiatt az intregral alatt talalhaté tort a kovetkezSképpen bonthaté parciélis
tortekre:

22— 3x 42 $2—3$+2_é Bz +C  A(x+1)*+ Bz*+ Cx

34222+ x(r+1)2 _:U+(:B—|—1)2_ x(z +1)2

)

ahonnan azonositva a szamlélokat kapjuk, hogy

22 —3r+2=A(x+1)*+B2* +Cx & 22 -32+2=A+ 24+ C)x + (A+ B)z>
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Azonositva a megfelels egytitthatokat kapjuk a kovetkezd egyenletrendszert:

2=A

—3=244+C = A=2 B=-1 C=-T1.

1=A+1B
Tehat

z? — 3z +2 2 -3z +2 R 2 —rx—-1-6
/x3+2x2+x v / x(z+1)2 v /<:U+(:U+1)2) v /<:1:+ (x +1)2 > v
2 1 6 6
= - — — dx =21 —1 1 — +C.
/(x z+1 (3:+1)2> v =2zl —Infr+1[+ = +

rz+1
d .
(c) /2x2+3x+2 .

Elsé megoldds. A 2x* + 3x + 2 polinomnak nincs valos gyoke, mivel az 222 + 3z +2 =0
egyenlet diszkrimindnsa A = —7 < 0. A tort szamlalojaban megjelenitjiik az nevezd
(222 + 32 + 2)/ = 4x + 3 derivaltjat:

/ x+1 dx:/i(élx—l-?))—l-}l:1/(2x2+3x+2)’dx+1/ da

212 + 3x + 2 212 + 3x + 2 4 212 + 3x + 2 4] 2224+ 3x+2

1 1 dz
= (2% 3042+ [ e
g (a7 + 8w+ )+4/2x2+3x—|—2

Az [ %bﬁ% integral kiszamitasahoz felirjuk, hogy
3\ 2
2_92.(2) =2

A
1 1 Ty 16

[ 3 3\ 2
202 +3x+2=2 x2—|—2-:v+<>

SERL)

Ez alapjan

/ dx _1/ dx (u=£+§)1/ du
27 +3r+2 2 o+ 3+ ( 7)2 o2 u2+(§)2

L te —— 4 C L,
= — - — -arctg — = — -arctg —
Y
4(z+32)
—— - arct 74-0
7 s VT
2 4dx + 3
= — - arct +C
7 & VT
Osszegezve,
r4+1 1 ) 12 4z + 3
"1 drz=-1In(2 3z +2)+ = —— - arct C
/2x2+3x+2x 4n(x+x+)+4\ﬁ arcte V7 +
1 1 dx + 3
= “In(22%2 + 32 +2)+ —— . arct + C.
1 ( ) Wi &/
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Masodik megoldds. A (11.3) képlet alapjan (b=c=1,p=3, ¢=1)

r+1 1 x+1
222 + 3x + 2 2 x2+§x+1

1101 3 2.1-1-3 20 + 3
=3 iln(x2+§x+1) —2 arctg —=—— T +C
I Va-1—(3)? Va-1—(3)?]
1101 3 2.1—-1-32 2 +
=_|sln@@®+o+1) + ———2 -arctg—x = +C
212 2 4.1 3\ 2 4.1 3\ 2
i 1-(3) Va-1-(3)]
1 1 1 4z + 3
=—In|( = 2x2+3x+2>+-arct +C
1 dr+3 In2
= —In(22% + 32 +2) + —— - arct - —Z4C
( ) 27 VT 4
1 4 + 3
= ZIn(22° +3x+2)+ — - arctg ——— + (",
( ) Wi &/
O

422 + 1
d da;
()/(2m2+3m+2)2 v

Megoldds. Az el6z6 alpont alapjan a 222+ 3z +2 polinomnak nincs valos gyoke. Polinomok
maradékos osztasival kapjuk, hogy 42 + 1 = 2(222 + 3z + 2) + (=62 — 3), ahonnan

/ 4r% +1 q / 2 q 3/ 2041
r= [ —5————dz— T
(222 + 3z + 2)? 222 + 3z + 2 (222 4 3x + 2)?

A (11.3) képlet alapjan (b =0, ¢ = 1) kapjuk, hogy

2 1 2.1 2+ 3
st [ mrpte- ettt
X X =
e+ 5T+ 4-1-(3)? 4-1—(3)2
4 4r + 3
= — -arct 7-}-(]
VT S

A (11.4) képlet alapjan (j =2, 0=2,¢=1,p= %, q = 1) kapjuk, hogy

/ 2041, 1/ 2041
rT=—- | —F———dx
(222 + 3z + 2)? 4] (22 + 3z+1)?

1 1 2:1-2-2)z+(3-1-2-1-2)
41@2-1)-4-1-3)p2) 22+ 3w +1

L 22-3 2-1—3-2/ dz
2-1 4-1—(2)2) 22+ 3z+1
—2r — 5 4 4+ 3

= — t +C.
122132 +2) v TR

Osszegezve,

/ 422 +1 q / 2 q 3/ 2041,
rT= | —5——F——-dr — x
(222 + 3z + 2)? 222 + 3z + 2 (222 + 3z + 2)2
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4 arct 4z + 3 —2r—5 4 arct 4x 4+ 3
= —-ar — — retg ———
N A T2+ 30 +2) 77 8T
1 4 4
= Ox + 15 + 0 arctg $+3+C.

7222 +3x+2)  TV7 VT

z+1
————dx;
(¢) /(1:2+4x—|—5)3 “

Megoldds. Az x? + 4z + 5 polinomnak nincs valos gyoke, mert a 22 4+ 4z + 5 = 0 egyenlet
diszkrimindnsa A = —4 < 0. A (11.4) képlet alapjan (j =3, b=c=1,p=4,q=15)

/ rtl 1 (2 1-4-Dr+(4-1-2-5-1)
(22 4+ 4x + 5)3 (3—1)(4-5—42) (2 + 42 4 5)?

2.3-3 2-1-4-1 dx
3-1 .(4~5—42)/(x2+4m+5)2
1 z+3 3 dx
4'(x2+4x+5)2_4/(x2+4x+5)2'

Az | (IQJriii%)Q integralra ujra alkalmazva a (11.4) képletet kapjuk, hogy
/ dz B 1 20 +4 n (2-2-3)-2 / dz
(12 +4z+5)2 (2-1)-(4-5-42) 22+4z+5  (2-1)(4-5-4%) ) 22+4dz+5

_1 T+ 2 +1 / dz

2 224445 2 (22 4+ 4x + 5)?

(11.4) 1 T +2 1 2 20 +4

= -+ - ——— arctg ——=+C
2 21445 2 Vis-2 B Ao

1 T+2 1
=—-———— + —-arct 2)+C
5 $2+4$+5+2 arctg(z +2) +
Osszegezve
r+1 1 T+3 3 /1 T+ 2 1
S e B S A (P s R et 2 C
/(:v2—i—4:v—|—5)3 . 4 (2?24 4x +5)? 4<2 x2—|—4x—|—5+2 arctg(z + )>+
1 T+3 3 x+2 3
—_-.__*Te 2 __TTE 2 et 2) +C
1 @P+a015P 8 Prae+s 5 dcl@T2E

dx
0 @

Megoldds. A nevezé felirhato (3 —1)2 = (z — 1)?(2? + x + 1)? alakba, ahol az 22 + z + 1
polinomnak nincs valés gyoke. Ez alapjan a kovetkez§ alakban keressiik a parcialis tortekre

bontast:
1 o " a2 bix + 1 box + 9
(3-1)2 -1 (-1 22+2+1 (22+2+1)2’
ahol a1, as,by,c1,b2,co € R. A jobb oldalon 1év6 torteket kozos nevezdre hozzuk és Gssze-
hasonlitjuk a kapott szamlalot a bal oldal szamlalojaval:

1 :al(z:f1)($2+x+1)2+a2(x2+x+1)2+
e @17
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N (i +c1)(z— 1222+ 2+ 1) + (bow + c2) (2 — 1)?

(@17
— 1 _ x5(a2+b1)+x4(a1+a2—b1+cl)+x3(2a1+a2+bg—cl)+
1) @ -1
x2(3a1 — ag — b1 — 2b2 + 02)+
GRS

x(2a1 —ag + b1 + by — 1 —2¢2) + (a1 — a2 + ¢1 + ¢2)

+ )
(@51

ahonnan szadmlalékban 1év6 polinomok egyiitthatéit dsszehasonlitval kapjuk a kévetkezs
linearis egyenletrendszert

(0=a1 + b

O=a1+as—b1+¢
0=a1+2a2+b2—cy

0= —aj +3as — by —2bs + ¢
0=—a;+2as+b;+by—c1 —2c
\1:—a1+a2+01+02

, Cg = % Tehat

SV

7b2:

Wl

, C1 =

Nell
o

ag =

Rell\)

amelynek megoldasa a; = — , by =

L2 1 1 1 +1 2z + 3 1 z+1
(@3-1)2 9 z—-1 9 (x—12 9 22+2+1 3 (22+z+1)%

2 1 1 1 2 11
_Z. St Jde=-2lfz—1 - C.
/[ 9 7-1"9 (x—l)Q] v=—ghle=l=g- o5

A (11.3) képlet alapjan (b=2,c=3,p=q=1)

/1 2x + 3
- —dz
9 224+2x+1

Innen

2-3-2-1 ; 2z +1
——— aI'Clg —F—————
V4-1—12 g\/4-1712

2 1
- arctg ol +C.

V3

+C

Ol = O -

B-ln(ﬂﬂ+m+1)+
~1n(952+x—i-1)—i-i

9V3
1.4) képlet alapjan (b=2,c=p=q=1)
/1 z+1 1 1 (2 1-1-Dz+(1-1-2-1-1)
3 (22+x+1)2 3 2-1)4-1-1? |

(
1 (2:2-3)(2-1—-1-1) dz
37 (2-1)4-1-12) /:c2+x+1

Al

r—1 2 20 + 1

-arct +C
SRV

1 z—1 1 dx
_9.x2+x+1+9/x2+x+1
1

9 224ax+1 93

Osszegezve

/dx_ L ! _,_, In(z* —|—av—i-1)—i-i arct 2ot
(x3 —1)2 9 r—1 9 9v/3 8 V3
1 z—1 2 2z +1

+ - + -arctg ——— 4+ C
9 224+z+1 93 S
L ?+r+1 1 1 +1 r—1 N 2 . 2x+1+c
=—-—-n—F— = - - arc .
0 " @12 9 z-1"90 22tz+1 33 8T/
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3
a
/3x2—4x+1 x’

Megoldds. Polinomok maradékos osztasaval kapjuk, hogy 3 = (%x + %) (322 —4x+ 1)+
(Ex — é), ahonnan

9 9
a3 1 4 1 132z — 4
— = dz= —r+—)de+-- | ————d
/3x2—4x+1 v /<3x+9) Tty /3x2—4x+1 v

22 Az 1/ 13z — 4
322 —4x+1

i

6 "oty

A 322 — 42 + 1 polinom valés gyokei z1 = % 6s vo = 1, igy 322 — 4w +1 = 3(z — %)(aj —1).
Ez alapjan kovetkezSképpen bontunk parciélis tortekre:

132z — 4 B a n b
32 —4x+1 3x-3%) z-1
13x — 4 a b

3x2—4x+1:3x—1+x—1

ahol a,b € R. K6z06s nevezdre hozunk és 6sszehasonlitjuk a szamlélokat:

1Bz —4  a(r—1)+b3x—1)

322 —4x+1 Bz —1)(z—1)
13z -2  a(x—1)+bBz—1)
322 —4x+1  3a2—dz+1
ahonnan 13z — 4 = a(z — 1) + b(3xz — 1). Innen el6bb x = 1, majd = = % helyettesitéssel
kapjuk,hogya:—% ésb:%. Tehét
1Bz —4 1 1 +2 1
322 —4r+1 2 3z—-1 2 x-1
ahonnan
[ .
302 —dz+1 2 [ 3z—1 " 2 ) a—1
1 9
:—6-ln|3x—1|—|—§-ln|x—1|—|—c.
Osszegezve
x3 2 4x 1 1
———dr=—+——-—— -InBx—-1|+ =1 -1+ C.
/3x2—4x+1x 6 "9 5 mBro Aty nfrlfy
O
/ dx
(2242 +1)%

Megoldds. A nevezében 16v6 22 +2x+ 1 masodfoki polinomot vizsgéljuk, hogy felbonthaté-e
két els6fokt polinom szorzatéra vagy sem, azaz, hogy a masodfoka polinomnak van-e valos
gyoke vagy sem. Ezt teljes négyzet kialakitasaval vizsgaljuk:

‘+r+1=1"+2 1+12+1 0 +12+3
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Mivel a teljes négyzeten kiviili szam pozitiv, ezért nem alkalmazhaté az a® — b*> = (a +
b)(a—b) roviditett szamitasi képlet és igy nem bonthato fel két elséfoku polinom szorzatara.
Megjegyezziik, hogy ha felbonthaté lett volna akkor a parciélis tortekre bontassal a tortet
szét lehetett volna bontani egyszertibb tortekre és azokat integralni.

Mivel nem bonthato fel az 22 + x 4 1 polinom elséfoktiak szorzatara, ezért visszavezetjiik

d
az integrélt egy / (QTUW alaki integralra, amit kiszamitottunk a 11.3(e) feladatban.
v

Ezt a kovetkezGképpen tessziik.

dx dx du du
/(x2+$+1)2:/[(3;+1)2+§J2(:)/[ueri]?@/(2)2.[4.U2+1]2:

2 3

@/ . du <:>/( )26‘31 - <§)2\/§/(U2d+”1)2,

ahol
1
(1) el6szor az u = = + 5 helyettesitést hajtottuk végre,

3
(2) majd kiemeltiik a szogletes zarojelbdl a 1 szabadtagot,

4 3\
(8) majd a 3= <4> tortet bevittitkk az v mellé a négyzet ala

4
(4) és végil a v = \/;u helyettesitést végeztiik.

4 4 1 2 1
Tehat a 11.3(e) alapjan és v = \/;u = \/; (ac + 2) = :1:\/—; helyettesitéssel

/ 2 \/Z/ dv 11.3(e) (4 2 \/Z arctgv n 1 v Lo—
(x2+a:+1 3) (v2+1)2  \3 31 2 2 1402 B
21+1 2z41
4\ 2 4 arctg

1
3 2 2 H(Q%l)g
r 2x+1 7]
1/4\* [4 2z + 1 5
=—1|=z = |arct + +C =
2 3) 3 g( V3 ) a2 +z+1)

4 1

(
(g)Q 4arctg<2x+1>+ 3@+ 35) oo

VE] s(@?+z+1)

4\ 2 \/Z ) 2r+1 L x+%
— — arc
3 3\ T A 224+l

11.2. Feladat. Szamitsd ki a kovetkez§ integralokat a parcialis integralas modszerével:

(a) /excosxdx;
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Megoldas. Kétszer alkalmazzuk a parcidlis integralas képletét:
/em coszdx = /(ex)'cos xdx
=e*cosw — /ex(cos r)'dx
=e"cost + /em sin zdz
=e"cosxr + e*sinz — /em(sin x) dx
=ecosx +e“sinw — /ex cos xdzx,
ahonnan kapjuk, hogy
/ew cosxzdr = e* cosx + e sinx — /ex cos zdz.
A jobb oldalrdl az integralt atvive a bal oldalra adodik, hogy
/em cosxdr = %ex(cos x +sinx) + C.

Megjegyzés. Hasonlé modon kiszamolhatjuk, hogy [ e® sinzdz = %em (sinz—cosz)+C. O

/ln zdx;

Megoldds.

/lnxdx:/l-lnmdrvz/(x)'-lnxdxlenw—/az(lnaj)'dw

lenx—/x-1dx:$ln$—/1dx:$ln$—x+0.

x

/ re®dz;

Megoldds.

Megjegyzés. Az [ P(x)e®*dz alaki integralok esetén, ahol P(z) egy n-ed foka polinom,
n-szer alkalmazzuk a parcialis intregralas képletét a fenti példahoz hasonloan, amig n de-
rivalas utan a P(z) n-ed foka polinombol konstans nem lesz. O

/ z2e**dz;
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Megoldds. Az z% + x — 4 egy mésodfoki polinom, ezért kétszer alkalmazzuk a parcialis
integralas képletét:

2z \ '
/(:U2 + 3z — 4)e*dx = /(1‘2 +3x —4) <€2> dzx

5 6233 5 , 6217
=(z +3w—4)-7— (x*+ 3z —4) -de

2
2x 2\ /

eQx 623? eQx
:(m2+3m—4)-—(21‘+3)-+/(2:z:+3)’-4d3:

2z 2z
:(:c2+3:n4)-e/(233+3)'62dx

2 4
2z 2 2x
9 e e e
= 3x—4) — — (25 +3) — “~d
(x*+ 3z —4) 5 (2x +3) 1 + 5o
:(x2+3x—4)'£—(2x+3)-ﬁ+£+0
2 4 4

621

O
(e) /a:a””dx, (a>0);
Megoldds. Alkalmazzuk a parcialis integralas képletét:
z \'/ T z
/xawdx:/x- e dx:x-a—/adx
Ina Ina Ina
a”® a” a®
=r - —— ——+C=——-(-1 1 C.
T (lna,)2+ 4 (—1+=zlna)+
O

arctgx
O [
(1+22)2

Megoldas. Kétszer alkalmazzuk a parcidlis integralas képletét:

arctg x arctg x
/m3d$:/ ¢ de:/fcl,(emm)/dw
(1+22)2 (1+a22)2 1+ (1+22)2

— L - - earctgm o / < L - >, . earctgmdq:
(1+22)2 (1+22)2

x 1
— . earctgx _/ . earctgwdx

(1+22)2 1+a?%)2

_ L . earctga: B / 1 . earctgmdx
(14 22)2 (14222 1+2°

_ L . gdretg T 1 . (earctgx)/dx
(1+22)2 (1+a22)3

!
:( 2)1 'earctgx_( 1 2)1 'earctgx_i_/ <( 1 2)1> .earctgzdx
14 z2)2 14 z2)2 1+ 22)2
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— r—1 —. earctg:r _/ L ~ - earctg:pdw7
(1+22)2 (1+22)2

ahonnan kapjuk, hogy

l,earctgaz r—1
sdr = 1
(1+a):  (1+a2)

1+ 22?)

. garctg _/‘/E e
3
(1+22)2

A jobb oldalrol atvive az integralt a bal oldalra adodik, hogy

/ xearctgz
(1+22)3

( ) / earctga: q
g PN,
(1+22)3

r—1

dp= — — . earctgw + .

2(1 + 22)2

Megoldas. Kétszer alkalmazzuk a parcilis integralas képletét:

arctg x 1 arctg x 1
e P
(14 22)2 (1+22)2 1+ (14 22)2
— 1 _p earctgaz o / < 1 - >/ . earctgacdx
(1+22)2 (1+22)2

— 1 . earctgm + L . earctg xdx
1 3
(1+22)2 (1+22)>

arctg mdx

282

1 arctg x
:l'earctgx+/ r l'e 2dl’
(1+22)2 (1+a22)2 1+
1
_ (1 ; 2)% . grctgx +/ (1 +$ 2)% ) (earctgx)/dx
Z x
/
— ( 1 2)1 . earctgac 4 ( x 2)1 . earctgw _ / <( € 2)1> X earctga:dx
1+ 22)2 14+ 22)2 14+ x2)2

N |=

z+1 1
— . earctg:p o / ( 5 earctg:}:dm7
2

(142?)

ahonnan kapjuk, hogy

1+ 22)

/ earctgac d CC—{-l
xr = .
(1+22)7 (1+a2)3

earctgm o 1 X earctgzdx'
(1+a2)2
xT4)2

A jobb oldalrdl atvive az integralt a bal oldalra adodik, hogy

/ 6arctgw
(1422)2

) / In? x da

2

Megoldds.

r+1

dp = ———~ . earctg:}: 4 C

2(1 + 22)2

3 / 3.\
/lnfdx—/(—l) -lngacdx——l-ln‘gx—i—/(lnx)d:r
T T T T
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In? 31n? In? 1\’
:_n:r+/ ngmdwz—nx+/<—>-3ln2xdm
X X X X

In3 2 B 3ln2x_’_/(311121‘)’(1ng
x

x x
n®z  3In’x 6lnx
=— — + 5—dz
x x x
Indz  3In? IR
__nr_ nm+/<_> - 61lnxdx
x x
B In? 31n2:c 6lnx / (6Inx)
N x x
_ In® 2 3ln2a: 61nx /
N x T
B n®z  3In’=z Glnx 6 L C
N x x x x
In*z+3In?z+6lnx +6
= _ +C.
x
O
(1) /e‘” cos brdz;
Megoldas. Kétszer alkalmazzuk a parcialis integralas képletét:
ez /
/ e cosbxdx = / () - cos brdx
a
axr axr
=S coshr— / e . (cosbz) dz
a a
axr axr
-c . cos bx + / e bsin bxdz
a a
ax ax\ /!
-c . cos bx —|—/ <62) - bsin bxdx
a a
eax 6(12? eax
= —-cosbx + — -bsinbr — / —5 - b(sinbx)'dz
a a a
axr axr
- c . cos bx + % -bsinbx — % - b% cos badz,
a a a
ahonnan kapjuk, hogy
T e b2
/e“"” cosbrdr = — cosbr + —5-bsinbzr — — / e” cos zdzx.
a a a
A jobb oldalrdl az integralt atvive a bal oldalra ad6dik, hogy
2 azr ar
/ e cosxdx = a4 ¢ —cos bz + Lb sinbx| + C
a?+b? a?
eax
= aip [a cos bz + bsinbz] + C.
O

(J)/ 2%e® sin zdu;
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Megoldds. Mivel [e”(acosz + bsinz)]" = e*[(a + b) cosx + (b — a)sinz], ezért a + b = 0,
b—a=1esetén a = —%, b= 1, ahonnan e’sinz = %(sinm —cosz)l.

Addig alkalmazzuk a parcialis integralas képletét, amig az integral alatt csak e*, cos z, vagy

T /
/xQe:” sinzdx = /x2 <e2(sinx - cosx)) dz =

x
= xQ%(sinm —cosx) — /a:ex(sinac —cosz)dx.

sin  marad.

A fenti modszer alapjan [—e” cosz]’ = e*(sinz — cos ), igy

. /!
/azex(smx —coszx)dx = /x(—ex cosz)'dr = —ze® cosx + /ex cos xdx

X
= —ze®cosz + ?(cosx +sinz) +C

Osszegezve

. e’ . e’ .
/wQeI sinxzdzr = ng(smx —cosx) + xe¥ cosT — ?(cosx +sinz) + C.

/:L‘ex sin? zdz;
Megoldds. Az integrél atirhato
1-— 2 1 1
/xe” sin? zdz = /wex(czosx)dm =3 /a:exdac ~3 /mex cos 2xdx

alakba. Az els§ integralt a parcialis integralas képletével a kovetkezSképpen szamoljuk ki:

/xe‘”dx = /x(em)’dx = ze® — /(w)’exdx = ze® — /exdw =ze’ —e" + C.
A masodik integral esetén
[€”(acos 2z + bsin 2z)] = e”[(a + 2b) cos 2x + (b — 2a) sin 2x] = €*(a cos 2z + (sin 2z),

ahonnan az

T

e’(acos2x + fsin2x) = <e5[(oz —28) cos 2z + (2a + ) sin 2x]> :

A parcialis integralas képletét alkalmazva

x /
/a:ex cos 2zxdx = /:U <e5[cos 2x + 2sin 2x]> dz

x x
= x%(cos 2x 4 2sin2x) — / %(cos 2x 4 2sin 2z)dx
e’ e’
= :rg(cos 2x 4 2sin2x) — %(—3 cos 2z + 4sin2z) + C.

Osszegezve

x T x

/3176CE sin? zdz = (z — 1)% — x(;—o(cos%f + 2sin2z) — 2—0(3608295 —4sin2z) + C.
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arcsin Ty

0 [
—e
V1— a2
Megoldds.

/

/ : E2IeSINT .. — T (earcsm z) dr = peresine _ eRICSINZ 44
v1i—z

Az utobbi integralban y = arcsinx helyettesitést végziink. Ekkor x = siny, ahonnan
dx = cosydy és

) Y
/ear051nxdx _ /ey CcoS ydy — %(Cosy + sin y) +C

v
= %(\/1—sin2y—|—siny)+0

arcsin x
e

=3 (VI—az2+2z)+C.

Osszegezve

T . . earcsinm
EAICSINT 140 — poarcsine ( 1 — g2 + ZL‘) +C
V1— 22 2
arcsin x

= (z—V1—-22) +C.

2

O
11.3. Feladat. Szamitsd ki a kdvetkezd integralokat trigonometrikus helyettesitések segitségével:

@ [ VI= o

Megoldds. A x = sint helyettesitést hasznalva
V1 —sin?t = Vcos?t = | cost| = cost, (11.5)

ahol az abszolit értéket a kovetkezd meggondolasok alapjan bontottuk fel: az 1 — 22 > 0

(amiatt, hogy v/'1 — z2 értelmezve legyen), vagyis x € [—1, 1] és emiatt x = sint az [—g, g}
intervallumon értelmezhetd, ahol cost > 0.
A dz pedig a kévetkezSképpen fog megvaltozni:
dz .y
dz = Edt = (sint)'dt = cos tdt. (11.6)
A (11.5) és (11.6) Osszefliggések alapjan
1 2t
/ V1 —x2dx = /cost -costdt = /COS2 tdt L /—i_c;)s()dt =
1 1 (2) 1 1 sin(2t) t  sin(2t)
=— [ 1dt+ = 260)dt = = -t + = - C=- C
2/ +2/COS() s Tty T TET3 T
t 2sintcost t sinty/1—sin’t 5) arcsinz  xv1 — 22
(=)§+f+0(é)§—i— 9 +C(:) 9 + 9 +C,

ahol a jelzett egyenlgségekben a kovetkezs miiveleteket /atalakitasokat végeztiik:

1+ cos(2t)

1 2t =
(1) cos 5 ;
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in(at
(2) /cos(at)dt _snl@d) | o ahol a € R
(8) sin(2t) = 2sint cost;
(4) cost = /1 —sin?¢;

(5) a sint helyébe z-et és t helyébe arcsin z-et helyettesitettiik vissza az x = sint relacio

alapjan.
O
(b) 2 dx .
V1—2?’
Megoldds. Az x = sint helyettesitést alkalmazzuk. Ekkor dz = (sint)'dt = costdt és
r?dx _ sin?t - costdt — / sin? t cos tdt _ /sin2 rdt — / 1 — cos(2t) gt
Vi J 1_sit cost 2
_t sin(2t) LO= t  sintcost Lo— arcsinz  zv1 — 22 el
2 4 2 2 2 2
O
Vaz+1
(© [l
x
Megoldds. A x = tgt helyettesitést fogjuk alkalmazni, ¢ € (—g, g) Ekkor
2 L2 2
9 9 sin“ ¢ sin” ¢ 4 cos“ t 1
l=tg°t+1= = =
vt gt cos? t cos? t cos?t’
ahonnan
s 1 1 1
L Vcos2x  |cost| cost’ (11.7)
: T
mivel cost > 0, ha t € (—5, 5) Tovabba
dt
de = (tgt)'dt = —. 11.8
v = (gt)dr = <0 (118)

A (11.7) és (11.8) Osszefliggések alapjan

Vaz+1 1 1 dt dt 1
VT = [ . - at
x cost tgt cos?t cost - SBL . cog2¢ sint cos? t

cost
2 .9 . . .
cos“t +sin“t 1 sint sint sint
/ sint cos? t / (sint * cos2t> / <sin2t * C082t>
1 1
= sintdt.
/<1—cos2t+cos2t) o

A kapott integralban az cost = u helyettesitést alkalmazzuk. Ekkor du = (cost)'dt =
—sintdt és ez alapjan

[ (i o sttt = [ () aw = [ [
1 —cos?t cos?t a 1—u2 ' u? — ] w21 2

1 1 1 1 9 1 1 1
(= . _ — S nfu—1—=-1 +=4C=
/(2 —1 5 u—l—l) /u du 5 nlu—1]| 5 n|u+ H—u—i-C
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Végiil az u helyett a megfelel§ -t fliggs kifejezést kell visszahelyettesiteni, amit a kovet-
kez6képpen kapunk meg. ElGszor az x = tgt helyettesitést végeztiink, ahonnan a (11.7)

1
V1t a2

relacio alapjan cost = Innen az u = cost masodik helyettesités alapjan u =

1 .
————, amit vissza kell helyettesiteni a kapott kifejezésbe. Osszegezve a fenti szamola-
V1+ a2
sokat
1 1—v1+4a?
vz +1 1 - 1 1
VEF = m| |y vo=tm| | L T
x 2 _+1] 2 14+v/1+a?
V1+ 1+$2 ].JrIQ
1 1-+V1+a?2 1—VI+22)
=5 In rr —i—\/l—i—:rQ—i-C'— I |L= VL) mz +V1+a22+C=
1+vVI+a2 1—V1+a2
2
1 1—V1+2?) T
:2-1n(_33;rx+\/1+:c2+(1 <x+$> +V1+224C=
2 1-+v1 2 1—+/1 2
=3 % +V1+224+C0=In 1-vi+a? +V1+a24C.
O
x
d /;
@ xV1 — 22

™

Megoldds. Az integralban elsbb egy x = sint, t € (=7, §) helyettesitést alkalmazunk, ezért

2
dz = costdt és cost = /1 —sin?t = 1 — z2.

/ / cos tdt - costdt / sin td¢ / sin tdt
x\/1_$2 sintv/1 —sin2¢ J sintcost sint sin? ¢ 1—cos?t’
Ezutan u = cost helyettesitést alkalmazunk (du = — sin tdt):
sin tdt —du 1 du 1 du 1
_ __2 - — —(In|l—u|—In[1 C
/1—cos2t /1—u2 2/1—u 2/1—|—u g (L=l = Il ) +
1 1—-u 1 1 —cost
=-1 C=-In|—
2 M Tru| T T 2 T cost
Osszegezve (z = sint)
/ dz / sin tdt 11 1 —cost 1, [1—v1—22 Lo
= =—In|— =-In|———— :
V1 — a2 1—cos?t 2 |1+cost 2 1+ V1 =22
O

dx
© [

Megoldds. Az x = tgt, t € (—g,g) helyettesitést fogjuk alkalmazni. Ekkor dz =
dt

tgt)'dt =
(te?) cos?t

és

sin?t cos? t 4 sin’ ¢ 1
cos?t cos?t cos? t

T42%=1+tg?t =1+
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alapjan
1 . T .
COSt = —— sint = —— és t = arctgx. (11.9)

V1+ 22 V1+ 22

Ezeket felhasznalva

de 1 dt [ (cos?t)* = 9, ., 113(a) t  sin(2t) _
/(14—:6’2)2_/(12)2'008215_/ cos?t dt—/cos bt = + 4 +O=

2
cos“t
t sintcost (11.9) arctgx 1 T 1
2 2 2 2 V1+a2? Vit+a?
arctgr 1 T
= —. C
2 +2 1+x2+

11.7. Megjegyzés

. dz
Altalanosan az W integral esetén az x = tgt helyettesités a kovetkezs integ-
x
ralhoz vezet:
dx 1 dt 2n
/($2+1)n+1 _/( . )n+1 v i /cos tde.
cos? t
Ha az I, = [ cos®™tdt, n € N jelolést vezetjiik be, akkor a parciélis integréalas alapjan egy

rekurziét lehet felirni az I,,-re a kévetkezSképpen:
I, = /COSQn tdt = /costcoszn1 tdt = /(sin t) cos® 1 tdt =
= sintcos®™ 1t — /sint - (cos® L) dt =
=sintcos® 1t — /sint -(2n — 1) cos® 2t - (—sint)dt =
= sintcos® 1t + (2n — 1) /sin2 tcos®™ 2 tdt =
= sintcos® 1t 4 (2n — 1) /(1 — cos?t) cos?" 2 tdt =

= sintcos® 1t + (2n — 1) /0052”2 tdt — (2n —1) /cos2" tdt =
=sintcos® 't + (2n — 1)I,_1 — (2n — 1)1,
ahonnan

1
onl, = sintcos® 1t + 2n—-1)I,—1 & I,= > [SthCOSQn_l t+ (2n — 1)In_1] )
n

Az Iy = / cos’ tdt = / 1dt = t + C kezdGtag segitségével rekurzivan kiszamolhato az

Osszes tobbi tag is. Miutén kiszamfitottuk az I, = / cos?" tdt integralt a végeredményben

d
a (11.9) visszahelyettesitéseket kell végrehajtani, ahhoz hogy az / ﬁ integral
eredményét megkapjuk. o
O

dx
0 [
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Megoldds. Az integral kiszamitasdhoz x = tgt, t € (=7, ) helyettesitést alkalmazunk.

__ _dt : _ T _ 1
Ekkor dz = 7, sint = T cost = T

/ dx / 1 dt / cosS t dt / toqs
T2 1\3 = = [ cos
(22 +1)3 (tg2t 4 1)3 cos?t (sin®t + cos2t)3 cos? ¢

1 2t 2 1
:/<+ZOS> dt:4/(1—|—2c082t+00822t)dt

1 1 4t 1
:4/<1+20082t—|—+(;08) dt=8/(3+4c032t—|—cos4t)dt

1 in 4t
=3 <3t+2sin2t—|— S”; ) )

A sin 2t, sin 4¢ kifejezéseket fel kell irni x fliggvényben:
2z
1+ a2’
sin 4t = 2sin 2t cos 2t = 2sin 2t(cos? t — sin’ t)

4x ( 1 x2> 4z(1 — 22)

sin2t = 2sintcost =

T 1422 \1+22 1+422)  (1+a22)2°
Tehéat
d 1 in 4¢

3 . +1 T +1 x(l—x2)+0

=s-arctgr+ - —— + 5 T/
g BT T TR 1+ a2)2
3 1 323 + 52

= — .arct - C.
3 arch+8 (1+x2)2+

(2) /i;ldw;

Megoldds. Az integrél kiszamitasahoz el6bb x = tgt helyettesitést alkalmazunk:

\/a:2+1dx (z:tgt)/\/tgzt—f—l dt _/ dt _/ cos tdt

x2 tg2t  cos?t J costsin?t ) sin®tcos?t

/ costdt (u:iint)/ dt _/( 1 +1>d
) (1 —sin®t)sin®t (1—u2)u2 1—w?  u2)
:/(1. ! _|_1. 1 _|_1> du

2 1—u 2 1+u u?

—(tmpgu i
—2n u 211 u »

1 1
+u _lic
1—wu U

1+sint
1 —sint

1
:-ln‘
2
1

(u=sint) 1
B sint

2

+C

2 +1
x

x
'+ 7

T

V241

+C
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241
x

1
—-1

Va2t + 1+
— - In —_
2

2+1—-z
Va2 +1
zln’\/q:2+1+:c’—7x+ +C
Xz

2+1
=In(z + x2—|—1)—xxi++(].

+C

23
W [ et
Megoldds.
z3 / 3
——der= | ——dz
/ V 4 — 1'2 2 /1 _ g 2
y -sin t) sm cos tdt

V1 — sin?

(COS:t:u) —8/(1 —u )du = gu?’ —8u+C

(v=3%) 1/ 83 / y3dy
2 /1 — y2 /1 — y2

=8 [ sin®dt =8 /(1 — cos? t) sin tdt

-2dy =8

Ccos t—8cost+C—§(1—sm t%—S\/l—sm +C

( () -G e

—_
|

wWl— wloo oo\oo

) [ ey

Megoldds. Az integralban 2 = sin?t helyettesitést végziink: ¢t = arcsin \/z, dz = 2sint cos tdt

és
/ dx (z=sin?t) 2sintcostdt [ 2sintcostdt [ 2sintcostdl
Va(l—z) V/sin? t(1 — sin? t) Vsin? t cos? t sint cost
= /2dt =2t + C = 2arcsin/z + C.
O
() 1+z
dx
V1-— Vi—z2
Megoldas.
1+2 (z=sint) 1+sint / 1+sint / .
——dx " = —————costdt = | ———— costdt = 1+ sint)dt
V1—22 /1 —sin2t cost ( )

=t—cost+C =t—+V1—sin?t+C = arcsinz — /1 — 22+ C.
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11.4. Feladat. Szamitsd ki a kovetkezd integralokat hiperbolikus helyettesitések segitségével:

@ [ Vet as

Megoldds. ElSbb az integralt visszavezetjiik az [ 1/y? + 1dy alaku integralra azéltal, hogy
a szabad tagot kiemeljiik a gyokjel alol:

/\/molx_/ﬂ\/f+1dx_2/,/(§>2+1dx_2/\/ﬁ-(2dy)
1 [ VP,

legvégiil y = § helyettesitést alkalmazva (dy = dg—x, ahonnan dx = 2dy).

Az [ \/y? + 1dy integralban y = sht = etae_t hiperbolikus helyettesités alkalmazunk, ami
alapjan

el + et

dy = (sht)'dt = chtdt = dt és y*+1=sh?t+1=ch®t
és

/\/x2+4dx:4/\/y2+1dy:4/\/ch2t-chtdt:4/ch2tdt:

t —t\ 2 2t —2t 2t —2t
2
:4/(6 +2€ ) dt:4/e+e+dt(é)€2—e+2t+0:

4 2

1 1
© S+ Vit +1)% - 5(\/y2+1—y)2+21n|y+ Viy+1+C=

&) 3 (Y 3) e

5 5 +C =

1 1
( )8(ZL‘—|— :L‘2—|—4)2—é(\/x2—|—4—aj)2—|—21n]m—|—\/:U2+4|+C',

ahol

(1) [edt = %t—i—C, ha a € R*;
(2) az y = sht helyettesités miatt

=y+ VP 1 el =V +1l-y, =g+ +1];
(3) C'=C —2In2.

n
Megjegyzés. Az [ (\/y2 + 1) dy, n € N* integralok is kiszamithatok az y = shtdt hiper-
bolikus helyettesitéssel. O

() [ V= oda

Megoldds. ElSbb az integralt visszavezetjiik az [ 1/y? — 1dy alaku integralra azéltal, hogy
a szabad tagot kiemeljik a gyokjel alol:

/Jﬂdxz/\/@\/ag—1dx:3/,/(§)2—1dx:3/\/ﬁ-(3dy)
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=9/\/y2—1dy,

legvégiil y = § helyettesitést alkalmazva (dy = %’C, ahonnan dx = 3dy).

Az [ \/y? — 1dy integralban y = cht = et%% hiperbolikus helyettesités alkalmazunk, ami
alapjan

t ot
dy = (cht)dt =shtdt = &S dt e y>—1=ch®t—1=sht

és

=~ ©

+C =

/\/3:2—9dx:9/\/y2—ldy:9/\/sh2t-shtdt:9/shztdt:
9 9
g g tattC=
9 2 ? 9 2 ? 9 2
x T T x T T

et _ et 2 o2t _ =2t 4 9 (1) 2t
= dt = —_—dt =
9/( 2 > o[ 2
3 3
1 1 9
(:)§($+ :1:2—9)2—7(\/x2—9—x)2+51n]az+\/:1:27—9|+C",

(&
9 9
DV DR - S VP D 2lnly ViR 1+ C =
8

ahol

(1) [e™dt = <" + C, haa € R
(2) az y = sht helyettesités miatt

d=y+VyP-1, el=y—Vi2—1, t=hly+/y>-1];
(3) C'=C—5In3.

n
Megjegyzés. Az [ (\/y2 + 1> dy, n € N* integralok is kiszamithaték az y = shtdt hiper-
bolikus helyettesitéssel. O

(c) / Va2 — 2z + 2da;

Megoldds. Visszavezethets [ 1/y?+ 1dy vagy [ v/y?> — 1dy alaki integralra:
2?20 4+2=(2* -2+ 1)+ 1= (x—1)*+1,
ahonnan

/dex:/mdx:/mdy,

ahol y = x — 1, dy = dx és ami kiszamolhat6 y = sht helyettesitéssel. O

@ [ Vet zad
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Megoldds. Visszavezethets [ /y?+ 1dy vagy [ v/y*> — 1dy alaki integralra:

2?42 = (2 + 20+ 1)~ 1= (z+1)* -1,

ahonnan
/\/a:2 + 2zdx :/\/(x—i— 1)2 —1dx = / Vy? — 1dy,
ahol y = z + 1, dy = dx és ami kiszamolhat6 y = cht helyettesitéssel. O

(¢) /(\/ld_ixxgp,

Megoldds. Az x =1t = % helyettesitést fogjuk alkalmazni:

he\’ ht-cht—sht-sht dt
de = (t)'dt = <S> de= S T =
cht ch®t ch“t
sh?t ch?t — sh?t 1 1 T
l—-a2=1-2%=1- = = = cht=— sht=—
ch? ¢ ch? ¢ ch?t V1— 22 V1— 22

ahonnan a 11.4. Feladat (a) alpontjaban tekintett képletek alapjan

P x N ( z >2+1 ! x+1
= 1Nn|—- —_— :ni,
V1—22 V1— 22 V1—22
g T < x )2+1_ r+1
V1—22 V1—22 V1—22
ot — ( T >2+1_ T 1z
V1—2z2 Vi—22 V1-—22

Ezeket a képleteket fogjuk hasznélni a visszahelyettesitések soran.

dx dt et 4 et ot et
/(\/1—3:2)3_/(Cht)gcth_/Chtdt_/ 2 dt:5—7+0:

1 x+1 1 1—=x Lo— T Lc
2 V1—-22 2 V1-—22 1 — 22 '

Megjegyzés. Ezzel a helyettesitéssel szamolhatok az [ (\/1%#)71’ n € N*, n > 2 alaki
integralok is. O

dz
o/ Vit

Megoldds. Az x = sht helyettesitést hasznalva:

/(\/%33162)3:/(\/%)3:/(Cc};ltggz/c}?;t:/(et;t—t)g:

B / 22dt / 22dt e / e*tdt
o (et + e~t)2 B (e7t)2(e2t +1)2 B (e2t +1)2°
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Ennek az integralnak a kiszamitasara az 2’41 = u helyettesitést fogjuk hasznalni: 2e?dt =

du és
22/6%0“:2/26%“:2/‘1“:
(et +1)2 (2t +1)2 u?
-2 -2 -9 —_et —e~t
w t e?t +1 + et(el +et) + (et+2e—t) * it
—e ! —(V1+42?—2x) x x
=——+C= +C=—+r~v—-1+C=—~——+C".
\/1+sh?t V1422 V1422 V1422
O
Madsodik megoldds. Az © = tgt helyettesitéssel ﬁ =cost, dz = %, igy

/dx—/cos% di —/costdt—sint+0—$+0
(VI+a22)3 cos? t V1+ a2 .

Megjegyzés. Hasonloan az x = tgt helyettesitéssel kiszamolhato a kovetkezd altaldnosabb
integral is:

2n+1
oA (cost)™™ dt = [ (cost)>dt = [ (cost)® ™Y costdt =
( /1+ 22)2n+1 cos?t

= / (COS2 t)ni1 costdt = / (1 — sin? t)nil cos tdt.

Ennek kiszamitasahoz az u = sint helyettesitést alkalmazzuk: du = costdt

n—1
/ (1 — sin® t)n_l costdt = /(1 —u?)" du = /Z CF(—1)"u?*du =
k=0

n—1 N N u2k+1 n—1 N 1 T 2k+1
=N - — =Y k- c
P n( )2k+1+ — nl )2k+1< L+ﬁ> e

: _ L oz
mivel az x = tgt alapjan sint = T ey U= O
11.5. Feladat. Szamitsd ki a kdvetkez6 integralokat:

dx
(a) e ;
Sinx + cosx

Megoldds. A tg 5 =t helyettesitést hasznaljuk. Ekkor

2 & _ 2t 1—¢2
r = ——= y Slna?:i, COSQ?Z*,
1+1¢2 1+1¢2 1+1¢2

ami alapjan

/ dz _/ 1 2dt _/ 2dt -
l+sinz+cose ) 14 -2t 4 1=2 1442 | 144242 +1—12

1+¢2 14+t2
2dt dt T
= i —— =1Inl1+¢ C=In|l+tg— C.
212t ikl U njl+tg gl +



11.3. MEGOLDASOK

sin xdx
b) [ ———=
() /1—|—sin2x

FElsé megoldas. Az integralban y = cosx helyettesitést alkalmazunk (dy = — sin zdx):

/ sin xdx / sin xdz / sin xdx
R = = 7dx
1 +sin’z 1+ (1 — cos? ) 2 —cos?x
(y=cosx) / —dy _ / dy
2 —y? y? — (V2)?

VA 1
:/2\@ <y—\@_y+\/§>dy
= 1 (ly— V2 ~laly +v2)) +C

2v/2
= ! lny_ﬁ—i—C: ! In cosx—\@_i_a
22 y+\/§ 2v/2 cosz + V2

295

O]

Mdsodik megoldds. Ha az integralban tg 5 = t helyettesitést alkalmazunk el6szor, akkor

2t

/ sing (=g ) / T 2d¢ / Atdt / 4tdt
—— adXx = . = =
1+sin’z 14 ($25)2 1+t (1+12)% + (2t)? (1+12)2 + 4t2

(t*=u) / 2du _ / 2du
N (14+u)?2+4u ) w2 +6utl

1 1 1
— — d
/2ﬂ<u+3—2\/§ u+3+2ﬂ> “

= L (w3 -2v3 ~nfut3+2v3) + O
22

_ u+3—2v2 _ 2 +3-2V2
2v2  |u+3+2V2 2v2 |2 4+3+2V2
_ 1 I 3—2\/§+tg2%

2v2 |3+ 2V2+tg% 5

(c) /sin2mc053xdx;

Elsé megoldds. Kétszer alkalmazzuk a parcialis integralas képletét:

. /
/ sin 2x cos 3xzdx = / sin 2x <sm33x> dx

in 3 in 3
= sin 22000 /(sin 2x)'sm % dz
3 3
1 . . 2 .
= 3 sin 2zsin 3z — 3 / cos 2xsin 3zdx

1 2 !
= 3 sin 2zsin 3z — 3 / cos 2x <—COS33$> dx

1 2 3 2
=3 sin 2xsin 3x + 3 cos 97200 2 /(cos 2x)

3 3



11.3. MEGOLDASOK 206

1 2 4
=3 sin 2xsin 3x + 9 cos 2xcos 3x + 9 / sin 2z sin 3zdz,

ahonnan

4 . 1 . . 2
<1 — 9) /sm 2x cos 3xdx = 3 sin 2zsin 3z + 9 cos 2zxcos 3x + C

3 2
<= /sin 2x cos 3xdxr = 5 sin 2zsin 3z + 5 cos 2xcos 3x + C’

O
1sodi i Aj i i b)+sin(a—b) .
Madsodik megoldds. Felhasznajuk, hogy sina - cosb = w7 foy
. sindx — sinx
sin2x cos 3xr = ——
2
Tehat
L 5r i .
/sin2mcos3xdw: /smxslnxdx: _ Cosox I cos T )
2 10 2
O
dx
d T L e N2
@) /(Sin$+cosx)2
. . o
Megoldds. Felhasznaljuk, hogy cos 7 = sin § = 75 18y
sinz + cosz = V2 <1 sinx + 1 cosx | = V2 (cosz sin z —|—sini cosx)
\/i \/5 4 4
7
=92 . & ( 7) _
s | x + 1
Ezek alapjan
/ dx / dx 1 . ( . ﬂ.) o
e o dr b (T
(sinz + cos x)? 2sin(z + %) 5 €8 1
1 cos(z+ 7%
=—3" .(7;5) +C
2 sin (a: + Z)
1 %-cosx—%'sinx
9 +C
2 %'Sinx—i-% - CosT
__L cosz—sinz
2 sinz+cosx
O

(e) / cos 2z cos 4z cos badx;

cos(a+b)+-cos(
2

Megoldds. Felhasznalva, hogy cosa - cosb = a_b), kapjuk, hogy

1
cos 2x cos 4x cos b = 3 (cos(2 +4)x + cos(4 — 2)x) - cos bz

1
=3 (cos 6z cos b + cos 22 cos Hx)
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1
=1 (cos(6 + 5)x + cos(6 — 5)x + cos(2 + 5)x + cos(b — 2)x)
1
=1 (cos 11z + cosx + cos Tz + cos 3x) .
Tehat

1
/cos 2z cos 4z cos bxdx = / 1 (cos 11z + cosx + cos Tx + cos 3z) dz

1 sin11x+ . +sin7x+sin3x LC
Al TP 3
__ sinz + sin 3z " sin Tx n sin 11z LC
4 12 28 44 ‘
O
dx
f .
(®) /cosaz—k2sinav+37
Megoldds.
/ do (tg 5=1) / B
i B 1—¢2 2t
cosx + 2sinx + 3 =42 543
_/ 2dt
) 1244+ 3(1+12)
_/ 2dt _/ dt
S22+ 4t+4 ) 24242
dt
= | ————=arctg(l+¢t)+C
/(t+1)2+1 arctg(l +t) +
= arctg (1 + tg g) +C.
O
(>/ dx
& sinz(2 + cosz —sinz)
Megoldds.
/ dz (tgit)/ Hiﬁdt B
i 2 — si N 2t 1-—¢2 2\
sinz(2 + cosz — sinx) 2 <2+1+t2 _1+t2>
/ (14 t%)dt / (14 t%)dt /1 L, 242 N\,
S0+ )+ (-2 —2t) ) t(t2—2t+3) J 3\t 2-2+3)
3) 1 2 (/1 t—1
(119 s+ (21n(t2 — 2t +3) + V2 arctg ﬂ) +O=
1 x 1 x x 2v/2 tgt —1
=-1 ‘t f‘ ~1 (t27—2t = 3) t 2 C.
3n g2+3n g2 g2—i— + arctg 2 +
O

11.6. Feladat. Szamitsd ki a kdvetkez§ irracionalis integralokat:
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Megoldds.

/ / _/6y5dy_6/y3dy_6/(y3+1)—1d _
NS (\%)2_ R R T y+1 T
y+1)(y —y+1)—1 /( 1 >
— 6 dy = 6 gl —)dy=
/ y+1 Y vy y+1)Y

vy
:6(3—2—1n\y+1|>+C:2f—3€/§-61ny\6/5+1|+0,
6 4 6 / dﬂ}‘ 2 5
ahol y = /z és dy = (V/z)'dz = ezért do = 6y°dy. O

6(va)

dx

V2r—1—2x -1’

Megoldds. Az y = /2x — 1 helyettesitést végezziik. Ekkor 2z — 1 = 32 és

1 1
dy = (V2 —1)dx = 5(2x - 1)7%da: = §y73dx,

ahonnan dz = 2y3dy.

dx (y=¥3z-1) / 2¢3dy /2y2dy / ( 1 >
= = =2 1+——)d
V2 —1— 2z —1 y:—y y—1 " + /

2
—2<y2+y+lny—1\>+0—y2+2y+21ny—1\+0

=V2r—1+2v2zx—1+2In|[v2r—1-1|+C.

) /x2\/ x? + 4dx;
Elsd megoldds. Az integrél atirhato

/ /2% T ddy — x+4>d /H‘lxdx

Va? + 2 +4
alakba, melynek a megoldasat
zh 4 422 " 4427, \/T \
N 93—(£]0~|—q1:x+q23: +q3x e +4+ \/3327
alakban keressiik. Derivalva mindkét oldalt kapjuk, hogy
4 2
x* +4dx 9 9 3 x A
—— = (1 + 2q27 + 3q32°) V22 + 4 + (90 + @1 + @2x° + @3 +
= (g1 + 2q2 + 3q37) (g0 + @1 + qax” + g32”) N Er R
<~
at + 4a? a? +4 x A

= (q1 + 2q27 + 3¢32?) + (g0 + @1z + qoa® + gz2®)

+
2+ 4 Va2 +4 Vaz+4 V244
— 2t + 42 = (1 4 20z + 3@zx®) 2 + 4 + (g0 + 1 + @r? + g3z + A
= o' +42® = dgza’ + 3¢%2° + (2q1 + 12g3)2% + (8¢2 + qo)z + (A + 4q1)
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1 = 4g3z*
0 — 3¢%23 1 1

= = = -, =0, =, =0,\=-2.
4= 2g; + 12¢5 q3 1 q2 q1 5 q0

0=28qgs + qo0 = A+ 4q;

Tehat
4 2
> /3  [at 4 dxt ( > y / dz
z*vVrit+ddr = | ———=dz = -x+ :L‘ V& —
/ Va? 44 2 Va? 44
1
= Z(xQ +2)zvat+4—2n(x+ Va2 +4)+C.
O
Madsodik megoldds. A integralban x = 2sht helyettesitést fogunk alkalmazni. Ekkor
dz = 2chtdt, x?=4sh®t=2[ch(2t) —1], x?+4=4(sh’t+1)=4ch’t,
=L (§)2+1:x—1—7 "m2+47 et = T (§)2+1:L Vx2+4’
2 2 2 2 2 2
2
PN i g
2
Az integralt pedig a kovetkezdképpen szamitjuk ki:
/ 22 + dx—/ (ch(2t) — )~2Cht-2chtdt:/8-(ch(2t)—1)-ch2tdt
= /4- (ch(2t) — 1) - (ch(2t) + 1)dt
h(4t) + 1
= /4- (ch?(2t) — 1)dt = /4 . (0(2)4_ — 1)dt
1 e4t o e—4t
:2/(ch(4t—1)dt: ish(4t)—2t+C: —1 —2t+C
4 4
1 <x+\/x2+4> (—x+\/x2+4> o EHVERL
a2 ) v 2 )T 2

:16[(a:+ x2+4)4—(—x+ 372—1—4)4}—2111(36—# 22+ 4) +C'

= [<x2+2+x\/x2+4)2—(x2+2—x\/x2+4>2]
—2In(z + Va2 +4)+ '

1
:Z($2+2)-x 22 +4—2In(z + Va2 +4)+C.

@ |

Megoldds. Elébb egy = = % helyettesitést végziink:

[ s [ (5) - [ =
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majd a kovetkezd alakban keressiik a megoldést:

dt = (qo + q1t + qot* + g3t®) /1 — 2

—t i / dt
V1—12 V112
ahol qo, q1, 92, g3, A € R. Ezt az Osszefiiggést derivalva kapjuk, hogy

—t4 ) —t A
= _ 42 2 3
i~ (@20l 436V = (o art+ el + g5t Tees e

—t4 1—¢2 —t A

= = (q1 + 2¢ot + 3q3t? + (90 + @it + ot + gst® -
N (41 + 2g2t + 33 )m (g0 + a1t + q2t™ + g3 )\/1_752 =
= —t'=\+aq)+ (2¢ — qo)t + (3g3 — 2q1)t* — 3qot® — 4gst?
(0=X+q
0=2¢ —
q2 — qo 3 ) 5
= 00=38-20 = @0=0,a=g @=0a=/A=—0
0= —-3q
—1=—dg3
Tehat
/dw@_t/ '
zoVa? — 1 V12
1
t+ t?’)\/lt?/
( 4 V1—1t2

3
= g(St—i- 2t3)V/1 — 12 — garcsint—F C

1(3 2) 2—-1 3 1
=<-|-+—=)————csarcsin—+C
8 x

) /iljié/idx;

Megoldds. Az integral atirhato a kovetkezs alakba

3/
/ L+ Ve /1:2 i3d:13

1
!
I

Mivel mT+1 = =2 € 7, ezért a kivetkez§ Csebisev tipusi helyettesitést alkalmazzuk:

4
1+ 27 = 23. Ekkor « = (22 — 1)*, ahonnan dx = 1222(23 — 1)3dz ¢s 27 = (23 —1)2. Azt
integralt pedig a kovetkez&képpen szdmoljuk ki:

\3/1
/ Ve /x 2 1+xi 3d$:/(23—1)2~Z~1222(2’3—1)3d2

:/m (=3 —1)dz-12/(z —z)dz:12<277—14>+0

12
=2 -3+ 0= ( 1+ ¥2)i — 3(1+ Va)s + C.
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o/ \/fﬁ

Megoldds. Az integral atirhato [ \4/?17 = f(1+x4)_%dx. Mivel Ztlyp =01 1 —_ (e 7,
ezért az 1 4+ 274 = 2* Csebisev helyettesitést alkalmazzuk, ahonnan z = v/1 + 24 és

d 3d d
423dz = —42 0z = 23dz = —x_4—$ <— FeE —
x 1— 24 x
22dz B dx 22dz dx

e = .
1—2* V1 +a2t 1—24 Y1+ 24

Az integralt a kovetkezSképpen szamoljuk Kki:
dx 22dz 1 1 1
V1424 1—24 2\1—22 1422
/ 1/1 1 1 1 1
=/sl5 + - —— | dz
2\2 1—2 2 14z 1422

1/ 1 n 1 2 d
= — z
4 1—2z 142z 1422

1 1
~ln]1+z]—Z-lnll—zl—iarctgz—i-(}’

1 1
tz — —arctgz+ C

1—=2 2
1+ V1+a*t 1
tvite —garctg{l/l—i—x_‘l—&—(}’

1+ Vi+az

x4+ V1+ 22 1 V1+ 2t
—F——| — sarctg——— + C.
—r+ V1I+at| 2 T

=3

e e
2 .
=

NG

I
\
5

(g) /ﬁ,\?\%dw;

Megoldds. Az integralban y = /z helyettesitést végziink, igy = = 3%, dz = 6y°dy és

/\/fir\/i’/fdx:/y?’iyz'6y5dy:/yﬁi41dy:6/wdy
o [ (0P 4000+ 1y )
:6/<y3—y2+y—1+yi1>dy
:6<T—Z§+y;—y—|—ln|y+l|>—l—0
:%W—2ﬁ+3\%§—6€/§+6ln|%+1\+0

z—1
h .
) [y 2
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Megoldds. Az integrél atirhato az

/x /x—ldx_/x(x—l)dx_ x2—x
e+1 ) Vaz-1 ) Vai-1
alakba, igy a megoldaséit a kovetkezd formaban keressiik:

22—z dx
———dz = (o + qz)Vz —i—)\/ ,
Ve Vi1

ahol qg, g1, A € R. A relacié mindkét oldalat derivalva kapjuk, hogy

- T A

= 22— 14 (g0 + qiz + ;
= Q1 (900 + a1 )\/a:Q—l T
2

= 2?—r=q" - 1)+ (0 + az)r+ A
— -z =2q2" +qr+\—q)
1=2q¢

— 1= = w=-L a=; A=z

0=A-q

IRE=EE = = () Vet [ s

—f(x—2) x2—1+§ln’x+\/x2—1’+0.

2

Tehat

) / dz

Megoldds. Az integrél atirhato a ké’)vetkezé’képpen:

x +2) ~Sda.
/ x23/( a:3 +2)5 /
Mivel mTH +p = % - % = —2 € Z, ezért 1 + 2:6_3 = 23 Csebisev helyettesitést
alkalmazunk. Innen kapjuk, hogy z = V/1 4+ 223, 273 = = 1,
d d 2d
6 4dr = 322dr = 2035 = 24y = L= 2
x x 1-23

FEzek alapjan az integralt a kovetkezSképpen szamoljuk ki:

d
(2% 4 2) de:/x_6(1+2:r_3)_3x
x

| i/

22 =1 _5 22dz 1 3\ _3
= = [ 1=
/( 5 ) T 8 /2( 2°)z7°dz

1 1 1
:2/(2_3—1)d2 122—§Z+C
1
= 4(1+23f3) 5(1+29c*3)% +C
2 N2 D)
_ 3x v+ e



11.3. MEGOLDASOK 303

11.7. Feladat. Szamitsd ki a kovetkezd algebrai integralokat:

dx
@ | v

Megoldds. Az integralban t = ﬁ helyettesitést végziink: z = ==, dz = —%. Az integralt
a kovetkezGképpen szamoljuk Kki:

dr B t _dt

/@_um‘/wf)z_g@l”'( t2>
—dt

:/\/(t+1)2—3(t+1)t+2t2

—dt
/Vl—t *

1 2
—oufl-——t0=2/ "2 10
z—1 rz—1

dx
0 [ ;
14+ Va4 +2x+2
Megoldds. Mivel a gyok alatt az z? egyiitthatoja pozitiv, ezért Va2 +2z+2 = z + 2
helyettesitést végziink. A relacid6 mindkét oldalat négyzetre emelve

2

-2

42 +2 =0 +222+ 2% = x(2-22)=2*>-2 x:hj
— —z

2

ahonnan 1 + x2+2w+2:1+z+%:—ﬁ és

2_92\’ —22422-2
dr = = dz:H—zdz.
2—2z 2(1 — 2)?

Ez utén az integralt a kovetkezSképpen szamoljuk ki:

/ dz _/—2(1—z) —z2+2z—2dz
1+ Va2 +2z+2 22 2(1 —2)?
222242 (% 2 1
_/ 22(1—2) dz_/(z2+1—z>dz
2
=——In|lz-1]+C
z

-2
= —In(-l1—-z++Va2+2x+2)+C

—z+ V2 +2x+2
T4+ Va2 +2zx+2
=— —In(-1—2+ Va2 +2z+2)+C.
z+1

dz
© / iV T aTl
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Megoldds. Az integralban t = %H helyettesitést fogunk végezni: x = %, dx = —%,
ahonnan
/ -/ (@
r+1 x2 +x+1 1=t)2 4 1t t2
(@ + Va2 +z+1 \/ (L4)? +1
/\/1—t + (1 —t)t+12
B
te—t+1 (t — %)2 + %
1
—In t2+\/t2t+1'+0
11 1 )° 1
= —ln|—— — = - 11+C
el 2+\/<m+1> (x+1> T
l—z+2Va?+a+1
=In +C.
2(x+1)
O
dx
d) / > ;
vV —z°+ 5T — 6
Megoldds. Az integrélban x = % helyettesitést alkalmazunk: dz = —% és
/ \/—a:2+5x— / [ ( ) /\/—6t2+5t—
t— 3
-arcsin ——= + C
R e e
1 1 12 — 5z
= ———-arcsin(12t — 5) + C = ——= - arcsin +C.
7 ( ) 7 .
O

xdx
(© /(1:1)\/1+x:1:2;

Megoldds. Mivel a gyok alatt a szabadtag pozitiv, ezért v/ 1 + z — 22 = 1+z2 helyettesitést
alkalmazunk. A relacié mindkét oldalat négyzetre emelve kapjuk, hogy

9 1-2z

I+ —a?=1+2z2+2%°% <= 1-22=2(1+2%) = z2=—"
1+ 22

2_ _ —
ahonnan dz = 2ﬁdz7 1+ 2 — g2 = 1=

T +Z§2. Az integralt pedig a kévetkezSképpen

szamoljuk ki:

-2z 2(2%—2— 1)dz

/ xdx /1+Z2 (11222 :/ 2(1—2z) &
(x = 1)vV1+z—2a? 247) . Lyz—g? (1+2%)2(2+2)

1422 1422
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=In|z| —In|z+ 2| — 2arctgz + C

) Vi4z—22-1 ) Vitax—22—-1+2x
=In —In
x x
Vitz—22-1
—2arctg( trow )—i—C
x
—14+V1i+az—2a? Vi+z—a2?2-1
=In — 2arctg +C.
20 —1+V1+x+a2? x
O
(f) / dx '
V1 — 22 +1— 22
Megoldds. Az gyok alatti mésodfoki polinom két gyoke 1 = 1 és z9 = —1, ezért a
V1 — 22 = z(x — 1) helyettesitést végezziik, ahonnan négyzetre emeléssel kapjuk, hogy
—1
1-2?)=221-2)? <= 1+x=2"(1-2) <= 21+ =2>-1 < 2= 22+1,
z
ahonnan ) ,
ze—1 4z —2z
de=|—-—) dz=-——-=d V1—a22= :
v <22—|—1> : (2241)? = T
Az integralt a kovetkezSképpen szamoljuk Kki:
dx 1 4z
Y 2 2y —22 122 (2 12dz
2v1l—zx +(1_-T) 2'22+1+(z2+1)2 <Z+ )
_/ 4zdz _/ —dz
) (2214422 ) 22—z +1
—dz 2 z—1
= | ————>=———"arct 210
e R Z
2 —1
= —— -arct +C
V3T
1
2 e VI
= ——-arc
V3 TR
2 2Vl —22 —-1+=z
= ——— - arctg +C
V3 V3(1—x)
O

dz
© [ T

Megoldds. Az [ \/% integralra alkalmazzuk a parciélis integralas képletét:

[ ey e e Y
1

- [ () v e [



11.3. MEGOLDASOK 306

22+1-1

\/1—i-962 / V14 22)3

1
_ 1+x2_/ 1+3:2d$+/( %14—.%2)3(1%

ahonnan

1 1 T
da::2/ dz — =2Inlz + Va2 +
/(1+x2)§ Vita? T V1+a? | A=t



12.

fejezet

Riemann-Stieltjes-integralok

12.1. Elméleti 6sszefoglald

12.1.1. Riemann-Stieltjes integralok

Jelolések:
f € Rla,b] : f Riemann-integralhato az [a, b] intervallumon.
f € RSyla,b] : f figgvény Riemann-Stieljes-integralhato a g fiiggvényre vonatkozoan.
f € Bla,b] : f korlatos az [a, b] intervallumon.

12.1.1.1. Tulajdonsagok, szamitasi szabalyok

A kovetkezs paragrafusban f, g, fi1, fa: [a,b] — R.

(1)

(2)

(3)

(5)

Ha f folytonos és g novekvs, akkor f fliggvény Riemann-Stieljes-integralhato a g fliggvényre
vonatkozoan (f € RSya,b]).

Ha f folytonos és g korlatos valtozast (ami egyenértékd azzal, hogy g felirhaté két monoton
fiiggvény kiilonbségeként), akkor f fliggvény Riemann-Stieljes-integralhato a g fiiggvényre
vonatkozoan (f € RSya,b]).

(Riemann-Stieltjes-integrdl visszavezetése Riemann-integrdlra) Ha az f fliggvény Riemann-
Stieljes-integralhato a ¢ fiiggvényre vonatkozoan (f € RSyla,b]) és g derivalhato tgy,
hogy ¢’ derivalt fiiggvény Riemann-Stieljes-integralhato a f fliggvényre vonatkozoan (g’ €
RJa, b)), akkor fg¢' Riemann-integralhato (f¢’ € R[a,b]) és

/a ' fag = / ' fla)g (@)a.

Megjegyzés: ha g folytonosan derivalhato, akkor ¢’ Riemann-integralhato (¢° € Rla,b]) és
igy ebben az esetben teljesiil a fenti allitas.

(Parcidlis integrdlds) Ha f fliggvény Riemann-Stieljes-integralhaté a g fiiggvényre vonat-
kozoan (f € RSyla,b]), akkor a g fiiggvény Riemann-Stieljes-integralhato a f fiiggvényre
vonatkozoan (g € RSyla,b]) és
b b
- [ 1
a a

Ha f korlatos és Riemann-Stieltjes-integralhato az [a,b] intervallumon g-re vonatkozoan
(f € RSyla,b]), g novekvs fiiggvény és ¢ € (a,b) az intervallum egy belsd pontja, akkor

b
/ gdf = f(z)g(x)

307
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f Riemann-Stieltjes-integralhaté az [a,c| és [c,b] intervallumokon is a g-re vonatkozban
(f € RSyla, c] N RSy[c, b)) és teljesiil, hogy

/abfdgz/acfdw/:fdg-

Ha ¢ € (a,b) és az f korlatos fuggvény Riemann-Stieltjes-integralhato az [a,c] és [c, D]
intervallumokon a g-re vonatkozoéan (f € Bla,b] N RSyla,c] N RSyc,b]) és a g fiiggvény
folytonos a ¢ pontban, akkor f Riemann-Stieltjes-integralhaté a teljes [a, b] intervallumon
a g-re vonatkozoan (f € RSy[a,b]), valamint teljesiil az alabbi Osszefiiggés

/abfdgzjacfdw/cbfdg.

Ha fi és f, fiiggvények Riemann-Stieljes-integralhatok a g fliggvényre vonatkozoan (f1, fo €
RS,la,b]) és o, B € R, akkor az af; + Bfs fiiggvény Riemann-Stieljes-integralhat6 a g
fuggvényre vonatkozoan (o fi + Bf2 € RSg[a,b]), valamint

/a (@i +B2)dg = a / ' fdg+ 8 / ' fudg.

Ha ¢1,92 : [a,b] — R fiiggvények, «, 5 € R valos szamok és az f Riemann-Stieltjes in-
tegralhato az [a,b]-n a g1 és go fiiggvényekre vonatkozoan (f € RSy, [a,b] N RSy, [a,b)),
akkor az f Riemann-Stieltjes-integralhato az [a, b]-n az agy + Bgo fiiggvényre vonatkozoan
is (f € RSag,+8gs(a,b]), valamint teljesiil az alabbi Gsszefiiggés

b b b
| fdtagi+sg) o [ sagi 5 [ page
a a a
Ha g = « allando fliggvény, akkor tetszéleges f fliggvény Riemann-Stieljes-integralhato a
g fiiggvényre vonatkozoan (f € RSga,b]) és fab fdg = 0.

Ha f = « allando fliggvény, akkor tetszéleges ¢ fiiggvény esetén f fiiggvény Riemann-
Stieljes-integralhato a g fiiggvényre vonatkozoan (f € RSgy[a,b]) és fab alg(b) — g(a)].

12.1.2. Gorbe menti integralok (vonalintegralok)

12.1.2.1. Els6faja vonalintegral

Legyen v: [a,b] — R3 egy térgorbe, vagyis v(t) = (z(t),y(t), 2(t)). Ha f: D C R® — R egy
haromvéaltozos fliggvény, akkor az f fligguény v gorbe menti elséfaji vonalintegrdlja

b
/f(x,yy z)ds =/ Fla(t),y(t), 2(6)V/ (@' (1) + (v (t)? + (2/(¢))?dt.
vy a

12.1. Megjegyzés
Az els6faju vonalintegral fizikai jelentése: egy, a v gérbe mentén elhelyezkedd, f stirtiségii inho-

mogén anyagi drot tomegét szamolja:

M:/fds.
vy

Az anyagi drot G = G(xq, ya, 2¢) silypontjanak a koordinatai:

1 / 1 1
TG = 77 xf(xay7 Z)dsa Ye = 7 / yf(xvya Z)dsa 2G = 77 / Zf(wayvz)ds‘
M/, M), M/,

Ha f(x,y,2) = 1 minden (z,y,2) € R? esetén, akkor /fds = /ds a ¢ gorbe (iv)hosszat
gl 2l

szamolja. o
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12.2. Megjegyzés
Ha 7: [a,b] — R2, y(t) = (z(t),y(t)) egy sikgorbe, akkor az els6faji vonalintegral az

b
/ F(z,y)ds = / S (), () V@O + ()2t
v a

alakba irhato. o

12.3. Megjegyzés
Sajatos esetben, ha a v: [a, b] — R? sikgorbe képe egy ¢: [a,b] — R fiiggvény grafikonja (vagyis
~v(t) = (t, o(t)), akkor az el6bbi képlet az

b
[ t@s = [ s VI PP
Y a
alakba irhato. o

12.1.2.2. Masodfaji vonalintegral

Adottak a P,Q,R: D C R3> — R haromvaltozos fiiggvények és a 7v: [a,b] — R3 (iranyitott)
térgdrbe ((v(t) = (z(t),y(t), 2(t)). A

/ P(z,y,z)dz + Q(z,y, 2)dy + R(z,y, 2)dz =
.

b
/ P(x(t), y(t), 2(t)) - 2'(t) + Q(x(t), y (1), 2(1)) - ' (t) + R(x(t),y (1), 2(t)) - 2/ (t)dt  (12.1)

mennyiséget a v irdnyitott gérbe menti mdsodfaji vonalintegrdlnak nevezziik.

12.4. Megjegyzés
A mésodfaji vonalintegral a P, @), R fiiggvények altal leirt erGtérben egy anyagi pont altal végzett
munkat szamolja, mikozben az halad a v gorbe v(a) kezdSpontjabol a ~(b) végpontjaba. o

12.5. Megjegyzés
Ha v: [a,b] — R2, ~v(t) = (z(t),y(t)) egy sikgérbe, akkor a masodfaju vonalintegral az

b
/P(fmy)dx + Q(z,y)dy = / P(x(t),y(t)) - «'(t) + Q(z(t), y(t)) - ¥/ (t)dt

alakot Olti. o

12.6. Megjegyzés
Sajatos esetben, ha a v: [a,b] — R? sikgorbe képe egy ¢: [a,b] — R fiiggvény grafikonja (vagyis
~v(t) = (t, o(t)), akkor az el6bbi képlet az

b
[ P.ds + Qpdy = [ Plavpl@) 1+ Qo) - ¢ (o)
¥ a
alakot Olti. o
12.1.3. A masodfaja vonalintegral uttol valo fiiggetlenségének a kapcsolata a

teljes differenciallal

Tegyiik fel, hogy D C R? egyszeresen Osszefiiggd tartomany és a P,Q, R: D — R fiiggvények
folytonosak. Ekkor annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy az (12.1) masodfajtu vonalintegral
fiiggetlen legyen az uttol (a rogzitett kezds- és végpont kozott) az, hogy létezzen egy V: D — R
differencidlhaté fliggvény, amelynek a teljes differencialja

dV = Pdx + Qdy + Rd=.
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(1) Ha azt is tudjuk, hogy P, @, R parcidlisan derivalhatok a D-n és a parcilis derivaltjaik
folytonosak, akkor annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy 1étezzen ilyen V' az, hogy

oP  0Q
oy Ox’
0Q OR
9z oy’
OR 0P
dr 0z’

(2) Ha létezik ilyen V', akkor minden (z,y, z) € D esetén

T y z
vm%az/fwywmw+ Q@mmﬁ+/R@%®%
o

Yo 20
(3) Ebben az esetben azt mondjuk, hogy a V': D — R fiiggvény az
F:DoR, Flay,2) = (P(e,9,2), Q3 2), R(z, 3, 7))
vektormezdnek egy primitivje.

12.7. Megjegyzés

Fizikdban egy olyan eréteret, amelyben az er6tér hatésira végzett munka egy-egy tetszélegesen
vélasztott kezdd- és végpont kozott fiiggetlen az uttol, konzervativ erdtérnek neveziink. A V
fiiggvényt az F' = (P, Q, R) konzervativ er6tér potencidljanak nevezzik. o

12.8. Megjegyzés
A fenti képletek kétdimenzios esetben a kévetkezd alakba irhatok:

dV = Pdx + Qdy;
oP _9Q.
oy Oz’
T y
V@w=/Pmm&+/Q@ﬁM
zo

Yo
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12.2. Feladatok

12.2.1. Riemann-Stieltjes-integralok
12.1. Feladat. Szamitsd ki a kdvetkezd Riemann-Stieltjes-integréalokat:

(a) /de(ex); (d) izd(lnx);
0 1
™ 8
(b) 0/s1n:cd(s1nx); (e) 3/1(1(\/5);
(c) _Z coszd(tgx); (f) Z\/li—iﬂdx.

12.2. Feladat. Legyen f,g: [0,2] — R,

_J1, hazel0,1], _Jz, haze]0,1),
f(x>_{a;, ha z € (1,2] es g(:c)—{z ha z € [1,2].

Bizonyitsd be, hogy f € RS[0,2] és szamitsd ki az [ fdg Riemann-Stieltjes-integralt.
0

12.3. Feladat. Bizonyitsd be, hogy f fliggvény Riemann-Stieltjes-integralhato és szamitsd ki az
b
| fdg Riemann-Stieltjes-integralt, ha:

a

—1 hax<O
(a) f($)2952a g(z) =sgn(z) =40 haz=0, a=-1,b=1.
1 haxz >0

(b) f(z) = max{1,2%}, g(x)=2% a=0b=2.

(c) f(z) ==, g(x)=[e"] (az e” egészrésze), a=0,b=2.

12.2.2. Elsé6faji vonalintegralok

12.4. Feladat. Szamitsd ki a kévetkez§ elséfaju vonalintegrélokat:

(a) /:L‘yds, ahol y(t) = (t,t?), t € [0,1];

4
(b) /y5ds, ahol a v gorbe képét az x = Z/Z’ y € [0,2] osszefiiggések adjak meg;
v

(c) / Vy(2 — y)ds, ahol y(t) = (t —sint, 1 — cost), t € [0, 5];
2l

(d) /z(ac2 + y?)ds, ahol y(t) = (tcost,tsint,t), t € [0,1];
¥

12.5. Feladat. Hatérozd meg a kovetkez6 anyagi drotok hosszat, tomegét (a vy gorbe jelenti a
drot helyzetét, az f fiiggvény pedig a drot kiillonbozs pontjaiban a stirtiségét):



12.2. FELADATOK 312

12.9. Megjegyzés

Az anyagi drotok tomegét az /f(a:, y)ds, illetve az /f(x, y, z)ds integralok adjak meg. o
gl g

2
(a) v: ?/:%7956 0,1], f(z,y) =1+ a3

72 y2
(b) ~: ﬁ"‘bj:l; f(z,y) = |yl;
t —t t_ ot
(C) ’Yll':eze 7y:e 26 ,z:t7t€[0,1H2],f($,y72):x;

12.6. Feladat. Hatarozd meg a tomegkozéppontjat a kovetkezd anyagi drétoknak:

(a) v: z =a(t —sint), y = a(l —cost), t € [0, 7], f(z,y) = 1;
(b) v: z=acos®t, y =asin’t, t € [0, g], flz,y)=1.

12.2.3. Masodfaji vonalintegralok

12.7. Feladat. Szamitsd ki a kdvetkez§ masodfaju vonalintegralokat:

@) [ oo~ Pdy. abol 4(0) = (2,6), 1 € 0,1]
8l

2
(b) / V1 — z2dzx + xdy, ahol a v gorbe képét az % + yz =1 és x > 0 Osszefiiggések adjak
¥

meg és tudjuk, hogy a gorbe irdnyitasa trigonometriai;

(c) /:cd:v + wydy + xyzdz, ahol v(t) = (e!, et V/2t), t € [0,1];
v

d d
(d) / r 9 , ahol a v gorbe képét az 22 + y% + 2ay = 0 és x + y > 0 Osszefiiggések
y2a+y a+tzx

hatérozzak meg, és tudjuk, hogy a gorbe az A(a, —a) pontbdél indul (a > 0);
(e) /(x + y)dz — (x — y)dy, ahol a v gorbe képe az OAB haromszog keriilete (ahol O(0,0),
¥

A(1,1), B(0,2)) és a gorbe az O pontbél indul, valamint az irdnyitasa trigonometriai.

(f) /(1 + y)dz + zdy, ahol v: z =y + 1, y € [0,1];
gl

(g) [ xdy, ahol y: y =In(1+x), x € [1,2];

(h) [ xydx + dy, ahol v: z = 9cost, y = 9sint, t € [0, 27];

(i) | (y—2)dz+ (z —x)dy + (z — y)dz, ahol v: x = acost, y = asint, z = bt, t € [0, 27];

(1)

zdz + ydy + zdz, ahol v: x = acost, y = bsint, z = pt, t € [0, %],

— T T Y

ydr — xdy + (x2 + 3 +22)dz, ahol v: x = —tcost +sint, y = tsint + cost, z =t + 1,
t e [0, 7).

(k)

12.8. Feladat. Bizonyitsd be, hogy az alabbi masodfaju gérbe-menti integréalok fiiggetlenek az
uttol, majd hatarozd meg ket (alabb A jeloli a kezdSpontot és B a végpontot):
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(a) /N ydr + zdy, A(2,1), B(1,3);
AB

(b) /N yzdr + xzdy + zydz, A(1,1,0), B(2,3,1);
AB

(©) /Nx(1+x)dx—y(1+y)dy, A(=1,1), B(2,—1);
AB

(d) /N y2etda + 2ye®dy, A(0,2), B(2,0);
AB

1
(e) /~ —dz — %dy, A(1,2), B(2,1) (egy olyan gorbén, amely nem metszi az Ox tengelyt);
ABY 4

AB
az els6 szogfelezot);

2 2
() / ( i )zdx — ( v )Qdy, A(1,2), B(—3,—-2) (egy olyan gorbén, amely nem metszi
x—y x—y

(2) /N Y + Edy — x—‘gdz, A(—1,-3,1), B(2,6,3) (egy olyan gorbén, amely nem metszi
B z z
az xOy sikot);

1
(h) /N de + dy + %, A(1,1,1), M <a,b, b>’ a,b > 0 (egy olyan gorbén, amely az els6
a

nyolcadban talalhato).

12.9. Feladat. Az el6z6 feladat Gsszes alpontjahoz hatérozz meg egy, az alpontban szerepld
erGtérhez rendelt V' potencidlt a megfelel§ D tartoményon.

12.10. Megjegyzés

Az el6z6 feladat megfelel$ alpontjaban ellendriztiik, hogy az integral fliggetlen az it megvalaszta-
satol, ami egyentértékd a V potencial 1étezésével. Megjegyezziik, hogy a potencial egy konstans
erejéig van jol értelmezve (az (zo,yo) vagy (xo, Yo, z0) megvalasztasatol fiiggsen.) o

(a) /Nydx—l—xdy, A(2,1), B(1,3);
AB

(b) /N yzdz + xzdy + zydz, A(1,1,0), B(2,3,1);
AB
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12.3. Megoldasok

12.3.1. Riemann-Stieltjes-integralok

12.1. Feladat. Szamitsd ki a kdvetkezd Riemann-Stieltjes-integréalokat:

(a)

1
/xd(ex);
0

1
Elsé megoldds. Az [ zd(e”) Riemann-Stieltjes-integral létezik, mivel az f(z) = x fliggvény
0

folytonos és a g(x) = e* fiiggvény novekve.

b b
Visszavezetjiik a Riemann-Stieltjes-integralt Riemann-integralra az [ fdg = [ f(z)(g(z))'dx
a a

Osszefiiggés alapjan, mivel g(z) = e* fiiggvény folytonosan derivalhato:

1 1 1
/xd(ex) = /x(em)/dx = /xezdx.
0 0 0
b

Ez utobbi integralt a Riemann-integralok parcialis integralas képlete ([ f(z)g'(z)dz =

a

f(x)g(x)dx) alapjan szamoljuk ki:

-
—~
8
S~—
=2
&

S o
|
8~

1 1
z(e")'dx = (mx)‘(l) - /!Elexd:r =e— /e’”dx =e— ex}(l) =e—(e—1)=1
0 0

o _

I

a

5

Q.

&

1
o _

O]

1
Mdsodik megoldds. Az [ xd(e”) Riemann-Stieltjes-integral létezik, mivel az f(z) = z fiigg-
0

vény folytonos és a g(x) = e® fliggvény névekve.

b b
A Riemann-Stieltjes-integralok parcialis integralas képlete ( f fdg = f (;L‘)g(x)‘l; _ f gdf)
alapjan is kiszdmolhatjuk: “ a

1

1
/xd(ex):xex‘é—/exdm:e—ex‘é:e—(6—1):1.
0

0

/ sin zd(sin x);
0

s
Elsé megoldds. Az [ sinzd(sinz) Riemann-Stieltjes-integral létezik, mert a f(z) = sinz

0
fiiggvény folytonos és a g(x) = sinz fiiggvény korlatos valtozasa (mivel folytonosan deri-
valhato).
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A Riemann-Stieltjes-integralok parciélis integralas képletét hasznalva:

™ ™

/sin zd(sinz) = sin2w|g - /sin zd(sin ),
0 0
ahonnan
™
2/sinxdsinx =sin’z g =sin’7T —sin?0=0—-0=0,
0
us
innen [ sinzd(sinz) = 0. O
0

s

Mdsodik megoldds. Az [ sinzd(sinz) Riemann-Stieltjes-integral létezik, mert a f(z) =
0

sinx fliggvény folytonos és a g(z) = sinz fiiggvény korlatos valtozast (mivel folytonosan

derivalhato).
A Riemann-Stieltjes-integralt visszavezetjiik Riemann-integrélra, mivel a g(x) = sin x fligg-
vény folytonosan derivalhato:

Ky ™

/sinxd(sinx) = /sinx(sin@'daz. (12.2)

0 0

Elgszor kiszamitjuk az [ sinz(sinz)'dz hatarozatlan integralt. Ehhez u = sin z helyettesi-
tést alkalmazva, du = (sinz)’'dz, ezért

2 . 9
/Sinw(sinw)’d:v = /udu - % 10 = st Tio,
(C konstans). Innen
T .92 T . 9 . 9
0
/Sinxd(smiﬂ) _Eme T MY _g_g=o. (12.3)
2 o 2 2
0
™
A (12.2) és (12.3) Osszefiiggések alapjan [ sinzd(sinz) = 0. -
0

cos zd(tg x);

()

|
Bl

I
Megoldds. Az [ cosazd(tgx) Riemann-Stieltjes-integral létezik, mert f(z) = cosz foly-
1
tonos és g(x) = tgx névekvs a [—7, 7] intervallumon. Ezt az integralt visszavezetjiik
Riemann-integralra, mivel tg x fiiggvény folytonosan derivalhat6 az [—7, 7] intervallumon.

1
Ccos T

dx =

COST

dz. (12.4)

\Mﬂ

coszd(tgr) = [ cosz(tgz)dr =

cos? x

\Mﬂ
\Mﬂ

|
s

INE]
INE]
INE]
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Elsbb kiszamoljuk az f dz hatarozatlan integralt. Ehhez atirjuk az integralt

COosST

1 CcCoST CoST
dx = 5 dx = %Qdm
CcCoST COS“ T 1 —sin“x

alakra, majd v = sin « helyettesitést alkalmazunk: du = cos zdz. Igy
cos du 1 1 1
/1—sm2xx /1—u2 / (1—u+1+u> “=
1 1
:—71n|1—u|+71n]1+u]+0 Iy /| Y= sz (12.5)
1 — 1 —sinzx

A (12.4) és (12.5) alapjan

2
/xd (Inz);
1

2

Megoldds. Az [ xzd(Inz) Riemann-Stieltjes-integral létezik, mert az f(z) = =z fliggvény
1

folytonos és a g(x) = Inz névekvs az [1, 2] intervallumon.

Mivel a g(z) = Inz fliggvény folytonosan derivalhato az [1,2] intervallumon, ezért a
Riemann-Stieltjes-integral visszavezetheté Riemann-integralra:

2 2 2 .
/:Ud(ln:n /mlnx /mdx:/1d$:2—1:1.
x
1 1 1

8
(e) [ 1d(Va);
/

8
Elsdé megoldds. Az [ 1d(y/z) integral 1étezik, mert az f(z) = 1 fiiggvény folytonos és g(x) =
3

vz névekvs az [3, 8] intervallumon.

A Riemann-Stieltjes-integral visszavezethet6 Riemann-integralra, mivel a g(x) = /x fligg-
vény folytonosan derivalhato a [3, 8] intervallumon:

jm 3/8 )dz = v/z|; = V8 — /3.
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8

Mdsodik megoldds. Az [1d(\/z) integral létezik, mert az f(z) = 1 fliggvény folytonos és
3

g(x) = /x névekvs az [3, 8] intervallumon.

Mivel az integralandoé fiiggvény f(z) = 1 allando, ezért a Riemann-Stieltjes-integral értel-
mezése alapjan

8
[ 1av/m) =1 vl = V5 - V3.
3

b
(Altaldban [ adg = a(g(b) — g(a)) minden g fiiggvényre, ha o € R konstans.) O

8
Harmadik megoldds. Az [ 1d(y/x) integral létezik, mert az f(z) = 1 fiiggvény folytonos és

3
g(x) = /x névekvs az [3, 8] intervallumon.

A Riemann-Stieltjes-integralok parcialis integralas képletét hasznélva
8
/1d \ﬂg /\Fd1—f|3—o—f—f
3

mivel a Riemann-Stieltjes-integral értelmezése alapjan, ha a g(x) = « fiiggvény allando,

amire vonatkozoan integralunk, akkor az integral 0. Képlettel: fb fda = 0 minden f fiigg-

vényre, ha a € R konstans. (Ez tugy is belathato, hogy visszavezaetjiik Riemann-integralra,

mivel g(z) = « &llando fuggvény folytonosan derivalhato, ezért fb fda = f f(z)d/dx =
a a

b

[ f(z)-0dz=0.) O

a

1
f ——d|x|.
>/2 =l

6
. 1 . C 1L . 112 . 1 .
Megoldds. Az _f2 ﬁdm Riemann-Stieltjes-integral 1étezik, mert az f(x) = Toa? figg-

vény folytonos és az g(z) = |z| fiiggvény korlatos valtozasu. Mivel a g(z) = |z| fiiggvény
nem derivalhat6 a [—2, 6] intervallumon (nem derivalhaté az x = 0 pontban), ezért nem
vezethetjiik vissza a szokdsos moédon Riemann-integralra siman csak derivalva a g-t. El6-
szOr az integralt felbontjuk két integral dsszegére. Mivel g(x) = |z| folytonos az = 0-ban,
ezért

dlz| + dlz| =

6
[ = | e |
2\/1+x2 V1422 / V14 22

0

1 1
/ / —/dm+/dm
2\/1—|—£L'2 \/1+x2 2\/1—1—332 ) V1422

Ezeknek a kiszamitasahoz el6bb kiszdmoljuk az [ ﬁdm hatarozatlan integralt. Ehhez

xz = sht = etffft (sinus hiperbolicus vagy hiperbolikus szinusz) helyettesitést fogunk
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alkalmazni. Az sht fiiggvény tarsa a cht = %764 (cosinus hiperbolicus) hiperbolikus
koszinusz fliggvény. Direkt szdmolassal ellenérizhetéek, hogy

sh’'t = cht, ch’'t =sht és ch®t —sh?t=1, VteR

relaciok. Ezek alapjan

V1+a2=+1+sh?t = Veh?t = |cht| = cht

(mivel cht > 0) és
dx = (sht)'dt = chtdt.

Az integral kiszamitasa el6tt még kifejezziik a t-t x fliggvényében. Az x = et_zie_t Osszeflig-

gésbdl kiindulva, ha y = e’ helyettesitéssel egy masodfokii egyenlethez jutunk y-ban:

et —et
T = ’
2
—1
y—y
= -2
x 5 /-2y
20y = y® — 1,

Y2 — 22y —1=0,

amit ha megoldunk, akkor y; o = Wﬂ = 2 £+ V22 + 1-hez jutunk. Mivel y = e’ > 0,
ezért y = x + vx? 4+ 1 kell legyen. Innen

t=In(z+ Va2 +1).

Ratérhetiink a hatarozatlan integral kiszamitasahoz az x = sht valtozocserével:

1 cht
——dr= | —dt= | dt=t+C=1 2+ 1)+ C.
i e R
Végiil a Newton-Leibniz-tétel alapjan irhatjuk, hogy
6 0 6
/1d|:c\ ——/1dx+/1dx—
A BV e AV e
=—In(zx + V22 + 1)‘(12 +1In(x + Va2 + 1)}2 =
. (1n1 —In(-2+ \/5)> + <ln(6 +37) —In 1) = In(6 + V/37) + In(—2 + v/3).

12.2. Feladat. Legyen f,g: [0,2] — R,

_J1, hazel0,1], ~ Jz, haze]0,1),
f(x)_{x, ha z € (1,2] es g(a:)—{z ha z € [1,2].

2
Bizonyitsd be, hogy f € RS[0,2] és szamitsd ki az [ fdg Riemann-Stieltjes-integralt.
0

f(z) 9(x)

2 ) RN R
| 1 1
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2

Elsé megoldds. Az [ fdg Riemann-Stieltjes-integral létezik, mert az f fiiggvény folytonos és a g
0

novekvé.

2
Mivel g nem folytonos az x = 1 pontban, ezért nem z = 1 pontban bontjuk szét az [ fdg
0

integralt két integral osszegére, hanem x = 1 — § és x = 1 + § pontokban (majd d-val 0-hoz
fogunk tartani):

2 1-6 146 2
/fdg = / fdg + / fdg + / fdg. (12.6)
0 0 1-5 146
Innen
1-6 1-6 2 2
/fdgz/ldle—é és /fdg:/xd2:0.
0 0 1+6 1446

A kozépss integralra also és fels§ becslést adunk. A [1 — §,1 + §] intervallumon a f fliggvény
minimuma min f = 1 és maximuma max f =1+ 4. Mivel a g fliggvény névekvs, ezért

146 146 146

/ min fdg < / fdg < / max fdg,

146 146 1+6

mlnf/dg</fdg<maxf/dg,

14-0

min f - (g(1+6) — g(1 - 8)) < / fdg < max f - (9(1+8) — g1 — ),

146
12-(1-0)< [fg<a+oE-1-4), [ln
1-6
1446
lim 12— (1-0) <l [ fdg < lim(1+ 5)(2 - (1),
1-6

1+6

1<l dg < 1.
_613%/]" g <

146 )
Tehat a fogo-tétel alapjan %in(l) | fdg = 1. Igy, ha a (12.6) egyenléség mindkét oldalanak vessziik
—U1-5

a hatarértékét, mikor ¢ tart 0-hoz, akkor

146
hm/fdg—hm/fdg+11m/fdg+11m/fdg,
146
146

dg =lim(1—46)+ li d li
/fg 51—%( +5I—I>I%)/fg+5l—r>r(l)0’
0 1-6

/fdg:1+1+0:2.
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2
Mdsodik megoldds. Az [ fdg Riemann-Stieltjes-integral létezik, mert az f fiiggvény folytonos és
0
a g novekvé.
2
Szeretnénk felbontani az [ fdg integralt az x = 1 pontban két integréal dsszegére, de sajnos a

0
g fiiggvény nem folytonos ebben a pontban, ezért elGszor a Riemann-Stieltjes-integralok parcialis
integralas képletét alkalmazzuk, hogy a f és g szerepe felcserélédjon:

2 2 2

2
[ g = @), - [ 9af = 12)9(2) - £0)90) ~ [ gdf =1~ [ gat.
0

0 0 0

Az f fiiggvény mar folytonos az x = 1 pontban, ezért

2 1 2 1 2 )
/gdf:/gdf+/gdf:/gd1+/2dx:0+2x‘1:2.
0 0 1 0 1

Ezt behelyettesitve az el6z6 szamolasba kapjuk, hogy

2

2
/fdg:4—0/gdf:4—2:2.

0

O]

12.3. Feladat. Bizonyitsd be, hogy f fliggvény Riemann-Stieltjes-integralhat6 és szamitsd ki az
b
[ fdg Riemann-Stieltjes-integralt, ha:

a

-1 haxz<0
(a) f(z) =22 g(x)=sgn(z)=¢0 haz=0, a=—1,b=1.
1 ha z >0

1
Megoldds. Az f fiiggvény folytonos és a g fliggvény névekvd, ezért az [ fdg Riemann-
-1

Stieltjes-integral 1étezik. A kiszamitédshoz a Riemann-Stieltjes-integralok parcilis integra-
las képletét alkalmazzuk elGszor, majd visszavezetjiik Riemann-integralra.

1 1 1
[ g = @) - [ 9af = 109(1) = o(-Dg(-1) - [ g(a) ()
- 0 - 1 0 B 1
=1—(-1)— [ g(z)2zdz — [ g(z)22dx =2 — [ —2zdz — [ 2zdx
Jooraa= Jrer]
=2+ 2%, el =2+ (0-1) = (0—1) =2,

0 1
ahol az [ g(x)2zdz (illetve az [ g(x)2xdx) integralban a g(x)2x fliggvényt kicseréltitk a
1 0

—2z (illetve a 2z) fiiggvényre, mert csak az x = 0 pontban térnek el és ez nem befolyésolja
a Riemann-integrél értékét. O

(b) f(x) = max{1,2?}, g(z)=22% a=0,b=2.
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2
Megoldds. Az [ fdg integral létezik, mert az f fiiggvény folytonos és a g fiiggvény névekvs
0

a [0, 2] intervallumon.

f(z)

4

Az integralt felbontjuk két integral Gsszegére, majd az elsére alkalmazuk a konstans fiigg-
vény integraljara vonatkozo képletet és a masodikat visszavezetjiikk Riemann-integralra:

O/Qfdgo/lfngrl/QfdgO/lld($2)+l/2$2d(x2) = [+2] +1/2x2-2xdq;

2
472
:1+/2x3dx:1+{x] :1+E—1:E.
1

(=

2 |, 2 2 2
O
(c) f(z) ==, g(x)=[e"] (az e” egészrésze), a=0,b=2.
Megoldds. A Riemann-Stieltjes-integralok parcialis integrélas képlete alapjan
2 2
[adler) = @l - [le1a
0 0
2 2
és az [ xd[e”] integral pontosan akkor létezik, ha az [[e”]dz integral létezik. Az utobbi
0 0

egy Riemann-integral, ami létezik, mert a [0, 2] intervallumon az [e”] fliggvény folytonos,
kivéve véges sok szakadési pontot. Ezt az integralt a kovetkezdképpen szamolhatjuk ki.
Megnézziik, hogy milyen egész értékeket vesz fel az e® fiiggvény a [0, 2] intervallumon:
mivel e folytonos, novekvs, ezért 1 = eV < e* < e? < 8, tehat e® az 1,2,3,...,7 egész
értékeket veszi fel az x = 0,In2,In3,...,In7 pontokban.
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g9(z)
7.389
7 o
6 JRl
5 R
4 A
3 I
2
1 .
0 In2 In3 In4 In5In6 2
2 In2 In3 In7 2
/ |dx —/ Yldx + /[ez]dm—l—. / “ldx +
0 In2 In6 In7
In2 In3 In7
/1d$+/2dx+ /6dx—i—/7dw
In2 In6 In7
In2 5 n3 3 In4 4 Inb 5 In6 6 In7 . 2
I ( x)‘an * x)’lnfi + (42) ma ( x)’1n5 + x)’mﬁ + x))hﬂ N

In2+2(In3 -In2)+3(In4 —In3) +4(In5 —1In4) +5(In6 —In5) + 6(In7 —In6) + 7(2 — In7)

=—-In2-In3—-In4—-In5—-In6—1In7+ 14 =14 — In(7!).

Végiil
2

/md[ex] — (e’ — /[el‘]dx — 14— (14 — In(7)) = In(7Y).
0

0

12.3.2. Elséfaju vonalintegralok

12.4. Feladat. Szamitsd ki a kévetkez§ elséfaju vonalintegréalokat:

(a) /:Uyds, ahol y(t) = (¢,t2), t € [0,1];

Megoldds. A ~(t) = (t,t?) paraméterezett gorbe elsé koordinataja x(t) = t, illetve masodik
koordinataja y(t) = t2. Tovabba a gorbe t paramétere a [0, 1] intervallumon valtozik, ezért
az integral alsé hatara a = 0, mig fels6 hatara b = 1 lesz.

b
/ syds = / Oy (t)/ @ (0)2 + (7 ()%t
o a



12.3. MEGOLDASOK 323

:/lt.t2 (1)2+(2t)2dt:/1t3\/@dt.

0 0

El6bb kiszamoljuk az [ t3v/1 + 4t2dt hatarozatlan integralt. Ezt u = 1+4¢? valtozocserével
-1
és du = 8tdt, igy

szamoljuk ki. Innen ¢? =

1 1
/t3\/1+4t2dt:/t2x/1+4t2tdt:/u \/&%:3—2 (uv/u — v/u)du =

_ 1 /2 5 2 3 _ 1 1 PN on 3

W =

Tehat

1

5 3

1 ((1+42)3  (1+4¢2)3
/:cyds:/ 3y/1 + 42dt = 6( +ar): (144t
¥ 0

0

4
(b) /y5ds, ahol a v gorbe képét az x = yz, y € [0, 2] osszefiiggések adjak meg;
v

Megoldds. El6szor paraméterezziik a gorbét: y(t) =t és z(t) = u® %, tehat v(t) =

(%,t), t € 0,2].
[yy5ds_/02y(t)5\/(x/(t))2+( )2t = / 5/E T 1dt.

0

Elsbb a [ V16 4 1dt hatarozatlan integralt szamoljuk ki az v = t% + 1 valtozocserével,

ahonnan du = 6t5dt azaz t°dt = 6 és

/t5\/1567dt /f / bdu= 2203 40 = (5 4 1)’

63 9

njw

+C.

Tehat
2

I3

2
1
/y5ds:/ t7V/6 4 1dt = §(t6+1)
¥ 0

1 3
= —(652 — 1).
L5t

c) / Vy(2 — y)ds, ahol y(t) = (t —sint, 1 — cost), t € [0,5];
v
Megoldas.
%
/ Vy2—y)ds = / V(1 —cost)(1+ cost)\/(l — cost)? + sin? tdt =
0 0
= /2 V1 —cos?2ty/2 —2costdt = /2 |sint|v/2 — 2 costdt
0

0

= /2 sintv/2 — 2 cos tdt,

0



12.3. MEGOLDASOK 324

mivel sint > 0 a [0, g] intervallumon. Ujra a hatarozatlan integralt szamoljuk ki elbb.
Ebben az esetben az u = 2 — 2 cost valtozdcserét végezziik: du = 2sin tdt és

3
1 1 2 — 2cost)?
/sintmdt:/\/ad;‘ - 2/uédu: gu% Lo (B 2c0st)2 ;OSOQ +C.

Tehat

b 3
2 2 —2cost)2|?
[V —ias = [ smiva—aeosiar - G202
Y 0

3 0
O
(d) /z(x2 + 9?)ds, ahol y(t) = (tcost,tsint,t), t € [0,1];
v
Megoldds.
1
[ #ta® 42 = [ a0 (w(0? + 5(0P) VO + O + (70t =
o7 0
1
= / t(t?sin®t + t? cos? t)\/(sint + t cost)2 + (cost — tsint)2 + 1dt
0
1
= / 22 + t2de.
0
El6bb kiszamoljuk a [ ¢3v/2 + t2dt hatarozatlan integralt u = 2 + t2 valtozocserével: 2 =
u — 2 és du = 2tdt, igy
5 3
d 1 1 (2u2z 4u2
/t3\/2+t2dt:/(u—2)\/ﬁ“ = /(u3 —2u%) du=- (22 22 ) 4 ¢
2 2 2 ) 3
(24 202+tY): c
5 3 '
Tehat
! 2+12)5 2024122\ |!
/z(x2+y2)ds=/ 32+ #2dt = @+1)  2@2+1)
v 0 5 3 0
()2 232 (27, 222
5 3 5 3
]

12.5. Feladat. Hatarozd meg a kovetkez6 anyagi drotok hosszat, tomegét (a vy gorbe jelenti a
drot helyzetét, az f fiiggvény pedig a drot kiilonbozs pontjaiban a stirtiségét):
12.11. Megjegyzés

Az anyagi drotok tomegét az /f($, y)ds, illetve az /f(a:, y, z)ds integralok adjak meg. o
gl v

2
(a) 7: yz%,we 0,1], f(z,y) =1+ 5
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Megoldds. A gorbét a kévetkezéképpen parametrizalhatjuk: z(t) = t, y(t) = =5— = 5
tehat (1) = (t, %) t € [0,1]. Tehat

1
[ fewts= [ sao.u0)V/ TP+ o2 -
o' 0
1 1 1
:/ (1+t)\/1—|—t2dt:/ \/1+t2dt—|—/ tV/1 4 t2dt.
0 0

0

_ i
0
Az els6 integralhoz el6bb az [ /1 + t2d¢ hatarozatlan integralt szamoljuk ki ¢ = shu
valtozo cserével: innen u = In(t + V1 + ¢2), dt = chudu és

14 ch?
/\/1+t2dt:/\/1+sh2uchudu:/ch2udu:/+§udu

h2 In(t 1+ 2 h2In(t 1+ 2
;+s4u+c_n(+\/2+ )+s n(zv—k )—i—C

- é [4111(754— VIiee)+ (t+ m)z G \/Hit?)j +C
Ez alapjan a hatérozott integrdl
/ V1 + 2dt = |:41nt+\/1+7 (t+m)2—(t+m>2]:=
[41n(1 +V2) + (14 V2?2 - (1+v2) 2.

A masodik integral fo tV1 + £2dt = M

w\v—‘

=3
Végiil
1 1
/f(w,y)ds=/ mdt+/ /1 + t2dt =
o' 0 0
1 _ V8 1
=5 (40 VD) + (VB = (14D F) + 3F
O
2 2
7 S+ 5 =1, ) =yl

b2

Megoldds. Feltehetjiik, hogy a,b > 0. A ~ gorbét (ellipszis) a kovetkezSképpen paraméte-
rezzik: z(t) = acost, y(t) = bsint, tehat v(t) = (acost,bsint), t € [0, 27].

2w 2m
/ f(z,y)ds = ; F@(t), y()V/ (' ()2 + (v (t))2dt = /0 |bsin t]\/a2 sin? t + b2 cos? tdt
g

i 2
= / bsin t\/a2 sin? ¢ + b2 cos2 tdt — / bsint\/a2 sin? ¢ + b2 cos? tdt
0 T

i
= 2/ bsint\/a2 sin? t + b2 cos? tdt.
0

ElGszor kiszamitjuk az [bsinty/a?sin?t + b2 cos?tdt = [bsinty/a® + a?) cos? tdt
hatarozatlan integralt. Harom esetet kiillonboztetiink meg.
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1. eset: Ha b? — a? = 0, akkor [ bsint\/a?+ (b2 — a2)cos?tdt = [ absintdt = —abcost + C
és

a T
/f(a:,y)ds = 2/ bsinty/a2sin? ¢ + b2 cos? tdt = —2ab cost‘0 = 4ab.
¥ 0

2. eset: Hab®>—a? < 0, akkor legyen ¢ > 0 tgy, hogy —c? = b? —

a®. Ekkor a > c és alkalmazuk
a cosu = %(’St helyettesitést: — sinudu = —%ﬂtdt és

b
/bsint\/a2 + (b% — a?) cos? tdt = /bsint a? — % cos? tdt = /a sinuy/ a? — a? cos udu
c
a’b . a?b . . a’b )
:/smu\/l — cos? udu :/s1nu]smu|du :/sm udu,
c c c

mivel u = arccos (¢<2£) € [0, 7], igy sinu > 0. Tovabba

/sm udu_l ﬂdu:@ u  sin2u Lo
2 c \2 4

1 ccost 1 . ccost
= — | = arccos — —sin | 2 arccos +C
c |2 a 4 a
a?b [1 ccost 1 . ccost ccost
— | = arccos — —sin | arccos +C
c |2 a 2 a a

1) a®b |1 ccost 1 c2 ccost
= 5 arccos — —4/1— = cos?t

c a 2 a? a

+C

a’b cost
= — arccos ceo — % costva? — Zcos?t| + C,
c |2 a 2a2

ahol a (1) egyenlgségben hasznaltuk a sin (arccos CCOSt =4/1-% > cos?t Osszefiig-

gést, amit a kovetkezSképpen ellenérizhetiink le:

. ccost
sin (arccos < )> \V1-—= coszt /
. 9 ccost
sin“ ( arccos =1- —2 cos? t,
a a

2

c 9 . 9 ccost
— cos“t = 1 — sin” | arccos ,
a a

2
c 9 9 ccost
— €os™t = cos” | arccos .
a a

™ s
f(z,y)ds = 2/ bsinty/a2sin? ¢ + b2 cos? tdt = 2/ bsinty/ a? — ¢? cos? tdt
v 0 0
a?b ccost c 2 P T
= —— |arccos —— costy/ a* — c4cos“t
c a a 0

= a— [arccos ( ) —1)Va? — ¢ — arccos (E) + 02 Va?— 02}
c a a

Tehat

—

ab 2
@ a’d <7r—2arccos (C) + —g a? —02>
a a
2p
=4 [7r — 2 arccos (a)] —|—2b2

c

ahol a (I) egyenldségben hasznaltuk, hogy arccos (—g) = 7 — arccos (g)
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3. eset: Ha b?> — a? > 0, akkor legyen ¢ > 0 tgy, hogy ¢? = b> — a®. Ekkor cost = @
helyettesitést alkalmazunk: —sintdt = @du és

/bsint\/a2 + (b2 — a?) cos? tdt = /bsint a? + 2 cos? tdt =

b
= —/achu\/a2+a2sh2udu—
C

2 2 1 h(2 2
_ @b [ 0 ah [14chy) ab(
c c 2 c
C

a?b c?
=——{Iln| —cost+ —cos2t+1 +
2c a a?
. 5 2 5 —2
+= Ecost+ C—cos27§+1 — Ecost—k\/c—coth—kl +C.
4 a a? a a?

Veégiil
/ f(z,y)d
N

2p 2p
= -2 a—ln EcostJr\/—costhLl +a— fcost+\/—cos2t+1
2c a a? 8 \a

+ Sh(j“)> +C

o

[ b—c) ab (b—c) a2b (b—c)2]
_‘_7 -
a c a 4c a
2 2 -2 2 .
a—bln b+c +Lb b+c _Lb b+c :—a—bln b—c e
4c a c a c a c b+c

,z=t,t€[0,In2], f(z,y,2) =z;

2

Megoldds. Hasznaljuk a ¢ = € +% —' — ¢cht és Yy = — = sht rovidebb jeloléseket, illetve
sh't =cht, ch’'t =sht, ch? —sh®t =1 és 2shtcht = sh 2t osszefiiggéseket, amelyek direkt
szamoléssal ellendrizhetGek.

In2
/ F(,y, =)ds = / 2OV @O+ (7 0)F 1 (7(0)2dt =
o 0
= /ln2sht\/sh2t +ch2t+ 1dt = /lnzsht\/2ch2 tdt =
0 0

In2

In2

In2
h 2t h 2t
- \@shtchtdt:\/i/ 82 at = v/25
0

0 4

0
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\/ﬁ 621n2+€_21n2 60+e—0 _ ﬂ 22+2—2 ) B
2 2 T4 2 N

4
_ V2 (9) _9v2
4 \8) 327

12.6. Feladat. Hatérozd meg a tomegkozéppontjat a kovetkezd anyagi drotoknak:

12.12. Megjegyzés
Elgszor a v (sik)gorbe mentén elhelyezkedd, f stirtiségi inhomogén anyagi drot tomegét szamoljuk

ki az
M:/fds
v

képlettel. Ezutan az anyagi drot G = G(z¢, yg) stlypontjanak a koordinatait a kovetkezsképpen
szamolhatjuk ki:

TG = A;/wa(ﬂ%y)ds, ya = Aléf/wyf(ﬂij)d&

(a) v: x =a(t —sint), y = a(l — cost), t € [0, 7], f(z,y) = 1;

Megoldds.

Feltessziik, hogy a # 0. ElGszor kiszamoljuk az M tomeget:

M:/fds:/ \/@2(1—cost)2+azsin2tdt:a|/ V2 —2costdt =
0% 0 0

4 t 4 t t|m
W \a!/ \/4sin? —dt @ \a!/ 2sin —dt = —4]al cos f‘ = —4a| <cos T cos 0) = 4lal,
0 2 0 2 210 2

ahol (1) egyenléségben hasznéltuk a cos2p = cos? ¢ — sin? p = 1 — 2sin? ¢ képletet és a
(1) egyenlSségben |sin £| = sin £, mert ¢ € [0,7]. A stlypont x koordinatéja:

1 / 1 4 .
g =— [ xf(z,y)ds = / a(t — sint)\/2a? — 2a? cos tdt
M o' 4|CL‘ 0
iy T
t
—Z/ (t —sint)V/2 — 2 costdt = Z/ (t—sint)251n§dt.
0 0

t t
Elébb kiszamoljuk az / tsin idt és / sint sin §dt hatarozatlan integralokat:

tsi tdt— t|—2 t /dt— 2t t t —2cosE dt
sm2 = COS2 = COS2 2
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t t t t
= —2tcos§ +/20052dt: —2tcos§+4sin§+0,

t t t 4 t
/sintsin §dt = /2cos2sin2 §dt = —sin® = + C.

3 2
Innen
i ¢ ¢ t 4 t]" 2] 4
TG = Z/o (t— sint)QSinidt = g [—215(:082 +4sin§ — gsin3 2}0 =a {2 - 3] = ?a.
Hasonléan
1/f( )d 1/7r (1 cost)v/2a% — 20 cos tdt
= — x §=— a(1l — cos a® — 2a* cos
Yae M A/y Y 4la| J,
1 T t T t t
= 4a\/0 alal(1 — cost)2sin idt = Z/o (2 — 2cos? 2> 2sin idt
t 8 t]" 20 4
= % [—8&(:052 —|—3acos32}0 = 2a — ?a = ?a'
Osszegezve G = (%a, %“) a gorbe silypontja. O

12.3.3. Masodfaji vonalintegralok

12.7. Feladat. Szamitsd ki a kdvetkez6 masodfaju vonalintegralokat:

(@) [ oo~ Pdy. abol 4(0) = (2,6), 1 < 0,1)
Y

Megoldds. A gorbe megadasa alapjan x(t) = t2, y(t) = t> és

1 1
/l’ydl’ —yidy = / z(t)y(t)dz(t) — y*(t)dy(t) = / 2 £2d(t%) — (¢°)%d(¢)
v 0 0

1 1
= / (%) dt — t8(#3)dt = / 215 — 3t8dt =

0 0

2
(b) / V1 — z2dzx + xdy, ahol a vy gorbe képét az x% + yz =1 és x > 0 Osszefiiggések adjik

~
meg és tudjuk, hogy a gorbe irdnyitasa trigonometriai;

2
Megoldds. A v gorbe képe (fél ellipszis) az 2% + yz =1 és x > 0 m6édon van megadva, amit
a kovetkezképpen paraméterezhetiink trigonometriai irdnyitassal: z(t) = cost, y(t) =
2sint, t € [-5, %]
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jus
2

/ V1—22dx + zdy = / V1 — cos?td(cost) + costd(2sint)
~ .

(VB

:/2 |sint|(cost)'dt + cost(2sint) dt

us
2

0 jus ™
:/ —sint(— sint)dt—i—/2 sint(— sint)dt—i—/2 2 cos” tdt

-3 0 -3
0 ks ks ks . z
2t 2
= / sim2tdt—i—/2 —sithdt—i—/2 2 cos? tdt = /2 1+ cos2tdt = {t+ SH; } =T.
-3 0 -3 -3 -3
O
(c) /l‘dl‘ + xydy + xyzdz, ahol y(t) = (ef, e, V/2t), t € [0,1];
v
Megoldds.
1
/mdx + xydy + xyzdz = / eld(e!) + etetd(e™) + ele 'V2td(V2t) =
¥ 0
1 o2t L g2 1
= / e?ldt — e~tdt + 2tdt = [ +e! +t2] =—+e -2,
0 2 . 2 2
O
dz dy . . 5 9 ) . .
(d) — , ahol a v gorbe képét az x* + y* + 2ay = 0 és = + y > 0 Osszefiiggések
v2a+y a+w

hatarozzak meg, és tudjuk, hogy a gorbe az A(a, —a) pontbdél indul (a > 0);

Megoldds. Az x? + y? + 2ay = 0 egyenlet az 22 + (y + a)? = a® egyenlettel egyenértékii,
aminek megoldasai az (0, —a) kézépponti |a| sugart kér pontjai. Igy v ennek a kérnek az
x +y > 0 zart félsikba esd korive. A félsikot hatarolé x + y = 0 egyenes a kort (u, —u)
pontokban metszi, ahol u? + (—u + a)? = a®. Innen kapjuk, hogy v = a vagy u = 0,
tehat a (0,0) és (a,—a) pontokban metszi. Ennek a kornek a pontjait a kovetkezsképpen
paraméterezziik:

x(t) = acost és y(t) = asint — a.

Mivel t a kor pontjanak O kézépponton atmend vizszintes egyenessel bezart szoge, ezért
t € [0,%] (lasd az aldbbi abrat).

Felirva az integralt kapjuk, hogy

/ dz dy _/g d(acost)  d(asint—a) _
ol 0

2a—i—y_a+x 2a + asint —a a+ acost
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/ 2 —asintdt acostdt / 2 sintdt cos tdt
= - — :
o a-+asint a4 acost o l+sint 1+ cost
El6szor a hatarozatlan integralokat szamoljuk ki az u = tg% valtozocserével: sint =
2tg % 2 1—tg?f  1-—u? 2
th: 4 , cost = & fz 4 és dt = ——du. Ekkor
1+tg25 1+ wu? 1+tg2l 1+wu? 1+ u2
/ sint_ / 2Ly 2du _ / dudu
1+ sint 14 2% 1+ u? (1+u)2(1 + u2)
-2 2 2 2
/(1+u)2+1+u2u 1+u+ arctgu + 1+tg§+ +

és

1—u?
tdt e 2d 2u(1 — u? 1—u?
/1“’5 t:/ 1+ffu21 . :/2“(1 u2)du:/2 : % 2udu
+ cos 14 55 1+u (14 u?) (1+u?)

) 1—w 1 1 v

Dl " o= — — —dv=In(1 — -
/2(1+v) v /1+v plv=M(l+v)—5+C

2 t 1 5t

—In(l+ud) - +C=In(1+tg) - te?=
n(l+u”) 2+C n<+g2> 2g2+C,

ahol a (1) egyenldségben a v = u? helyettesitést végeztiik. Végiil

/ dx dy / 3 sintdt costdt
- = - — +
v2a+y a+uw o l+sint 14 cost

' 1 ,t]2
= | —2 4t (14te®2) — Zte? =
[1+tg; < & 2) 28 2]0
s 1 3 w
— (142 4+m2-—=)+2=-2—Z_1n2.
<+2+n 2>+ 5 "5 n

O]

12.8. Feladat. Bizonyitsd be, hogy az alabbi masodfaju gérbe-menti integréalok fliggetlenek az
uttol, majd hatarozd meg ket (alabb A jeloli a kezdSpontot és B a végpontot):

(a) /Mydxmdy, A(2.1), B(L,3);
AB

Megoldds. Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy a gorbe-menti integral fliggetlen
legyen az uttol:

OP(z,y)  0Q(z,y)
oy  oxr

ahol P(z,y) a dz, illetve Q(z,y) a dy el6tti fiiggvények. Ebben a feladatban P(z,y) =y

és Q(x,y) = x, tehat
OP(x,y) _ | _ 9Q(,y)
dy ox
Ez azt jelenti, hogy az integral fliggetlen az uttol, ami A(2,1)-bdl indul és B(1,3)-ba

érkezik.
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El6szor kiszamitjuk az integralt az Oz és Oy koordinatatengelyekkel parhuzamos (a fenti
abran pirossal jelolt) ut mentén. Ez az at két szakaszbol tevidik Ossze: az Ox tengellyel
parhuzamos AC és az Oy tengellyel parhuzamos C'B szakaszbol. Az AC szakasz paramé-
terezése: v1(t) = (t,1), t € [2,1] (az irdnyitas miatt irjuk forditva az intervallumot); illetve
a CB szakasz paraméterezése: vo(t) = (1,t), t € [1, 3].

1
/~ ydo + zdy = / ydx + xdy + / ydx + zdy = / 1dt + td1+
AB AC CB 2

3 1 3
+/ 1d1+1dt:/ 1dt+/ Mt =t +t;=(1-2)+(3-1) =1
1 2 1

12.13. Megjegyzés
Ezt az integralt direktbe is felirhatuk volna az elméleti 6sszefoglalé végén megadott V (z,y) =
f;o P(t,yo)dt + f;i) Q(z,t)dt képlet segitségével, ha az (z¢,yo) helyébe az A(2,1) kezds-
pont, illetve (z,y) helyébe a B(1,3) végpont koordinatait helyettesitjiik: fZE ydx + xdy =
V(1,3) = [, P(t,1)dt + [} Q(1,)dt. o

Végiil kiszamitjuk az integralt az AB szakasz mentén is (a fenti abran a kékkel jelolt ut).
Ennek a paraméterezése

y(t)=(2,1)-(1—t)+(1,3) -t =(2—1t,1+21), t €10,1].

(Ezt altalaban ugy irhatjuk fel, hogy az A kezddpont koordinatdinak (1 — t)-szereséhez
hozzédadjuk a B végpont koordindtainak t-szeresét; a ¢t paraméter mindig 0 és 1 kozott
valtozik. Lathato, hogy ¢ = 0-ra a kezdGpontot, mig t = 1-re a végpontot kapjuk vissza.)
Tehat

/N ydr + xdy = /1(1 +2t)d(2 —t) + (2 —t)d(1 + 2t)
AB 0

1 1
:/ (1+2t)dt+(2t)2dt:/ (3—4t)dt = [3t —2?], =3 -2=1.
0 0

/N yzdr + zzdy + zydz, A(1,1,0), B(2,3,1);
AB

Megoldds. Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy a gorbe-menti integral fiiggetlen
legyen az attol:

OP(z,y,z)  0Q(z,y,2) 0Q(x,y,2z)  OR(z,y,2) OR(z,y,z) OP(z,y,2)

oy ox 0z oy Ox 0z ’
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ahol P(x,y,z) a dz, Q(x,y,z) a dy, illetve R(x,y,z) a dz el6tti fiiggvények. Ebben az
alpontban P(z,y,2) = yz, Q(z,y,z) = xz és R(z,y, z) = xy, tehat

OP(z,y,2) 0 . 0Q(z,y,2) 0

ay - 8y (yZ) =2z = 833 - 8.’1) ({EZ),
0Q(z,y,2) 0 . OR(z,y,2) O

0z 0z (v2) =z = oy Oy (@y),
OR(z,y,2) O . _OP(,y,2) 0
o oW Ey=——g = By (yz).

Elészor az Oz, Oy, illetve Oz tengelyekkel parhuzamos ut mentén szémoljuk ki a gor-
bementi integralt. Ekkor az AB ut A(1,1,0)C(2,1,0) Oz-tengellyel, C'(2,1,0)D(2,3,0)
Oy-tengellyel és D(2,3,0)B(2,3,1) Oz-tengellyel parhuzamos szakaszokbol all (C' és D
toréspontok koordinéatait tgy kapjuk, hogy az A kezd6pontnak az x, illetve az x és y koor-
dinatait kicseréljiik a B végpont ugyanazon koordinataira). Az AC' szakasz paraméterezése
7(t) = (t,1,0), t € [1,2], a CD szakasz paraméterezése y2(t) = (2,¢,0), t € [1, 3], illetve a
DB szakasz paraméterezése v3(t) = (2,3,t), t € [0,1]. Tehat

/N yzdx + xzdy + zydz = /

yzdr + xzdy + xydz + / yzdx + xzdy + xydz
AB AC

CD

2
+/ yzdx+a:zdy+xydz:/ 1-0dt+t¢-0d1+¢-1d0
DB 1

3 1 1
+/ t-0d2+2-0dt+2-td0+/ 3-td2+2-td3+2‘3dt:/6dt:6.
1 0 0

12.14. Megjegyzés
Ebben az esetben az integral egyenesen kiszamithaté az

| P(z,y,z)dz+ Q(z,y, 2)dy + R(z,y, z)dz =
AB

x1 Y1 21
/ P(t>y07z0)dt+/ Q(l‘l,t, ZO)dt+/ R(xlaybt)dt

o Yo 20
altalanos képlettel is, ahol (zg, yo, 20) az A kezddpont és (x1,y1,21) a B végpont koordiné-
tai. o

Masféleképpen, az AB szakasz mentén is kiszamitjuk az integralt. Az AB szakasz paramé-
terezése: y(t) = (1,1,0) - (1 —¢) + (2,3,1) -t = (1 +¢,1 + 2¢,t), t € [0,1]. Ekkor

1
/Nyzd:c+xzdy+xydz:/ (14 206d(1 4+ 1) + (1 + td(1 4+ 26) + (1 + £)(1 + 20)dt
AB 0

:/1[(1+2t)t+(1+t)t-2+(1+t)(1+2t)]dt
0

1
:/0 (1+ 6t +662) dt = [t + 3t% + 23], = 6.
O

12.9. Feladat. Az el6z6 feladat Osszes alpontjahoz hatérozz meg egy, az alpontban szerepld
erGtérhez rendelt V' potencidlt a megfelel§ D tartoményon.

12.15. Megjegyzés

Az el6z6 feladat megfelels alpontjaban ellendriztiik, hogy az integral fliggetlen az it megvalaszta-
satol, ami egyentértékd a V potencial létezésével. Megjegyezziik, hogy a potencial egy konstans
erejéig van jol értelmezve (az (zo,yo) vagy (xo, Yo, z0) megvalasztasatol fiiggsen.) o



12.3.

(a)

MEGOLDASOK 334

/N ydr + zdy, A(2,1), B(1,3);
AB

FElsé megoldds. Ebben az alpontban P(x,y) = y és Q(x,y) = z, mely fliggvények min-
denhol értelmezve vannak, ezért a V(x,y) potencidl a D = R? sikon van értelmezve és a
V(z,y) = f;o P(t, yo)dt—i—f;{) Q(z, t)dt képlettel szamolhatjuk ki. Ha (xo,yo)-nak az A(2,1)
koordinatait valasztjuk, akkor egy potencial a

V(x,y):/2 tldt+/ Q(x,t)dt = / 1dt+/ xdt

—t|2+xt‘y (x—2)+z(y—1)=zy —2.

12.16. Megjegyzés

Ertelmezés szerint V' értéke a kezdSpontban mindig 0 (valéban V(2,1) = 0) és ebben az
esetben az fg\é ydx+xzdy gorbementi integral megegyezik a V potencial B(1, 3) végpontbeli
értekevel: [rpydr +ady =V (1,3)=(1-2)+1-(3-1)=1. o

O]

Masodik megoldds. Egy masik potencialt kapunk (ami egy konstansban tér el az el6z6tdl),
ha az (o, yo)-nak példaul (0,0)-t valasztunk. Ekkor

Vix,y) = /096 P(t,0)dt + /Ol/ Q(x,t)dt = /093 0dt + /Oy xdt = xt‘é =

Ebben az esetben az A(2,1) pontban a potencial értéke mar nem lesz 0. Tovabba a

/~ ydz+xdy gorbementi integral megegyezik a V' potencial B(1, 3) végpontbeli és A(1,2)
AB

kezdSpontbeli értékeinek kiilonbségével: /N ydr+zdy =V(1,3)-V(2,1) =3-2=1. O
AB

/N yzdr + xzdy + zydz, A(1,1,0), B(2,3,1);
AB

Elsé megoldds. Ebben az alpontban P(x,y,z) = yz, Q(x,y,z) = zz és R(x,y,z) = zy,
amely fiiggvények mindenhol értelmezve vannak, ezért a V(z,y, z) potencial a D = R3-
n van értelmezve és a V(x,y,z) = ffo P(t,yo, z0)dt + fyyo Q(x,t, zp)dt + fzzo R(z,y,t)dt
képlettel szamolhatjuk ki. Ha (xg,yo, z0)-nak az A(1,1,0) koordinatait valasztjuk, akkor
egy potencial a

Vix,y, z) /Pt,l,()dt—i—/ Q:L'tOdt—i—/ R(z,y,t)dt

z y
:/ 1'Odt+/ x-Odt+/ azydt:xyt|0:9:yz.
1 1 0

Megjegyzés. Az f;fé yzdz + zzdy + zydz gorbementi integral megegyezik a V' potenciél
B(2,3,1) végpontbeli értéekével:

/Nyzdx+a:zdy+mydz =V(2,3,1)=2-3-1=6.
AB
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Mdsodik megoldds. Egy masik potencialt kaphatunk (ami egy konstansban tér el az el6z6-
t6l), ha az (g, yo, 20)-nak példaul (0,0, 0)-t valasztunk. Ekkor

T y z
V(:U,y,z):/o P(t,O,O)dt+/0 Q(x,t,O)dt—l—/o R(z,y,t)dt =

T Y z
= / 0dt + / - 0dt + / xytdt = zyt
0 0 0

Megjegyzés. Ebben az esetben az fféfé yzdz + xzdy + xydz goérbementi integral megegyezik
a V potencial B(2,3,1) végpontbeli és A(1,1,0) kezdSpontbeli értékeinek kiilonbségével:

z
= xyz.
0

/N yzdr + zzdy + zydz = V(2,3,1) = V(1,1,0) =6 — 0 = 6.
AB



13. fejezet

Kettds integralok

13.1. Elméleti osszefoglalo

13.1.1. Kettss integral téglalapon
Ha D = [a,b] X [¢,d] = {(z,y) €ER? |a < x < bésc<y<d} téglalap és f: D — R folytonos

fliggvény, akkor
b d d b
//f(w,y)dwdy=/ dx/ f(fcvy)dyz/ dy/ fz,y)dz
D a (& (& a
Ha D = x [3,7] téglalap és f(x y) = 23y* 4 €%, akkor

4 5 7
x,y)dzdy = d:v 22yt + e¥dy = x> ¥y + e dz =
f ,y)doedy = Y Yy 3 Yy
2 3
70— 3° G G
= 3 D —— —_ = _ 4 r =
/2 <£L‘ 5 e*(7 3)) dz { 1 5 + 4e L

44 _ 24 75 _ 35
= i s + et — 42,

Forditott sorrendben integralva

//Df(:n,y)dxdy:/37dy/241‘3y4+e$d1‘— ([z } )dy:

T /44 _ ol 4_ o
A=2" 44 2 -2y 2

= . — d: z — —

/3( vt e)y [ T (e 6)3/3

4t 9% 75 _ 35
= 1 . 5 + 4e* — 462,

13.2. Tulajdonsag
Ha f,g: D — R integralhato fiiggvények a D-n, akkor barmely «, 8 € R konstansok esetén

//D (af(z,y) + Bg(w,y)) dedy = a//D f(x,y)dxdy+6//l) g(x,y)dzdy.

13.1.2. Kett6s integral normaltartomanyon

Ha D = {(z,y) € R? |a <z <bés a(z) <y < B(x)} és f: D — R folytonos, akkor

J[ raazay = | e / f()) F,w)dy
D

336
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Ha D = {(z,y) € R? | y(y) <2 <6(y) és c <y < d} és f: D — R folytonos, akkor
d 5(y)
[[sewisay= ["ay [ "t
s ¢ 7(y)
Ha D= {(z,y) eR?|0<x <1, 2 <y<e®}és f: D —R, f(z,y) = 2zy, akkor
o 1
//fmydmdy—/dx/ medy—/ (xy2 >d$:/ (xe%—a:‘g)dac:
@ 0

1 12z 471 2 2271 2
= / ze¥dx — / z3dz = :Ee— - AN PO P IR (A 1 -
0 0 2 ], 0o 2 4], 2 4 |, 4 4

Y

e

13.1.3. Valtozocsere kettds integralban

Ha az © = ¢(u,v) és y = ¥(u,v) valtozocsere a D tartomanyt bijektiven a D’ tartoméanyba
transzformélja a sikban, a ¢ és ¢ fliggvények folytonosan derivalhatok, és a valtozocsere Jacobi
determinénsa:

dp Oy
dz,y) ou  ov
d(u,v) |0y 0P
ou v

sehol nem 0 a D tartomanyon, akkor

//fxydazdy_//f 0, 0), 9(u,v)) - ‘jﬁuvg

Sajatos esetben, ha z = rcosf ésy = rsiné, ahol r > 0 és 6 € [0, 27), vagyis polar-koordinatékra
tériink at, akkor

dudw.

cosf —rsinf

— 2 020} —
sind  rcosd = r(cos” 0 +sin“f) = r.

Ha D = {(z,y) e R? |22+ > =9} és f: D = R, f(x,y) = /22 + y2, akkor az & = rcosf és
y = rsinf valtozo cserével a D* = D\ {(0,0)} halmaz a D' = {(r,0) |0 <7 <3, 0 <6 < 27}
halmazra transzformalodik és az f(z,y) = /2 + 32 fiiggvénybél f(rcosf,rcosf) = r lesz. Igy

// V2 + y2dady = / V2 + y2dady = // r-rdrdd =
D D* D’

3 ror 3 27 3 3 3
:/ / r2drdd :/ dr/ r2do :/ 2nridr = [277] = 18m.
o Jo 0 0 0 310
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13.1.4. Alkalmazasok
13.1.4.1. Teriiletszamitas

Egy D C R? tartomany teriilete egyenls az f f dxdy kettSs integrallal.
D

Legyen D az origd kozépponti és r sugart kor. A D tartomény az y = Vr2 —a2 és y =
—Vr2 — 22, x € [—r,r] félkorivek kozotti tartomany, igy a teriilete

r e} r
Tp :// ldmdy:/ da:/ ldy:/ (y
D -7 —/r2—z2

-r

=rsint 2 %
(@ T:Sln)/ 2 r2—rsin2trcostdt:/ 2(7“cost)rcostdt:/ 2r? cos? tdt

us
2

N .
)dx :/ 24/ 1?2 — x2dx

22

[MER]

Wl

us
2

_[? 2 _ .2
= (1 4 cos2t)dt = r*(t +

jus
2

sin 2¢ )
2

us
2
= rr.

s
2

13.1.4.2. Tomegszamitas
Legyen D C R? egy siktartomény. Ha a p: D — R pozitiv fiiggvény a D inhomogén lemez
stirliségét irja, akkor az [[ p(x,y)dzdy kettSs integral a D lemez t6megét szamolja ki.
D
13.1.4.3. Sulypontszamitas

Ha a D sikbeli tartomany tetszéleges (x,y) € D pontjaban a stirtiség az p: D — R fiiggvénnyel
irhato le, akkor a test G(z¢, yg) stlypontjanak koordinatai

vo = [[ 2ttty & o= [[ s
D D
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13.2. Feladatok

13.1. Feladat. Szamitsuk ki a kdvetkezs kettds integralokat:

) //i'fy<ﬂc2 —y*)dzdy, ahol D = {(z,y) €R* |0 <z <a, 0 <y < b}.
b) //ln(x—f—y)da:dy, ahol D = {(x,y) eR?2|0 <z <1, 1<y <2}
)//(1—x)(1—xy)dmdy,aholD:{(a:,y)€R2|O§x§1,O§y§2};

d) //mewydxdy, ahol D = {(z,y) e R?|0<z <1, 0<y <2}

13.2. Feladat. Szamitsuk ki a kovetkezs iteralt integréalokat:

y+1 m 2
/ dy/ (x+y)d (c) / dy/ rydz;
0 siny
1 e®
) / da:/ ye'dy; / dx/ 22 sin (zy)d
0 e~ ®

13.3. Feladat. Irjuk fel az I = / f(z,y)dzdy integralt iteralt integralként (lehet&leg kétféle-

képpen), ha a D tartoméanyt a kovetkezs sszefiiggések adjak meg:
(a) 2+ 9% < —2x;
(b) 22 +y? <4, 22+ 12 >1és a2 >0;
() #* +y? <2, 0 <y’ x> —y? ésy <0
(d) az ABC héaromszoglap, ahol A(—1,0), B(1,0), C(0,1);
(e)
(f) 22 +y? <4 és 2% + 9% > 21,

224+ + 24+ 2y+1<0;

13.4. Feladat. Szamitsd ki a kovetkezs kettds integralokat:

(a) // e%dxdy, ahol D az y> =z, x = 0 és y = 1 gorbék altal hatarolt tartomany;
(b) / V1 — 22 —y2dady, ahol D = {(x,y) e R2 |0 <2 <1850 <y < V1-—22}.
D

(c) // xy dxdy, ahol D az y = x? és y = 2x + 3 gorbék altal hatarolt tartomany;

2
(d) //;UQd:Udy, ahol D az x =0,y = 1, y = /2 és y = x gorbék altal hatarolt
VIt +y
D
tartomany:;

e) / arcsiny/z + ydady, ahol D az x +y =0, x+y =1,y =1 és y = —1 gorbék &ltal

D
hatarolt tartomany;
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f 2y)? dady, ahol D: y > 23, y < 22, 2 > 0;
() [/ (zy)” dzdy, y >’y <, ;
D
(2) // cos(x + y) dady, ahol a D hatarai: z =0, y =7, y = x;
D
1
(h) //dedy,D:ygx,xyzl,1§x§2;
D
(1) //(:1:2 + y) dzdy, ahol a D hatarai: y = 22, = y?;
D
dedy, D: 2> + 42> <1,2>0,y > 0;

(”gﬂﬁw

13.5. Feladat. Cseréljiik fel az integréalas sorrendjét a kovetkezs iterdlt integralokban:

(a) /_ idx /+_ f (@) dy; () / T /_ 1 F(@,)dy:
(b) Aldx/gcff(x,y)dy; (d) /Oldy/:/ﬁf(x,y)dx.

13.6. Feladat. Szamitsuk ki a kovetkezs iteralt integralokat™:

2 1 VI @
1 ys (b) / d / sin z
2. Y Y dzx.
@ [ [ et LW v

13.7. Feladat. Szamitsd ki polar-koordinatak segitségével az alabbi kettss integralokat:

a Va2 +y2dady, D: 2% 4+ y? < a?;
(a) y*dzdy y
D

(b) //yd:cdy, D: 2?4+ y? < az, y > —z, ahol a > 0;
D

() //\/dedy,D:am§x2+y2§2ax,yzo, ahol a > 0;
D

1
(d) // arcsin %\/932 +y2dady, D: 72 < 22 + 9% < (27)2
D

13.8. Feladat. Hatérozd meg annak a sikban elhelyezkedd anyagdarabnak a tomegét és suly-
pontjanak a koordinatéit, amelynek

(a) minden pontjdban a stirtisége p(x,y) = |z|, illetve helyzetét a D: 2% +y? < 4, 22 +y% > 2z,
y > 0 tartomany irja le;

(b) strtiségét az f(x,y) = zy fuggvény irja le, helyzetét pedig az a D tartomany, amelynek
hatarai x +y = 3, xy = 2.

13.9. Feladat. Hatarozd meg annak a testnek a térfogatat ketts integralok segitségével, mely-
nek hatérai

*Cseréljiik fel az integralas sorrendjét.
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(a) az xO0y sik és a z = 22 + y2, valamint 22 + y? = 1 egyenletii feliiletek;
(b)) z+y+z=a, =0, y=0, z=0;
(c) z+y+z=4da, 22+y>=da? 2=0.
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13.3. Megoldasok

13.1. Feladat. Szamitsuk ki a kdvetkezs kettds integralokat:

a) //ny(m2 — y?)dzdy, ahol D = {(z,y) e R? |0 <z < a, 0 <y <b}.

Megoldds. A tartomany ismét egy téglalap és

b b
I—/ dx/ :nyx —y dy = /da:(/ :E?’ydy—/wygdy)
0 0 0

y=>b 4 |y=b a /3p2 b
0 2 o 4 o 0 2 4
- 4b2 (12b4
-8 8
O
(b) //ln(x—i—y)d:rdy, ahol D = {(7,y) e R2|0 <z <1, 1 <y <2}
D
Megoldds. Mivel a tartomany, ami felett integralunk a [0, 1] x [1, 2] téglalap, ezért
1 2
:/ dx/ In(z + y)dy
0 1
b b
Viszont a parcidlis integralas szabélya alapjan / flg=fg| — / fq', vagyis
2 y=2 2 1
/ In(z 4+ y)dy = (z + y) In(x + y) —/ (x+y)- dy
1 y=1 J1 Tty
=(z+2)In(z+2)—(z+1)In(z+1) — (2-1).
Tehat
1
1:/ (z+2) (e +2) — (z+ 1) (e + 1) — 1)da
0
1 2 1 1 2
2 2 1
=—x| + (z+2) In(z +2) —/ (z+2)° dz
o 2 o Jo 2 w2
1)2 Yot e+? 1
(Y e _/ (+1D7 1 4.
2 o Jo 2 Tati
2 1 2 1
— 1 [ 2mz—ome— (T 4a)| ) - (2m2—0— (L4
2 1 . 12/,
= g1n3—41n2— §
2 2
O

13.2. Feladat. Szamitsuk ki a kovetkezs iteralt integréalokat:

y+1
/ dy/ (x+y)d
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Megoldds.

1 y+1 1 72 r=y+1
/ dy/ (r+y)dx = / dy [ + yaz]
—1 y271 —1 2 x:yQ—l

v(5 402020 4y 1= 62 - )

Q.

1

1

(—y* —2y° + 5y + 6y) dy

-1

|: y 3 y2:|y1 29
5 -

2— = .
+53+62 5

Il
N = \ \
N =

1 e®
) / dx/ yedy;
0 e =

Megoldds.

O

13.3. Feladat. Irjuk fel az I = / f(z,y)dzdy integralt iteralt integralként (lehetdleg kétféle-

D
képpen), ha a D tartoméanyt a kovetkezs Osszefiiggések adjak meg:
(a) 2% +y* < —2a;
Megoldds. A D tartomanyt megadd egyenlGtlenség atirhatd a kovetkezd alakba:
4yt < 20 = 2242241+ <1 = (z+1)?+42 <1,

amely alapjan a D tartomany egy O(—1,0) kézépponti, egységnyi sugart zart korlap. In-
nen felirhat6 a D tartomany, mint azy = —/1 — (1 + )2, 2 € [-2,0] ésy = /1 — (1 + )2,
€ [—2,0] felkorivek kozotti sikrész. Tehat

D={(z,y) eR*| —2<2<0, —\/1-(1+2)2<y<+1-(1+z)?},

-2 1— (1+CC
//fxydxdy—/ dx/ (z,y)dy.
1+a:

Felcserélve az x és y szerepét a kovetkezSképpen is felirhaté a tartomany:

D={(z,y) eR?| -1<y<1, -1—/1—-2<z<—-1+1-92},

illetve az integral
14+4/1-
//fa:ydxdy—/ dy/ x,y)dz.

ahonnan
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(b) 2 +y2 <4, 2+ L2 > 1és x> 0;

Megoldds. Kifejezziik az 22 + y? < 4, illetve a2 + 1y > 1 egyenlGtlenségekbdl az x-et, az
x > 0 feltétel mellett:

2+t <4, >0 = v <42,

1 1
x2+1y221, x>0 < 372\/1_1?/27

1
D={(r,y) eR|-2<y<2, l—ZyQS:cS\/Zl—yQ}-

Az integral felirhat6, mint

//fxydxdy—/ dy/m

ahonnan

13.4. Feladat. Szamitsd ki a kovetkezs kettds integralokat:

a) // e%dxdy, ahol D az y> =z, x = 0 és y = 1 gorbék altal hatarolt tartomany;

Megoldds.
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Az abra alapjan az integralt kétféleképpen szamolhatjuk:
. 1 1, 1 v
//eydxdy :/ dx/ evdy = / dy/ ev dz.
0 Nz 0 0
D
1
Az els6 integralt nem tudjuk kiszamolni elemi modszerekkel: az [ ev dy tipust integralnak
nincs elemi fliggvényekkel felirhato, zart alakja, viszont a masodikat igen! Tehat

1
I:/ dx - yev
0

r=y?

= /Ol(y —ye¥)dy

z=0

1 ! IAY 1 ?Jl
=5 [ (w-veny=—5 - -ne|
2 2

(b) //mdxdy,aholD:{(x,y)eRQ|0§$§1é80§y§\/1932}'
D

Megoldds.

x
0 1
A feltételek alapjan az
1 V1—x2
I:/dx/ V1—a22 —2dy
0 0

kettds integralt kell kiszamolnunk. Vezessiik be az a = v/1 — 22 jelolést. Igy a belss integral
a
aJ= / v a? — y? dy integralla alakul. Ennek az integralnak a kiszamitasahoz az
0

0
Yy = asint, top = arcsin — = 0,
a
a w
dy = acostdt, ty = arcsin — = —
a 2

helyettesitést alkalmazzuk:
2 - s [2
J = Va? —a?sint-acostdt =a | cost| - costdt
0 0

i 31 2 2
:a2/ cosztdt:az/ +Cﬁdt:ﬂ.
0 0 2 4
Tehat
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Megjegyzés. A megoldasban alkalmazott helyettesités azt sugallja, hogy a feladatot meg-
oldhattuk volna polar-koordinatakra vald attéréssel is. Valoban, a D halmaz pontosan az
els6 negyedbe es6 egységnyi sugari korcikk, igy a koordinatacsere utan

D’:{(T,H)€R2\0§r§1é30§0§g}.

Az integral a kovetkez6 modon alakul:

1 jus
I:/ dr/2 \/1—rzcos20—r2sin29-rd9
0 0
1 s
:/ dT/QT\/l—T2d9
0 0
Lr
—/ §r\/1—r2dr.
0

Ha az utols6 integralban valtozot cseréliink:
1—1r2=t, to =1,
—2rdr = dt, t1 =0,

akkor . 0
T 1 2 3

I=— | —=Vidt=—=-Zt2

2/, p Vi 3"

il il
1 , 6

13.5. Feladat. Cseréljiik fel az integrédlas sorrendjét a kovetkezd iterdlt integralokban:

W [Car [l e

Megoldds. Az integralas D tartoménya az y(x) = %, x € [—1, 3] feletti és az yo = x,
x € [—1, 3] gorbe alatti rész, vagyis

2 2r —
D-{(m,y)ERQI—lng?), Wﬁygx}.
A két gorbe egyenletébdl kifejezziik xz-et y fliggvényben. Az y = x-bdl adodik, hogy x = vy,
illetve
22+ 2 —3 9 9
y=—7 — = dy=(z+1)4+4 <= 4(y—1)=(z4+1)* <= z=2/y—1-1,

ha y € [-1,3]. Tehat
D:{(x,y)eRQy—1§y§3, y§x§2\/y—1—1}.

Yy
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o [ [ s
2

Megoldds. Az integralas D tartomanya az y(x) = x*, x € [0,1] feletti és az yo = /z,
x € [0, 1] gorbe alatti rész, vagyis

D:{(:U,y)ER2|O§x§1, ngyg\/i}.
A két gorbe egyenletébdl kifejezziik x-et y fiiggvényben. Az y = 2%, x € [0,1] atirhato,
mint © = /g, ha y = [0,1] illetve y = /z, = € [0,1] atirhato, mint z = y?, ha y = [0,1].

Tehat
D={(z,y) eR*|0<y <1, y* <z < y}.

Yy

1

13.6. Feladat. Szamitsuk ki a kovetkezd iteralt integralokat:

1 y% 9
(@/@/y&m
0 y?

Megoldds. Az integralas tartomanya

D:{(w,y)EWIOSxSl, y2Swéy%}Z{(i,y)ERQ\OSySL:c

A
<
IN
D
—

ezért felcserélhetjiik az integralas sorrendjét a kovetkezSképpen:

1 y3 ) ) 1 Vi 1 W2
/ dy/ ye dx = // ye dady = dr [, ye dy :/ dzx [ex }
0 y2 D 0 x2 0 2 y:x%
x 2

13.7. Feladat. Szamitsd ki polar-koordinatak segitségével az alabbi kettds integralokat:

TCseréljiik fel az integralas sorrendjét.
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a) / Va2 +y2dady, D: 22 + y? < a?;
D

Megoldds. Az integralas tartomanya D = {(z,y) € R? | 224+y? < a?} egy origé kézéppontii,
a sugaru korlap. Az x = rcos6, y = rsin 0 valtozocserével a

D' ={(r0) eR*|0<r<a, 0<6<2r}=(0,a] x [0,27)

tartoméanyt bijektiven képezzitk a D' = D\ {(0,0)} tartoméanyba. Ezzel a valtozocserével

Va2 +y? =, fgy
// Va4 y? d:):dy—// Va4 y? dxdy—//

//D 2dmw—/ dr/% 2d«9—/ dr [r26)2

3 2 3
:/ 27Tr2dr—/ 27TT dr = 2r | = dr——27r— e
0 0 3 310 3 3

.Y ‘drd&

O

13.8. Feladat. Hatarozd meg annak a sikban elhelyezked anyagdarabnak a tomegét és suly-
pontjanak a koordinatéit, amelynek

(a) minden pontjaban a stirtisége p(z,y) = |z|, illetve helyzetét a D: 224y < 4, 22 +y? > 2z,
y > 0 tartomény irja le;
Megoldds. A D tartomanyt leiré egyenlStlenségek atirhatok a kovetkezd alakba:
x2+y2§4, $2+y22x, y>0 <= x2+y2§4, (m—l)Q—i—yQZl, y >0,
= y<Via-a? y>/1-(@—1)72 y >0
A D tartomany felbonthato két tartoméany diszjunkt egyesitésére: D = D1 U Dy, ahol
Dy={(z,y) eR? | -2<2<0, 0<y<+4—22}és
Dy={(z,y) €R?[0<2 <1, VI—(2—1)2<y<Va—22)

Igy az anyagdarab tomege

//DP(:E,y)dxdyZ//D\m|dxdy://Dl |x\dxdy+//DQ 2] dady
- [[ oy [[ aanay

Az els§ integralt a kovetkezSképpen szamoljuk ki:

//Dl(—x)dxdy: /_i(—x)dx/owdy: /j(—x)dm (y‘;/mdy>

:/j—x@dm:m’o :2_\/5,

3 -1

Az mésodik integralt a kovetkezSképpen szamoljuk ki:

[l = [ oo [ = [eae (o] )
raray = xrax xrax
Dy V1-(z—1)2 Vi-(z—1)?
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= [V e TG TP e

— (m)‘g‘l n (\/m)PT
3 o 3 ;
(et 1+ e ).
—3-v3- 1.

Osszegezve

//D|ac]d:):dy:<§—\/§>+(3—\[—1):137—2\f—2
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