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El6sz6

A konyv a Babes-Bolyai Tudomanyegyetem Magyar Matematika és Informatika Intézetének Geo-
metria 2 (Affin geometria) cimi targyahoz késziilt jegyzet, Varga Csaba és Mezei I1diko kollégak
altal korabban tanitott tananyagra épiil, atdolgozva és kib&vitve azt. Az elméleti anyagon kiviil
példakat és megoldott feladatokat is tartalmasz.

A konyvben tamaszkodunk a Linedris algebra és Geometria 1 tantargyakra, amelyet a didkok
a Geometria 2 targyat megel6zGen tanulnak. A linearis algebra fellrél indulva épitjiik fel az affin
geometria elméletét, ezért a geometriai fogalmak bevezetése el6tt roviden at szoktuk ismételni a
hozzajuk kapcsol6do linearis algebrai fogalmakat, hogy jobban motivaljuk a bevezetett geometriai
fogalmakat.

Az affin tér altalanos értelmezéstél indulva fokozatosan vezetjilk be a geometriai fogalma-
kat. A egyenes és sik megfelelsi lesznek az affin részterek. Kezdetben csak parhuzamossagrol,
metszésrdl tudunk beszélni. Az osztésviszony segitségével hossz fogalma nélkiil igazoljuk Tha-
lész, Meneldosz, Ceva tételeit és forditott tételeit. A valods affin terekre ratérve tudunk beszélni
szakaszrol, haromszog belsejérdl, konvexitasrol. Skalarszorzat segitségével bevezetjiik a tavolsag,
hossz, merdlegesség, szogmérték fogalmakat valos affin terek esetén. Igy tudunk beszélni me-
r6leges vetitésrdl és tiikrozésr6l. Izometridk, illetve hasonlésdgok segitségével altalanositjuk a
haromszogek kongruenciajat, illetve hasonlésdgat més alakzatokra.

A konyv csak bevezetésnek tekinthet§ az affin geometria vildgaba, segit elindulni az ide

tartozo6 témakban, amelyekkel kapcsolatosan felsoroltunk néhany kényvet az irodalomjegyzékben.

Kolozsvar, 2023 majus. A szerzé.



1. fejezet

Csoporthatasok

A csoporthatéas fogalma a matematika tobb teriiletén is felbukkan, ezért is tanulméanyozzuk rész-
letesebben a csoporthatéas tulajdonsagait és a hozza kapcsolodd fogalmakat. A kiévetkezd fe-
jezetben az altalanos affin teret szabad és tranzitiv bal oldali csoporthatas segitségével fogjuk
értelmezni. Fzenkiviil még szerepet jatszik a féldirekt szorzat, a kongruencidk és hasonlosagok
értelmezésénél, tovabba hasznos eszkoz szamlélasoknél is.

Kétféle csoporthatéasrol szoktunk beszélni, bal oldali és jobb oldali csoporthatasrél. Kommu-
tativ csoport esetén ez a két fogalom megegyezik. Minden bal oldali csoporthatasbél természetes
modon szerkeszthetd egy jobb oldali csoporthatas és forditva, ezért nincs 1ényegi kiilonbség a két
fogalom kozott. Mi csak bal oldali csoporthatassal fogunk dolgozni, ezért a bal oldali csoportha-
tas helyett roviden csak csoporthatast fogunk mondani. A jobb oldali csoporthatasrol, illetve a
bal és jobb oldali csoporthatasok kapcsolatarol az A. Fiiggelékben olvashattok.

T6bb értelmezést is adunk a bal oldali csoporthatasra, melyek csak jelolésben térnek el egy-
méastol. Altalaban a csoporthatast miiveletként jelolik (lasd az 1.2. Ertelmezést), de mi késob-
biekben inkabb a fiiggvény jelolést hasznaljuk (lasd az 1.1. Ertelmezést). Ahhoz, hogy a kétféle
jelolés egyenértékiisége érthetébb legyen atismételjiik a kiilsd és bels6 miivelet fogalmat.

Modszereket mutatunk, hogy mar meglévs csoporthatéasbol hogyan tudunk tjabbakat szer-
keszteni. Megmutatjuk, hogy a bal oldali csoporthatas egyenértékd egy szimmetria-csoportba
képezs csoportmorfizmussal. Ezutan ratériink a csoporthatassal kapcsolatos palya és stabilizator
részcsoport fogalméra és a hozzajuk kotods szabad, tranzitiv, illetve hiiséges csoporthatasokra.

Végiil csoporthatéassal kapcsolatos szamlalédsi modszereket mutatunk be. Megszamoljuk a
véges test feletti invertdlhato (n x n)-es matrixok szamat, illetve a véges test feletti n-dimenziods

vektortér k-dimenzids altereinek szamat.

1.1. Kitérs: belsd és kulsé miiveletek

Miel6tt ratérnénk a csoporthatés értelmezésére atismételjiik a bels§ és kiilsé miivelet, a csoport,
illetve a vektortér fogalmét, hogy konnyebben parhuzamot lehessen vonni ezekkel a fogalmakkal.

A G nemiires halmaz esetén egy f: G x G — G fliggvényt belsé mdveletnek nevezzik. Ez a
fiiggvény két g1, g2 € G elemnek megfeleltet egy f(g1, g2)-vel jelolt G-beli elemet. A valos szamok
Osszeadésa és szorzasa esetén megszokott jelolések és szabalyok miatt bevalt szokas az f(g1, g2)
helyett az g1 + g2, g1 - g2, 9192, g1 * go tipust jelolések hasznéalata. Osszegezve, egy bels6 miivelet
a § halmazon nem t6bb, mint egy f: G x § — G fiiggvény.
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b

A (9,-) part csoportnak nevezzik, ha ,,-” egy belsé miivelet a § nemiires halmazon, vagyis

2 Gx9—=9, (91,92) — g1 - g2, és amely rendelkezik a kovetkezd tulajdonsagokkal:
(i) asszociativitdas: minden g1, 92,93 € G esetén g1 - (g2 - 93) = (91 - 92) - g3;
(ii) semleges elem létezése: létezik e € G gy, hogy minden g € Geseténe-g=g-e=g;
(iii) szimmetrikus elem létezése: minden g € G esetén létezik ¢’ € G agy, hogy g-¢' =¢' -g =e.

Azt mondjuk, hogy a ,,-” mtvelet kommutativ, ha minden g1,go € G esetén g1 - go = g2 - 91.
Ha a csoport miivelete kommutativ, akkor a csoportot kommutativ vagy Abel-féle csoportnak
nevezzilk. Megjegyezziik, hogy kommutativ csoport esetén a miveletet gyakran ,,+"-szal jelolik,
illetve nem kommutativ csoport esetén a ,-” jelolés hasznalata a gyakori.

Abban az esetben, ha a mtveletet ,,+7-szal jelolik, akkor a g elem ¢’ szimmetrikusara a (—g)
jelolést hasznaljak és a g elem ellentettjének is nevezik. Abban az esetben, ha a miiveletet ,,--al
jelolik, akkor a ¢ elem ¢’ szimmetrikusara a ¢g—! jelolést hasznaljak és a ¢ elem inverzének is
nevezik.

Atismételjiik a vektortér értelmezését is. Legyen (K, +,-) egy kommutativ test. A V nemiires
halmazon értelmeziink egy +: VxV — V. (v1, v2) +— v1 +v2 belsd miiveletet, illetve egy KxV —
V, (k,v) — kv kiils6 miveletet. A 'V halmaz elemeire vektorként, illetve a K test elemeire
skalarként hivatkozunk. A 'V egy K-vektortér, ha a bels§ miiveletre teljesiil, hogy (V,+) egy

Abel-csoport és a kiils6 miiveletre fennéllnak a kovetkezd tulajdonsagok:

(i) (k1 + k2)v = kv + kgv, minden kq, ko € K skalarok és minden v € V vektor esetén;
(ii) k(vi +v2) = kvi + kvg, minden k € K skalar és minden vy, vy € V vektorok esetén;
(iii) k1(kev) = (k1 - k2)v, minden ki, ko € K skalarok és minden v € 'V vektor esetén;

(iv) 1v = v, minden v € V vektor esetén, és ahol 1 € K a test egységeleme.

Az altalunk hasznalt leggyakoribb vektorterek a K" K-vektortér, az R™ valos vektortér, a C"

komplex vektortér, a (Z,)" Zy-vektortér, ahol p prim.

1.2. Bal oldali csoporthatas

Legyen (9, ) egy (nem feltétleniil kommutativ) csoport és X egy nemiires halmaz.

1.1. Ertelmezés (Csoporthatas értelmezése fiiggvény jeloléssel)
At: §x X — X fiiggvény a (G,-) csoport egy bal oldali csoporthatdsa az X nemiires halmazon,
ha

(i) t(g1,t(g2,2) = t(g1 - g2,x), minden g1,g2 € G csoportelem és minden z € X halmazelem

esetén;

(ii) t(e,x) = x, minden x € X halmazelem esetén, ahol e € G a csoport semleges eleme.

Ebben az esetben azt mondjuk, hogy a (G, -) csoport balrdl hat az X halmazon.

A t fiiggvényre gy is gondolhatunk, mint egy kiils§ mtveletre az X halmazon, vagyis a G csoport
elemeivel hatunk az X halmaz elemeire. Emiatt is szoktdk a csoporthatast a miiveletekhez

hasonléan kovetkezdképpen is jeldlni:

g*a:jezl' t(g,z), VYgeg, VeelX.
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Ezzel a jeloléssel az 1.1. Ertelmezést atirhatjuk a vektortér értelmezéséhez kozelebb allo alakba

(lasd a vektortér (iii) és (iv) axiomait).

1.2. Ertelmezés (Csoporthatas értelmezése miivelet jeloléssel)
Ax:GxX = X, (g,2) = g*x a (G,-) csoport egy bal oldali csoporthatisa az X nemiires
halmazon, ha

(i) g1 * (g2 * ) = (g1 - g2) * =, minden ¢1,92 € G csoportelem és minden = € X halmazelem

esetén;

(ii) e * z = x, minden = € X halmazelem esetén, ahol e € G a csoport semleges eleme.

1.3. Megjegyzés

Egy csoporthatds nem attdl lesz bal oldali, hogy a csoport elemeit a bal oldalra irjuk. Az
értelmezés els§ pontjat szoban tgy tudjuk kifejezni, hogy ha a ¢ - go szorzattal hatunk az z
halmazelemre az ugyanaz, mint ha el6bb a gs csoportelemmel (a szorzat jobb oldali vagy méasodik
tényezGjével) hatunk z-re, majd a g; csoportelemmel (a szorzat bal oldali vagy els6 tényezgjével)

hatunk a go * = halmazelemre. o

A kovetkezdben bal oldali csoporthatas helyett réviden csak csoporthatast fogunk mondani.
Egy csoport tobbféleképpen is hathat ugyanazon a halmazon, illetve egy adott halmazon tobb

kiilonbo6z8 csoporthatast is értelmezhetiink. A kovetkezSkben példékat adunk csoporthatéasokra.

Az 1.2. Ertelmezése el6tt megemlitettiik, hogy ha a csoporthatas miiveletként jeloljiik, akkor
az azt értelmezd tulajdonsagok hasonlitanak a vektorteret értelmezd két tulajdonsagra. Ebben
a példaban tisztazzuk, hogy ez a hasonlosidg milyen csoporthatashoz vezet. Legyen (K, +,-)
egy kommutativ test és V pedig egy K-vektortér. Ekkor a K test elemeivel (a skalarokkal)
megszorozhatjuk a V vektortér elemeit (a vektorokat) és tobbek kozott teljesiilnek a kovetkezs
axiomak:

(iii) k1(k2v) = (k1 - k2)v, minden kq, ko € K és minden v € 'V esetén;

(iv) 1v = v, minden v € V esetén, és 1 € K a test egységeleme.

Ezek a relaciok ugyanazok, mint amelyek a csoporthatas 1.2. Ertelmezésében szerepelnek, de
ett6l még a K xV -V, kxwv “ kv nem egy csoporthatéis, mivel K a szorzésra nézve nem
csoport (a 0 € K zéruselem nem invertalhato). Ellenben, ha a (K*,-) multiplikativ csoportot
tekintjiik, akkor

K xV oV, kv ky, VECK VreX

egy csoporthatast értelmez a fenti (iii) és (iv) relaciok altal, ahol K* = K\ {0}.

Minden (G, -) csoport és minden X nemiires halmaz esetén értelmezhets a kovetkezs hatas:
x:Gx X =>X, gxx=uzx.

Ezen hatas esetén minden csoportelem minden halmazelemet fixen hagy. Ezt a hatast trividlis

hatdsnak hivjuk.
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Minden (G, -) csoport hat 6nmagén balrol valo szorzéssal, vagyis értelmezhets a
+:GxG =G, grzTg.z, Vgze§

csoporthatas. Ebben az esetben a csoport is § és a halmaz, amelyen hat, az is §. Valéban,

(i) g1*(g2%x) =g1x(g92-2) =g1-(92-%) = (91 92) - ® = (91 - g2) * =, minden g1, g2, ¥ € §
esetén a csoportmiivelet asszociativitasa miatt, és

(ii) exx =e-x =z, minden x € G esetén, ahol e € § a csoport semleges eleme.

Legyen 8 az intuitiv sik és O € 8 egy rogzitett pontja. Legyen Rotoo: 8 — 8 az & sik pontjainak
a € R szoggel valé (oramutato jarasaval ellentétes irdnyi) forgatasa az O € 8 pont koriil. Minden
A € 8 pont O pont koriili, a szbggel valo forgatasa, majd a Rotp o(A) elforgatott pont tjabb 3
szoggel valo elforgatdsa megegyezik az A pont O pont korilli a + 3 szoggel valo elforgataséaval,
vagyis

Roto,g(ROtoa(A)) = R0t07a+/3(14), VAeS, Va,B8 €R. (1.1)
Tovabba a 0 mértékid szoggel vald forgatas fixen hagyja az 8 sik pontjait, vagyis
Rotoo(A)=A, VAeS. (1.2)
Ekkor p: R x 8§ = 8, p(a, A) = Rotp(A) az (R,+) additiv csoport egy csoporthatésa az 8
sikon, mivel
(i) pla,p(B,A)) = p(a+ B, A), minden «, 5 € R szog és minden A € § pont esetén az (1.1)
alapjan, és

(ii) p(0,A) = A, minden A € 8 pont esetén az (1.2) alapjan.

’..p(ﬁ, pla, A)) = pla+ B, 4)

1.1. Abra. Rogzitett O pont koriili forgatéas.

Legyen 8 az intuitiv stk és 'V a sik szabad vektorainak vektortere. Sajatosan a vektorok az Ossze-
adéasra nézve egy Abel-csoportot alkotnak. Az 8 sik pontjait eltolhatjuk a szabad vektorokkal:
minden A € 8§ pont és v € V vektor esetén létezik egyetlen olyan B € § pont, hogy ﬁ = 0.
A B pont az A pont v vektorral valo eltoltja, és amelyet tgy is jeloliink, hogy B = t(v, A). Ha
w € V egy masik szabad vektor és C' = t(w, B), vagyis B? = w, akkor a haromszog-szabaly
alapjan AC = AB + B?, vagyis t(v + w, A) = t(w,t(v, A)). A 0 nullvektor a (V,+) csoport



1.2. BAL OLDALI CSOPORTHATAS 13

semleges eleme és tetsz6leges A € 8 pont eltolésa a nullvektorral az A pontot eredményezi, vagyis
A = (0, A). Tehat teljesiilnek a kovetkezd Gsszefiiggések:

(i) t(v,t(w,A)) =t(v+w,A), minden A € § pont és minden v, w € V szabad vektorok esetén,
(ii) t(0, A) = A, minden A € 8 pont esetén.
Tehat a szabad vektorok (V,+) additiv csoportja hat az 8 intuitiv sikon.

t(w+wv,A) =t(w,t(v,A)) @

v+ w

o

A

1.2. 4bra. Eltolas a sikon szabad vektorokkal.

Az X nemiires halmaz szimmetrikus-csoportja az Sy = {f | f: X — X bijektiv fiiggvény} halmaz,
amelyen a miivelet a fliggvények 0" Osszetétele. A fiiggvények kiértékelése egy adott pontban

egy bal oldali Sy-csoporthatést eredményez az X halmazon:
ev: Sy x X =X, ev(f,x) X f(z), VfESy, VaeX

(az ev jelolés az evaluation szobol, a kiértékelés angol megfelel§jébdl szarmazik). Valoban,

(1) ev(fr,ev(fz, 2)) = ev(fi, fo(x)) = fi(f2(2)) = (fio fo)(x) = ev(fi0 f2,2), minden fi, fo €

Sy és minden x € X esetén,
(i) ev(ly,x) = lx(x) = x, minden = € X esetén,

ahol 1y: X — X, 1yx(z) = x identikus fiiggvény az (S, o) csoport semleges eleme.

Az 1.9. Példa egy sajatos esetét kapjuk, ha X = {1,2,...,n}. Ekkor Sy = S,, az n-edrendi
permutaciok csoportja hat az X = {1,2,...,n} halmazon: x: S;, x X — X, 0 * k = o(k), minden

o €8S, ésminden k =1,2,...,n esetén.

A (2 x 2)-es valos egyiitthatos invertalhato matrixok GLo(R) halmaza csoport a matrixok szor-
zésra nézve, amelynek semleges eleme az I identikus matrix. Ez a csoport hat a (2 x 1)-es valos

matrixok My 1 (R) halmazan balrdl valé szorzassal:

an a12| b1 at. |a11 Q12 b1 _ a11b1 + a12b9
a1 a2 bo az1 az| |b2 a21b1 + ag2by

Az els6 tulajdonsag a méatrixok szorzasinak asszociativitasabol kovetkezik, a masodik pedig az

*: GLa(R) x Mo 1 (R) — Mo 1(R),

identikus matrixszal val6 szorzas miatt all fenn, de akar direkt szamoléssal is konnyen leellen-

Grizhetdek.
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1.2.1. Csoporthatasok szarmaztatasa

A matematikdban gyakran vizsgaljuk, hogy mar meglévs strukturakbol hogyan lehet Gjabba-
kat szerkeszteni. Példaul, mar meglévé halmazbdl Gjabb halmaz szerkeszthetd, ha vessziik a
részhalmazok halmazéit vagy vessziik az énmagaval vett Descartes-féle szorzatat. Masik példa,
linearis algebraban vehetjiik meglévs vektorterek résztereit, metszetét, Descartes-féle szorzatéat,
hogy tjabb vektortereket kapjunk. Megvizsgéljuk, hogy egy adott csoporthatésbél hogyan tu-
dunk természetes modon tjabb csoporthatasokat konstrudlni. A szdrmaztatott hatasok jelolésére
altaldban az eredetivel megegyezd szimbolumot szoktunk hasznélni.

Tekintstink egy *: § x X — X csoporthatést, vagyis a (9, ) csoport (balrol) hat az X halma-
zon. A csoporthatésok szarmaztatésanak egyik modja, hogy a G csoportot lecseréljik egy mésik
csoportra (lasd az 1.2.1.1 és 1.2.1.2 alfejezeteket). A csoporthatasok szarmaztatasanak egy ma-
sik csaladjat kapjuk, ha az X halmaz helyett a G csoporttal egy masik X’ halmazon hatunk,
amelyet az X halmazbol szerkesztjiik meg. Az X' halmazt tobbféleképpen is megszerkeszthet-
jik az X halmazbol, amelyre néhany példat mutatunk az 1.2.1.3, 1.2.1.4, 1.2.1.5 alfejezetekben.

Természetesen ezeket a modszereket lehet kombinalni is.

1.2.1.1. Reészcsoport hatasa

Egy szarmaztatasi modszer, ha a § csoport helyett egy G’ részcsoportjat vessziik és azzal hatunk
az X halmazon. Igy minden G’ részcsoport szarmaztat egy Gjabb csoporthatést, vagyis a mar
meglévs (bal oldali) csoporthatas segitségével értelmezhetjiik a G’ részcsoport egy (bal oldali)

csoporthatasat ugyanazon az X halmazon:
G xX =X, Jerg s, Vg eg, VoeX,

tgy gondolva a §' C G részcsoport ¢’ elemére, mint a § csoport eleme és az eredeti ,,+” hatéassal
hatunk az z € X halmazelemre. Valoban, az 1.2. Ertelmezés (i) alpontja teljesiil, mert a G
részcsoport minden eleme egyben a G csoport eleme is, tovabba a G’ részcsoport semleges eleme

megegyezik a G csoport semleges elemével.

1.12. Megjegyzés
Részcsoporttal vald hatas ugyanazon a halmazon analdg azzal, hogy egy V komplex vektorteret
lehet tekinteni valds vagy racionélis vektortérként is, hiszen valés szamok teste, illetve a racionalis

szamok teste a komplex szadmok testének részteste. o

Az 1.6. Példaban tekintettiik egy (G,-) csoport hatasat 6nmagéan balrél valo szorzassal. A G

csoport egy G’ részcsoportja szintén hat a G-n, mint halmazon balrol valé szorzassal:
©:§x9G geg=gug=g g V4G VgeS
egy bal oldali csoporthatés.

—b
Az SO2(R) = Z € Ma(R) | a? + b% = 1} részesoportja a (GLa2(R), -) csoportnak, amely
a

az 1.11. Példa szerint balrél hat az My 1(R) halmazon, igy mint részcsoport SO2(R) is hat az
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Ms,1(R) halmazon a kivetkezéképpen:

*: SO02(R) x Ma1(R) = M1 (R),

1 2 3 4 5 6
Tekintsiik a o = 5 46 1 5 3 € Sg hatodrendii permutaciot. A H = {e,0,0%, 03, 0%, 0%}

az Sg egy részcsoportja, ahol e a hatodrendt identikus permutéciot jeloli. Az Sg csoport hatésa

az {1,2,3,4,5,6} halmazon szarmaztatja a

x1 H x {1,2,3,4,5,6} — {1,2,3,4,5,6}, oFxz2Z oF(2), k=0,1,...,5

1 23 456
hatast. Fz a hatéas az alabbi tablazattal irhato le. Megjegyezziik, hogy a o = )

2 46 1 5 3
als6 sora mutatja, hogy o-val hatva az x € {1,2...,6} elemre mit ad eredményiil, ezért az 1.3

tablazatba a o soraba ezen permutacié als6 sora kertl.

cfsx |1 2 3 4 5 6
e 1 2 3 4 5 6
o 2 4 6 1 5 3
o2 |4 1 3 2 5 6
o2 |1 2 6 4 5 3
o |2 4 3 1 5 6
o> |4 1 6 2 5 3

1.3. tablazat. A o permutacié altal generalt részcsoport hatésa.

Az 1.7. Példaban tekintettiik az (R, +) csoport hatasat az 8 intuitiv sikon egy O rogzitett pont
koriili forgatasok altal. Legyen n > 1 egész szam. Az (R, +) csoport egy részcsoportja a Q%Z =
{2% k| ke Z} és az altala szarmaztatott hatés a sikon az O rogzitett pont koriil, a %’T SZ0g

tobbszoroseivel vald forgatésokat jelenti.

Az 1.8. Példaban tekintettiik a szabad vektorok (V,+) additiv csoportjanak eltolasokkal vald
hatasat az 8 sikon. Ha v € V egy nemnulla vektor, akkor a v vektor altal generalt (v) = {Av |
A € R} linearis altér egyben részcsoportja a (V,+) csoportnak, és a ((v),+) részcsoport a v

irdnnyal parhuzamos eltolasokkal hat az § sikon.

1.2.1.2. Csoportmorfizmussal valé szarmaztatas

Legyen G, H két csoport és X egy nemiires halmaz. Ha adott egy *: G x X — X csoporthatas
és egy ¥: H — G egy csoportmorfizmus, akkor az ¢: H x X — X, hex = ¢(h) * x egy H-
csoporthatas lesz az X halmazon. Az olvasoéra bizzuk annak ellenérzést, hogy ez valéban egy

H-csoporthatast értelmez az X halmazon.
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Az 1.9. Példaban tekintettiik az Sy szimmetrikus-csoport hatasiat az X halmazon. Ebben a
példaban legyen X = § az intuitiv sitk. Az O koézéppontt o szégl Rotoq: & — & forgatas
egy bijekcio, ezért Roto, € Ss. Tovabba egy a szogi és egy B szogl O koézépponti forgatas
Osszetétele egy (B + ) szogt forgatas lesz, vagyis Rotp g o Rotp.n = Roto giq, ami azt jelenti,
hogy ¥: R — Sg, 1(a) = Roto,qo egy csoportmorfizmus. Az Ss szimmetrikus-csoport 8 sikon valo
ev hatésa és a 1: R — Sg csoportmorfizmus éltal szarmaztatott hatas pontosan az 1.7. Példaban

targyalt O kozéppontu forgatédsok hatasa a stkon:
p:Rx8—=38, ev(y(a),A)=-ev(Rotoa, A) = Roto(A) = p(a, A),

minden o € R sz0g és minden A € § pont esetén.

58, 7o, A) = plav+ B 4) = p(—(a + B). A)

1.4. abra. Rogzitett O pont koriili forgatas ellenkezd irdnyba.

Tekintsiik az 1.7. Példaban targyalt (R, +) csoport hatésat az 8 intuitiv sikon az O kdézépponti
(az oramutato jarasaval ellentétes iranyu) forgatésok altal. A ¢¥: R — R, (o) = —a az (R, +)
csoport egy automorfizmusa, és az el6bb emlitett csoporthatéssal egyiitt szairmaztatott hatésa az
(R, +) csoportnak az O kozépponti, az 6ramutatd jarasaval megegyezs iranyu forgatasok altali

hatasa az 8 sikon:
prRx8 =38, pla,A) =p(a),A) = p(—a,A) = ROtO,—a(A)7

minden « € R szdg és minden A € 8 pont esetén.

2 46 1 5 3
Se egy részcsoportja és az 1.15. Példaban tekintettiik a H részcsoport hatasat az {1,2,3,4,5,6}

1 2 3 4 5 6
Ao = ( € S hatodrendii permutaci6 esetén H = {e, 0,02, 03 0%, 0%} az
halmazon. Ezen hatés és a ¢: (Zg, +) — (H,-), 1/)(7{:\) = 0% egy csoportmorfizmus segitségével
konstrualhatunk egy
o Zg % {1,2,3,4,5,6} — {1,2,3,4,5,6}, kex=oc"x2=0"(z)
hatast.

1.2.1.3. Lesziikités invarians részhalmazra

Legyen X' C X egy nemiires részhalmaz. Azt mondjuk, hogy X' invaridns részhalmaz a csoport-

hatasra nézve, ha minden 2/ € X’ halmazelem és minden g € G csoportelem esetén g * 2’ € X'.
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Ebben az esetben az eredeti hatas segitségével értelmezhets egy § x X' — X', (g,2') — g * 2’

csoporthatis az X’ részhalmazon.

Az 1.7. Példaban tekintettiik az (R, +) csoport hatasat az 8 intuitiv sikon egy O rogzitett pont
koriili forgatasok altal. Az O kozéppontt, r sugarta C(O,r) kor invarians erre a csoporthatasra
nézve, mivel a C(O,r) kor egy pontjat a szoggel elforgatva az O pont koril szintén a C(O,r)
koron 1évé pontot kapunk. Igy az 1.7. Példaban megadott hatés az (R, +) csoport egy hatasat
szarmaztatja a C(O,r) koron.

Jelolje |OA| az [OA] szakasz hosszat. Az O kozéppontu, r sugara D(O,r) = {A € 8§ | |OA] <
r} zart korong is invarians az O kézéppontu forgatasokra nézve, igy az 1.7. Példaban megadott

hatés szintén szarmaztat egy (R, +) csoporthatast a D(O,r) zart korongon.

1.2.1.4. Hatas részhalmazok halmazan

Legyen P'(X) ={Z | Z C X, Z # 0} az X nemiires részhalmazainak halmaza. Ekkor
x G PX) 5 P(X), g+2 D {gxz|z€2}, Vges§, VICTX, Z+0,

egy csoporthatés a P'(X) halmazon. A csoporthatas tulajdonsagainak ellendrzését az olvasora

bizzuk.

Az 1.7. Példaban tekintettiik az (R, +) csoport hatasat az 8 sikon az O € 8 pont koriili forgatésok
altal, vagyis p: R x 8 = 8, p(a, A) = Rotp o(A). Ekkor természetes modon tekinthetjiik az 8
stk nemiires részhalmazainak O pont koriili forgatasait is. A Z C 8§ nemdiires részhalmaz az O
pont koriil a szoggel valo elforgatottja az a halmaz, amit tgy kapunk, hogy a Z minden elemét
elforgatjuk O koril « szoggel, vagyis p(a, 2) = {p(a, A) | A € Z}.

Tekinthetjiik az 8§ stk haromszogeinek A C P/(8) halmazat. A forgatasok haromszogeket
haromszogekbe visznek, ezért A halmaz a P'(8)-en szarmaztatott hatasra nézve egy invarians

részhalmaz. Tekinthetjik a
pr:Rx A=A pa(a, ABCA) = p(a, ABCp) = p(a, A)p(a, B)p(a, C) a

hatast, vagyis az « szbggel valo forgatas egy ABC haromszoget abba a haromszogbe visz at,

amelynek csicsai az A, B, C pontok a szoggel vald elforgatottjai.

1.2.1.5. Hatas szorzat halmazon

Egy *x: § x X — X csoporthatas természetes modon szarmaztat egy csoporthatast az X" =

Xx--xX={(x1,...,2n) | x1,..., 2y € X} n-szeres Descartes-féle szorzaton:
ért.
%1 G X X" = X", gx(T1,...,%n) = (g¥x1,...,9%xn), VgEG, V(x1,...,2,) € X"
A csoporthatés tulajdonsagainak ellendérzését az olvasora bizzuk.

Tekintsiik az (R, +) csoport hatasat az 8 sikon az O € 8 pont koriili forgatasok altal, vagy-
is p: Rx8 = 8, p(a, A) = Rotpn(A). Mivel egy haromszoget meghatéroznak a csticsai és
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p(a, B)

B

1.5. abra. Sikbeli haromszogek forgatasa rogzitett O pont koriil.

forgatasok haromszogeket olyan haromszogekbe visznek, amelyek csiicsai az eredeti haromszog
csticsainak elforgatottjai, ezért a p: R x 8% — 83, p(a, (4, B,C)) = (p(a, A), p(a, B), p(ar, C))
hatéas is az 8§ sik haromszogeinek O pont koriili forgatasanak csoporthatésat irja le. Ezen példa
esetén a haromszogek lehetnek elfajultak is, akir mindharom csics egybe is eshet. Ha ezt ki sze-
retnénk zarni, akkor az X3-nek azon invarians részhalmazat kell venni, amely a nem kollinearis

ponthiarmasokbél all.

1.2.2. Bal oldali csoporthatasok és (Sy,o)-be képezs csoportmorfizmusok kap-
csolata

Ebben az alfejezetben azt fogjuk belatni, hogy minden csoporthatéas az 1.9. Példaban tekintett
szimmetrikus-csoport hatasabol szarmaztathato egy csoportmorfizmus altal (lasd az 1.2.1.2. al-
fejezetet). MielStt erre ratérnénk bevezetiink par jelolést, amelyeket a késgbbiekben is hasznalni

fogunk.

1.24. Jelolés

Az f: Ax B — C, (a,b) — f(a,b) kétvaltozos fliggvény segitségével értelmezhetiink két egyval-
tozos fliggvényt. Ha elGszor rogzitjik a masodik valtozot b € B-nek, akkor kapunk egy A — C,
a — f(a,b) egyvaltozos fiiggvényt, amelyet f(—,b)-vel fogunk jelolni, tehat

F(=0): A= C, f(=b)(a) = f(a,b). (1.3)

Hasonloan, ha rogzitjik az elsé valtozot a € A-nak, akkor kapunk egy B — C, b — f(a,b)
egyvaltozos fiiggvényt, amelyet f(a, —)-val fogunk jelolni, tehat

fla,=): B=C, fla,—)®) 2 f(a,b). (1.4)

Egy t: G x X — X kétvaltozos fiiggvényt gy is lehet tekinteni, mint a g € G csoportelemekkel
paraméterezett
tg: X=X, ty(x) E t(g, )

fiiggvények csaladja, vagyis t, = t(g, —). Csoporthatés esetén ez a fiiggvény irja le hogyan hat a

g csoportelem az X halmazon. Ezzel a jeléléssel az 1.1. Ertelmezés (i) feltétele a

tgl(tgz(x)) = tgrgz(x)a Vgi,920€ G, Ve e X
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alakba, vagy az ezzel egyenértéki

(tgy otgo)(w) =tg.9,(7), V91,92 €3G, Vo €X

formaba irhato. Ez egyenértéki a t,, oty = tg,.4,, minden g1,g2 € G esetén feltétellel. A (ii)
feltétel pedig a te(z) = x, minden = € X esetén, vagyis t. = 1y alakba irhato, ahol 1y az X
halmaz identikus fiiggvénye (1x(z) = x, minden = € X esetén).

A csoporthatas 1.1. Ertelmezése a tg = t(g, —) jeloléssel a kovetkezSképpen irhato at.

1.25. Ertelmezés (Csoporthatas értelmezése, mint fiiggvények csaladja)
At: G xX — X figgvény a (9,-) csoport egy bal oldali csoporthatdisa az X nemiires halmazon,
ha a ty =t(g,—): X — X fliggvényekre teljesiilnek a

(i) tg, otg, = tg,.g,, minden g1, g2 € G csoportelemek esetén,

(ii) to = 1y
feltételek, ahol e € G a csoport semleges eleme és 1y: X — X, 1y(z) = = az X halmaz identikus
fliggvénye.

Az 1.7. Példaban az (R, 4) csoport hatott az 8 sikon az O pont koriili forgatasok altal: p: Rx8 —
S, p(a, A) = Rotp (A). Ezen hatés esetén a po: 8 = 8, po = Roto,o az O pont koriili a szoggel
valo forgatast jelenti, mivel po(A) = p(a, —)(A) = p(o, A) = Rotp o(A), minden A € 8 pont

esetén.

Az 1.8. Példaban a szabadvektorok (V,+) csoportjanak eltolasok altali hatasat tekintettiik az 8
sikon: t: Vx8 = 8, t(v,A) = B < v = 1@ Ebben az esetben a t,: § — 8 fliggvény a v

vektorral valo eltolas a sikon.

1.28. Lemma
Hat: § x X — X egy bal oldali csoporthatas, akkor

(i) ty: X — X bijektiv, minden g € G esetén, vagyis t, € Sy;

(ii) (tg)~' =t,-1, minden g € § esetén.

Bizonyitds. Az 1.25. Ertelmezésben gy = g és go = g~ !

1

valasztéassal ¢4 o lg-1 =tgg-1 =te = Ly,

majd forditva g1 = g~ és go = g valasztas esetén tg-1 0ty =t,-1., =t = ly. Tehédt a ty ésty

fiiggvények egymas inverzei, vagyis (t,) "' = tg-1, ezért bijektivek. O

1.29. Tétel
Legyen (9, -) egy csoport, X egy nemiires halmaz és t: § x X — X egy fiiggvény. A t fiiggvény

pontosan akkor egy bal oldali csoporthatéas, ha
T:G—= Sy, T(g9)=t4

egy csoportmorfizmus, ahol ¢, = t(g,—): X — X.

Bizonyitds.
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Tegyiik fel, hogy t: § x X — X egy bal oldali csoporthatas. Ekkor az 1.28. Lemma (i)
alpontja alapjén a T: G — S, T(g) = t, fiiggvény jol értelmezett. Az 1.25. Ertelmezés (i)

pontja azt fejezi ki, hogy T egy csoportmorfizmus:

T(g1-g2) = tgr-go = tg 0 tgy =T(g91) ©T(g2), Vg1,92 €,
(az Sy csoportban a ,,0” Gsszetevés a mivelet).
Ha t: § x X — X egy olyan fiiggvény, amelyre T': § — Sy, T'(g) = t4 csoportmorfizmus,
akkor
lgi-go = T(gl ) 92) = T(gl) ° T(QQ) = lg; 0 gy, Vg1,92 € G,

tehat teljesiil az 1.25. Ertelmezés (i) pontja. Mivel egy csoportmorfizmus semleges elemet
semleges elembe képez és az identikus 1y fliggvény az (Sy, o) csoport semleges eleme, ezért

Iy = T(e) = t., és igy teljesiil az 1.25. Ertelmezés (ii) pontja is. O

Az 1.29. Tétel azt mondja, hogy minden t: G x X — X csoporthatas az Sy szimmetrikus-
csoport X halmazon val6 hatésabol (lasd az 1.9. Példat) szarmaztathato a T': § — Sy, T'(g) = t4

csoportmorfizmus segitségével. Valoban, az 1.2.1.2. alfejezetben értelmezett szdrmaztatas szerint

ev(T(g),x) = ev(ty, x) = ty(x) = t(g, ),

minden g € G és minden x € X esetén.

Tekintsiik a K = {e,a,b, ¢} Klein-féle csoportot, amelynek mtveleti tablaja az 1.6. tablazatban

lathato. Az a - b eredményét példaul az 1.6. tablazat masodik sorabol és harmadik oszlopabol

e a b c
ele a b ¢
ala e ¢ b
b|b ¢ e a
clec b a e

1.6. dbra. A Klein-csoport mitiveleti tablaja.

olvashatjuk le, vagyis a-b = ¢. Ha a K csoport 6nmagéan val6é hatésat tekintjiik balrél valé szor-

zéassal (lasd az 1.6. Példat), akkor az 1.6. tablazatban talalhato miiveleti tabla a csoporthatast is

leirja. A tablazat bal oldalén 1év6 elemekre, mint a K csoport elemeire tekintiink, amelyek hatnak

a tablazat fels6 részén felsorolt halmazelemekre. Ekkor a tabldzat azt mutatja, hogyan cseréli fel
e a b c

a hatés az {e, a, b, ¢} halmaz elemeit. Ez alapjan az e hatasa a o, = b identikus per-
e a c

L. i e a b c L ) e a b c
mutéciénak, az a hatasa az o, = b permutaciénak, a b hatasa a o, =

a e c b ¢ e a
. ) . e a b c . )
permutaciénak, mig a ¢ hatasa a o, = b permutacionak felel meg. Az 1.29. Tétel
c a e

alapjan T: K — Sk, T(k) = o, minden k = e, a, b, ¢ esetén, egy csoportmorfizmus. A K cso-
porthatasa énmagén ezen T csoportmorfizmus és az Sk csoportnak a K = {e,a,b, c} halmazon

valo hatasa (lasd az 1.9. Példat) altal van szarmaztatva.
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1.3. Csoporthatassal kapcsolatos fogalmak

Ebben a fejezetben csoporthatéssal kapcsolatosan hasznélt f6bb fogalmakat fogunk attekinteni
agy, mint a palya, stabilizator-részcsoport, illetve szabad, tranzitiv, hiiséges csoporthatasok.

1.
Legyen (9, ) egy csoport és t: § x X — X, t(g,x) = g%z egy G-csoporthatas az X halmazon.

1.3.1. Palya

Egy © € X elem palydja az X azon részhalmaza, amelynek Osszes elemét megkaphatjuk a G
elemeivel hatva az x halmazelemre. Mivel a csoporthatasra kétféle jelolést is hasznalhatunk (lasd
az 1.1. és 1.2. Ertelmezéseket), ezért ezeknek megfelelGen a palyat is kétféleképpen vezethetjiik

be. Mivel g x x = t(g,x), ezért mindkét esetben ugyanarrél a részhalmazrol beszéliink.

1.31. Ertelmezés
Egy «: G x X — X, (g9,2) — g *xx = t(g,x) csoporthatas esetén az x € X elem pdlydja (vagy
orbitja)

Orbg(z) =G*xz={gxx€X|ge G} CX,
ha a csoporthatast ,,+” miiveletként jeloljiik (lasd az 1.2. Ertelmezést), és
Orbg(z) = 1(G,2) = {t(g,2) eX | g € G} C X,
ha a csoporthatast ¢ fiiggvényként jeloljiik (lasd az 1.1. Ertelmezést). Az pdlydk halmaza

Orbg(X) = {Orbg(z) | x € X} C P(X).
Minden = € X halmazelem esetén x = e x & € Orbg(z), ezért Orbg(x) # 0.

Az 1.7. Példaban tekintettiik az (R, +) csoport hatasat az 8 sikon az O € 8 pont koriili forgatésok
altal. Ezen hatés esetén egy A # O pont palyaja az O kézéppontu |OA| sugara (O, |OA|) kor,
ahol |OA| az A pont tavolsaga az O ponttol (az [OA] szakasz hossza), tehat Orb(A) = €(O,|OA|).
Az A = O pont palyaja pedig Orb(O) = {O}. Tehat ennek a hatésnak a palyait az {O} halmaz

és az O kozépponti koncentrikus korok alkotjak.

Orbgr(B)

OI‘b]R(A)
(&)’
B

1.7. abra. A forgatas sikon O pont koriil hatas palyai.



1.3. CSOPORTHATASSAL KAPCSOLATOS FOGALMAK 22

Az 1.8. Példaban a szabad vektorokkal valo eltolasokat tekintettiik az 8 intuitiv sikon. Mivel
barmely két A és B pont meghataroz egy 1@ € V szabad vektort, ezért az A pont eltolhaté a B
pontban az /ﬁ vektorral. Tehat tetszdleges A € 8 pont palyaja Orby(A) = S.

Az 1.17. Példaban egy v irannyal parhozamos eltolasok hatasat tekintettiik. Ezen hatas palyai

a v irdnnyal parhuzamos egyenesek lesznek.

Az 1.15. Példaban a H = {e,0,02,03, 0% 0°} csoport hatasat tekintettiik az {1,2,3,4,5,6}

1 2 3 4 5 6
halmazon a ¢ = 5 4615 3 hatodrend permutacié esetén. Ennek a hatasnak a

palyait konnyen leolvashatjuk az 1.3. tablazat oszlopaibdl:
Orbg{(l) = {1, 2,4} = Orb}((2) = Orb}((4), OI‘bg{(S) = OI‘bg{(G) = {3,6}, OI‘bg{(E)) = {5}

Megjegyezziik, hogy a o permutécio felirhato diszjunkt ciklusok szorzataként o = (12 4)(3 6)(5),

és a ciklusokat alkot6 elemek halmazai a palyék.

1.36. Tulajdonsag
(i) Ha z € Orbg(z), akkor Orbg(z) = Orbg(2).

(ii) Ha Orbg(z) N Orbg(y) # 0, akkor Orbg(x) = Orbg(y), tehat a palyak vagy diszjunktak
vagy egybeesnek.

Bizonyitds.

(i) Ha z € Orbg(z), akkor létezik h € G ugy, hogy z = h * z, igy barmely g € G esetén
gxz=gx(h*xz)=(gh)*x € §*x = Orbg(z).

Tehat Orbg(z2) = {g*2 | g € G} C Orbg(z). Mivel z = exx = (h"'h)xx = h lx (hxz) =
h=! x z, ezért x € Orbg(z), és az el6bbi gondolatmenetben felcserélve az = és z szerepét

kapjuk, hogy Orbg(z) C Orbg(z). Osszegezve Orbg(z) = Orbg(2).

(ii) Ha Orbg(xz) N Orbg(y) # 0, akkor létezik z € Orbg(z) N Orbg(y). Ekkor el6zs alpont
alapjan Orbg(x) = Orbg(z) = Orbg(y). O

Az X halmaz felirhato palyak diszjunkt unidjaként, vagyis a palydk az X halmaz egy par-
ticiojat adjak. Az 1.2.1.3. alfejezetben bevezettiik az invarians részhalmaz fogalmat. Egy rész-
halmaz akkor és csakis akkor lesz invarians a hatasra nézve, ha felirhato palyék egyesitéseként.
Az 1.21. Példaban tekintett O kozéppontu kor és korong invarians részhalmazok az O koriili
forgatéasok hatasara nézve, mivel ezek a halmazok felirhatok O kdézéppontu koncentrikus korok

egyesitéseként.

Az 1.11. Példaban tekintettiik a (GL2(R),-) csoport hatasat az Ms 1(R) halmazon balrol valo

szorzéssal. Ezen hatas esetén
0

O, @) 0 )= a1 a2 |0 | ailr a1
0 a1 a2| |0 as1 a2
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1

1
0]):{ az1 ag| |0 | a1 a2 EGLQ(R)}:
Ll [ ] ecmmfamimn [}
a1 a21 Q22 0

0
] € GL2(R) invertalhato méatrix esetén esetén [a11] # [0], tovabba

ail a2 ai;p a2

Orbgr, m)(

ail a2
az1 Q22 a1
minden v; = (a11,a921) € R? nemnulla vektor kiegészithets az R? 2-dimenzios valés vektortér egy

mert minden [

B bazisava egy vy = (ai2,as2) vektorral, majd felirva a Tgg = |:[1}1]E [vg]E} attérési matrixot

ay; a2

(ahol E a kanonikus bazis) kapjuk, hogy Tgp = [ € GLy(R). Tehat ennek a hatasnak

a1 a2

OrbGLQ(R) (MQ,l(R)) = {{ [8] } ’ MQJ(R) \ { [8] }} ‘

Ez azt is jelenti, hogy két adott nemnulla (2 x 1)-es valos matrix esetén létezik olyan (2 x 2)-es

két palyaja van:

invertalhaté valés matrix, hogy megszorozva vele az egyiket megkaphatd a mésik.

1.3.1.1. Csoporthatas altal szarmaztatott ekvivalenciarelaci6

7 ekvivalenciarelaciot ezen a halmazon a ko-

Egy G-csoporthatis az X halmazon megad egy ,,~
vetkezé modon. Ertelmezés szerint az x,y € X elemek relacioban vannak, azaz & ~ y, pontosan
akkor, ha létezik g € G gy, hogy © = g *xy. Arra kérjik az olvasot, hogy igazolja, hogy az
igy értelmezett relacié egy ekvivalenciarelacié. Ezen ekvivalenciarelacié faktorhalmazai ponto-
san a csoporthatéas palyai és Orbg(X) az ,,~” ekvivalenciarelacio altal szarmaztatott particio az
X halmazon. Mivel az X halmaz particiéi meghatarozzék az X halmazon értelmezett ekvivalen-
ciarelacidkat, ezért a ,,~” ekvivalenciarelacié gy is értelmezhets, hogy két elem pontosan akkor

van relédciéban, ha a palyaik megegyeznek.

Az 1.7. Példaban tekintettiik az (R, +) csoport hatasat az 8 sikon O kozéppontt forgatasok altal.
Ezen hatés esetén két pont pontosan akkor van ,,~” relaciéban, ha ugyanazon az O kozépponti
koron vannak (az {O} halmazt az O kozéppontt 0 sugart kornek tekintjiik). Az O koézépponta

és r > 0 sugaru korok alkotjék ezen ekvivalenciarelacidhoz rendelt particiot.

Az 1.15. Példaban targyalt csoporthatas az X = {1,2,3,4,5,6} halmazon azt az ekvivalenciare-

laciot szarmaztatja, amelynek grafikonja
I'={(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(2,4),(3,3),(3,6),(4,1),(4,2), (4,4), (5,5), (6,3), (6,6) },
és particioja Orbg(X) = {{1,2,4},{3,6},{5}}.

1.3.2. Stabilizator

Egy z € X halmazelem stabilizatora azon csoportelemek halmaza, amelyek az = elemet fixen

hagyjak.
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1.40. Ertelmezés

Tetszbleges = € X halmazelem esetén
Stabg(z) ={g€ G |gxx =2} C§

az x elem stabilizdtora.

Az 1.7. Példaban tekintettiik az (R, +) csoport hatasat az 8 sikon az O € 8 pont koriili forgatésok
altal, vagyis p: Rx8 — 8, p(a, A) = Rotp o(A). Haaz A € 8§ pont nem esik egybe az O ponttal,
akkor a stabilizatora Stabg(A) = 27Z, illetve az O pont stabilizatora Stabr(O) = R.

Az 1.15. Példaban esetén az 1.3. tablazatbol leolvashato, hogy Stabsc(1) = {e, 03}, Stabg(2) =
{e, 03}, Stabg(3) = {e,0?,0*}, Stabyc(4) = {e, 03}, Staby(5) = {e,0,...,0°} és Staby(6) =

{e, 02,0}

1.43. Tulajdonsag

Minden = € X halmazelem esetén Stabg(x) a G részcsoportja.

Bizonyitds. Minden z € X halmazelemet fixen hagy a csoport e € G semleges eleme, vagyis
exx = x. Tehat e € Stabg(z), és ezért Stabg(z) # 0. TetszSleges g1,g2 € Stabg(z) esetén,

vagyis ha g1 * x = x és go x x = z, akkor

(1g2) xx=q1 * (g2 *xx) = g1 *xx = x,

tehat g1g2 € Stabg(x). Ha g € Stabg(z), vagyis g * x = z, akkor

a::e*a::(gflg)*x:gfl*(g*x):gfl*x,

ezért g~! € Stabg(z). Ezzel belattunk, hogy Stabg(z) részcsoportja a G-nek, minden x € X

esetén. O]

1.44. Tulajdonsag
Ha g x @ = y, akkor Stabg(y) = g Stabg(z)g~! = {ghg™! | h € Stabg(z)}, vagyis adott pélya

elemeinek stabilizatorai konjugaltak.

1

Bizonyitds. Megjegyezziik, hogy g 'y = g7t * (g*2) = (g7 'g) ¥ = e x 2 = x. Kétoldali

bennfoglalassal fogjuk beldtni a Stabg(y) = g Stabg(x)g~! halmazegyenldséget. Minden h €
Stabg(x) esetén

(ghg™") xy = (gh) = (97" *y) = (gh) xw = g+ (hx2) = gxx =y,
tehat ghg~! € Stabg(y), ezért g Stabg(z)g~! C Stabg(y). Forditva, minden k € Stabg(y) esetén

kxy=y <= kx(gxz)=g*xx < (kg)xx =g+ <

= gl ((kg)x2) =2 <= (¢ 'kg) xx = =,
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tehat h 2 g 'kg € Stabg(x), ahonnan k = ghg~! € g Stabg(x)g?, ezért

Stabg(y) C g Stabg(z)g .

Az 1.11. Példaban tekintettiik a (GL2(R),-) csoport hatasat az Ms 1(R) halmazon balrol valo

szorzéssal. Fzen hatés esetén a stabilizator csoportok:

Stabe, ) ( 0 )= air a2 € GLy(R) | aiy aiz| |0 _ 0 — GLs(R),
0 (a1 a2 a1 a| [0 0
1 [ 1 1
Staborum) (| ) =1 [0 TP eGLa@ T T =
0 (a1 a2 a1 a| |0 0
1 1
= { a2 S GLQ(R)} = { [ a12] ‘ a2 € R, a9 € R*} .
_0 a9 0 a2
AN
Ha |“ %+ 0 , akkor “ € GLy(R) és “@ -1 , ezért
b 0 b «a b b «a _0

1-1

bl |1 b
“ a2 @ | a1 € R, a9 € R* 5.
b a 0 agl| |=b a

1.3.3. Szabad csoporthatas

Egy csoporthatas szabad, ha csak a csoport semleges eleme hagy fixen halmazelemet.

1.46. Ertelmezés

Egy csoporthatas szabad, ha valamely = € X halmazelem esetén g x x = x, akkor g = e.

Szabad csoporthatés esetén a csoport elemei a semleges elem kivételével nem hagynak fixen
egyetlen halmazelemet sem, vagyis ha a t: § x X — X, t(g,z) = g * x fiiggvénnyel jeloljiik a
csoporthatast, akkor minden g # e esetén a t; = t(g,—): X = X, t4(z) = t(g,2) = g*z
fliggvénynek nincs fixpontja. Megjegyezziik, hogy a csoporthatas akkor nem szabad, ha létezik

g # e csoportelem és létezik & € X halmazelem tgy, hogy g *x x = x.

1.47. Tulajdonsag (Szabad csoporthatés jellemzései)
Egy x: G x X — X csoporthatas esetén a kovetkezd allitdsok egyenértékiiek:

(i) a csoporthatas szabad;
(ii

)

) minden xz € X halmazelem esetén Stabg(x) = {e}, azaz a stabilizator-csoportok trivialisak;
(iii) minden 2z € X halmazelem esetén, ha g1 x © = g9 * x, akkor g1 = go;

)

(iv) minden x € X halmazelem esetén a t(—,x): § — X, t(—,x)(g9) = t(g,z) = g * x fiiggvény

injektiv.
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Bizonyitds.

(i) = (ii) | Mivel a csoporthatas szabad, ezért tetszdleges x € X halmazelem esetén a g x z = x

egyenlGség csak a g = e csoportelem esetén all fenn, tehat
Stabg(z) ={g€ G| g*xx =2z} = {e}.
(ii) = (iii) | Rogzitett € X halmazelem esetén, ha
_ _ -1 -1
GI*T=gokx < x=yg; *(ga*xz) <= v = (9] g2)*x,
akkor a Stabg(z) = {e} feltétel miatt gl_lg2 = e, vagyis g1 = ¢o.

(iii) < (iv) | Mind a két allitdas azt mondja, hogy a t(—,z) fiiggvény injektiv, minden = € X

esetén.

(iii) = (i) | Ha g x x = z, akkor az e * x = x miatt g x x = e x x, igy (iil) alapjan g = e.

Az 1.7. Példaban vizsgalt (R, +) csoporthatasa az 8 sikon O kézéppontu forgatasok altal nem
szabad csoporthatés, mivel Stabr(O) = R # {0}.

Az 1.9. Példaban vett Sy szimmetrikus-csoport hatasa az X halmazon nem szabad, ha az X
halmaznak legaldbb harom eleme van. Legyen x1,x2,x3 € X hérom kiilonb6z6 halmazelem és
legyen

Ty, ha x = xq,
f: X=X, f(z)= {21, haz=ua,
x, hax# xq,x9.
Ekkor f # 1x, f € Sy (vagyis az f bijektiv), tovabba f(x3) = x3, ezért f € Stabg, (z3), tehat
Stabg, (x3) # {1x}.

Az 1.8. Példaban targyalt szabad vektorok hatésa a sikon eltolasok altal egy szabad csoporthatés,
s
mivel ha A = t(v, A), akkor v = AA = 0.

A G csoport hasson dnmagan balrol valo szorzassal (1.6. Példa). Ez a hatas szabad, mivel

tetszGleges g € G, x € G esetén

grxr =1 <= g-xz=x /-2 < g=e.

Az 1.2.1.1, illetve 1.2.1.3 alfejezetekben tekintettiik a részcsoport altal szarmaztatott hatast

és az invarians részhalmazra val6 lesziikitett hatast.
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1.52. Tulajdonsag (Szabadsag oroklsdik)
Legyen x: G x X — X egy szabad csoporthatés.
(i) Ekkor a §’ < G részcsoport altal szarmaztatott hatés is szabad, vagyis a szabadsig 6rokls-

dik.

(i) Ha X' C X egy nemiires invarians részhalmaz, akkor a § hatasa az X' részhalmazon is

szabad.

Bizonyitds.

(i) Ha ¢’ * x = z, valamely ¢’ € §', € X esetén, akkor ¢'-re tgy tekintve, mint a § csoport
elemére a G csoporthatas szabadsiga miatt kovetkezik, hogy ¢’ = e, ahol e a G és ¢
csoportok kozos semleges eleme.

(il) Az 2’ € X' elem Stabg(x’) = {g € G | g * 2’ = 2’} stabilizator-részcsoportja ugyanaz, ha a
G csoport az X’ részhalmazon hat, illetve ha az eredeti X halmazon hat. Mivel az eredeti
hatas szabad, ezért a kézos stabilizator-csoport trivialis (csak a semleges elembdl all), ami
azt is jelenti az invarians részhalmazon valé hatés is szabad.

O]

Ha a G részcsoport hat a G csoporton (mint halmazon) balrol valo szorzéassal, akkor ez a hatas

szabad az 1.52. Tulajdonsag és az 1.51. Példa alapjéan.

Az 1.15. Példaban tekintett hatas nem szabad, mivel példaul o fixen hagyja az 5-6t. Ugy is
belathato, hogy a hatas nem szabad, hogy van olyan stabilizdtor, amely nem csak az identikus

permutaciot tartalmazza.

1.3.4. Tranzitiv csoporthatas

A tranzitiv csoporthatas azt jelenti, hogy a hatasnak csak egyetlen palyaja van, a teljes X halmaz.

1.55. Ertelmezés
Egy *: G x X — X csoporthatas tranzitiv, ha barmely z,y € X halmazelemek esetén létezik g € G
csoportelem gy, hogy g xx = y.

1.56. Tulajdonsag (Tranzitiv csoporthatés jellemzései)

Egy x: G x X — X csoporthatéas esetén a kovetkezd allitdsok egyenértékiiek:
(i) a csoporthatés tranzitiv;

(iii

i)
(ii) letezik x € X halmazelem tugy, hogy Orbg(z) = X, vagyis X egyetlen egy palyabol all;
i) minden x € X halmazelem esetén Orbg(z) = X;

)

(iv) minden x € X halmazelem esetén a t(—,z): § — X, t(—,z)(g9) = t(g,z) = g * = fiiggvény

sziirjektiv.

Bizonyitds.
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(i) = (ii) | Ha rogzitjiik az z-et, akkor minden y € X esetén létezik g € G gy, hogy g *x x = v,
vagyis y € Orbg(x), tehat X C Orbg(x). De Orbg(z) C X, ezért X = Orbg(z).

(ii) = (iii) | Ha létezik = € X gy, hogy Orbg(z) = X, akkor minden y € X esetén y € Orbg(x)
és az 1.36. Tulajdonsag alapjan Orbg(y) = Orbg(z) = X.

(iii) = (iv) | Mivel Orbg(x) a t(—,x) fiiggvény képe, vagyis Orbg(z) = Im(t(—,z)), ezért az
Orbg(z) = X feltétel miatt a t(—, z) fliggvény sziirjektiv.

(iv) = (i) | Ha minden x € X esetén t(—,z): § — X fiiggvény sziirjektiv, akkor minden y € X
esetén létezik g € G gy, hogy y = t(g,x) = g * x, tehat a hatas tranzitiv.

Az 1.7. Példdban targyalt forgatés a sikon nem tranzitiv, mert az 1.32. Példa alapjan a hatés
palyai koncentrikus korok, tehat a hatdsnak nem csak egyetlen palyaja van, a teljes sik. Ellenben
az 1.21. Példaban tekintett koron val6é forgatds esetén a hatas tranzitiv, mivel csak egyetlen
pélyaja van. A szintén ugyanebben a példaban tekintett forgatas a korongon hatés szintén nem

tranzitiv, mivel a korong is felbomlik t6bb koncentrikus korre.

Az 1.33. Példa alapjén a sikon szabad vektorokkal valo eltoldsok hatasa tranzitiv, mig a sikon

adott irannyal parhuzamos eltolasok hatasa nem tranzitiv. Ez utobbi esetben a pélya egy egyenes.

Az 1.6. Példaban a (G,-) csoport balrol valé szorzassal hat 6énmagan. Ez a hatas tranzitiv,

mivel tetszéleges x,y € G halmazelemek esetén létezik ¢ = y - 2! € G csoportelem tgy, hogy

Y=g -r=g*2x.

Az 1.13. Példaban a (9, -) csoport egy H részcsoportja hat a § halmazon balrél valo szorzassal.
Ha 3 # G, akkor a H részcsoport hatésa G-n nem tranzitiv, mivel Orbgc(e) = {h-e | h € H} =
H#G.

Az 1.15. Példaban tekintett hatas nem tranzitiv, mivel példaul Orbgc(1) = {1,2,4} # {1,2,3,4,5,6}.

1.3.5. Szabad és tranzitiv csoporthatas

Az altalanos affin teret szabad és tranzitiv csoporthatésokkal fogjuk értelmezni, ezért kiilon
kiemeljiik az ilyen csoporthatésok egy jellemzését. Az 1.47. Tulajdonsag (iv) és 1.56. Tulajdonsag
(iv) alponja alapjan kijelenthetjiik a kovetkezst.

1.62. K6vetkezmény (Szabad és tranzitiv hatés jellemzése)
Egy t: § x X — X csoporthatis akkor és csakis akkor szabad és tranzitiv, ha minden x € X
esetén a t(—,z): G — X, t(—,z)(g) = t(g, x) fiiggvények bijektivek.
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Az 1.50. és 1.58. Példék alapjan a sikon szabad vektorokkal valo eltolas szabad és tranzitiv.

Ha (G,) csoport hat 6nmagén balrol valo szorzéassal, akkor ez a hatas szabad és tranzitiv
az 1.51. és 1.59. Példak alapjan.

Ha (V,+, -, K) egy vektortér, akkor sajatosan (V, +) egy Abel-féle csoport. Az 1.64. Példa alapjan

ez a csoport hat onmagan balrél valé Gsszeadéssal, vagyis
t:VxV—=V,  tvw) ot v+w, VYo,weWV,

tovabbé ez a hatés szabad és tranzitiv.

1.3.6. Hiiséges csoporthatéas

A csoporthatés hiiséges, ha nincs olyan csoportelem a semleges elemen kiviil, amely a halmaz

Osszes elemét fixen hagyja.

1.66. Ertelmezés
Egy *: G x X — X csoporthatas hiséges, ha csak a g = e semleges elem hagyja fixen az X halmaz

Osszes elemét, vagyis ha minden x € X esetén g x x = x, akkor g = e.

Haat: §x X — X, t(g,z) = g x x fliggvénnyel jeloljiik a csoporthatast, akkor a hatas pontosan
akkor hiséges, ha minden g # e esetén a t;, = t(g,—): X = X, ty(x) = t(g,z) = g * x fiiggvény
nem az identikus fliggvény, vagyis t, # 1x.

Hiiséges csoporthatasokra a kovetkez§ jellemezés adhato.

1.67. Tulajdonsag (Hiiséges hatas jellemzései)
Egy %: G x X — X csoporthatas esetén a kovetkezdk egyenértékiiek:

(i) a csoporthatés hiiséges;
(ii) a csoporthatashoz rendel T: § — Sy csoportmorfizmus magja trivialis, vagyis ker(T) =
{e};

(iii) a stabilizator részcsoportok metszete a trivialis részcsoport, vagyis NyexStabg(z) = {e}.
Ha a G csoport hatésa az X halmazon nem trivialis, akkor értelmezhets a G/ ker(T") faktorcsoport
hatasa az X-en és ez utobbi hatéds mér hiiséges lesz.

1.68. Kovetkezmény
(i) Szabad csoporthatas egyben hiiséges is.

(ii) Ha egy csoporthatés hiiséges, akkor a részcsoport altal szarmaztatott hatés is hiiséges.
Megjegyezziik, hogy nem szabad csoporthatasok is lehetnek hiiségesek.
Az 1.7. Példaban tekintettiik az (R, +) csoport hatasat az intuitiv sikon rogzitett O pont koriili

forgatésok altal. Ez a hatas nem htiséges, mert 2kw, k € Z szoggel valé forgatasok a sik pontjait

fixen hagyjak. Az (R/27Z,+) faktorcsoport hatésa mar hiséges lesz.
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Az 1.9. Példaban tekintett Sy szimmetrikus-csoport hatidsa az X halmazon hiiséges, mert ha
minden z € X esetén ev(f,z) = f(z) = z, akkor f = 1y. Ez a hatas nem szabad, ha az X

halmaznak legalabb harom eleme van (lasd az 1.49. Példat).

Az 1.6. Példaban tekintett csoport hatédsa énmagan balr6l vald szorzéassal hiiséges hatas, mivel
szabad (lasd az 1.51. Példat).

1.4. Csoporthatasok és szamlalasok

A csoporthatasok alkalmazhatok szamlalasi problémék megoldasara. Alapvetd eredmények iga-
zolasa utan megszamoljuk, hogy K véges test esetén a K-egyiitthatos (n x n)-es invertalhatod
méatrixok GL,(K) csoportjanak hany eleme van, illetve a K" n-dimenzios K test feletti vektor-
térnek hany eleme van.

Legyen x: G x X — X a G csoport egy bal oldali hatasa az X egy nemiires halmazon.

1.72. Tulajdonsag
Ha a G csoport véges és Orbg(x) = Orbg(y), vagyis az xz,y € X halmazelemek ugyanahhoz
a palyahoz tartoznak, akkor |Stabg(z)| = |Stabg(y)|, vagyis ezen halmazelemek stabilizator

csoportjainak ugyanannyi eleme van.

Bizonyitas. A v4: G — G, v4(h) = ghg~! konjugalas bijektiv fiiggvény és az 1.44. Tulajdonsag

alapjan v, (Stabg(z)) = g Stabg(x)g~! = Stabg(y), ahonnan | Stabg(x) | = | Stabg(y) |. O
1.73. Tétel
Ha a G csoport véges, akkor
El
Orb =
|0rbg(@) | = [grap o

vagyis az x € X halmazelem palyajanak elemszama megegyezik a G csoport elemeinek szama
osztva azon csoportelemek szaméval, amelyek fixen hagyjak az = halmazelemet (az x stabilizator

csoportja elemeinek szamaval).

Bizonyitds. Meg fogjuk szamolni, hogy hany olyan csoportelem van, amely az x halmazelemet a
palya egy rogzitett y € Orbg(x) elemébe képezi. Azt fogjuk belatni, hogy minden y € Orbg(x)
esetén az ilyen csoportelemek szama | Stabg(x)|. Tehat a G elemeivel hatva az z-re a palyajanak
minden elemét ugyanannyiszor, | Stabg(x)|-szer kapjuk meg, és innen adodik a keresett formula.

Az w: §— X, w(g) = g *  figgvény képe Im(w) = Orbg(z) ={g*x | g € G}. Legyen g € §
rogzitett és y = g * x az x palydjanak egy eleme. Jelolje w™!(y) = {¢' € G| ¢’ ¥z = y} az y-nak
az w fliggvény szerinti Gsképét, vagyis azon csoportelemek halmazat, amelyekkel x-re hatva y-t
kapjuk.

Kétoldali bennfoglalassal belatjuk, hogy w='(y) = g Stabg(z) = {gh | h € Stabg(z)}. Min-
den ¢’ € w™l(y) esetén ¢’ xx = y = g*x, ahonnan (g~ 1¢') xx = z, vagyis g~1¢g’ = h € Stabg(z),
ami azt jelenti, hogy ¢’ = gh € gStabg(z) = {gh | h € Stabg(x)}. Tehat w™!(y) C gStabg(z).
Forditva, értelmezés szerint minden ¢ € g¢Stabg(z) esetén létezik h € Stabg(x) tgy, hogy
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g = gh. Ekkor ¢ xx = (gh)*x = g (h*z) = g+ = y, ezért ¢ € w(y). Tehat
g Stabg(z) C w™!(y). Ezzel belattunk, hogy w=1(y) = g Stabg(z).

Az Ly: G — G, Ly(g') = gg' fliggvény bijektiv, mert az inverze Ly-1: G — G, L,-1(g') =
g7 1¢'. Ez a fiiggvény sajatosan a Stabg(x) halmazt bijektiven a g Stabg(z) = w™!(y) halmazra
képezi, vagyis Ly(Stabg(z)) = g Stabg(z) = w™(y), ezért sajatosan [w™1(y)| = | Stabg(z)|.

Osszegezve, eddig belattuk, hogy minden y € Orbg(z) palyaelem esetén |w™!(y)| = | Stabg(z)|.

Az w fliggvény értelmezési tartoméanya felirhaté az Gsképek diszjunkt unidjaként, ahonnan

Si=| W wlw= X wlwl= X [Stabg(e) = | Orbg(x)) | Stabg(x)]

’yGOI‘bg (:l‘) yEOrbS (:E) yGOrbg (z)

O]

1.74. Tulajdonsag
Legyen (9, ) véges csoport és X egy nemiires véges halmaz, amelyen a G csoport szabadon hat.
(i) Minden z € X halmazelem pélyaja | Orbg(x)| = |G| elembdl all.
(ii) A hatas palyainak szama | Orbg(X)| = %
Bizonyitds.
(i) Mivel a csoporthatés szabad, ezért Stabg(x) = {e} és az 1.73. Tétel alapjan
G|

| Orbg(z)| = W

= |Sl.

(ii) Az 1.36. Tulajdonsag alapjan az X halmaz felirhato palyak diszjunkt unidjaként, vagyis
léteznek x1,...,x € X gy, hogy X = Orbg(z1) W -+ & Orbg(zy). Kovetkezésképpen a
palyak halmaza Orbg(X) = {Orbg(x1),...,Orbg(xy)}, tehat | Orbg(X)| = k. Ezek alapjan

|DC\ = |Ol"b9($1) o L‘Horbg(ﬁk” = |Orb9(x1)| + - +]Orb9(a:k)| =
=[5]+ - +[S] =k [S] =|Orbg(X)] - [S].
—_—

k

O

1 2 3 45 6
hatodrendd permutaci6 altal megha-
246 1 5 3

tarozott H = {e,o,...,0°} csoport hatésat az X = {1,2,3,4,5,6} halmazon. Az 1.35. Példaban
felsoroltuk ezen hatas palyait, illetve az 1.42. Példdban a stabilizatorait. Kénnyen ellenérizhetd,

hogy minden x € {1,2,3,4,5,6} esetén | Orbg(x) | = %

Az 1.15. Példaban tekintettik a o = (

Ebben a példaban megszamoljuk, hogy egy K véges test feletti n-dimenzioés V vektortérnek hany
1-dimenzids altere van. Jelolje ¢ = |K| a véges test elemeinek szamat. ElSbb meghatarozzuk a
V vektorainak szamét, amelyre késébb sziikség lesz. A 'V és K" azonos dimenzios K-vektorterek,

ezért izomorfak, vagyis létezik K™ — V bijektiv linearis fliggvény. Ez alapjan

V=K'= |Kx...xK|=|K|-... - K| = |K|" = ¢".
— ———

n n
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Sajatosan a V barmely 1-dimenzi6s alterének |K|' = ¢ vektora van.

Az V vektortér 1-dimenzios linearis alterei egyetlen nemnulla vektor &ltal vannak kifeszitve,
vagyis minden W 1-dimenzids linearis altér esetén létezik w # 0 vektor ugy, hogy W = (w) =
{kw | k € K}. A w vektor a W 1-dimenzi6s linearis altér bazisvektora (1-dimenzios vektorterek
béazisai egyetlen bazis vektorbol allnak). Megjegyezziik, hogy minden W-beli nemnulla vektor
lehet bazisvektora a W-nek.

Ha Wy és Wy a 'V vektortér két kiilonbo6z8 1-dimenzids linearis altere, akkor Wi N'Wy = {6}
Valoban, ha létezne w € Wi N Wy kozos nemnulla vektor, akkor ez a vektor a két 1-dimenzios
altér kozos bazisvektora lenne, kovetkezésképpen Wi = (w) = Wa, ami ellentmondéashoz vezetne.
Osszegezve a 'V vektortér minden nemnulla vektora pontosan egyetlen 1-dimenzios linearis alte-
rében van benne. Ez azt jelenti, hogy ha W1, ..., W a V vektortér 6ssszes 1-dimenzioés linearis

altere, akkor V\ {0} = (Wy '\ {6}) W (W \ {6}) Ez alapjan
K" = 1= |[V\ {0} = [ (Wi \ {0}) & --- & (Wi \ {0})]
= Wi\ {O}] + - + [Wi \ {0}
ahonnan kapjuk, hogy egy n-dimenzioés K-vektortér 1-dimenzios lineéris altereinek szama

B |K|n71 _qn_l
K -1 ¢g—1°

k

Ugyanezt csoporthatésok nyelvén a kdvetkezSképpen szamolhatjuk meg. A V vektortér min-
den w nemnulla vektora pontosan egy 1-dimenzids lineéris altér bazis vektora, éspedig (w) =
{kw | k € K} altérnek. Ha w; és we a V vektortér két nemnulla béazisvektora ugy, hogy
(w1) = (we), vagyis ugyanannak az 1-dimenzios linearis altér bazisvektorai, akkor létezik k €
K* = K\ {0} skalar ugy, hogy we = kw;. Tekintjiikk a nemnulla skalarok multiplikativ csoport-

janak szorzéssal vald hatasat a nemnulla vektorokon, vagyis a
w: K* x (V\{0}) = (V\{0}), k*v=rhv, VkeK*=K\{0}, YveV\{0},

csoporthatast. Ennek a hatasnak a palyai a linearis alterek nemnulla vektoraibol (bazisvekto-
raibol) fognak allni, azaz Orby-(w) = {kw | k € K\ {0}} = (w) \ {0}, tehat a palyék szama
megegyezik az 1-dimenzids lineéris alterek szdméval. Ez a hatas szabad. Valdéban, a kv = v
egyenl6séghdl kovetkezik, hogy (k — 1)v = 0, illetve k # 1 esetén osztva (k — 1)-gyel v = 0
egyenl@séghez jutunk, ami ellentmondashoz vezet. Tehéat kv = v egyenlGség csak k = 1 esetén &ll
fenn. Az 1.74. Tulajdonsag alapjan az n-dimenzios V K-vektortér 1-dimenzios linearis altereinek

szama .
v VA{O} K" -1 ¢"—1

Peéeldaul K = Z5 véges testnek 5 eleme van és egy 2-dimenzios Zs-feletti vektortérnek (mint példaul

Z% vektortérnek) £l 24—4 = 6 darab 1-dimenzio6s linearis altere van. Egy 3-dimenzios Zs-feletti

5—1
vektortérnek (mint példaul Z3 vektortérnek) 553_—711 = % = 31 darab 1-dimenziés linearis altere

van.
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1.77. Tétel (Burnside)

A G véges csoport hasson az X véges halmazon. Jeldlje Xy = {x € X | g * v = x} azon elemek
halmazat, amelyeket a g csoportelem fixen hagy (a t, fiiggvény fixpontjainak halmaza). Ekkor a
palyak szama

| Orbg(X ] Z\DC .

ge$

Bizonyitds. Legyen a palyak halmaza Orbg(X) = {Orbg(x1),...,Orbg(xy)}, vagyis a hatasnak
k darab palyaja van. Mivel [{g} x Xg| = [{g}] - [Xq4| =1-|Xy4| = |X4|, minden g € G esetén, ezért
az Xy € X halmazok helyett a vele megegyezd szamossagu {g} x Xy € § x X halmazokat fogjuk
tekinteni, minden g € G. Ekkor

{9} x Xy = {(g,2) € G x X | g+ x = 2} = |4 Stabg(z) x {x},

g€$ zeX

ahonnan kapjuk, hogy

>0 =3 Had < Xl = | g} x %, = | Y stabg(s ) x {a}| = > [Stabg(2) x {x}]

g€s§ g€9 969 zeX
k
— 3| Stabg ()] L Z S [Stabg()| & Z S |Stabg(as)|
zeX =1 z€Orbg(z;) =1 z€Orbg(z;)

k k
*)
25" | Orb(a)] - |Stabg(e:)| = 3191 = - 9],
i=1 i=1
ahol a (1) egyenlSségben felhasznaltuk, hogy az X halmaz felirhat6 palyak diszjunkt unidjaként,
a (1) egyenléségben minden x € Orbg(z;) péalyaelem esetén | Stabg(x)| = | Stabg(z;)| az 1.72. Tu-
lajdonsag alapjan, végiil pedig |G| = | Orbg(x;)| - | Stabg(z;)| az 1.73. Tétel alapjan. A kapott
egyenlGséghdl adodik a tétel allitasa. O

1.4.1. Véges test feletti invertialhatdé matrixok szama

Legyen K egy ¢ elemii véges (kommutativ) test. Az olvasé gondolhat a Z, maradékosztalyok
testére, ahol p prim, (a Zg,Zs3,Zs,... testekre). A Z, testnek p eleme van. Tovabba legyen
GL,(K) a K-egyiitthatos (n x n)-es invertdlhaté6 méatrixok halmaza. A célunk meghatéarozni
a GL,(K) elemeinek szamat. A kapott eredmény felhasznaljuk a n-dimenziés K-vektorterek
k-dimenzids linearis altereinek megszamlalasanal.

A GL,,(K) csoport a matrixok szorzasara nézve. Ez a (GLy,(K), -) csoport hat a K-egyiitthatos

(n x 1)-es oszlopméatrixok M, 1(K) halmazan balrol valo szorzassal:
%1 GLn(K) x Mp1(K) = Mp1(K), Axb% Ab, VA€ GL,(K), Vb€ M, (K).

t ¢
Jelolje o = [O 0} € M,,1(K) a nulla oszlopmétrixot és e; = [1 0 ... 0} e M, 1(K)
azt az oszlopmétrixot, amelynek legfelss egyiitthatoja 1 € K (a test egységelem) és a tobbi

egyiitthato 0. Az e; € M,, 1(K) halmazelem pélyaja a nemnulla oszlopmétrixok halmaza, vagyis

Orbgr, k) (€1) = Mn,1(K) \ {0},
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amely azt jelenti, hogy minden oy € M, 1(K) nemnulla oszlopméatrix esetén létezik olyan A €
GLn(K), hogy

a1l A .0 A |1 a1t A1

12 Agr ... Ay, | |O 019 A2
ayp = Aey < =1 . | = =

A1n Anl cee Ann 0 (3T Anl

Az M, 1(K) egy K-feletti vektortér és minden a3 € M, 1(K) nemnulla vektor kiegészithets
az My 1(K) egy B = (a1,...,qy,) bazisava. Ezekbdl az oszlopvektorokbol alkotott A méatrix
invertalhato, vagyis A € GL,(K), tovabba teljesiti az a1 = Ae; feltételt.

Kiszamoljuk az e; halmazelem stabilizator-csoportjat:

1 A12 .. Aln
0 AQQ e Agn
Stabey,, x)(e1) = {A € GL,(K) | Aey = e1} = . ' € GLL(K)
0 A, ... A
1 A ... A
. ' Ay ... Aoy
0 A22 R Agn
= o RN € GL,1(K), Aga,..., A1, €K
- . . An2 AmL
0 An2 o Ann

A stabilizator-csoport elemeinek szama
| Stabgr,, &) (e1)| = |[GLn—1(K)| - [K[*' = |GLp—1(K)| - ¢" .
Az 1.73. Tétel alapjan a kovetkezd rekurziot irhatjuk fel:
(GLA(K)| = | Orbay, oy (en) - | Stabe, o (e1)

= M1 (K) \ {0} - |GLy—1(K)| - [K|" 7

= (K" =1) - |GLn1 (K)| - [K|*

= |GLy-1(K)| - (¢" = 1) - ¢" ",
Mivel GL1(K) = {[A11] | A11 € K*}, ezért |GLi(K)| = [K| — 1 = ¢ — 1. Megoldva a

IGLi(K)|=q—1, [|GLa(K)| = |GLn1(K)|- (¢" —1)-¢""", Vn>2
rekurziot kapjuk, hogy a K-egyiitthatos invertalhato (n x n)-es matrixok szama
n
n(n—1)

GL.(K)| =[[(@ -1 ¢ =q¢ = (¢-1(@—1)...(¢"" - 1), (1.5)
=1

minden n > 1 esetén, és ahol ¢° = 1. Megjegyezziik, hogy a K-egyiitthatés (n x n)-es matrixok
szama |M,,(K)| = ¢*°. Példaul

|GLa(Z2)| = (22 —1) - 2271 - (2" = 1) = 6, Mo (Zs)| = 2% = 16,
|GL3(Zs)| = (2° —1) - 257" - |GLy(Zs)| = 168, My (Zs)] = 2% =512,

n

GLn(Zo)| = [J(2' —1)- 27 =2

i=1

n(n—1) 2
2

(22— 1)(25 ... 2" 1), Mu(Z)| =27 =27
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1.4.2. Véges test feletti vektortér linearis altereinek szama

Ebben az alfejezetben megszamoljuk, hogy egy ¢ elemii K véges test feletti n-dimenzios vek-
Ha V egy K-vektortér, akkor jelolje £(V) a

V vektortér linearis altereinek, illetve L£(V) a k-dimenzios lineéris altereinek halmazat. Bar-

tortérnek hény k-dimenziés linearis altere van.

mely két n-dimenzios K-vektortér linearisan izomorf, igy mindkettének ugyanannyi k-dimenzios
lineéris altere van. Emiatt tekintsiik a K egyiitthatos (n x 1)-es oszlopmatrixok M, 1(K) vek-
torterét. Minden k-dimenziés lineéris altérnek van k darab vektorbdl allé bazisa, a mi esetiink-
ben ezek a bazisvektorok nemnulla oszlopmétrixok. KEzekbdl az oszlop matrixokboél alkotha-
tunk egy (n x k)-as matrixot. Ugyanakkor minden k rangu K-egytitthatos (n x k)-as matrix
oszlopai az My, 1(K) vektortér egy k-dimenziés linearis alterének egy bazisat alkotjak. Jelolje
Npk ={B € M,, 1x(K) | rang B = k} a k rangt K-egyiitthatos (n x k)-a4s matrixok halmazat. Az
N,k elemeire gy gondolhatunk, mint a k-dimenziés linearis alterek béazisaira. Csoporthatas se-
gitségével el6bb meghatéarozzuk az N, j, elemeinek szdmat, s majd ebbdl szamoljuk ki k-dimenzios
linearis alterek szamat.

Tekintsiik a (GLy(K), -) multiplikativ csoport hatasat az Ny, 1, (K) halmazon balrol valé szor-

zéssal:

ért.

51 GLy(K) X Ny i(K) = Npi(K), A BT AB, VA€ GL(K), ¥ B € N,y 1(K).

Megmutatjuk, hogy ez a hatéas tranzitiv. Legyen E = [E; ;] € N, x(K) az a matrix, amelynek a
foatlon 16vé egytitthatoi 1-esek és tobbi egyiitthatoja 0. Tetszoleges B = [B; j] € Ny, 1 (K) matrix

esetén létezik A = [A; ;] € GL,(K) matrix agy, hogy

[ By Bia By | [ Ay Ao A, T [1 0 0]
Boy Boy By, Agr Ago Aoy, 0
B=AF <— By Byo By, = Ay Apo App, cee
Bii11 Bit12 Biy1k Apy11 Agt12 Apyin| |0 0 ... 0
L Bnl Bn2 Bnk ] L Anl An2 Ann | _0 0 ... 0_

Elvégezve a szorzast kapjuk, hogy az A matrix els6 k oszlopa meg kell egyezzen a B matrix
megfelel§ oszlopaival. Mivel a B matrix oszlopai linedrisan fiiggetlenek, ezért kiegészithet&k
(n — k) darab oszlopmatrix segitségével az M,, 1 (K) n-dimenzios vektortér egy béazisava. Ezt az
(n — k) oszlopmatrixot irva az A matrix utols6 (n — k) oszlopaba egy A € GL,,(K) (invertalhato)
maétrixot kapunk, amely teljesiti a B = AE feltételt, igy belatva, hogy a hatasnak egyetlen

palyaja van. Az 1.73. Tétel alkalmazasdhoz meghatarozzuk az E halmazelem stabilizatorat.

T T B T )

1 0 A11 A12 Aln 1 0

0 1 A A A 0 1
= q A€ GLy(K) | = | M w2 k

0 0 A1 Aryr2 Aptin| |0 0

_0 0_ i Al Ao Ann | _0 0 )
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(1 ... 0 Ay .. A | (A ... A

: : : : : € Myn—k(K),
o A e | A A

0 ... 0 Apyipsr - Appin Agsikrr - Akt

: : : : : € GL,_1(K

0 0 0 Awr o Aw | [ Awn o A

Az (1.5) egyenl8ség alapjan

n—k
n— (n—k+1)(n—k) .
| Stabe, (1) (B)| = [Min—#(K)| - [GLy #(K)| = ¢"*9) . g2 @ -,

j=1
Az 1.73. Tétel alapjan a k-dimenzios altereket kifeszité bazisok szama
|GLn(K)|

Ny x(K)| = | Orb E)| =

| n,k( )| ‘ r GLn(K)( )| |StabGLn(K)(E)|

¢ I (6 - 1) wroe
= - - (n—k-ﬁ»l)(nij)l T : = q 2 . H (qe — 1)
R (@ = 1) =n_kt1

Egy rogzitett k-dimenziés altérnek ugyanannyi bazisa van, mint ahédny attérési matrix van,
(k+1)k .
vagyis |GLi(K)| = ¢ 2 'H§:1(ql —1) darab. A bazisok szamat elosztva az ugyanazt az alteret

kifeszité bazisok szamaval kapjuk a k-dimenzids lineéris alterek szdmat:

(k+1)k

. | N,k (K)| _q 2 'ngnkarl(qe —-1) o I_IZL:nka(qZ -1)
‘Lk(Mn,l(K)){ - |GL]€(K)‘ - q(k+21)k ] H;g:l(qi B 1) - Hle(qi _ 1)
("= =D (M -
(" =1)-(¢"*t=1)-...-(¢—1)

Ezt csoporthatas segitségével a kovetkezSképpen szamolhatjuk ki. Tekintjitk a (GLk(K), )

csoport kovetkezé hatasat az N, ,(K) halmazon:
st GLR(K) X Ny 1 (K) = Ny 1 (K), CxBE BC™, VC € GL(K), VB € Ny, 4 (K).

Ennek a hatasnak a palyai az ugyanazt a k-dimenzios lineéris alteret generald béazisokbol (méat-
rixokbol) allnak. Igy a palydk szama adja meg a k-dimenziés linearis alterek szamat. Ez a hatés
szabad. Valoban, legyenek B € N,, 1 (K) ¢s C € GLk(K) tgy, hogy B = BC~!. A B matrix
rangja k, ezért létezik egy (k x k)-as alméatrixa, amely determinansa nem nulla. Az egyszertiség
kedvéért tegyiik fel, hogy ez az almatrix a B els6 k sordbol és oszlopabol all, amelyet B’-vel
jelolink. A B = BC™! osszefiiggésbdl kapjuk, hogy B’ = B'C~!, amelyet balrol szorozva B’
inverzével adodik, hogy C~1 = I, tehat C = I;,. Az 1.74. Tulajdonséag alapjan a palyak vagyis

a k-dimenziés linearis alterek szama

(k+1)k
NowK) @ 2 T, (@ = 1)
L (My,1(K))| = | Orbgr, k) (Npk (K))| = =57 =
| | 1 GLLE)] 5 T (g - 1)
Mm@ =1 (=1 =1 (T -

[T (g —1) ("—1)- ("1 =1)-...-(g—1)



1.4. CSOPORTHATASOK ES SZAMLALASOK 37

1.78. Tulajdonsag (Véges test feletti vektortér k-dimenzios altereinek szama)

Legyen K egy ¢ elemi véges test és V egy n-dimenzios K-feletti vektortér. Ekkor a V vektortér

k-dimenzi6s linearis altereinek szama

(" =1 (""" =1) .. (" -1
Lip(V)| = , 0<k<n.
SO = ) oD e
Példaul egy ¢ elemi K véges test feletti 3-dimenziés vektortérnek ((‘1;2:11))((‘1;:11)) = ‘1;:11 =

q> + q + 1 darab 2-dimenzios altere van. A K = Zy test esetén ez a szam 22 +24+1=7.



2. fejezet

Altalanos affin tér

Ebben a fejezetben értelmezziik az altalanos affin tér fogalmat. Megszerkesztjiik az érintterét
egy pontban, amely altal egy vektortér struktiarat tudunk értelmezni az affin téren. Végiil értel-
mezziik az affin kombinacio, baricentrum fogalmat, amely hasonl6 szerepet fog betdlteni az affin

geometridban, mint a linearis kombinécié a lineéaris algebraban.

2.1. Altalanos affin tér értelmezése

Az analitikus mértanban hasznéltatok az intuitiv sik és tér fogalmat. Tudnatok pontos értelme-
zést, jellemzést adni rajuk? Az intuitiv jelz$ azt jelentette, hogy van egy elképzelésiink a sikrol
és a térr6l, de nem tudjuk matematikailag teljesen precizen megfogalmazni Sket. A geometriai
intuiciébél kiindulva, a szabad vektorok bevezetésével a linearis algebra nyelvére forditottatok a
geometriai fogalmakat. Megforditva ezt a szemléletet precizen felépithetjiik és altalanosithatjuk
a korabban tanult geometriat.

Az altaldnos affin tér olyan ponthalmaz, amelyen értelmezett a pontok egy adott vektortér
vektoraival val6 eltolasa, tovabbéa barmely két pont esetén egyetlen vektor létezik, amely az els6
pontot eltoléssal a mésikba képezi. Ezt formalisan a csoporthatasok nyelvén tgy fogalmazhatjuk
meg, hogy a vektortér, mint additiv csoport szabadon és tranzitivan hat a pontok halmazén.

Legyen K egy kommutativ test. Emlékeztetiink, hogy ha V egy K-vektortér, akkor sajatosan

(V,+) egy kommutativ csoport, amelynek semleges eleme a 0-val jellt nullvektor.

2.1. Ertelmezés

Az (X, J_é,t) hérmast K-feletti dltaldnos affin térnek nevezzik, ha X egy nemiires halmaz, X egy
K-vektortér és £ : X x X — X egy szabad és tranzitiv csoporthatds. Az X halmaz az affin tér
alaptere és elemei az affin tér pontjai, az X vektortér az affin tér irdnytere, amelyet még D(X)-szel
is fogunk jelolni. A ¢, = t(v,—) : X — X fiiggvényre tgy tekinthetiink, mint az irdnytér v € X

vektoraval valo eltolasra.

2.2. Ertelmezés
Az (X, f)%,t) affin tér dimenzidja alatt az iranyterének dimenzidjat értjik, vagyis dim X et
dimK :Y:

A csoporthatés és vele kapcsolatos fogalmak lehetévé tették az affin tér tomor értelmezését.

A kovetkezSkben ezt az értelmezést fogjuk kibontani. A ¢ csoporthatéas lehet6vé teszi, hogy az X

38
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vektortér vektoraival eltolhassuk az X alaptér barmely pontjat. Affin tér esetén a csoporthatas
elsé tulajdonséga tgy fogalmazhaté meg, hogy két vektor dsszegével vald eltolas megvaldsithatd
gy, hogy egymas utan hajtuk végre a két vektorral valo eltolast, vagyis t(w+wv, A) = t(w, t(v, A)),
minden v, w € X vektorok és minden A € X pont esetén. A csoporthatés mésodik tulajdonsiga
azt jelenti, hogy a nullvektorral valo eltolas fixen hagy minden pontot, vagyis t((i A) = A, minden

A pont esetén. A t hatéds szabad és tranzitiv, ezért tetszélegesen rogzitett A pontot esetén a

tw+v,A) =t(w,t(v,A)) @

2.1. abra. Eltolas 6sszegvektorral.

t(—,A) : X = X, t(—, A)(v) = t(v, A) megfeleltetés bijektiv (lasd az 1.62. Kévetkezmeényt).
Sajatosan ez azt jelenti, hogy minden B € X pont esetén létezik egyetlen v € X vektor agy, hogy
az A pontot eltolva a v vektorral a B pontot kapjuk, vagyis B = t(v, A). Erre a v vektorra az
analitikus mértanban megszokott E jelolést hasznéljuk. Tehéat v = E pontosan akkor, ha
B =t(v, A). Azt a fiiggvényt, amely az (A, B) € X x X pontparnak megfelelteni az 1@ vektort

az affin tér struktirafiiggvényének nevezzik:
0:XxX =X, (A B)=AB. (2.1)

Az affin geometridban a ¢ struktarafiiggvény irja le a kotott vektorok (pontparok) és a szabad

vektorok (iranytér vektorai) kozotti megfeleltetést.

2.3. Tulajdonsag (Strukturafiiggvény jellemzése)
A (2.1) altal értelmezett ¢ : X x X — X struktarafiiggvényre teljesiilnek a kovetkezsk:
(i) minden A € X pont esetén a p(A,—) : X = X, p(A, —)(B) = ¢(A,B) = AB fiiggvények
bijektivek;
(ii) minden A, B,C € X pontok esetén p(A, B) + ¢(B,C) = ¢(A, C) (Chales-szabaly), vagyis

AB + BC = AC. (haromszog-szabaly)

Megjegyezziik, hogy az altaldnos affin tér értelmezhets csoporthatés helyett struktarafiigg-
vény segitségével is, azaz olyan ¢ fliggvénnyel, amelyre teljesiil a 2.3. Tulajdonsag. A csoportha-
tassal és strukturafiiggvénnyel megadott affin terek egyenértékiek, egyikbdl megszerkeszthets a
masik és forditva.

A t hatas és a ¢ strukturafiiggvény kozott a kovetkezs kapcsolat all fenn, amelyet a késébbi-

ekben gyakran fogunk hasznalni.

2.4. Lemma (Az eltolas és strukturafiiggvény kozotti kapcsolat)

Minden A € X pont esetén a p(A4,—) : X — X, (A, —)(B) = ¢(4,B) = AB fiiggvény a
t(—,A) : X = X, t(—, A)(v) = t(v, A) fiiggvény inverze, azaz t(A, —)' = (A, —), minden
A € X pont esetén.
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Bizonyitds. Minden A, B € X pontok esetén t(ﬁ, A) = B, igy a t(—, A) fiiggvény bijektivitasa
miatt

t(—, )"\ (B) = AB = p(A, B) = ¢(4, -)(B),

ahonnan kovetkezik, hogy minden A € X pont esetén a p(A, —) fliggvény a t(—, A) fiiggvény

mverze. OJ
A=1t(0,A)

- — t(_’ A)

0=AA=p(AA) _— .

B = t(AD, A)
(A.-)
., (A, —
AB = o(A, B)
X iranytér (vektorok) X alaptér (pontok halmaza)

2.2. abra. A t(—,A) és p(A, —) fiiggvények egymaés inverzei.

A 2.8. Tulajdonsag bizonyitdsa.
(i) A 2.4. Lemma alapjan a ¢(A,—): X — X fiiggvények bijektivek, minden A € X pont
esetén.
(ii) Az @ €Xaza vektor, amellyel eltolva az A pontot a B pontot kapjuk, vagyis B =
15(;@7 A). Hasonloan, C = t(Eg, B) és C = t(zﬁ, A). Mivel ¢ csoporthatas és a vektorok

Osszeadasa kommutativ, ezért

#(AB + BC, A) = {(BC + AB, A) = t(BC, t(AB, A)) = (BC, B) = C.

Tehat t(/ﬁ, A) = t(ﬁJrB?, A), tovébba a t hatés szabad, igy a t(—, A): X — X fiiggvény
injektiv, ahonnan koévetkezik, hogy zﬁ = xﬁ + B? . O

Az altalanos affin téren a haromszog-szabalyon kiviil teljesiilnek a kévetkezs alapvetd Gssze-

fliggések, amelyeket az analitikus mértanban is gyakran hasznélunk.

2.5. Tulajdonsag
Legyen (X, D_C, t) egy altalanos affin tér.
— R R 5
(i) Minden A € X pont esetén AA = 0, ahol 0 € X az iranytér nullvektora.

(ii) Minden A, B € X pontok esetén AB = —BA.

Bizonyitds.
— =
(i) A haromszog-szabéalyban A = B = C valasztassal kapjuk, hogy AA + AA = AA, ahonnan
— — =
mindkét oldalbdl kivonva az AA vektort kapjuk, hogy AA = 0.
— = =
(ii) A harom-szabéalyban C' = A esetén kapjuk, hogy AB + BA = AA, ahonnan AB +BA =0,

igy 1@ = —B—1>4.

O
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Legyen 8 az intuitiv sik és Kg = {(4, B) | (A, B) € 8 x8} = 8 x 8 az 8 sik kotott vektorainak hal-
maza. A kotott vektorok Kg halmazan értelmeztétek az ekvipolencia-relaciot: (A, B) ~ (C, D)
pontosan akkor, ha az [AD] és [BC] szakaszok felez6pontjai egybeesnek. Az igy értelmezett
ekvipolencia-relacio egy ekvivalenciarelacio. Az (A, B) kotott vektor altal meghatarozott ekviva-
lenciaosztaly az E—Vel jelolt szabad vektor. Tehat a 'V = Kg/ ~ faktorhalmaz a szabad vektorok
halmaza, amely egy valos vektortér lesz. A sik pontjai eltolhatok szabad vektorokkal, vagyis tet-
sz6leges A pont és v szabad vektor esetén létezik egyetlen olyan B pont gy, hogy xﬁ =v. Ez
alapjan a szabad vektorok (V,+) additiv csoportja hat az 8 sikon (lasd az 1.8. Példat). Ez a
hatas szabad és tranzitiv, mivel rogzitett A pontra és tetsz@leges B pont esetén létezik egyetlen
olyan v szabad vektor, amelyre E = v. Tehat az 8 intuitiv sik meghatéroz egy (8,V,t) valos
altalanos affin teret. Ezen altalanos affin tér struktirafiiggvénye a ¢: 8 x § — V faktorleképezés

a kotott vektorok halmazarol a szabad vektorok halmazéara.

A kovetkez6 hétkoznapibb példéaval szeretnénk érthetébbé tenni az altaldnos affin tér értelmezését
és alkoto elemei kozotti kapcesolatot. Tekintsiink egy végtelen hosszusagn fartidat és egy végtelen
hossziisagu vonalzot. A fariud fog megfelelni az X alaptérnek, a farad élén ceruzaval megjeldlhet-
jik a pontokat. A vonalzo jatsza az X irAnytér szerepét és ebben az esetben 1-dimenziés valds
vektortérként gondolunk ra. A zérus beosztas felel meg a nullvektornak, a tobbi beosztas mellett
all6 szamokra, mint vektorokra gondolunk. Adott egy A pontunk a fartidon és meg szeretnénk
szerkeszteni a fartidon a téle v irdnyba 1év6 pontot. Ezt tgy tehetjiik meg, hogy a farad mellé
helyezziik a vonalzot agy, hogy az A ponthoz keriiljon a zérus beosztas, majd megjeldljik a fara-
don a vonalzo v beosztasanak helyét, igy kapva a B = t(v, A) pontot a faradon. A vonalzé farad
mellé helyezése egyértelmii, nem forgathaté el, csak cstusztathatoé a fartd mentén. Ha v = 6,
akkor a B pont egybeesik az A-val, tehat teljesiil a csoporthatas méasodik feltétele. Ha pedig C
egy harmadik pont, amelyet B-t6l w iranyba mértiink fel, akkor C' az A ponttdl v + w irdnyba
van felmérve, vagyis teljesiil a csoporthatéas els§ feltétele. A feltétel, hogy a csoporthatas sza-
bad és tranzitiv azt jelenti, hogy a faridd minden pontja egyértelmten felmérhet§ az A ponthoz

viszonyitva a vonalz6 segitségével.

2.1.1. Vektortérhez rendelt affin tér értelmezése

Egy vektortérhez természetes médon hozzarendelhetiink egy affin teret is a kovetkezéképpen. Ha

V egy K-vektortér, akkor sajatosan (V,+) egy kommutativ csoport. Az 1.6. Példa alapjan
t:VxV—=YV  tlu,v) L uto

egy csoporthatés értelmez, ahol a (V, +) csoport hat a V halmazon. Ez a hatas szabad (1.51. Pél-
da) és tranzitiv (1.59. Példa). Ez alapjan a V vektortérhez kanonikus modon hozzarendelhets a
csoporthatéassal értelmezett (V,V,t) affin tér, melyet a V vektortérhez rendelt affin térnek vagy
roviden V affin térnek neveziink. A 'V affin tér alaptere is V (mint halmaz) és az iranytere is
V (mint vektortér). Tehat a V vektoraira ugy is tekinthetiink, mint pontokra (vagy helyzetvek-
torokra) és ugy is, mint vektorokra (szabad vektorokra), de ez altaldban nem okoz zavart. A

vektortérhez rendelt affin tér struktirafiiggvénye

p:VxV =YV, go(v,w):m:w—v,



2.1. ALTALANOS AFFIN TER ERTELMEZESE 42

mivel w = (v, v) = v + v.
Sajatosan a K" = {(k1,...,kn) | k1,. .., k, € K} K-vektortér esetén az eltolas

t: K" x K" — K", t((ur,...,up), (v1,...,0,)) = (U1 + 01, ..., Up + Vy),
és a strukturafliggvény
e: K" x K" = K", o((v1,...,0n), (w1,...,wp)) = (w1 —v1,..., W, — V).

Az altalunk hasznalt példakban leggyakrabban az R™ valos vektortérhez (K = R), illetve a Ly,
vektortérhez (K = Z,, ahol p primszam) rendelt affin terekkel dolgozunk.

2.1.2. Linearis altér eltoltja, mint affin tér

Legyen V egy K-vektortér, amelynek v € V egy rogzitett vektora és W a V egy linearis altere.
Az
X=v+W={v+weV|weW}

halmaz a W linedris altér eltoltja a v vektorral. Ha v ¢ W, akkor X nem linearis altere a V

X=v+W

2.3. dbra. Vektortér linearis alterének eltoltja.

vektortérnek, ellenben értelmezhets egy ¢ csoporthatas gy, hogy (X, W, t) affin tér legyen:
t-WxX—-=X, twz)=z+w, YweW, Vel

A t fliggvény jol értelmezett, mert az X = v+ W halmaz értelmezése alapjan létezik w' € W gy,

hogy © = v + w', ezért
twz)=z+w=@w+u)+tw=v+ W +w)eX=v+W.

A t fiiggvény valdéban egy csoporthatés, mivel

(i) minden wy,wp € W és z € X esetén

t(wy +wo, ) = & + (w1 + wa) = (v + w2) + w1 = t(we, x) + w1 = t(wr, (w2, x));

(ii) minden 2 € X esetén t(0,z) =0 + = = .
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A t csoporthatas szabad, mert minden z,y € X esetén
tw,g) =2 <= r+w=x/—1 < w=0.

A t csoporthatas tranzitiv is, mert minden z1 = v+ w1, T3 = v+ wo € X = v+ W halmazelemek
esetén létezik w = wy —w; € W vektor ugy, hogy t(w,x1) = (v+w;) + (w2 —wy) = v+ we = xa.

Ezen affin tér struktarafiiggvénye
0 XXX =W, @(x,22) =29 — 21, V1,20 €X.

Valoban, minden z1,z9 € X = x + W esetén létezik wi,we € W gy, hogy z1 = = + wy és
Tg = & + wy, tovabba x9 = x + wy = (wy — wy) + (z + w1) = t(we — w, x1), ezért p(x1,x2) =
T1Th = wy — wy = (x 4+ we) — (x +w1) =29 — 1 € W.
A W ="V esetben sajatosan visszakapjuk a vektortérhez rendelt affin teret.

2.8. Megjegyzés

Az X = v+ W halmazra gy gondoltunk, mint a v vektorral eltolt W linearis altérre, vagyis a v
vektorral toljuk el a W halmaz elemeit. Ellenben az X = v + W halmazra gondolhatunk agy is,
mint arra a halmazra, amelyet tigy kapunk, hogy a v-t toljuk el, mint pontot a W linearis altér

vektoraival. Ez utobbi megkozelitést fogjuk hasznalni az affin résztereknél. o

Gyakorlatban a 'V vektortér W lineéris altere egy bézissal vagy egy linearis generatorrend-
szerrel van megadva, azaz W = (wy, ..., w,) = { w1 + -+ A\pwy | A1,..., An € K}, és ekkor a

W linearis altér eltoltja a v vektorral
X=v+W=0v+ (w,...,wp) ={v+Awi + -+ Xwp | A1,..., A\, €K} (2.2)

alakba frhato. Egy V vektortér (2.2) alaka részhalmazait linearis varietasnak nevezziik.

2.1.3. Linearis egyenletrendszer megoldashalmaza, mint affin tér

Tekintsiik az kovetkezd linearis egyenletrendszert:

an Ty + -+ arpry, = by

1Tl + -+ QpnTp = bk

ahol a;5,b; € K, minden i =1,...,k és j = 1,...,n esetén. Az egyenletrendszer atirhaté matrix
alakba
allr ... A1n I bl
a1 .- Q| |xn by,
——
A xt bt

Legyen X = {r = (21,...,7,) € K* | Az' = b'} a megadott inhomogén egyenletrendszer

megoldéshalmaza, amelyrdl feltessziik, hogy nem iires. Jeldlje
i:{’l): (7)17'”71)77,) GK“ ‘ Avtzok}

a homogén egyenletrendszer megoldashalmazét, ahol o, = (O O)t € Mj,1(K) a csupa nulla

egylitthatos oszlopméatrix. Ekkor X lineéris altere a K" K-vektortérnek, mert 0 € X, ezért
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nem iires, illetve minden vy,v9 € X és minden k1,ke € K skalarok esetén A(kjvy + k”Ug)t =

klAv’i + kgAvé = kyog + koor = o, vagyis kivy + kouvg € X. Legyen
t:I)_C’xf)C—H)C, t(v,z) =v+ x, VUED_C, Ve X.

Ez a fiiggvény jol értelmezett, mert ha v € D_é, illetve z € X, akkor Av = o, és Ax = b, ahonnan
Al + )t = Avt + Azl = o + b = b, vagyis v+ x € X. Tovabba t az (56, +) csoport hatéasa az
X halmazon:

(i) minden vy, vs € X ész € X esetén t(vy, t(va, 2)) = v+ (va+) = (v1+v2)+2 = t(v1+v2, 2);

(ii) minden z € X esetén t(0,2) =0 + = = .
Ez a hatéas szabad és tranzitiv, mivel minden z € X esetén a t(—,x) : X = X, t(—z)(v) =
t(v,z) = v + x figgvény bijektiv (lasd az 1.62. Kovetkezményt). Valoban, a t(—,z) fliggvény
injektiv, mivel ha t(vi,z) = t(ve, x), azaz v + ¢ = vg + x, akkor v = vo. A t(—,z) fiiggvény
sziirjektiv is, mert barmely y € X esetén A(y —z)! = Ayt — Azt = bl — b = oy, fgyv=y—w € X
s t(—,2)(v) = t(v,z) =v+x = (y — 2) + « = y. Ezzel belattuk, hogy (X, X,t) egy affin tér.

A t(—, z) figgvény sziirjektivitasa azt is jelenti, hogy
X =t(—,2)(X) = t(X,z) = {t(v,2) [veX}={v+az|veX}=z+X,

tehat a lineéris egyenletrendszer megoldashalmaza sajatosan egy lineéris altér eltoltja. Az inho-
mogén egyenletrendszer minden megoldéasa egyértelmten felirhaté, mint egy rogzitett x inhomo-

gén megoldas és valamely v € X homogén megoldés Gsszege.

2.2. Affin tér érintGtere

Ha egy affin tér alapterén rogzitiink egy O pontot, akkor az affin tér alapterét természetes moédon
vektortérré alakithatjuk, amelynek a nullvektora ez az O pont lesz. Ennek a vektortérnek a vek-
torai az affin tér pontjai lesznek, illetve ebben a vektortérben a vektorok Osszeadésa és skalarral
valo szorzasa fiigg az O pont megvélasztasatol. Az igy megszerkesztett a vektorteret nevezziik
az affin tér érintGterének az O pontban. Ez alapjan gy is gondolhatunk az affin térre, mint egy
olyan vektortérre, amelyben elfelejtettiik a nullvektor helyét és csak valasztanunk kell egy pontot
nullvektornak, hogy jra vektorteret kapjunk. Ez alapjan az affin térben megfogalmazhaté prob-
lémakat vissza lehet vezetni vektorokra. Ez a konstrukcié annak az analégja, mikor az intuitiv
sikban (térben) valasztunk egy rogzitett O pontot és a sik (tér) pontjaihoz hozzarendeljiik a
rogzitett O ponthoz viszonyitott helyzetvektorokat.

Az (X, D_é,t) affin tér X alapterét (pontok halmazat) ellathatjuk egy vektortér strukturaval
agy, hogy az X K-vektortérrédl atvissziik a miveleteket az X halmazra a t(—,0): X=X bijekcio
altal, ahol O € X a rogzitett pont. Az igy értelmezett miiveletek (vektorok Osszeadasa és skalarral
valod szorzasa) fiiggnek az O pont megvalasztasatol, mivel ez az O pont lesz az 0j vektorteriink
nullvektora. Emlékeztetiink, hogy azt a v € X vektort, amelyre t(v,0) = A teljesiil O—1>4—V&l is
jeloljiikk. Tehat a t(—, O) fuggvény a v = Ei vektort az A € X pontba képezi, ezért az inverze,
t(—,0)7! az A pontot az OA vektorba képezi, vagyis t(—, 0) 1 (A4) = OA = ©(0, —)(A), ahol
p: A xX — X az affin tér struktarafiiggvénye.

Az X halmazon a kiévetkezSképpen értelmezziik az o Osszeadast és ©p skalarral valo szor-

zast, amelyekkel X egy K-vektorteret alkot. A @p : X x X — X Osszeadast gy értelmezziik,
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hogy az X elemeit atvissziik a (O, —) fliggvénnyel az X iranytérre (amely egy K-vektortér), ott
elvégezziik az Gsszeadast, majd az eredményt visszavissziik a t(—, O) fiiggvény segitségével az X
halmazra (lasd a 2.4. 4brat). Tehat az A és B pontok Osszeadasat az érintStéren a kovetkezo-
képpen adjuk meg:
ért. — —
A®o B H(—,0)(9(0,~)(A) + 9(0, ~)(B)) = t(—,0)(OA + OB) = (OA + OB, 0). (2.3)

Erre az 6sszegre a kovetkez§ jellemzés adhato:

C=A30B < OC=0A4+0B. (2.4)
t(_aO)
—
(7)4 DA SOOI N A

X iranytér X alaptér

2.4. 4bra. Vektorok osszeadasanak értelmezése az érintStéren.

A ©p : K x X — X skalarral valé szorzast ugy értelmezziik, hogy az X elemeit atvissziik
a (0, —) figgvénnyel az X iranytérre (amely egy K-vektortér), ott elvégezziik a skalarral valo
szorzéast, majd az eredményt visszavissziik a t(—, O) fiiggvény segitségével az X halmazra (lasd

a 2.5. abrat). Tehat az érintStéren az A pont szorzasat egy k € K skalarral a kovetkezSképpen

adjuk meg:
koo A% 1(—,0)(k - p(0,~)(4)) = t(—,0)(k - O4) = t(k- OA,0). (2.5)
Erre a skalarral val6 szorzasra a kovetkezd jellemzés adhato:
C=kooAd < OC =k OA. (2.6)
t(_v O)
—
kOA ........................................... > k ®O A
................................... ‘A
- 0]
@(07 _)
X irdnytér X alaptér

2.5. abra. Skalarral valo szorzas értelmezése az érintGtéren.

Ezekkel a mitveletekkel X egy K-vektortér lesz, amelynek nullvektora az O pont. Egy A € X
— —
pont A" € X szimmetrikuséat (ellentettjét) az OA’ = —OA Osszefiiggéssel jellemezhetjiik.
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2.9. Ertelmezés
Az X alaptéren (pontok halmazéan) a (2.3) és (2.5) miiveletekkel értelmezett (X, Do, @0, K)

vektorteret az X affin tér O pontjaban vett érintdterének nevezziik és TpX-szel jeldljik.

A t(—,0) figgvény segitségével értelmeztiik a vektortér strukturat az X alaptéren, ezért
t(—,0): X — ToX linearis izomorfizmus, amelynek inverze (O, —) : TpX — X szintén linearis
izomorfizmus. Ugy is mondhatjuk, hogy az X halmazon a miiveleteket gy értelmezziik, hogy
t(—,0): X — X, mint halmazok kozotti bijektiv fiiggvénybdl lineéris izomorfizmus legyen. Tehat
az affin tér kiilonb6z6 pontokban vett érintGterei ugyanazon az X halmazon (az affin tér alapterén)
kiilonb6z6 miiveletekkel értelmezett vektorterek, amelyek kiillonbozéek, ahogy a 2.11. Példaban is

latni fogjuk, de barmely pontban vett érint&tér izomorf az irdnytérrel, igy egymaéssal is izomorfak.

A 2.7. Példaban tekintetiik a farad és vonalz6 példajat. Az adott O pontban vett érintétér
konstrukcioja ezen példa esetén tgy értelmezhets, hogy a vonalzd zérus beosztasat az O pont
mellé helyezziik a t(O, —) fliggvény altal, majd a vonalz6 beosztasait atmasoljuk a faradra, igy

készitve a faradbol vonalzot.

Legyen V egy K-vektortér és legyen o € V egy rogzitett vektor. A 'V vektortérhez rendelt (V,V,t)
affin tér esetén t(—,0) : V=V, t(v,0) = 0+ v és p(v,w) = v = w — v. Igy az o pontban vett

T,V érintdtéren a (2.3) Osszeadas
VPow = t(—,0)(0040w) = t(—,0)(v—0)+(w—0)) = 0+ ((v—0)+(w—0)) = v+w—o0, (2.7)
minden v, w € V esetén, és a skalarral valo szorzas
k ®ov =t(—,0)(kot) = t(—,0)(k(v—0)) = 0+ k(v —0) = kv + (1 — k)o, (2.8)

minden k € K és v € V esetén.
Megjegyezziik, hogy o = 0 esetén T5V =V (mint vektorterek megegyeznek), azaz v &5 w =
v+w és kOgv = kv, illetve o # 0 esetén T,V és 'V ugyanazon a halmazon értelmezett vektorterek,

kiilonbozs Osszeadassal és skalarral valo szorzéassal.

AV = R? valés vektortérhez rendelt affin térben legyenek O = (1,-2), A = (4,5), B = (—1,4).
Ekkor a TpV = TpR? érint6téren

(2

Amo B (4,5) + (—1,4) — (1, -2) = (2,11),

200 B @9

2-(-1,4)+(1-2)-(1,-2) = (-3,10),

(300 4) ®o (—4 G0 B> (Q—f) 3-(4,5) + (1—3) - (1,-2)] @0 [(—4) - (=1,4) + (1 +4) - (1,-2)]
(10 19) @0 (9, —26)
= (10,19) + (9, —26) — (1, —2)
= (18, -5).
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Az érintStéren vett linearis kombinéacidkra a kovetkezs jellemzést adhatjuk.

2.13. Tulajdonsag (Erint6téren vett linearis kombinacio jellemzése)

Legyen X egy K test feletti affin tér és O € X egy rogzitett pontja. Minden Aq,..., 4, € X

pontok és minden Ay, ..., A\, € K skalarok esetén a TpX érintStéren
—— T T
M = ()\1 ®o Al) Do - Po ()\n ®o An) — OM = N\ OA1 +---+ N\, 0A,,. (2.9)

Bizonyitds. A pontok szdma szerinti indukciéval fogjuk belatni az egyenértéktiséget. Az n = 1
esetben minden A; € X pont és A\; € K skalar esetén az ®¢p skalarral valo szorzas a (2.6)

jellemzése alapjan
C=X\ oo A «= OC=x\04;.

Feltételezziik, hogy n = N esetén igaz a (2.9) Osszefiiggés és igazoljuk n = (N + 1)-re. Ekkor

a (2.4), majd az indukcios feltevés és a (2.6) ekvivalencia alapjan

M = (M ©o A1) @0 -+ ®o (AN ©0 AN) B0 (AN+1 ©0 Any1) <= M =P &0 Q =
2 )
= OM =0P+ 00 — OM = (MOA, + -+ AyOAn + ANOAN) + Ay+10An11.

O]

2.14. Kovetkezmény
A V K-vektortérhez rendelt affin térben legyen o € V egy rogzitett pont. Minden v1,...,v, €V

és minden Aq,..., A\, € K skalarok esetén a T,V érintStéren
(>\1 @o Ul) @o et @o ()\n @o Un) — )\lvl + -+ )\nvn + (]- - )\1 - )\n)o- (210)

Bizonyitds. Ha w = (A1 ©p v1) Bo * + - Do (An @0 Up), akkor a 2.13. Tulajdonsag alapjan

G = MU, + -+ + A0ty = w—0=A (01 —0) + - + Ap(vy — 0) >

— w=Avi+- o+ o+ (1 =A== Ay)o.

Visszatérve a 2.12. Példara a V = R? affin téren az O = (1, —-2), A = (4,5), B = (—1,4) pontok

esetén a (2.10) alapjan
BGoA) @o(-460B)=3-A+(-4)-B+(1-3—-(—4))-0O

=3-(4,5)+(—4)-(-1,4)+2-(1,-2)
= (18, -5).
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2.3. Baricentrum és affin kombinacido

Kiilonb6zs pontok érintGterében végzett miiveletek altalaban kiilonb6zs eredményt adnak. A 2.6.

abran megfigyelhets, hogy az [AB] szakasz felez6pontja nem fiigg az O vagy O’ pontoktol, vagyis

100(A®0B) = 100/ (A®o B). Miért van ez? Ha F et 300(A®0B) és F' o 100 (A®o B),
OF — OA+0B 4 o ) _ 0'A+O'B

akkor OF = 5552 &s O'F' = =552 de

— — s = — —
— —_— / / / / —_—
0’F—0'0+W—O’O+OA;O§—OO;OA 00;0§ OAJ;OB:O,F,7

ahonnan F = F".

2.6. abra. Osszeadas a TpX és To/X érintterekben.

Feltehetjiik a kérdést, hogy a TpX érintGtérben milyen linearis kombinaciok fiiggetlenek az

O pont megvalasztasatol. Erre a kérdésre ad vélaszt a kovetkezs tulajdonsag.

2.16. Tulajdonsag
Legyenek Aq,..., A, € X tetsz6leges pontok és A1, ..., A\, € K tetsz6leges skalarok ugy, hogy
A1+ -+ A\ = 1. Ekkor 1étezik egyetlen egy olyan M € X pont tugy, hogy minden O € X pont

esetén
OM = M OA; + - + ApOA,.. (2.11)

Bizonyitds. Ha O € X egy rogzitett pont, akkor ilyen M € X pont létezik és egyértelmt, mivel

M = t(MOA, + -+ AnOAp, 0) <= OM = MOA; + - + AnOAn.

Ha O’ € X egy maésik pont, akkor

— — —> — —
O'M=0'0+0M=M+"+An) 00+ MNOA; + -+ \,OA,,
N———

1
—  — —
=AM (0'0O+0A41) + -+ A (0’0 + OAy,)

|

|

/ /
=MOA1 +---+ X, 0 Ay,
Tehat az M pont fiiggetlen az O pont megvalasztésatol. O

A 2.13. és 2.16. Tulajdonsag alapjan a TpX érintétéren az A1, ..., A, € X tetszbleges pon-
toknak A1,..., A\ € K, Ay + -4+ A\, = 1 (affin) salyokkal vett linearis kombinacidja fiiggetlen
az O pont megvalasztdsatol. Ellenben, ha a stulyok Osszege nem 1, akkor a lineédris kombinacio

eredménye fiigg az O pont megvilasztéasatol, ahogy a kivetkez§ megjegyzésben lathatjuk.
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2.17. Megjegyzés

Legyenek Aq,..., A, € X tetszbleges pontok és Aq, ..., A\, € K tetszbleges skaldrok dgy, hogy
A+ o+ A # 1. Rogzitjik az O # O’ pontokat. Ha az M egy olyan pont, amelyre 5?\4 =
)\10—141> + o4 /\mOTm, és M’ az a pont, amelyre O'M’ = \O'A; + -+ + AmO’—A>m, akkor

e _— —
MM’ = MO + 00 +0'M' = —OM + 00 + O'M'
s — —— e
= (MOA; + -+ AnOAR) + 00" + (MO AL + -+ + AnO'An)
— — —
=00+ X\ (0'A1 + A153) + o+ A (0'A + Am23)
— — —
— 00" + MO'O + -+ 200!
— N
— (A=Al == An)OO £,
£0

vagyis M # M’. Tehat a Ay + -+ + A\, # 1 esetben
(M @0 A1) @0 -+ @0 (An ©0 Am) = M # M’ = (A ©or A1) @or -+ Bor (Am Oor Am),

azaz a TpX és T/ X érintGterekben szamitott linearis kombinaciok kiillénb6z6 eredményeket ad-

nak. o

2.18. Ertelmezés

Az Ay,... A, € X pontok Aj,..., N\, € K, Ay + -+ A\, = 1 (affin) salyokkal vett affin

kombindcicjinak (vagy baricentrumdnak) nevezzik azt az M el MAL+ -+ AnA,, € X pontot,
, = — —

amelyre igaz, hogy OM = M OA; + -+ + A\, OA,,, valamely O € X pont esetén.

A 2.16. Tulajdonséig alapjan egy affin téren tetszGleges pontokra és affin silyokra létezik a

baricentrum, illetve a kévetkezSképpen jellemezhets. Ha A\ + - -+ + Ay, = 1, akkor

M=MA 4+ AnAp = OM = \OA, + -+ AuOAn, (2.12)

minden O € X pont esetén.

2.19. Megjegyzés

AMAI+ -+ A Am, A1+ -+ Ay, = 1 jelolés nem azt jelenti, hogy az X halmazon van egy ,,+”
jelolt Osszeadés, illetve egy skalarral valo szorzas. Bér az X alaptéren bevezettiink Gsszeadast
és skalarral valo szorzast, de ezek fiiggnek az O pont valasztasatol, ezért is jeloltiik Gket Gp-val
és ®p-val. Az affin kombinacio jelolését inkdbb tugy kell érteni, hogy Aq,..., Ay, affin silyok és
Ay, ..., A, pontok meghatéroznak egy (A1A; + -+ + A Ap)-mel jelolt pontot, amely a (2.12)

Osszefiiggéssel jellemezhetd. o

Vektortérhez rendel affin tér pontjai tulajdonképpen a vektortér vektorai. A linearis és az affin
kombinaciéra hasznalt megegyezé jelolések nem okoznak gondot, mivel ugyanazt az eredményt
adjak. Valoban, egy V K-vektortérhez rendelt affin téren legyen o € V egy tetszéleges rogzitett
pont. A V affin téren vett \jvy + -+ + Apvn, A1 + -+ + A, = 1 affin kombinacié megegyezik a 'V

vektortéren vett Ay - vy + --- + Ay, - v, linearis kombinéaciéval:

2.9
A1+ - Aoy (:) ()\1 ®o Ul) Do - Do (An ®o vn)
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B2 A vt A At (1= A = — Ag) 0

0

=X U1+ 4+ Ay Un.

ﬁgo_é

Sik és tér geometriaban az [AB] szakasz felez6pontja M = A‘LTB, mivel O—]\Zf =
O € X pont esetén.

Hasonloan, az [AB] szakaszt k-ardnyban oszté6 C pont esetén z@ =k- ﬁ, vagyis O? =
(1— k)OA + kOB, igy C = (1 — k)A + kB.

Az ABC haromszog stulypontja a csticspontok baricentruma G =
a sikbol vagy térbdl teljesiil, hogy O? = @.

, tetszGleges

%, mert minden O pontra

A 2.14. Kovetkezmény analogja is megfogalmazhaté affin tereken.

2.22. Tulajdonsag (Affin kombinaci6 és érintStéren vett linearis kombinacié kapcsolata)
Legyen O a K test feletti X affin tér egy rogzitett pontja. A TpX érintStéren tetszéleges
Aq,..., A, € X pontoknak és tetszbleges A1, ..., A\, skalarokkal vett linearis kombinacidja ki-

fejezhet6 affin kombinécioval a kévetkezdképpen

(A1 ©0 A1) @0 - Do (M @0 An) = MA1+ -+ XA + (1= A — - = X)0. (2.13)
Bizonyitds. Ha tekintjik az M = A\ Aj+-- -+ A\, Ap+ (1= —- - - =\, ) O affin kombinaciot, akkor
értelmezés szerint W =MOA +-- -+ 0O0A, +(1=XA\—---— )\n)O? =MOA1+---+X1,0A,,
ahonnan a 2.13. Tulajdonséag alapjan M = (A ©o A1) @0 -+ Do (An @0 Ap). d

Az érint6tér vektorait is tudjuk az affin kombinacidhoz hasonléan prezentédlni, annyi a kii-

lonbség, hogy a stlyok Gsszege 1 helyett 0 kell legyen.

2.23. Tulajdonsag
Legyenek Aq,..., A, € X tetsz6leges pontok és uq, ..., um € K tetszbleges skaldrok ugy, hogy
w1+ -+ pm = 0. Ekkor 1étezik egyetlen v € X vektor agy, hogy

— —
v = HlOAl +- 4+ HmOAma

és ez a v vektor fiiggetlen az O € X pont vélasztasatol. Tovabbé, egy A pont eltoltja a v vektorral

— —
t(v,A) = t(1OAL + -+ + pnOAm, A) = A+ Ay + -+ + A,

az A, Ay, ..., Ay pontoknak 1, uq, ...,y stlyokkal vett affin kombinaci6ja.

2.24. Jelolés

— —
Ha p1 + -+ pm = 0, akkor legyen p1 Ay + -+ - + pp A = p11OA; + - - - + pupOAx, € X, tetszoleges
O € X pont esetén.

—— — o
Bizonyitds. Rogzitett O € X pont esetén létezik a v = p1OA; + -+ - + pxO Ay, € X vektor. Ha
O’ € X egy masik pont, akkor

— —
v = OA] + - + 1,04,
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/ / / /
=1 (00" + O'Ay) + -+ + (00" + O Ag)
- e
= (1 + -+ ) OO0 + 110" Ay + -+ + i, O" Ay,
~— ——

0
/ /
= O Ay + -+ O Ay,

tehéat a v vektor fiiggetlen az O € X pont megvélasztasatol. Mivel 14y + -+ pup =14+0=1,
ezért létezik a B = A+ u1 Ay + -+ - + upAr € X pont és a (2.12) alapjan

— — —

B= A+ di + -+ ppAy, = AB = AA 4 1 AA, + -+ up AAp <=
-y —

<= zﬁ:,u,lAAl-f—”'-i-,ukAAk <~ E:MIAl‘i‘"“",UkAk:U-

Az E € X vektorra teljestil, hogy t(ﬁ, A) = B, tehat

t(v,A) =B <<= t(mA1+ -+ A, A) = A+ A+ - + ppAg.

Egy tetsz6leges affin térben
AB=A0+0B=0B+(-1)-OA=B— A,

hasonléan ahhoz, amit a vektortérhez rendelt affin tér esetén lattunk. Ez azzal analég, hogy
analitikus mértanban az zﬁ szabad vektor koordinatait gy szamoltuk ki, hogy a B végpont

koordinataibol kivontuk az A kezdGpont koordinatait.

Az § intuitiv sikban, ha adottak az A, B,C (nem kollinearis) pontok, akkor egy ABCD parale-
logramma negyedik D cstcsat a kovetkezSképpen adhatjuk meg. A 2.25. Példa és a 2.23. Tulaj-

donsag alapjan
BA=CD < D=1tCD,C)=t(BA,C)=C+A— B.

Tehat D a C' pont a E)l vektorral valo eltoltja.



3. fejezet

Affin részterek

Ebben a fejezetben értelmezziik az affin résztér fogalmat. Az intuitiv sikban, mint affin térben
az egyenesek, illetve az intuitiv térben az egyenesek és a sikok a valodi affin részterek. Tehat az
affin részterek az egyenes és sik megfelelsi affin terek esetén. Az affin részterek megadhatok egy
pont és az irdnytér egy linearis altere segitségével. Ez a megadés analdg az egyenes megadasa
egy pont és egy irdnyvektor, illetve a sik megadasa egy pont és két fliggetlen vektor segitségével.
Az affin részterekre bizonyitunk harom jellemzési tételt. Ezek kozil az affin résztér jellemzése
affin kombinacioval lesz a legfontosabb. Bevezetjiik a halmaz altal generdlt affin résztér, vagyis
affin burkol6 fogalmat. Ez altalanositja a két kiilonb6z6 pont altal meghatérozott egyenes, illetve
harom nem kollinearis pont altal meghatéarozott sik fogalmat. Ertelmezziik a parhuzamossagot
affin részterek esetén. Algoritmusokat mutatunk arra, hogyan dénthets el egy vektortér két line-
aris varietasarol, hogy egyenlek, tartalmazzak-e egymést, parhuzamosak-e, metszik-e egymast,

illetve hogyan kell kiszédmolni a metszetiiket.

3.1. Algebrai kitérs: részstruktarak az algebraban

Miel6tt ratérnénk az affin résztér értelmezésére atismételjiik a részcsoport, illetve a lineéris altér

fogalmat. Ezek fognak mintaul szolgilni majd az affin résztér értelmezéséhez.

3.1.1. Részcsoport

Legyen (G, -) egy csoport és legyen H C G egy nemiires részhalmaza. Egy H C G részhalmaz a §
részesoportja (jelolés: H < G), ha

” miiveletre nézve, vagyis minden hi,he € H esetén hy - ho € H, tehit a G

o H zart a .-
csoport ,,-” miivelete szarmaztat (indukal) egy miiveletet a H halmazon, amelyre szintén a

o jelolést hasznaljuk;
e (H,-) csoport a szarmaztatott (indukalt) mivelettel.

Emlékeztetiink, hogy a ,,-” miivelet tulajdonképpen egy Gx G — G, (91, 92) — g1 - g2 fiiggvény. A
H halmaz zart a ,,-” miveletre nézve azt jelenti, hogy a H x H — H, (hi, he) — hy - he fiiggvény

jo értelmezett (vagyis a képe a H halmazban van).

52
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3.1.2. Linearis altér

Legyen V egy K-vektortér. A W C V részhalmaz linedris altere a 'V vektortérnek (jeloles: W <y
V), ha

e a W részhalmaz zéart a vektorok Osszeadésara nézve, azaz tetszéleges wi, wo € W vektorok
esetén wy +wy € W, és a skaldrral valo szorzasara nézve, azaz tetsz6leges w € W vektor és
tetszéleges k € K skalar esetén k- w € W;

e W egy K-vektortér a szarmaztatott (indukalt) miiveletekkel.

Osszefoglalva, egy részhalmaz egy részstruktira (részcsoport vagy linearis altér), ha zart a mi-
veletekre nézve, igy 1éteznek a szarmaztatott miiveletek a részhalmazon, tovabbé ezektsl a szér-
magzatott miveletektdl ugyanolyan tulajdonsagokat kdveteliink meg, mint az eredeti mtiveletek-
t6l. Altaldban a tulajdonsidgok egy része automatikusan teljesiil (6roklodik) a szarmaztatott
miveletekre, mint példaul részcsoportok esetén az asszociativitas vagy linearis alterek esetén a

disztributivités.

3.2. Affin résztér értelmezése

Legyen (X, D_é, t) egy K test feletti affin tér. Emlékeztetiink, hogy a 2.1. Ertelmezés alapjan X egy
nemiires halmaz, X egy K-vektortér és t : AxX =X egy szabad és tranzitiv csoporthatas (az
(5@, +) Abel-féle csoport hatésa az X halmazon), amely a pontok vektorokkal valo eltolasat irja
le. Ahhoz, hogy az (X, xX, t) harmas egy részstrukturajat értelmezziik sziikségiink lesz egy Y C X
nemiires részhalmazra, az X irAnytér egy Y lineéris alterére. Tovabba az Y és Y zart kell legyen
a csoporthatésra nézve (a csoporthatast tekintve mtveletnek), vagyis minden w € Y vektor és
minden A € Y pont esetén a t(w, A) pont is az Y részhalmazban kell legyen. Szoban kifejezve
az Y halmaz tetszoleges A pontjanak tetszdleges w € Y vektorral valo eltoltja is az Y halmazban
marad. Ez utobbi feltételt tgy is megfogalmazhatjuk, hogy kell létezzen egy t' : YxyY - Y,
t'(w, A) = t(w, A) szarmaztatott csoporthatés (lasd az 1.2.1. alfejezetet). Tehét az (Y, +) csoport
az (9_5, +) részcsoportjaként hat az X halmaz Y részhalmazan. Végiil az igy kapott (Y, 9, t') harmas
egyben affin tér kell legyen, tehat a t’ fiiggvény a (9, +) csoport egy szabad és tranzitiv hatésa

az Y halmazon. Témoren a kovetkezd értelmezést adhatjuk az affin résztérre.

3.1. Ertelmezés

Az (%J,g, t') harmas affin résztere az (X, 5@, t) affin térnek, ha Y az X alaptér részhalmaza, Y az
X iranytér linearis altere, t' : YxY — Y, t(w, A) = t(w, A) a t altal szarmaztatott csoporthatas,
amely szabad és tranzitiv. Az Y az affin résztér alaptere, y pedig az iranytere. Konvenci6 szerint

az ires halmazt is affin résztérnek tekintjiik, amelynek nincs iranytere.

Ha nem okoz félreértést, akkor a szarmaztatott hatast is t-vel jeloljik. A t' jelolést pedig
akkor hasznaljuk, ha kiilonbséget akarunk tenni az eredeti t hatés és a szdrmaztatott ¢’ hatas
kozott. Egy (Y, 9, t') affin résztérre roviden csak Y-ként fogunk hivatkozni. Ez nem okoz majd
félreértést, ahogyan a 3.4. alfejezetben latni fogjuk.

Az Y affin résztéren a szarmaztatott strukturafiiggvény

o YxY =Y, (A B)=(AB) =AB, VYA BEeY,
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az X affin tér ¢ strukturafliggvényének lesziikitése. A szarmaztatott strukturafiiggvényt is ¢-vel

szoktuk jelolni, ha nem okoz félreértést.

Vektorterek esetén csak a nullvektort tartalmazéd egy elemi részhalmaz mindig linearis altér.
Ehhez hasonl6an minden (X, 3_6, t) affin tér esetén a pontok affin részterek. Ha A € X egy pont,
akkor legyen Y = {A}, Y = {0} <g X ést' : YxY = Y, (0, A) = A a szarmaztatott hatas. Tehat
({A}, {0}, ) az (X, X,t) affin résztere és minden 0-dimenzios affin résztér ilyen alakt. Ezeket az
affin résztereket egyszertien csak A-val jeloljiikk. Ahogy a csoport 6nmagénak részcsoportja agy

az affin tér is affin résztere 6nmagéanak.

3.2.1. Affin részterek megnevezései

Az affin részterek énmagukban affin terek is. Emlékeztetiink, hogy a 2.2. Ertelmezés alapjan az
affin tér dimenzi6ja megegyezik az irdnytere dimenzidjaval, vagyis dimY = dimg Y. A dimenzio

fliggvényében az affin részterekre a kovetkez6 megnevezéseket hasznaljuk.
e Egy 0-dimenzios affin részteret pontnak neveziink (lasd a 3.2. Példat).

e Egy 1-dimenzios affin részteret egyenesnek neveziink (motivacioként lasd a 3.5.1. alfejezet

(ii) alpontjat).

Egy 2-dimenzioés affin részteret siknak neveziink (motivacioként lasd a 3.5.1. alfejezet (iii)

alpontjat).

Egy p-dimenzits affin részteret p-siknak neveziink.

Egy (dimX — 1)-dimenziés (vagyis 1-kodimenzids) affin részteret hipersiknak neveziink.

Példaul hipersik az egyenes a sikban, illetve a sik a térben.
A kovetkezd jeloléseket hasznéljuk, ha egy X affin tér résztereirdl szeretnénk beszélni:
o A(X) az X Osszes affin részterének halmaza (az iires halmazzal egyiitt);
o Ai(X) az X Gsszes k-dimenzios affin részterének halmaza (k > 0);

e A>o(X) az X Osszes nemiires affin részterének halmaza.

3.3. Affin részterek megadasa

Egy (X, X, t) affin tér esetén legyenek Y C X és Y C X részhalmazok. Ahhoz, hogy (Y, g, t') affin
résztér legyen ellendrizni kell a kovetkezdket. Az Yaz X irAnytér linearis altere, az Y C X pedig
nemiires halmaz legyen. Léteznie kell a t/ : Y x Y — Y, #/(w, B) = t(w, B) fiiggvénynek, azaz
minden w € Y vektor és minden B € Y pont esetén t(w, B) € Y kell teljesiiljon. Ha a t’ fliggvény
értelmezett, akkor az automatikusan az (9, +) csoport hatésa lesz az Y halmazon, mivel a ¢/
hatéast tgy szarmaztatjuk a t hatasbol, hogy el6bb az y<X részesoporttal szarmaztatunk (lasd
az 1.2.1.1. alfejezetet), majd az Y C X invarians részhalmazzal szarmaztatunk (lasd az 1.2.1.3. al-
fejezetet). A t' hatas szabad, mivel 6roklédik a ¢ hatastol az 1.52. Tulajdonsag alapjan. Végiil
ellendrizni kell, hogy a t’ hatas tranzitiv, azaz létezzen egy A € Y pont tgy, hogy minden B € Y
pont esetén létezik egy vp € Y vektor ugy, hogy B = t(vp, A).
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Egy pont és az iranytér egy linearis altere segitségével megadhato egy affin résztér. Ez analog
az analitikus térmértanban az egyenes megadasa egy pont és egy nemnulla vektor (iranyvektor)

segitségével, illetve a sik megadasa egy pont és két linearisan fiiggetlen vektor segitségével.

3.3. Tulajdonsag (Affin résztér megadéasa pont és linearis altér segitségével)
Adott az (X, X, t) affin tér egy A € X pontja és az X irdnytér egy Y linearis altere. Ha 'Y = t(g, A)
sst':YxY =Y, t'(w, B) = t(w, B), akkor (Y, g, t') affin résztere az (X, X, t) affin térnek. Minden

affin résztér megadhaté ilyen modon.

X iranytér (vektorok) X alaptér (pontok halmaza)

3.1. abra. Affin résztér megadésa pont és linearis altér segitségével.

Bizonyitds. Az Y halmaz nem iires, mert A = t(0, A) € Y egy eleme. A t' fiiggvény jol értelmezett,
mivel tetszéleges B € Y = t(g, A) pont esetén létezik egy vp € Y vektor ugy, hogy B = t(vp, A),

ezért minden w € 9 vektor és minden B € Y pont esetén
t'(w, B) = t(w, B) = t(w, t(vg, A)) = t(w + vp, A) € t(Y, A) = Y.

A ' hatast a t csoporthatasbol szarmaztatjuk az (9’, +) < (D_é, +) részcsoport és az Y C X
invarians részhalmaz altal (lasd az 1.2.1.1. és az 1.2.1.3. alfejezeteket). A t' hatas szabadsaga
oroklodik az 1.52. Tulajdonsag alapjan. A ¢ hatas tranzitiv, mert (Y, A) = t(Y, A) = Y, azaz a
t'(—, A) : Y — Y fiiggvény sziirjektiv. Ezzel belattuk, hogy (Y,9Y,t') egy affin résatér.

Minden (Y, R ) affin résztér és A € Y pont esetén a t'(—, A) : Y — Y fiiggvény sziirjektivitasa
miatt Y = ¢/ (g, A) = t(g, A), tehat minden affin résztér megadhato egy pont és egy linearis altér

segitségével. O

Legyen (X, D_C, t) egy K test feletti affin tér. Egy A € X pont és wy, ..., wg € X linedrisan fliggetlen

vektorok megadnak egy k-sikot (k-dimenzios affin részteret) az X affin térben a kovetkezsképpen.

Legyen
g: <w1)'--7wk> :{Alwl_‘_"'—i_)\kwk ei‘)\l,...,)\k GK}
a wy,...,w; vektorok altal generédlt k-dimenziés linearis altere az X iranytérnek, illetve legyen
Y :t(<w1,...,wk>,A) = {t()\lwl + .- —1—)\kwk,A) eX ’ )\17~-->>\k: € K}
az A pont wi, ..., wy vektorok linearis kombinacioival valé eltoltjainak halmaza. Ekkor (Y, 13, t')

egy k-sikja az X affin térnek, ahol t' a szarmaztatott hatas. Sajatosan egy A € X pont és egy
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nemnulla w € X vektor megad egy £ = t((w), A) egyenest (1-dimenziés affin részteret) az X
affin térben. Ez analog azzal, hogy az intuitiv sikban (térben) egy egyenes meghatarozott egy
pontja és az iranyvektora altal. Hasonl6an egy A € X pont és két w1, wq € X linerisan fliggetlen
vektor megad egy 8 = t({wy,ws), A) sikot (2-dimenzids affin részteret). Ez analog azzal, hogy

az intuitiv térben egy stk meghatarozott egy pontja és két nem pérhuzamos irany altal.

3.3.1. Iranytér linearis alterei és az alaptér affin részterei k6zotti megfeleltetés

Jelolje A(X, A) az X affin tér azon affin résztereinek halmazat, amelyek dtmennek az A ponton,
illetve Ag(X,A) azon k-dimenziés affin részterek halmazat, amelyek atmennek az A ponton.
Jelolje £k(3_5) az X vektortér k-dimenzios linearis altereinek halmazat. A 3.3. Tulajdonsag alapjan
rogzitett A € X pont esetén a t(—, A) : X —X fiiggvény bijektiv megfeleltetést szarmaztat az
X iranytér k-dimenzios linearis alterei és az X alaptér azon k-dimenziés affin részterei kozott,

amelyek atmennek az A ponton, vagyis
t(=A) s Lu(X) = A(X, A), (=, W) = (W, A) = {t(w, 4) € X |w e W}, YW € L(X)

egy bijekcié. Ha példaul meg szeretnénk kapni az X affin tér 6sszes A ponton athaladd egyenesét,
akkor a 3.3. Tulajdonsig alapjan vessziik az X irAnytér 6sszes 1-dimenziés Y linedris alterét és
a t(—, A) fuggvény altal ,atvissziik az X alaptérre” (az Y vektoraival eltoljuk az A pontot), igy
kapva meg az A ponton athalado Y = t(g, A) egyenest.

X irdnytér 1-dimenzios linearis alterei X alaptér A ponton atmend egyenesek

3.2. abra. Az iranytér 1-dimenzids linearis alterei és egy rogzitett A ponton atmend egyenesek

kozti megfeleltetés.

Ha az X affin tér Osszes egyenesét meg szeretnénk kapni, akkor ezt megismételjiik az A pont
helyett az X Osszes pontjara. Hasonloan jarhatunk el a k-dimenzios affin részterek (k-sikok)
esetén is.

A Zj test feletti Z3 affin tér A = (1,2) pontjan atmend egyenesek

L=tW,A) ={t(w,A) [ weW}={w+A|weW}

alakiiak, ahol W a Zg test feletti Z3 vektortér egy 1-dimenzios linearis altere. Ezért elgszor

felsoroljuk a Z% 1-dimenziés altereit:
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t=8) A\ N =i
-
V2N
o SR N
N7 a4
iV \/ ‘g’v”‘\
X iranytér (vektorok halmaz) X alaptér (pontok halmaza)

3.3. abra. Az irdnytér 1-dimenzios linearis alterei és az egyenesek kozotti kapesolat.

W3 = <(i7 i)) =

D>

D>
—
Nt

(676)7 (i,i), (évé)} - <(

It}

Tehat a Z3 2-dimenzios affin tér A = (1,2) pontjan atmend egyenesek:

Ll = t(WbA) = A+W1 = {(iaé)a (Qvé)¢ (Oa
Ly = t(Wg,A) = A+W2 = {(iaé)a (ivﬁ)v (i
L3 = t(Ws, A) = A+ W3 = {(1,2), (1,0), (0,

3.3.2. Véges affin tér adott ponton atmend affin résztereinek szama

Legyen K egy ¢ elemi véges test és X egy n-dimenzios K test feletti affin tér. Az 1.78. Tu-
lajdonsagban meghataroztuk véges K test feletti n-dimenziés vektorterek k-dimenziés linearis

altereinek szamaét, igy az n-dimenzios X affin tér A pontjan atmend affin résztereinek szama

(" =1 ("' =1)-...- (" —1)
(¢F=1)-(¢Ft=1)-...-(¢—1)

A 3.9. alfejezetben meghatéarozzuk az 6sszes k-dimenzids affin résztér szaméat, nem csak az adott

[AR(X, A)| = [Lr(X)] = (3.1)

A ponton atmendkét.

3.4. Affin résztér jellemzése vektorokkal

A 3.3. Tulajdonsigban belattuk, hogy egy affin részteret meghataroz egy pontja és az iranytere.
A kévetkezSkben azt fogjuk belatni, hogy az (Y, g, t') affin részteret mar meghatarozza az alaptere
is, azaz Y meghatéarozza az Y lineéris alteret és igy a t' szarmaztatott hatast is. Ha példaul egy
2-dimenzios (X, 55, t) valos affin teret egy papirlapként képzeliink el, akkor abrazolhatjuk rajta az
Y, g, t') affin részteret azaltal, hogy abrazoljuk az Y alaptér pontjait a lapon. Azt fogjuk belatni,
hogy a lapon abrazolt alakzatbol felismerhetd, hogy egy affin részteret abrazol vagy sem.

Ha (Y, g, t') az (X, X, t) affin tér egy résztere, akkor sajatosan egy affin tér, igy tetszélegesen
rogzitett A € Y pont esetén a t/(—, A) : Y = Y, (=, A)(w) = t(w, A) fiiggvény bijektiv és az
inverze a strukturafiiggvénybdl szarmazo ¢'(A4,—) : Y — Y, ¢/(A, —)(B) = AB fiiggvény. Innen
kovetkezik, hogy

J = J(AY) = p(A,Y) = {p(A,B) e X |BeY) = {ABec X | BeY). (3.2)
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Tehat az (3,9, t') affin résztér Y alaptere meghatarozza az 9 irdnyteret. Emiatt egy Y C X
részhalmaz esetén az X irdnytérnek legfeljebb egy olyan Y lineéris altere létezhet, amelyre (Y, 9’, t')
affin résztér. Ez alapjan a kovetkezd értelemben beszélhetiink arrél, hogy mikor lesz egy affin tér

egy részhalmaza affin résztér.

3.6. Ertelmezés
Az (X, D_C, t) affin tér esetén egy Y C X részhalmaz affin résztér, ha létezik az X irdnytér olyan g
linearis altere, hogy (H,g, t') affin résztere az (X, i,t) affin térnek, ahol ¢ : YxY—Yat altal

szarmaztatott csoporthatas.

A (3.2) &sszefiiggés alapjan, ha létezik a 3.6. Ertelmezésben szerepls Y lineéris altér, akkor
egyértelmd. Tehét az Y részhalmaz csak egyetlen affin résztérnek lehet az alaptere. Igy nem okoz
félreértést, ha az (Y, 9, t') affin résztérre csak Y-ként hivatkozunk.

A kovetkez tétel alapjan az Y nemiires részhalmaz az X affin tér 3.6. Ertelmezés szerinti affin

résztere, ha egy P € Y pontbdl nézve az Y pontjai egy linearis altérként latszanak.

3.7. Tétel (Affin részterek jellemzése vektorokkal)

Legyen (X, D_é,t) egy affin tér és Y C X egy nemiires részhalmaz. Ha létezik olyan P € Y pont,
amelyre {]@ eX | Q@ € Y} linearis altere az X irdnytérnek, akkor Y résztere az X affin térnek,
tovabb4 az iranytere Y = {]@ eX|Q ey}

Bizonyitds. Legyen Y = {]@ eX | Q@ € Y}, amely a feltevés szerint az X irdnytér egy linearis
altere. Belatjuk, hogy jol értelmezett a

Y GxY oY, A =tvA), Yvey VAeY

fliggvény. Mivel g linearis altér, ezért minden v € g vektor és minden A € Y pont esetén
— ~ —
v+ PA €Y, tovabba az Y értelmezése alapjan létezik Q € Y pont ugy, hogy P(ij =uv+ PA, igy

(v, A) = t(v, A) = t(v, t(PA, P)) = t(v + PA, P) = t(PQ, P) = Q € Y.

Tehat a ¢’ fliggvény jol értelmezett és igy csoporthatast szarmaztat (lasd az 1.2.1.1. és 1.2.1.3. al-
fejezeteket). A ¢’ hatas szabad, mivel a szabadsag oroklgdik az 1.52. Tulajdonsag alapjan, illetve
tranzitiv is, mert minden A € Y pont esetén A = t(]3—1>4, P) = t/(F)—zi, P), ahol P € Y és P—1>4 €.
Ezzel belattuk, hogy (Y, 9, t') affin résztere az (X, D_é,t) affin térnek. O

3.8. Megjegyzés

A 3.7. Tétel a kovetkezSképpen is megfogalmazhat6 az érintétér segitségével. Az Y C X nemiires

részhalmaz pontosan akkor affin résztér, ha létezik olyan P € Y pont, hogy az Y, mint a TpX

érintGtér részhalmaza egy linearis altér. Valoban, a TpX vektortér ugy volt megszerkesztve, hogy

o(P,—): TpX — X egy lineéris izomorfizmus legyen, igy Y C TpX linearis altér pontosan akkor,

ha p(P,Y) = {]@ | Q €Y} az X linedris altere. o
A gyakorlatban a 3.7. Tételb6l levezethets alabbi kritériumot szoktuk hasznalni annak el-

dontésére, hogy egy részhalmaz affin résztér vagy sem.
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3.9. Kritérium
Legyen Y az X affin tér egy nemiires részhalmaza és legyen P € Y egy pont (mi valaszthatjuk
meg).

(i) Ha {]@ € X | Q € Y} linedris altere az X irdnytérnek, akkor Y affin résztere az X affin

térnek.

(ii) Ha {]@ € X | Q € Y} nem linedris altere az X iranytérnek, akkor Y nem affin résztere az
X affin térnek.

Bizonyitds.
(i) A 3.7. Tétel alapjan.

(ii) Tegyiik fel, hogy Y affin résztere X-nek, vagyis létezik Y’ linearis résztér ugy, hogy az
(Y,Y',t') affin résztér. A (3.2) dsszefiiggés szerint Y/ = {1@ € X | Q €Y}, tetszoleges A € Y
pont esetén. Sajatosan A = P vélasztasra azt kapjuk, hogy Y = Y = {PQ € X|Qe Y}
linedris altere az X irdnytérnek, ami ellentmond a feltevéstinknek. Tehat Y nem lehet affin

résztere X-nek.

O
e 7 N
aN_ PR =kPQ + K PQ >
(0%
P
ﬁ P
i PP ) > \
PQ ' - '
X = R? irdnytér X = R? alaptér

3.4. dbra. A 2x + 3y = 5 egyenleti egyenes affin résztér.

Tekintsiik az R? valos affin teret, amelynek iranytere az R? valos vektortér és struktirafiiggvénye
pedig ¢ : R2 x R?2 — R2, o(v,w) = v = w — v. A 2z + 3y = 5 egyenleti Y részhalmaz az R2
egy affin résztere (egyenes). Az Y részhalmaz nem iires, mert P = (1,1) € Y egy pontja, mivel
2-14+3-1=5. Ekkor

J={PdeRr?|QeY)
—{Q-PeR*|Q=(q,q) <Y}
= {(z,9) = (q1,92) — (1,1) €R* | (q1,92) € Y}
={(z,9) = (01,42) — (1, 1) € R* | 2 + 3¢2 = 5}
={(zy)=(@-Lg-1)eR*[2(qn—-1)+3(@—1) =0}
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= {(z,y) c R? | 2z + 3y = 0}.

Az Y linearis altere az R? valés vektortérnek, mert nem iires, mivel (0,0) € Y, tovabba minden
wy = (x1,y1), w2 = (T2,y2) € 9 esetén (vagyis 2x; + 3y1 = 0 és 2x3 + 3y2 = 0) és minden

ki, ks € R esetén kiwi + kowo = (klxl + koxo, k1y1 + kgyg) S g, mert
2(k1z1 + kowa) + 3(k1y1 + kaya) = k1(221 + 3y1) + k2(222 + 3y2) = k1 - 0+ k2 - 0 = 0.

A 3.9. Kritérium alapjan a 2z + 3y = 5 egyenletti Y C R? részhalmaz affin résztere az R? valos

affin térnek és az Y irdnytere a 2z + 3y = 0 egyenletti Y linearis altere az R? valos vektortérnek.

4

PR =2PQ ’ R
PG

v

N

0

PP

v

P

N
.,

X = R? alaptér

X = R2 iranytér

3.5. 4bra. A kor nem affin résztér.

Tekintsiik az R? valos affin teret, amelynek iranytere az R? valos vektortér és strukturafiiggvénye
= =w—v. AY = {(x,y) € R2 | 22 + 42 = 1}
részhalmaz (kor) nem affin résztere az R? affin térnek. Valoban, P(1,0) € Y a kér egy pontja,
mivel 12 4+ 02 = 1. Legyen Y = {I@ € R? | Q € Y}. Belatjuk, hogy Y nem linearis altere az
R? valés vektortérnek, mert nem zart a skalarral valé szorzéasra. Tekintjiik a ]@ vektort, ahol
Q = (0,1) € Y. Ekkor 2]@ € Y pontosan akkor, ha létezik R € Y pont agy, hogy

pedig ¢ : R? x R?2 — R2 (v, w)

9PQ = PE <= 2(Q - P)=R— P «— 2((0,1) — (1,0)) = R — (1,0) <
— (-2,2)=R—(1,0) — R=(-1,2).

Mivel (=1)2 4+ 22 =5 # 1, ezért R ¢ Y, tehat 2@ ¢ Y. Igy Y nem linearis altere az R? valds
vektortérnek és a 3.9. Kritérium alapjan az Y részhalmaz nem affin résztere az R? valos affin

térnek.

3.5. Linearis varietasok

A vektortérhez rendelt affin tér a leggyakrabban el6fordulé affin tér, amellyel a gyakorlatban
talalkozhatunk. A 2.1.1. alfejezetben minden vektortéren értelmeztiink egy affin tér strukturat.

A vektortérhez rendelt affin tér résztereire bevezetjik a linedris varietds elnevezést. Ha V egy
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K-vektortér, akkor mint (V,4) Abel-féle csoport hat 6nmagén és ¢ :VxV — V, t(v,w) =v+w

a vektorok eltolasa egy masik vektorral. Igy a V linearis varietasai a 3.3. Tulajdonsag alapjan
Y=t(W,A4) = {t(w,A) [ weW}={A+w|weW}=A4+W

alaku részhalmazok, ahol W a 'V vektortér egy linearis altere és A € V egy pont. Tehat a V
linearis varietédsai pontosan a 2.1.2. alfejezetben térgyalt linearis alterek eltoltjai. A ‘W linearis
alteret egy bézisa (vagy egy generatorrendszere) segitségével szoktuk megadni. Ha (wq,...,wg)

a W linearis altér egy bézisa (vagy generatorrendszere), akkor

H:A—l—(wl,...,wk):{A+)\1w1+--~+)\kwk|)\1,...,)\k€K}.

3.5.1. Az R? valés affin tér affin részterei (linearis varietasai)

Ebben az alfejezetben az R? lineéaris varietasait fogjuk targyalni. Belatjuk, hogy az egyenesek
(1-dimenzios affin részterek/linearis varietasok) és sikok (2-dimenzios affin részterek/linearis va-
rietdsok) az analitikus geometriabol fogalmaknak felelnek meg és a tanult egyenletekkel irhatok
le. Ezzel is hangsilyozzuk, hogy az affin részterek az egyenesek, sikok affin geometriai megfelel6i
és altalanositasai.

Emlékeztetiink, hogy az R? affin tér alaptere az X = R3 halmaz (a pontok halmaza), irdny-
tere az X = R3 valos vektortér (a szabad vektorok vektortere) és a hatas t : R? x R3 — R3,
t(v,A) = v+ A, minden A € R? (pont) és minden v € R3 (vektor) esetén. Megjegyezziik, hogy
a struktirafiiggvény ¢ : R3 x R3 — R3, (A, B) = B — A, minden A, B € R? (pontok) esetén.

(i) A 0-dimenziés affin részterek a pontok. Legyen Yo az R? affin tér egy 0-dimenzios affin
résztere. Az go iranytér az R3 valos vektortér egy 0-dimenzios linearis altere, vagyis 120 =
{0}, ahol 0 = (0,0,0) az R? nullvektora. Ha A € Y, akkor a (3.2) dsszefiiggés alapjan

Yo = ({0}, 4) = {#(0,4)} = {0+ A} = {4},

vagyis az Yo affin résztér csak az A pontbol all.

(ii) Az 1-dimenzios affin részterck pontosan a térbeli egyenesek. Legyen Yi az R3 valos affin
tér egy 1-dimenziés résztere. Ekkor az 131 iranytér az R? valos vektortér egy 1-dimenzios
linearis altere, s mint ilyent egyetlen bazisvektor fesziti ki. Tehat létezik v = (p, ¢,r) € R?,
v # 0 dgy, hogy Y1 = (v) = {Aw € R3 | A € R}. Ha A = (a,b,c) € Y; az affin résztér egy
pontja, akkor a (3.2) Osszefiiggés alapjan

Y = t(Y1, A) = {t(w, A) |we Y1} = {tOw, A) [ A e R} = {lw+ A| A e R}
= {\p,q,7) + (a,b,¢) | A € R}.

Az (z,y,z) € Y1 pontosan akkor, ha létezik A € R gy, hogy

r=a+ Ap
T —a -b z-c
(1,9:2) = AP @) + (@) &= Jy=btrg = = E=F Z=Ca)
z=c+ Ar

Az R? affin tér Y; 1-dimenzios affin résztere pontosan az A = (a,b,c) ponton dtmend és

v = (p,q,r) irAnyvektoru egyenes. Az Y; egyenes irdnyvektorai pontosan az Yy iranytér
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(iii)

bézisvektorai. Mig az egyeneshez rendelt irAnyvektor nem egyértelmd, addig az altaluk
kifeszitett linearis altér mar egyértelm, s ez az egyenes iranytere. Tehat az R3 1-dimenzios

affin részterei pont az analitikus geometriabol ismert egyeneseknek felelnek meg.

Adott az R3 valés vektortér Y = (2,1, —3)) = {(2A, A, —3A) € R® | A € R} linearis altere
és az R3 valos affin tér A = (4,7, —11) pontja. Ekkor az Y = ¢(Y, A) 1-dimenzi6s résztér

egyenlete
r—4 y—-7 z+11

2 1 -3

Az “”T‘Hi = y?_Q = % egyenletii egyenes pedig az R? affin tér azon résztere, amelynek Y =

{A(0,3,—4) + (3,2, —6) | A € R} az alaptere és Y = ((0,3,—4)) = {A(0,3,—4) | A € R}
az iranytere.

A 2-dimenzioés affin részterek pontosan a térbeli sikok. Legyen Yo az R? valés affin tér egy
2-dimenzids résztere. Ekkor az QQ iranytér az R? valos vektortér egy 2-dimenzioés linearis
altere, tehat két bazisvektor fesziti ki. Igy léteznek v1 = (py,q1,71) és va = (p2, g2, 72) € R3
linearisan fliggetlen vektorok gy, hogy Y, = (v1,v2) = {\v1 + Aavg € R3 | A1, A € R
Ha A = (a,b,c) € Yy az affin résztér egy pontja, akkor

Yz = t(%, 4) = {t(w, 4) | w € o}
= {t(A1v1 + Aova, A) | A1, A2 € R}
= { A1+ Ava + A | A, A2 € R}
={\(p1,q1,7m1) + Aa(p2, g2, 72) + (a,b,¢) | X € R}.

Az (z,y,z) € Yo pontosan akkor, ha léteznek A1, A2 € R skalarok ugy, hogy

T =a+ Ap1 + Aap2
(z,9,2) = M(p1,q1,71) + Aa(p2, g2, 72) + (a,b,¢) <= (y=b+ \iq1 + Aago
Z=c+ )\17‘1 + )\27‘2

Tehat (x,y, z) € Yo pontosan akkor, hogy ha a Aj, A2 ismeretlenekbdl 4llo

AMp1+Xepr =7 —a
AMgr+Xg=y—b

AT+ Aoy =2 —¢

egyenletrendszernek létezik megoldasa, ami egyenértékd a rendszer kompatibilitasaval,

vagyis

b1 p2 T—a p1 P2 r—a p1 P2
rang |q1 q2 y—b| =rang |q1 @| =2 <= |y—-b ¢ @|=0 =

r T z—C r T zZ—C T1 T9
r—a y—>b z—c
P1 q1 r | =0.
b2 q2 9
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Ez pontosan az A = (a,b,c) € R ponton atmend és a v1 = (p1,q1,71), v2 = (P2, q2,72)
fiiggetlen iranyokkal parhuzamos sik egyenlete. Mig azok a linearisan fliggetlen (vi,v2)
vektorparok, amelyekkel a sik parhuzamos nem egyértelmiiek, addig az altaluk kifeszitett
linearis altér egyértelmi lesz, s ez a sik iranytere. Tehat az R3 2-dimenzios affin részterei

pont az analitikus geometriabol ismert sikoknak felelnek meg.

Adott az R3 valos vektortér
Y =((2,1,-3),(7,4,0)) = {\1(2,1,-3) + X2(7,4,0) € R® | A1, A € R}

linedris altere és az R® valos affin tér A = (4,7, —11) pontja. Ekkor az Y = #(Y, A) 2-

dimenzids résztér egyenlete

r—4 y—7 z+11
2 1 -3 |=0 <= 122 —21ly+2+110=0.
7 4 0

Tekintsiik a 2z + 3y — 42 + 12 = 0 egyenletd sikot. A sik egy pontja A = (—6,0,0) és
parhuzamos a v; = (2,0, 1), va = (0,4, 3) linearisan fiiggetlen iranyokkal. A siknak, mint
affin résztérnek az alaptere Y = {(—6,0,0)+A1(2,0,1)+X2(0,4,3) € R3 | A\;, A2 € R} C R3
(a2x43y—42+412 = 0 egyenlet megoldashalmaza), az irdnytere pedig a vy, vo vektorok altal
kifeszitett § = (v1,v0) = ((2,0,1),(0,4,3)) = {\(2,0,1) + A2(0,4,3) € R3 | A, \» € R}

linearis altér (a 2z + 3y — 4z = 0 homogén egyenlet megoldashalmaza).

(iv) Az 3-dimenzios affin résztérbél egy van és ez maga az R? affin tér. Valéban, az R? valos
vektortérnek egyetlen 3-dimenzios linearis altere van és ez Snmaga. Emiatt R? = ¢(R3, A),

minden A € R? pont esetén.

3.5.2. Affin részterek és az érintGtér linearis varietasai

A 2.2. alfejezetben megszerkesztettiik az X affin tér O € X pontjaban vett TpX érintSterét
azaltal, hogy az X alaptéren értelmeztiik a o Osszeadast és ©p skalarral vald szorzast. Az igy
szerkesztett (ToX, Do, ©®0, K) vektortér, mint halmaz megegyezik az affin tér X alapterével, de
az értelmezett miveletek fiiggnek az O pont (az érint6tér nullvektoranak) megvalasztasatol. A
miiveletek megszerkesztése ugy tortént, hogy at(—, O) : X — ToX fliggvény linearis izomorfizmus

legyen.

3.14. Tulajdonsag
A ToX érintétér linearis varietdsai, mint halmazok megegyeznek az X affin résztereivel. Sajatosan

az ToX linearis alterei megegyeznek az O ponton dtmend affin részterekkel.

Bizonyitds. Legyen Y a TpX vektortér egy linearis varietasa. Ekkor 1étezik a TpoX vektortér egy
W linearis altere és egy A € TpX eleme gy, hogy Y = Ao W = {A o B € ToX | B € W}.
Mivel ¢(0, —) : ToX — X lineéris izomorfizmus, ezért

V = 0(0,=)(W) = (0, W) = {¢(0, B) = OB | B € W} <x X
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ToX érintGtér

X iranytér

3.6. dbra. Affin részterek és az érintStér linearis varietasainak egyenértékiisége.

az irdnytér egy linearis altere. Tovabbé tetszéleges B € W esetén
— —
C=A00B < OC =0A+0B += AC =0C - OA = OB,

Innen kovetkezik, hogy A ®p B =C = t(z@, A) = t(@, A), minden B € W esetén. Tehat
Y=AdoW={A@oB|BecW)={{(OB,A) | BeW)=iV,A),

az X affin résztere.

Forditva, legyen t(A, V) C X egy affin résztér, ahol V az X irdnytér egy linearis altere és A € X
egy pont. Mivel £(0, —) : X — ToX linearis izomorfizmus, ezért W = £(V,0) = {t(v,0) | v € V}
a ToX érint6tér linearis altere. Ha tetszéleges v € 'V vektor esetén B = t(v, O), vagyis v = OB,
akkor

C = t(v, A) = t(OB,A) — AC = OB <= 00 =0A+0B «— C=AaoB.

Innen koévetkezik, hogy t(V,A) = {t(v,A) |v € V} = {A@o B | B W} = A®oW a TpX

érint6tér egy linearis varietésa. ]

3.6. Affin résztér jellemzése affin kombinaciéval

A kovetkezS tétel analdg azzal a linearis algebrai tulajdonsiggal, hogy egy V K-vektortér 'W
nemiires részhalmaza pontosan akkor linearis altér, ha W zéart a linearis kombinécidkra, azaz
tetszdleges wy, ..., w, € W vektorok és Ap,..., A\, € K skalarok esetén \jwy + - -+ + A w, € W.
Gyakorlatban ugy szoktuk igazolni, hogy W egy lineéaris altér, hogy belatjuk, hogy tetszéleges két
vektoranak tetszéleges linearis kombinécidja is W-ben van, mivel ebbdl indukcioval kovetkezik,
hogy tetsz6legesen sok W-beli vektor tetszéleges linearis kombinacidja is W-ben van. Ennek a
tulajdonsagnak az affin geometriai megfelelGje a kovetkezd 3.15. Tétel, amely azt mondja, hogy
egy X affin tér egy nemiires S részhalmaza pontosan akkor affin résztér, ha tetszéleges S-beli

pontoknak a tetszGleges affin kombinécidja is 8-ben van.

3.15. Tétel (Affin résztér jellemzése affin kombinacioval)
A K test feletti X affin tér egy 8 nemiires részhalmaza akkor és csakis akkor affin résztér, ha
tetszbleges Ay, ..., Ay € 8 pontok és tetszbleges A1, ..., Am € K, A\{ + -+ + A\, = 1 affin silyok

esetén \{A1 + -+ + A\ Am € 8, vagyis az 8 részhalmaz zart az affin kombinaciokra nézve.
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Bizonyitds.
Ha § az X egy nemiires affin résztere, akkor § 6nmagéban egy affin tér és tetszGleges

Ay, ..., A, € 8 pontjainak tetszsleges Aq,..., Am € K, Ay +--- + A, = 1 affin silyokkal
vett affin kombinaciéja is 8-ben van, vagyis Ay A1 + -+ + A\ A € 8.

Tegyiik fel, hogy az 8 nemiires részhalmaz zart az affin kombinaciéra nézve. Rogzitiink egy
O € 8 pontot és legyen U = {O? eX | B € 8}. Be fogjuk latni, hogy U az X iranytér
lineéris altere.

Az U halmaz nem fires, mert 0 = O? € U. Legyenek O—Bl) , 0_32> € U tetszGleges vektorok
és p1, o € K pedig tetszoleges skalarok. A feltevés szerint az O, B, Bo € 8 pontok
1 — py — po, p1, po € K affin silyokkal vett affin kombinacidja is 8-ben van, tehat

M = (1—p1—p2)O+ 1B + p2Bs € 8,

—
igy az U halmaz értelmezése miatt OM € U. Az affin kombinéci6 értelmezése miatt
— — — —
/LloBl + /.,LQOBQ = (1 — M1 — /LQ)@ + MlOBl + /,LQOBQ =0OM e U.
Tehéat az U halmaz nem iires és zart a linearis kombinéaciora, ezért U az X iranytér egy

linearis altere, igy a 3.7. Tétel alapjan 8 az X affin résztere. O

3.16. Megjegyzés
Ahhoz, hogy 8 affin résztér legyen a 3.15. Tétel bizonyitasa alapjan elég leellendrizni, hogy 8

zéart tetszéleges harom pontnak tetsz6leges affin kombinécidjara. o

3.7. Affin részterek bennfoglalasa

Azt vizsgaljuk, hogy egy pont és egy linearis altér segitségével megadott részterek mikor tartal-
mazzék egymast. A kdvetkezs tulajdonsag azt mondja, hogy egy affin résztér pontosan akkor
van benne egy mésikban, ha az egyik irdnytere, illetve a két résztér egy-egy pontja altal alkotott

vektor benne van a masik iranyterében.

3.17. Tulajdonsag (Affin részterek bennfoglaldsanak jellemzése)
Legyen Yq és Yo az X affin tér két résztere. Az Y, affin résztér iranytere 9’1 és egy pontja A1 € Y,
mig az Yo affin résztér iranytere 92 és egy pontja As € Yo. Ekkor az Y1 C Yo bennfoglalas akkor
_ ~ =
és csakis akkor teljesiil, ha Y1 C Yy és As A1 € Y.
Bizonyitds.
Ha Yy C Yo, akkor rogzitett A; € Y1 C Yy pont esetén a (3.2) Osszefiiggés alapjan
91={A1§€f|B€91}§{A1§€92|B€92}=g2,
—
tovabba az A, As € Yg relacio miatt As A € Y.

O
Ha By € Y, egy tetsz6leges pont, akkor az A1 € Yq alapjan A1B1 € Y1. A feltevés szerint
— 4 - -
As Ay € Yy, és mivel Yo linearis altér, ezért AsBy = AsA1 + A1By € Yo. Innen kapjuk,
— N
hogy By = t(AsBj, Ag) € t(Ya, A2) = Ya. Ezzel belattuk, hogy Y1 C Y. O
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Mutatunk két példat arra, hogy gyakorlatban hogyan &llapithaté meg lineéris varietasok

bennfoglalasa.

Az R* affin térben fennall-e az Y, C Y, bennfoglalés, ha

Y1 = (07 1,2, _4) + <(1a _17071)7 (17 1, _174)> és

/

—

A Y1
HQ = (570707_1)+<(171a_172)7 (2707_173)> (17_1>O7_1)>?

—

Az Fo
A 3.17. Tulajdonsag alapjan Y, = t(gl,Al) C Yo = t(Ya, A2) pontosan akkor, ha
AAs = (5,0,0,-1)— (0,1,2,—4) €Yo 65 Y1 C Yo
As A
— (5,—1,-2,3), (1,—1,0,1), (1,1,-1,4) € Yo = ((1,1,-1,2), (2,0,-1,3), (1,-1,0,-1) ),

e p
A1 A v1 v2 w1 w2 w3

vagyis mindharom u = (u1, u2, us, ug) = v1, u = vy, u = A1 Ay esetén az

Al +2 e+ A3 =u1

A1 — A3 =1ug
(Ul,UQ,Ug,U4) = >\1 (17 17 _172) +)\2 (270> _173) +>\3 (17 _1703 _1) —

w1 w2 w3

—A1— A9 =1us

201 +3X —A3=wuy

egyenletrendszernek 1étezik megoldésa. A tablazat els6 felének oszlopaiba az Yy irAnyteret ge-
neralé wy, we, w3 vektorok (az egyenletrendszer matrixdnak oszlopai), mig a méasodik felének
oszlopaiba az 9, irdAnyteret generald vy, vo vektorok és az m vektor keriil (a rendszer(ek) sza-
badtagjai). Igy egyetlen tablazattal vizsgaljuk egyszerre harom egyenletrendszer (amelyeknek

o
szabadtagjai rendre vy, ve, A1 A2) megoldasainak létezését.

w; w2 W3 | V1 V2 m
ws 1 2 11 5
1 0 —-1|-1 1 —1] 8 +5
-1 -1 0| 0 -1 —2
2 3 —-1| 1 4 3|8+
w3 1 2 1] 1 Sy + 53
2 2 0| 0 2 4| Sy + 283
w -1 0| 0 -1 —2 | —S;
3 5 0| 2 5 8 | Sy + 353
w3 0o 1 1| 1 0 318 —84/2
O 0 0| 0 0 0
wy 1 1 0| 0 1 2| S3—84/2
wo 0 0 2 2 2 | Su/2
w3 0o 0 1| 0 -1 2
O 0 0| 0 0 0
wy 1 0 0|-1 0 1
ws o 1 0| 1 1 1
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Az egyenletrendszerek kompatibilisek mindharom szabadtagra, mivel a tablazat masodik sora

(amelyikbdl nem lehet pivotot valasztani) csupa nulla, igy Y1 benne van a Ys-ben.

Az R* affin térben fennall-e az Y, C Y, bennfoglalés, ha

Y1 =1(0,1,2,—-4) +((2,0,0,1), (1,2,—1,4)) és

A 7,
Yo = (5,0,0,—1) +((1,1,-1,2), (2,0,—1,3), (1,-1,0,—1))?

Az Yo

A 3.17. Tulajdonsag alapjan Y, = t(gl,Al) CYy = t(%, As) pontosan akkor, ha

T

A1A; = (5,0,0,—-1)—(0,1,2,-4) €Yy és Yy C Y
Az A
— (5,—1,-2,3), (2,0,0,1), (1,2,—1,4) € Yy = ((1,1,-1,2), (2,0,-1,3), (1,-1,0,-1) ),
m vy 52 w1 w2 w3

vagyis mindharom u = (u1, u2, us, uq) = v1, u = vy, u = A1 Ay esetén az

Al +2 0+ A3 =1y
)\1 —)\3:71/2
(ul,UQ,U3,U4) =\ (1, 1, —1,2) +Ag (2,0, —1,3) +A3 (1, —1,0, —1) =

v v —/\1— )\2 —=Uus

w1 w2 w3
201 +3X2 — A3 =1uy

egyenletrendszernek létezik megoldasa. A tablazat els6 felének oszlopaiba az Qg irdnyteret ge-
neraldé wi, we, w3 vektorok (az egyenletrendszer matrixdnak oszlopai), mig a méasodik felének

— —
oszlopaiba az Y; irdnyteret generald vy, vy vektorok és az AjAs vektor keriil (a rendszer(ek)

szabadtagjai):
wy wy ws | v vy Ay
w3 1 2 5
1 0O -1 0 2 —1| S+ 51
-1 -1 0| 0 -1 —2
2 -1 1 4 3|51+ 5
w3 1 1] 2 S+ .53
2 0] 2 3 So + 253
wy -1 0] 0 -1 -2
3 5 0] 3 8 1S4+ 353
w3 0 1 1| 2 3
0 0 0 2 1 0
w1 -1 -1 0| 0 -1 —2
0 2 0] 3 2 2

Az egyenletrendszerek nem kompatibilisek mindhérom szabadtagra (az u = vy és u = vg esetén),
mivel a tablazat masodik sora (amelyikb6l nem lehet pivotot vélasztani) nem csupa nulla, igy

Y1 nincs benne a Ys-ben.
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3.8. Affin részterek egyenlSsége

Azt vizsgaljuk, hogy egy pont és egy linearis altér segitségével adott affin részterek mikor egyen-
16ek. A kovetkezd tulajdonsig azt mondja, hogy két affin résztér pontosan akkor egyenls, ha az
iranyteriik megegyezik, illetve egy-egy pontjuk altal alkotott vektor benne van a kozos iranytér-

ben.

3.20. Tulajdonsag (Affin részterek egyenléségének jellemzése)

Legyen Y; és Yy az X affin tér két résztere. Az Y, affin résztér iranytere Yy és egy pontja A1 € Yy,
mig az Yo affin résztér iranytere Yy és egy pontja As € Yo. Az Y = Yo egyenldség akkor és csakis
akkor teljesiil, ha 91 = 92 és m € gl = 92.

Bizonyitds. A 3.17. Tulajdonséig alapjan kovetkezik két oldali bennfoglalassal. O

3.21. Megjegyzés

Ha W, és Wy egy K-feletti V vektortér két azonos dimenziés lineéris altere tgy, hogy Wy C Ws,
akkor W; = Ws. Hasonl6 allitas igaz affin részterek esetén is. Ha Y; és Yo egy X affin tér
két nemiires, azonos dimenzios affin résztere tgy, hogy Y1 C Ys, akkor Y; = Yo. Valdban, az
iranytereik azonos dimenziésak, tovabba a 3.17. Tulajdonsag alapjan 91 - ’Jz, igy 91 = 92.
Végill egy A € Y1 C Yy pont esetén Y = t(gl,A) = t(gg, A)=Y,. o

Az R* valos affin tér

Y, =(0,1,2,—3) + ((5,—5,—11,2), (—6,13,9, —1))  és

Ay ;{
Yy = (—2, 2,7, —4) + <(1, 2, —4, 1), (—1, 3,1, 0))
As 7,

linearis varietasai (affin részterei) egyenl6ek. Valoban, a 3.20. Tulajdonsag alapjan Y; = Yo
pontosan akkor, ha 91 = 92 és A1As € gl = 92. Az 91 és 92 azonos dimenzioés lineéris alterek
(két linearisan fiiggetlen vektor fesziti ki mindkettst), ezért az egyenldségiikhoz elég belatni,
hogy az Y, linedris altér v; = (5,—5,—11,2), v = (—6,13,9,—1) generatorai benne vannak
az U linearis altérben. Ezenkiviil be kel latni, hogy A1 Ay = (—2,2,7, —4) — (0,1,2, -3) =
(—=2,1,5,-1) € 92. Osszegezve az u = vy, u = vy és u = AjAs vektorok esetén be kell latni,

hogy u = (u1,uz2,us,us) € 92, vagyis létezik A1, Ao € R tgy, hogy

/\1— )\gzul
2M1 +3 2 =u
(ur, uz, uz, wg) = A1 (1,2, —4,1) +Aa (=1,3,1,0) <= tresmle (3.3)
T T St A=
1
Al = U4

Ehhez harom egyenletrendszer megoldhatosagat kell belatni, amelyet a tablazatos modszerrel
akar egyszerre is megtehetiink. A tablazat els6 felének oszlopaiba keriilnek az Y, alteret generald
vektorok (az egyenletrendszertiink méatrixanak oszlopai), mig a jobb oldalara a v, ve vektorok (az

- e
Y, generatorai) és az Ay Ag vektor (ezek jatszak az egyenletrendszer szabadtagjainak szerepét):
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wy w2 U1 U2 m
1 1| 5 -6 —2[S8-5
2 3| -5 13 1] S —28,
—4 1| -11 9 5| S5+ 45,
wy o 2 -1 -1
0 —-1| 3 -5 —1|S+Ss
0 3| -9 15 3| Sy —38;
wy | 0 -3 5
w | 10 -1 -1
0 0 0 0
0 0
Wo 0 1 -3
w | 1 0| 2 -1 -1

Mivel az elsg és mésodik sor (ahonnan nem lehet pivotot véalasztani) csupa nulla, ezért a (3.3)
jobb oldalan allo egyenletrendszer kompatibilis mindharom u = vy, u = vy és u = A1 A esetén,

igy Y1 = Yo.

Az R* affin tér

Y1 =(1,2,3,0)+ ((5,—5,—-11,2),(—6,13,9,—1)) ¢és
N—_——

-~
-

Ay

Y1
132 = (17 17 17 1) + <(17 2a _47 1) (_17 37 17 0)>
—_———
Az Ya

linearis varietésai (affin részterei) nem egyenlek. Valoban, a 3.20. Tulajdonsag alapjan Y; = Yo
pontosan akkor, ha 91 = 92 és A1Ay € 91 = 92. Az 131 és 92 azonos dimenzios linearis
alterek (két linearisan fiiggetlen vektor fesziti ki mindkettst), ezért az egyenlGségiikhoz elég
belatni, hogy az Y, linearis altér v, = (5,—5,—-11,2), v = (—6,13,9,—1) generatorai benne
vannak az Ys linedris altérben. Ezenkiviil be kell latni, hogy A145 = (1,2,3,0) — (1,1,1,1) =
(0,1,2,—-1) € Y. Osszegezve az u = vy, u = vy és u = Aj Ay vektorok esetén be kell latni, hogy
u = (u1,ug, usg,uyq) € 92, vagyis 1étezik A, Ao € R ugy, hogy

)\1 — )\Qzul
21 + 33X =g
(Ul,UQ,U3,U4) = )\1 (1727_471) +>\2 (_1737170) <~ . (34)
—_——— —_——— _4)\1 + A2:U3
w1 w2
A1 =7

Ehhez harom egyenletrendszer megoldhatdsagéat kell belatni, amelyet a tablazatos moddszerrel
akéar egyszerre is megtehetiink. A tablazat els6 felének oszlopaiba keriilnek az Y, alteret generalo
vektorok (az egyenletrendszeriink méatrixanak oszlopai), mig a jobb oldalara a v1, ve vektorok (az

— —
Y, generatorai) és az A1 Ag vektor (ezek jatszak az egyenletrendszer szabadtagjainak szerepét):
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wy w2 U1 U2 21;13
1 —1| 5 -6 0|51 —58,
2 3| -5 13 1] S —28,
—4 1| -11 9 2 | S5+ 45,
wy o 2 -1 -1
0 -1 3 -5 1| S+ S
0 3| -9 15 3| Sy —38;
wy | 0 -3 5 =2
w | 10 -1 -1
0 0 0o -1
0 0 0 9
Wo 0 1 -3 5 -2
w | 10| 2 -1 -1

Az els6 két sorban (ahonnan nem lehet pivotot valasztani) nem csupa nulla szerepel, ezért a (3.4)
-
jobboldalan all6 egyenletrendszer nem kompatibilis mindharom u = v1, u = v9 és u = A;As
- - — o
esetén, igy Y1 # Yo. (A tablazatbol az is lathato, hogy Y1 = Yo, de A1 A2 ¢ Ys.)

3.9. Véges affin tér affin résztereinek szama

Legyen K egy g elemt véges test és legyen X egy K test feletti n-dimenzios affin tér. A kovet-
kezGkben meghatéarozzuk az X affin tér k-dimenzios affin résztereinek szamét, ahol k =1,... n.
A 3.3. Tulajdonsag alapjan minden (‘3, A) € Lk(f) x X par meghatarozza az Y = t(g, A) k-
dimenziés affin részteret, ahol Yaz X irAnytér egy k-dimenzids linearis altere és A € X az affin
tér egy pontja. Minden affin résztér ilyen alakban &ll els. A 3.20. Tulajdonsag alapjan az
(Y1, A1), (Y2, Az) € L£(X) x X parok ugyanazt a k-dimenzios affin részteret hatérozzék meg, ha
91 = gg és m S 91 = ‘32. Az 1.78. Tulajdonsag alapjan 6sszesen

- N n_1). nfl_l'“" n,k+1_1
6k(R) x X = [£x(F)] - = L= D@ — D) (g )
("—=1)- ("1 =1)-...-(¢g—1)
altér-pont par van és egy adott affin részteret ezek koziil pontosan |91\ = |K’“| = qk par (az

— =

A1 Az € Y5 vektorok szdma) hataroz meg. Tehat a K-feletti n-dimenziés X affin tér k-dimenzios

affin résztereinek szama

B x X (" =D (@ 1) (R ) .
¢ ("=1)- ("t -1)-...-(¢g—1) ’

[Ak(X)] (3.5)

ahol k=1,...,n.

A 7% 2-dimenziés (n = 2) Zs test feletti (¢ = 5) affin térben az egyenesek (k = 1) szama
|A1(Z3)] = (5;:})5 = 30. A Z? 3-dimenziés (n = 3) Zs test feletti (¢ = 5) affin térben az
egyenesek (k = 1) szama |A1(Z3)| = % = 775, mig a sikok (k = 2) szama |Aq(Z3)| =

53—1
G=D . 5= 155
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3.10. Affin részterek metszete

A csoportelméletbdl és linearis algebrabdl mar tanultatok, hogy egy csoport részcsoportjainak
tetsz6leges metszete részcsoport, illetve egy vektortér linearis altereinek tetszdéleges metszete is
linearis altér. Ezekhez a példédkhoz képest az affin részterek esetén a metszet lehet iires halmaz
is, mig részcsoportok, illetve részterek esetén a metszet nem iires, mert mindig tartalmazza a
semleges elemet, illetve a nullvektort.

Igazolni fogjuk, hogy egy affin tér résztereinek tetszéleges metszete is affin résztér, tovabbé
ha a metszet nem iires, akkor a metszet iranytere megegyezik az irAnytereik metszetével. Végiil

adunk egy jellemzés arra, hogy két affin résztér metszete mikor nem iires.

3.25. Tulajdonsag (Affin részterek metszete affin résztér)
Legyen X egy affin tér. Minden ¢ € I index esetén legyen Y; az X affin tér egy nemiires résztere,
és amelynek iranytere 92

(i) Az Y;, i € I affin részterek N;crY; metszete is résztere X-nek.

(ii) Ha a NjerY; metszet nem tires, akkor az irdnytere egyenls az irdnyterek N;e Igi metszetével,
2 — O
azaz NijerY; # 0 esetén NicrYs = NicrYi.

Bizonyitds. Ha a N;crY; metszet ires, akkor nincs mit bizonyitani, mert konvencié szerint az iires
halmaz minden affin térnek résztere. Ha a N;c;Y; metszet nem iires, akkor létezik A € N;erY;
pont, tehat minden i € I index esetén egy A € Y;. FEz alapjan minden i € I index esetén az affin
részterek felirhatok Y; = t(gi, A) alakba. A metszet is felirhaté hasonlo alakba:

Nier¥i = Niert(Ys, A) @ t(NierYi, A) = t(NiesYi, A), (3.6)

ahol a (T) egyenldségben felhasznaltuk, hogy a t(—, A) figgvény bijektiv, igy részhalmazok met-
szetének képe egyenl§ a képek metszetével. Az affin részterek gi, 1 € I irdnyterei az affin tér
X irdnyterének lineéris alterei, igy az affin részterek irdnytereinek N;e Igi metszete is a X irdny-
tér linearis altere, ezért a 3.3. Tulajdonsag alapjan a N;crY; metszet is affin résztér, amelynek

irdnytere ﬁiejgi. ]

A kovetkez6 lemméban egy jellemzést adunk arra, hogy két affin résztér mikor metszi egymast.
Egy V vektortér P és Q nemiires részhalmazai esetén P +Q = {p+q | p € P,q € Q}, lasd
a B. Fiiggeléket.

3.26. Lemma
Legyen Yq és Yo az X affin tér két nemiires affin résztere.
(i) Ha az Y1 és Yo affin részterek metszete nem iires, akkor tetszdleges A1 € Y1 és Ay € Yy

. -
pontok esetén A1 A € Y1 + Yo.

(ii) Ha léteznek olyan Ay € Yy és Az € Yo pontok, hogy A1 A4y € 9’1 + gg, akkor az Yq és Yo

affin részterek metszete nem tiires.

Bizonyitds.
(i) Ha az Y és Yo affin részterek metszete nem iires, akkor van kozos pontjuk, vagyis létezik
egy B € Y1 NYy pont. Mivel Ay, B € Yy, illetve B, As € Yo, ezért m € ‘31 és .B—142> € 92,
ahonnan Ay Ay = A, B + BAj € Yy + Y.
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(ii) Legyenek A; € Y; és Az € Yy olyan pontok, amelyekre /TA; € 91 + 92. Ekkor 1éteznek
v E 91 és vy € 132 vektorok gy, hogy m = v1+v9, ahonnan v; = M—m. Az A e Yy
pont vy € *31 vektorral valo eltoltja is az Y; affin résztérben van, azaz By = t(v1, A1) € Y1.
Hasonléan az As € Yo pont —vy € QQ vektorral vald eltoltja is az Yo affin résztérben van,

azaz By = t(—vy, Ag) € Ya. Ekkor a By és By pontok egybeesnek, mert
o B
B1 = t(’L)l, Al) = t(—UQ + A1A2,A1) = t(—Uz,t(AlAQ, Al)) = t(—’(}g, Ag) = BQ.
Tehat By = By az Y; és Yo affin részterek kozos pontja, igy a metszetiik nem iires. ]

3.27. Kovetkezmény
Ha az X affin tér Y, és Yo affin részterei esetén teljesiil, hogy X = 91 +132, akkor Yi és Y9 metszik

egymast.

— s L L L
Bizonyitds. Minden Ay € Y1 és Aa € Yo pontok esetén A1 A € X = Y1 + Yo, igy a 3.26. Lemma
(ii) alpontja alapjan Y; és Yo metszik egymast. O

Az R* valos vektortérben adottak az
Y1=(1,2,3,4) +((2,1,0,—-2),(1,1,-1,1)) & Y2=1(0,1,3,3)+((1,1,0,1),(1,0,1,-3)).
linearis varietasok. A metszetiiket a kdvetkezGképpen szamolhatjuk ki. Az Y, elemei
(1,2,3,4) + A\(2,1,0,—2) + \o(1,1,—-1,1)
alakiak, ahol A1, Ao € R, mig az Yo elemei

(0,1,3,3) + u1(1,1,0,1) 4+ p2(1,0,1,-3)

alakuak, ahol p1, ue € R. Az Y1 MY minden elemére felirhatjuk, hogy Yi-nek és Yo-nek is eleme,

vagyis
(1,2,3,4) + \(2,1,0,—2) + \o(1,1,-1,1) = (0,1,3,3) + u1(1,1,0,1) + p(1,0,1,-3)  (3.7)

alakiak, valamely A, Ao, 1,2 € R esetén. A (3.7) Osszefiiggés egy egyenletrendszert ad
A1, A9, p1, o ismeretlenekben:

1+2M +Xo= 1+ p2
24+ M+X=14pu (3.8)
3 —/\2:3 + U2

4—2X + Ao =3+ p1 — 32

A masodik és harmadik egyenletbdl o = —Xo és u1 = 14+ A1 + Ao, Ezeket visszahelyettesitve az
els6 és az utolsd egyenletbe kapjuk, hogy

A+ X=0
3A1 +3X=0
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Innen A\; = —Ao. Tehat, ha uy, pe, A1 a féismeretlenek és Ao = s € R a mellékismeretlen, akkor
=1, po = —s, Ay = —s és Ao = s a (3.8) egyenletrendszer megoldasai, ahol s € R. Ha
visszahelyettesitjilk a \y = —s-t és Ao = s-t a (3.7) bal oldalaba, akkor azt kapjuk, hogy az

Y1 N'Yy metszet pontjai (1,2,3,4) — s(2,1,0,—-2) + s(1,1,—-1,1) = (1,2,3,4) + s(—1,0,—1,3),
s € R alakuak, tehat Y1NY2 = (1,2,3,4)+((—1,0,—1, 3)). Ezt a metszetet agy is kiszamolhatjuk,
hogy a 1 = 1 és us = —s-t helyettesitjiik be a (3.7) jobb oldalaba. Ekkor azt kapjuk, hogy az
Y1 MY pontjai (0,1,3,3)+(1,1,0,1) —s(1,0,1,-3) = (1,2,3,4) +s(—1,0, —1,3), s € R alakdak,
ahonnan szintén Y, NY2 = (1,2,3,4) + ((—1,0,—1,3)) adodik.

A 3.28. Példa megoldhato tablazatos modszerrel is. Az R* vektortér kovetkezd két linearis

varietasdnak metszetét szeretnénk kiszamolni:

Y1 =(1,2,3,4)+((2,1,0,-2),(1,1,-1,1)), Y2 =1(0,1,3,3)+((1,1,0,1),(1,0,1, =3)).
—— —— ———— N———

Ay V1 v2 Ag w1 w2

A feladat visszavezetdott az

(1,2,3,4) +A1 (2,1,0,—2) +A2 (1,1,-1,1) = (0,1,3,3) +p1 (1,1,0,1) +p2 (1,0, 1, —3)
N—— N—— ——

Ay V1 v2 Aso w1 w2
— A\ (2,1,0,-2)+X2 (1,1, —1,1) +p1 (—=1,—-1,0,—1) 4po (—1,0,—1,3) = (—1,—1,0,—1)
VT Vv W VT
U1 V2 —wq —w2 m

egyenletre, ahol A1, Ao, p1, o € R ismeretlenek. Ezt fel lehet irni egy egyenletrendszer alakjaban:

A+ A —p1— pe=-—1

A+ A2 — =-1
— A2 — = 0

—2A\1+ A2 —pg + 3pp=—1

Ehhez a kovetkezs tablazat tartozik:

A Ay p1 2 m

2 1 -1 —1| -1

1 -1 0| -1

XA | 0 0 -1 0
—2 1 -1 3| -1

2 0 -1 —2| -1

A 0 -1 —1| -1
| 0 1 0 1 0
—2 0 -1 2| -1

p| 0 0 0 1
M1 0 -1 —1] -1
| 0 1 0 1 0
o 0 -3 0| -3

p| 00 1 0 1
M1 0o 0 -1 0
| 0 1 0 1 0
O 0 0 0 0
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A rendszernek van megoldésa, ahol A1, Ag, 1 f6ismeretlenek és s = s mellékismeretlen:

(

)\1 =S
Ay = —5§
2 ,8 €R,
p1 =1
H2 =S
ahonnan a metszet
Idl OHZ = {(17273>4)+~ S ,(2, 1737_2) _5,(17 ]-7 _13 1) ‘ s € R}

Ay A1 U1 A2 v2
= (1,2,3,4) + ((1,0,1,-3)).

3.11. Affin burkol6

3.11.1. Linearis algebrai kitérd: halmaz altal generalt linearis altér

Lineéaris algebraban egy K test feletti V vektortér P részhalmaza éaltal generalt (P) linearis altér
a legkisebb olyan linearis altere V-nek, amely tartalmazza a P részhalmazt. Tovabbé a generalt

lineéris altér elGallithato, mint az adott halmazt tartalmazé linearis alterek metszete, azaz

™= (] W
PCWLV
Az is igazolhato, hogy adott halmaz altal generalt linearis altér pontosan a halmaz vektoraibol

képezhet§ Osszes linearis kombinéciokbol all, vagyis

<ﬂ)>: {Z)\Zvl|m€N*’ vl,...,va’J’, Al,,AmEK} (39)
=1

Hasznalni fogjuk, hogy ha P és Q a V vektortér két nemiires részhalmaza, akkor

(PUQ) = (P) + (Q). (3.10)

3.11.2. Affin burkold értelmezése

Ellentétben a metszettel egy affin tér esetén a részterek egyesitése altalaban nem lesz résztér.
Igy példaul két kiilonbozs pontbol 4ll6 halmaz mar nem affin résztér, de hasznos fogalom a rajuk
illeszked6 egyenes. Hasonldéan hasznaljuk a harom nem kollinearis ponton, illetve egy egyenesen
és egy rajta kivil fekv6 ponton atmend sik fogalmat is. Tehat hasznos beszélni egy halmaz altal
kifeszitett affin résztérrél. Ez alatt a legkisebb olyan affin részteret értjiik, amely tartalmazza az

adott halmazt. Ezt fogjuk hivni az részhalmaz affin burkanak.
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3.30. Ertelmezés
Az X affin tér egy P C X részhalmazanak affin burkoldja vagy affin burka (jelolés: af(P)) az X

tér (bennfoglalasra nézve) legkisebb affin résztere, amely tartalmazza a P részhalmazt.

3.31. Megjegyzés
Az affin burkol6 értelmezése egyenértéki azzal, hogy az X affin tér minden Y résztere esetén, ha
P CY, akkor af(P) C Y. o

Az affin burkold értelmezése nem allitja, hogy egy affin tér minden részhalmazéanak létezik affin

burka, ezért kell igazolni a 1étezését, illetve az egyértelmiiségét is.

3.32. Tulajdonsag (Affin burkold létezése és egyértelmiisége)
Az X affin tér P C X részhalmazanak az affin burka megegyezik az X tér Gsszes olyan affin

részterének metszetével, amely tartalmazza a P részhalmazt, azaz af(P) = [ Y.
PCYEA(X)

Bizonyitds. Mivel minden P részhalmaz esetén P C X € A(X), ezért a (| Y metszet létezik
PCYEA(X)
és belatjuk, hogy teljesiti az affin burkoléra megkovetelt feltételeket.

e Mivel affin részterek metszete affin résztér (3.25. Tulajdonséag), ezért a (] Y metszet
PCYeA(X)
is affin résztér.

o A N Y metszetben vett minden Y affin résztér tartalmazza a P halmazt, ezért a
PCYEA(X)
metszet is tartalmazza a P halmazt.

e Minden Y affin résztér esetén, amelyre P C Y fennall, hogy N YCVY, mivel az Y is
PCYEA(X)
szerepel azok az affin részterek kozott, amelyek metszetét vessziik.

Ezzel belattuk, hogy a [ Y metszet a legkisebb olyan affin résztér, amely tartalmazza a P
PCYeA(X)
halmazt. o

Megemlitjiik az affin burkold kovetkezd tulajdonsagait.

3.33. Tulajdonsag
Ha P és Q az X affin tér két részhalmaza, akkor

(i) P C af(P);

(ii) @

(ili) af(®) =
)

(iv) az affin burkold rendezéstarto, vagyis ha P C Q. akkor af(P) C af(Q).

= af (P ) pontosan akkor, ha P affin résztere X affin térnek;

Bizonyitds.
(i) Az affin burkol6 értelmezése alapjan.
(ii) Ha P = af(P), akkor P affin résztere X-nek, mert az affin burkolé értelmezése alapjan

af(P) affin résztér. Forditva, ha P affin résztér, akkor af(P) = P, mivel a P a legkisebb

affin résztér, amely tartalmazza énmagat.
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(iii) Mivel az iires halmaz affin résztere az X-nek, ezért kovetkezik az el6z8 alpontbol.

(iv) Ha P C Q, akkor a Q C af(Q) relacio alapjan P C af(Q), tehat az af(Q) affin résztér
tartalmazza a P halmazt, ezért az affin burkol6 tulajdonsiaga alapjan af(P) kisebb résztér,
mint af(Q), vagyis af(P) C af(Q). O

3.11.3. Affin burkolé jellemzése affin kombinaciéval

A (3.9) egyenl6séggel analog jellemzés adhato részhalmaz affin burkolojara affin kombinécio se-

gitségével.

3.34. Tétel (Affin burkol6 jellemzése affin kombinacioval)
Ha P az X affin tér egy nemiires részhalmaza, akkor az af(P) affin burkolé a P halmaz pontjainak

affin kombinaci6jabol all, azaz

m m
af(P) = {Z)\iAi|meN*, Al A €P A, m €K, Z)\izl}. (3.11)
i=1 i=1

Bizonyitds. A (3.11) egyenl6ség jobb oldalan all6 halmazra bevezetjiik a Z jelolést.

A Z halmazrél elszor belatjuk, hogy zart az affin kombinaciéra. Valoban, legyenek
Bi,...,Br € Z tetszbleges pontok és py,...,ur € K, g1 + -+ 4+ pup = 1 tetszbleges af-
fin sialyok. A Z halmaz értelmezése szerint mindegyik By, ..., By € Z pont P-beli pontok
affin kombinécioja. Feltehets, hogy mindegyik Bj,..., By pont ugyanazon P-beli pontok
affin kombinaciojaként irhato fel (természetesen kiilonb6z6 silyokkal), mert tetszsleges P-
beli pont hozzévehets a B; affin kombinaciojahoz 0 sullyal (egyiitthatoval). Ez alapjan
leteznek Ai, ..., A, € P pontok, amelyekre minden j = 1,...,k esetén B; = > " | Xji A;,
ahol )\jla R ,)\jn € K és Z?:l )\ji = 1. Ekkor

k k n n k
>t = Yoo nidi= 30 (L ws ) z
J=1 j=1 =1 i=1 >j=1
mert az Aj,..., A, € P pontok egyiitthatdinak Osszege
n k k n k k
S (Sm) =X ( ) =1 =3 = 1.
i=1 j=1 j=1 i=1 j=1 j=1

Tehat Zle pu;Bj az Aq,..., A, € P pontok egy affin kombinacidja, igy benne van a Z
halmazban. A 3.15. Tétel alapjan Z affin résztere X-nek. Sajatosan Z olyan affin résztér,
amely tartalmazza a P halmazt, ezért az affin burkolé tulajdonsiga alapjan kovetkezik,
hogy af(P) C Z.

Forditva, az af (P) affin résztere X-nek, ezért a 3.15. Tétel alapjan zart az affin kombinaciora.
Tovabba P C af(P), igy Z C af(P), mert Z a P-beli pontok affin kombinacioinak halmaza.

A két oldali bennfoglalasbol kovetkezik a (3.11) egyenlSség. O
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3.11.4. Affin burkol6 irdnyterének jellemzése

Emlékeztetiink, hogy tetszSleges Ai,..., A, € X pontok és p1,...,pun € K, g1+ -+ pp =0
—

skalarok esetén a 2.3. alfejezetben bevezettik a u1A; + -+ + upAdn = wOAL + -+ + u,OA,

jelolést, ahol O € X egy tetsz6legesen rogzitett pont.

3.35. Tulajdonsag (Affin burkol6 iranytere)
Legyen P az X affin tér egy nemiires részhalmaza és legyen O € P egy rogzitett pont. A P halmaz

affin burkanak iranytere

m m
—
af(P) = (0OA| AecP) = {ZWAZ» lmeN* Ai,...,An€P, p1,...,um €K, Zui:o}.
i=1 i=1
(3.12)
Bizonyitds. Bevezetjiik a W= (OA | A € P) jelolést és elgbb igazoljuk az af (ﬂ’i =W egyenldsé-
get.

Mivel O, Ay, ..., Ay, € P C af(P) és af (P) az X affin résztere, ezért OA;,...,0A,, € af(P;.
Tovabba af (?) az X K-vektortér egy lineéris altere, ezért barmely Ay, ..., Ay € K skalarok
- - .
esetén \jOA; + -+ X\, 04, € af(iP;, ezért a (3.9) alapjan W C af(?i.

Forditva, tetsz6leges v € af (iP) vektor esetén létezik olyan B € af(P) pont, amelyre v =
O?. Mivel B € af(?P), ezért a 3.34. Tétel alapjan léteznek Ap,..., A, € P pontok és
Ay Am €K AL+ -+ -+ A\, = 1 affin stlyok dgy, hogy B = M A1 + -+ + A\nAn, igy

v=0B = \OA, + -+ \,0A4, €W,

tehat af(ﬂ’; CW.

A két oldali bennfoglalasbol kovetkezik a (3.12) els6 egyenldsége. Végil a (3.9) egyenlGség és
a 2.24. Jelolés alapjan

<O—x>4|AE?>:{ZmO—AZ|mEN*, Ay o AR €P iy i €K ZM:O}

=1 i=1

m m
:{ZMZAZ’mGN*7 Al,...,Am€T7 /’[’17"'7/'Lm€K7 Z/’LZ:O}'
i=1 i=1

3.11.5. n pont affin burka

Az Ay, ..., A, € X (kiilonboz6) pontok affin burkat kétféleképpen is kifejezhetjitk. A 3.38. Tu-
lajdonsag alapjan az af{Aj,..., A,} affin burok iranytere

af{Ar, At = (AiAy, ... A, (3.13)

ahonnan

af{Al, e ,An} = t(<A1A2, R ,AlAn>, Al) = {t(A2A1A2+- A ALA,, Al) ‘ Ao, A\ € K}
(3.14)
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Masrészt a 3.34. Tétel alapjan az Ay, ..., A, pontok affin burka az affin tér azon pontjait tartal-

mazza, amelyek felirhatok ezen pont affin kombinéciéiként, azaz

af{Al,...,An}:{)\1A1+~-+)\nAn\Al,...,AneK, )\1+---+/\n:1}. (3.15)

Legyen X egy K test feletti affin tér. Az X affin tér barmely két A és B kiilonbozd pontja
egyértelmiien meghatéroz egy egyenest, amelyet AB-vel jeloliink. Valoban, a (3.13) osszefiiggés

alapjan az A és B pontok affin burka 1-dimenzios affin résztér (egyenes), amelynek az iranytere
D(AB) = (AB) = {\AL € X | A e K}.

Az affin burok tulajdonséga miatt az af{A, B} = AB egyenes tartalmazza az A és B pontokat
(azaz athalad az A és B pontokon), tovabba ez az egyetlen egyenes, amely athalad ezen a két
ponton.

A (3.15) osszefiiggés alapjan az AB egyenes minden pontja felirhaté az A és B pontok affin
kombinécioiként, azaz AB = { A+ (1 — A\)B | A € K} (ez a feliras egyértelm).

Legyen X egy K test feletti affin tér. Az X affin tér barmely hdrom A, B,C nem kollinearis
(nem egy egyenesen 1évs) pontja meghataroz egy 2-dimenzios affin részteret (sikot). Valéban,
az (ABC) = af{A, B,C} affin burkol6 a legkisebb affin résztér, amely tartalmazza az A, B,C
pontokat. A nem kollinearitds miatt az affin burkolé legalabb 2-dimenzios. A (3.13) Osszefliggés
alapjan az affin burok iranytere (ABC) = af{A,B,C} = <E,ﬁ>, igy (ABC) legfeljebb 2-
dimenziés. Tehat (ABC) egy sik és a (3.15) Osszefliggés alapjan sik minden pontja felirhat6 az
A, B, C pontok affin kombinacidjaként (ABC) = {aA+ B +~C | o, 8,y €K, a+ +v=1}.

3.11.6. Két affin résztér egyesitésének affin burka

Két affin résztér egyesitésének affin burka a kdvetkezdképpen szamolhato ki. Megjegyezziik, hogy

egy affin részteret meghataroz egy pontja és az iranytere a 3.3. Tulajdonsag alapjan.

3.38. Tulajdonsag
Legyenek Y, az 131 irdnytert és az A; € Yq ponton dtmend, illetve Yo az 92 irdnytertd és az As € Yo
ponton atmend affin részterei az X affin térnek. Ekkor az Y = t(gl, Aq) és Yo = t(gg, Ag) affin

részterek egyesitésének affin burka
af(Yy UYa) = t({A143) + Y1 + Yo, A1) = t((A2A7) + Y1 + Yo, A2),

amelynek iranytere

af (Y1 UYs) = (A1Az) + Y1 + Ya. (3.16)

Bizonyitds. Elég belatni, hogy af(Y; U %}25 = <A1A2> + Yy + Yo

A 3.35. Tulajdonsag és a (3.10) egyenldség alapjan

af(Yy UYa) = (A1 B | Be Yy UYs) = (4B | BeYy) + (AL | Bels).
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Mivel Y; affin résztér és A1 € Y1, ezért <m | B e 91> = {m | B € 91} = 91. Masrészt

—

(AiB | B € Ys) = (AiAs + 4B | B € Yo) C (A1 A5) + (4B | B € Ys) = (A1 A3) + Y.
Tehat af(Y; U 92; CY + (A1Ag) + Yo.

Mivel Y1,Y2 C Yy U Ys, ezért Y1,Yy C af(Yy U Ys), ahonnan kivetkezik, hogy Yi,Ys C
af(Y1 UYs . Hasonloan, Ay, Ay € Y1UYs, ezért A1 As = af{A;, Ao} C af(Y1UY2), ahonnan
kovetkezik, hogy (A1 As) = D(A14z) C af(Yy U Yo ). Veégiil af (Y, U 92; egy vektortér, ezért

(ALAS) + G + o C af (Y1 U Ya).

A kétoldali bennfoglalas alapjan kapjuk, hogy af(Y; U ng = <A1A2> 1+ Y, + Y. O

Az X affin térben legyen £ egy egyenes és A € X egy pont, amely az £ egyenesen kiviil fekszik,
azaz A ¢ L. Az af({A}UL) affin burok a legkisebb affin résztér, amely tartalmazza az £ egyenest
. .. . . = >
és az A pontot, tovabba a (3.16) Osszefiiggés alapjan az irdnytere af({A} U £ ) = L+ (BA), ahol
— —
B € £ az egyenes egy pontja. A BA ¢ £, kiilonben A = t(BA, B) € £. Tehat dimaf({A}U L) =
dim£l +1= 2, vagyis af({A} U L) egy sik.

Az R* valos vektortérben tekintsiik a kovetkezd linearis varietasokat:

P = (3a 2, 3 1)) L= (4727 170) + ((17 L1, 1)>7 Y= (2a 1,0, _2) + <(1707 1, 1)a (1a -1,0, 1)>

af({PYUL) = (3,2,3,1) 4+ ((1,1,1,1)) + ((1,0,—1,-1)) = ((1,1,1,1), (1,0,—2%,-1)),

mivel (1,1,1,1),(1,0,—3,—1) linearisan fiiggetlenek és (3,2, 3,1) = 2(1,1,1,1) + (1,0, -1, -1).

(Ez utobbi alapjan af({A} U £) linedris altere is lesz az R* vektortérnek.) Hasonloan

af(LUY) = (2,1,0,—2) + ((1,0,1,1), (1,—-1,0,1)) + ((1,1,1,1)) + ((2,1,1,2))
=(2,1,0,-2) + ((1,0,1,1), (1,—1,0,1), (1,1,1,1), (2,1,1,2))
=(2,1,0,—2) + ((1,0,1,1), (1,—1,0,1), (1,1,1,1))
=(2,1,0,-2) + ((0,1,0,0), (1,0,0,1), (0,0,1,0)),

tehat 3-dimenzios. Megjegyezziik, hogy ez utobbi esetben (4,2,1,0) —(2,1,0,—-2) = (2,1,1,2) €
L +Y, vagyis £LNY £ 0.

3.12. Dimenzidéra vonatkozo tételek

3.12.1. Linearis algebrai kitérds

Ha Vq és V5 egy K-feletti V vektortér két véges dimenzios linearis altere, akkor a linearis algeb-

rabol ismert a kovetkezs dimenzio-képlet:

dimK<V1 U V2> = dimK(Vl + VQ) = dimg Vq + dimg Vo — dimK(V1 N VQ). (3.17)
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Ha egy K-feletti V vektortér Vi és Vo lineéris alterére teljesiilnek, hogy
ViNVy={0} é Vi+Vo=Y,

akkor a V vektortér a Vi és Vo linearis alterek direkt dsszege, amelyre a Vi @ Vo = V jelolést
hasznaljuk. AV =V, &V, vektortér minden vektora egyértelmien felirhato, mint egy Vy, illetve
egy Va-beli vektor Osszegeként, vagyis minden v € V vektor esetén létezik egyetlen v; € Vq és
egyetlen vg € Vo Ggy, hogy v = v1 + vo.

Megjegyezziik, hogy ha (u1,...,un) a Vi, illetve (wy,...,w,) a Vy lineéris alterek egy-egy
béazisa, tovabba V = V| @ Vs, akkor (ui,...,um, w1, ..., wy,) a V vektortér egy bazisa. Forditva,
ha (v1,...,Umtn) &V vektortér egy bazisa, akkor Vi = (v1,...,0m) és Vo = (Ui, ..y Umtn)
linearis alterekre teljesiil, hogy V =V, @ V,.

3.12.2. Affin részterek metszetének dimenzidja

A kovetkezdben feltételeket adunk arra, hogy két affin résztér messe egymast.

3.41. Tulajdonsag

Legyen Y, és Yo az Y affin tér két nemiires résztere.
(i) Ha 4,NY, = {6}, akkor Y1 MYy = 0 vagy Y1 N'Ys egyetlen pontbol All.
(ii) Ha Y, + Yo = X, akkor Y1 NYs # 0 és dim(Yy N Y2) = dim Y, + dim Y — dim X.

(iii) Ha 91 P 92 = D_é, vagyis X az 9’1 és 92 direktosszege, akkor a Y1 N Yo metszet egyetlen
pontbdl all.

Bizonyitds.
. . e I
(i) Ha Y1 NYs # 0, akkor a 3.25. Tulajdonsag és a feltevés alapjan Y1 NYs = Y1 NYa = {0},

tehat a metszet 0-dimenzids affin résztér, ezért Y1 NYo egyetlen pontbodl all.

(ii) A feltevés és a 3.27. Kovetkezmény alapjan Y; N'Ys # 0, ezért
. TR Ny -
dlm(‘él N Hg) = dlm(Hl N yg) = d1m(131 N ‘32)
(327) dim gl + dim gg — dlm(gl + gg)
= dim 131 + dim 92 — dimX
=dimY; +dimYy — dim X.
(iii) Az (i) és (ii) alapjan. O

3.12.3. Affin burkol6é dimenzidja

Adunk egy képletet két affin résztér affin burkanak dimenziéjara.

3.42. Lemma

Legyen Y1 és Yo az X affin tér két nemiires affin résztere. Ekkor az affin burkol6juk dimenzidja

dimaf(Y; UYs) = %2)7 ha Yy NYs # 0,
Y

2)+1, halyinYy=0.
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Bizonyitds. Ha az Y1 és Yo affin részterek metszik egymast, akkor létezik egy A € Y1 N'Ys koz0s

pontjuk, és a 3.38. Tulajdonsig alapjan az egyesitésiik affin burkanak iranytere

af (Y1 U%E = (ﬂ> + Y1 4+ Yo = Y1 + Yo,
innen kapjuk, hogy dimaf(Y; UYs) = dim(gl + 9'2)

Ha az Y1 és Yo részterek nem metszik egymast, akkor szintén a 3.38. Tulajdonsag segitségével

felirhatjuk az egyesitésiik affin burkédnak irdnyterét

af (Y1 UYa) = (A1 45) + Y1 + Yo,

ahol A1 € Y; és Ay € Yy tetszblegesen rogzitett pontok. Mivel a két affin résztér nem metszi

L
egymast, ezért a 3.26. Lemma alapjan A; Ay ¢ Y1 + Yo, igy

dimaf (Y U Yo = dim((A, Ag) + 1 + To)

C27 dim (A7 A3) + dim(Fy + ) — dim((A7 A3) N (T + )

=1+ dim(Y; + Y2) — dim{0}
=1+ dim(gl + 132)
O

Ha egy affin tér két affin résztere metszi egymast, akkor az affin burok dimenzioja kifejezhetd

csak az affin részterek, illetve a metszetiik dimenzidinak fliggvényében.

3.43. Tulajdonsag (Affin burkolé dimenzidja)

Ha egy affin tér Y, és Yo affin részterei metszi egymast, akkor

dim af(‘él U HQ) =dimY; +dimY, — dim(‘él N 132) (318)

Bizonyitds. A 3.25. Tulajdonsag alapjan a két affin tér metszetének iranytere egyenld az irany-

RO N
tereik metszetével, azaz Y1 NYs = Y1 NYs. A 3.42. Lemma és a (3.17) dimenzié-képlet alapjan
dimaf(Y; UYs) = dim(Y; + Y) = dim Y; + dim Y — dim(Y; N Ys) =

= - T
=dimY; +dimYy — d1m(131 N yg) =dimY; +dimYy — d1m(131 N yg)

Legyen L és Lo két kiilonbozd egyenes a térben. Ha L1 N Lo # 0, akkor egy sikban vannak és
af (L1 U L2) egy sik, mivel

dimaf(£1 ULQ) =dimLy + Ly — dim(Ll N LQ) =141-0=2.
Ha Lq || Lo és £1 N Ly = 0, akkor af(£1 U L2) szintén egy sik, mivel a parhuzamossig alapjan
El = ZQ és
dimaf(£y U Ly) = dim(Ly + Lo)+1=1+1=2.
Ha £1 N Lo = () és nem parhuzamosak, akkor nincsenek egy sikban és af(£1 U £2) maga a tér,

mivel
dimaf(£1 U L) = dim(L; + £2) + 1 =dim £; 4+ dim £y 4+ 1 = 3.
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3.13. Affin részterek parhuzamossaga

Ebben az alfejezetben értelmezziik két affin résztér parhuzamossagat. Mutatunk egy modszert
annak megéallapitasara, hogy két affin résztér parhuzamos-e. Megszamoljuk, hogy véges test
feletti affin tér esetén egy adott affin résztérrel hany parhuzamos résztér van. Az alfejezet végén

pedig affin részterek parhuzamossagaval kapcsolatos tulajdonsagokat igazolunk.

3.45. Ertelmezés
Az X affin tér Y és Z nemiires affin részterei parhuzamosak (jelolés: Y || Z), ha az iranytereikre

fennall az 13 - Z vagy Z - 9 bennfoglalas, ahol 9’ az Y és Zag irdnytere.

Megjegyezziik, hogy egy vektortér Wi és Wy linearis alterei esetén a Wi C Wy bennfoglalas
sziikséges feltétele, hogy dim Wi < dim Wy legyen.

i L H
z Z
X iranytér X alaptér

3.7. Abra. Parhuzamos részterek.

Az affin részterek parhuzamossagénak értelmezése megengedi, hogy a parhuzamos affin rész-
terek egybeessenek. Megjegyezziik azt is, hogy tetszdleges pont (mint 0-dimenzios affin részterek)

és a teljes affin tér parhuzamosak minden affin résztérrel.

3.46. Megjegyzés

Ha egy vektortér két azonos dimenziés linearis altere koziil az egyik tartalmazza a maésikat,
akkor a két lineéris altér megegyezik. Emiatt azonos dimenzios Y és Z affin részterek esetén
Y || 2 pontosan akkor, ha Y = Z. o

Analitikus mértanban tanultatok, hogy két ¢ és £y egyenes parhuzamos, ha iranyvektoraik cfl,
illetve dy parhuzamosak. Tehat létezik A € R ugy, hogy di = Ady, ahonnan kévetkezik, hogy
<cfl> = (jg), ami az affin geometria nyelvén azt jelenti, hogy az ¢ és fs egyenesek iranyterei
megegyeznek.

Egy pont és két fiiggetlen vy és vy vektor segitségével megadott B sik parhuzamos egy £
egyenessel, ha az egyenes d irAnyvektora benne van a (vi,ve) linearis altérben, vagyis <(j ) C
(v1,v92), ami az affin geometria nyelvén azt jelenti, hogy az ¢ egyenes iranytere benne van a f3 sik
irdnyterében.

A kovetkezd példaban egy modszert mutatunk két linearis varietas parhuzamossagéanak el-

dontésére.
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Parhuzamosak-e az R?* valos vektortér

Y=(-2,4,-7,9+((1,-2,3,-1), (4,6,-2,3) ) és Z = (1,3,0,—6) + ( (2,10, —-8,5), (6,2,4,1) )

v1 v2 w1 w2

linearis varietasai?

AzY=1((1,-2,3,-1), (4,6,-2,3)) és Z = ((2,10,-8,5), (6,2,4,1)) irAnyterekre ellendrizni
kell, hogy jycz vagy 2 C Y. Mivel Y és 2 azonos dimenzidsak, ezért a két bennfoglalas koziil
elég az egyiket leellendrizni. Mi a Z C Y relaciot fogjuk ellenérizni. FElég megnézni, hogy a
2 bazisvektorai benne vannak-e az Y iranytérben. Ehhez meg kell oldani a A;(1,—2,3,—1) +
A2(4,6,-2,3) = (2,10, —8,5), illetve a A1 (1, —2,3, —1)+X2(4,6,—2,3) = (6, 2,4, 1) egyenleteket,

amelyek a
.

A1 +4X =2 A +4X =6

—2A1+6X9=10 . —2A1 + 62 =2
, illetve

3A1 —2X=—-8 3\ —2X =4

—1A +3X=5 —1A+3X=1

egyenletrendszerekkel egyenértékiek. A tablazatos modszerrel egyszerre megoldhaté a két rend-
szer, mivel csak a szabadtagokban térnek el. A rendszer matrixanak az oszlopait (a vy és vo
egyiitthatoit) bemasoljuk a tablazat bal oldalaba és a szabadtagok oszlopait (a wy és wy egytitt-
hatoit) pedig a tablazat jobb oldalaba.

U1 U2 w1 w2
v 40 2 6
-2 6 10 2| 52425
3 -2 -8 4| S3—3951
-1 3 1844+ 51
U1 1 4 6| S1—4/75,
0 14 14 14 | S5 — 28,
0 —14 | -14 —-14 | 51 +28,
V2 0 7 7 54/7
V1 1 0 -2 2
0 0 0
0 0 0
vy | 0 1 1

—

Mindkét rendszer megoldhatd, tehat Z g, és ezért Y || Z.

N

Parhuzamosak-e az R?* valos vektortér

Y=(-2,4,-7,9+((1,-2,3,-1), (2,-3,-2,-1),(-4,4,1,1) ) és
v1 v2 v3
Z=(1,3,0,-6) + ((2,-7,3,-1), (-1,5,3,1) )

w1 w2

linearis varietasai?
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Mivel a wv1,ve, v3 vektorok linearisan fiiggetlenek, ezért dimYy = 3, illetve dim Z = 2, mert a
wy és wy vektorok linearisan fiiggetlenek. Igy elég megnézni, hogy Z C Y. Ehhez ellendrizni kell,
hogy a Z irdnytér wy,ws bazisvektorai benne vannak-e az ol irdnytérben. A wvi,vo,vs, illetve a

w1, wy vektorok komponenseit bemasoljuk a tablazat bal, illetve jobb felébe.

vl U9 v3 | wq w2
vy 2 4| 2 -1
—2 -3 4| -7 5|8 +25
3 -2 1] 3  3|S-39
-1 -1 11 1|8+S
vl 2 —4| 2 —1|8 28
0 1 —4|-3 3|8 —S5
0 -8 13|-3  6|S;+8S
vy | 0 -3
v | 1 0 2| 0 —1]S8+25,
vs| 0 0 -4 3| =S
0 0 —11| 5  6|S;—118,
v | 0 1 =3 1  0|Si—35
vi| 1 0 0| -8 -5
vs| 0 0 1] 4 -3
0 0 0| 49 —27
v | 0 1 0] 13 -9

A rendszernek nincs megoldasa, mivel a tablazat harmadik sordanak a bal oldalan csupa nulla

szerepel, mig a jobb oldalan van nemnulla elem (49 és —27), tehat Y } Z.

3.13.1. Véges affin tér parhuzamos affin résztereinek szama

Legyen K egy ¢ elemd véges test és X egy K-feletti n-dimenzios affin tér. Meghatarozzuk egy
adott, k-dimenzios Y affin résztérrel parhuzamos ¢-dimenziés Z affin részterek szamat. Legyen g
az Y iranytere, tovabba legyen a Z iranytere 7. Két esetet fogunk megkiilonboztetni.

A 0 < £ < k esetben Z pontosan akkor parhuzamos az Y affin résztérrel, ha Z - 9 Tehat
meg kell hatédroznunk azon kiilonbozs Z = t(Z, A) alaki affin részterek szamat, ahol Z € £y(Y)
egy (-dimenzios linearis résztere az Y-nak és A € X egy pont. A (Z, A) € L£y(Y) x X pérok szama
az 1.78. Tulajdonsag alapjan

(qk—l)'(qkfl—l)-...-(qkfprl—l)' "
@-D-( =Dy T

A 3.20. Tulajdonsag alapjan két (21, Ay) és (Zg, Asg) par pontosan akkor hatérozza meg ugyanazt
s

[£e(Y) > X| = 1 £e(F)] - 1X] =

az affin részteret, ha 21 =29 és A1 Ay € 21 = Zo. Tehat ugyanazt az affin részteret meghatérozo
parok szama pontosan az m € 2, vektorok szama, vagyis |21| = |K|* = ¢*. Igy £ < k esetén
a k-dimenziés Y affin résztérrel parhuzamos ¢-dimenziés Z affin részterek szama
(@ -1)-@ " =1 (" 1)
(@—=1-(@'=-1-...-(¢-1)
A k </ < n esetben Z pontosan akkor parhuzamos az Y affin résztérrel, ha ycZ. Meg kell
hatérozni a kiillonbéz6 2 = t(Z, A) alakt affin részterek szamat, ahol Z € {W € £,(X) | Y ¢ W}

vt (3.19)
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és A € X egy pont. Az olyan 2 e Lg(ff) linearis alterek, amelyekre Y C fZ, pontosan az Df/g

faktortér (£— k)-dimenzi6s linearis altereinek felelnek meg. A (Z,A) € {W € Ly(X) | Y C W} xX

péarok szama az 1.78. Tulajdonsag alapjan

n—k _ 1) . (qnfkfl _ 1) .o (qn*£+1 _ 1) .q”
(@F=1)-(¢"F1t=1)-...-(¢— 1)

A 3.20. Tulajdonség alapjan ket (21, Ay) és (Z2, Ag) par pontosan akkor hatarozza meg ugyanazt

{Z € £u(@) | § € 2y x| = | £rp(@/F)] |2 =

az affin részteret, ha 21 = 22 és A1 Ay € 21 = 22. Tehét ugyanazt az affin részteret pontosan
|f21\ = |K|* = ¢ par hatarozza meg, igy k < £ esetén a k-dimenzios Y affin résztérrel parhuzamos
f-dimenzi6s affin részterek szama
(@ -1 - )
@ F—0) T -1 g1

Osszegezve, a (3.19) és (3.20) alapjan kijelenthetjiik a kovetkezs eredményt.

n=t, (3.20)

3.50. Tulajdonsag
Legyen X egy n-dimenzios affin tér egy ¢ elemii K véges test felett. Egy k-dimenzios Y affin

résztérrel parhuzamos ¢-dimenziés affin részterek szdma

(qk—l)'(qk_l—l)-...-(qk_“'l—l) s ’
@1 (¢ T—1)-...-(q—1) ¢"", hal<{l<k és
(qnfk_l)_(qnfkfl_l).....(qnff%»l_1) e
@ F=1) - (FFT=1)-... - (¢—1) -q"", hak</t<n.

A 73 3-dimenzids (n = 3) Zs-feletti (¢ = 5) affin térben egy adott egyenessel (k = 1) parhuzamos
egyenesek (¢ = 1) szama 25, mig a parhuzamos sikok (¢ = 2) szama 30.

A 71 4-dimenziés (n = 4) Zs-feletti (¢ = 5) affin térben egy adott sikkal (k = 2) parhuzamos
egyenesek (¢ = 1) szama 750, a parhuzamos sikok (¢ = 2) szama 25, mig a parhuzamos 3-sikok

(¢ = 3) szama 30.

3.13.2. Affin részterek parhuzamossagaval kapcsolatos tulajdonsagok

A sikban egy adott egyenessel egy rajta kiviil fekvs ponton keresztiil egyetlen parhuzamos egyenes

huizhat6é. Az alabbi tulajdonsig ennek az affin geometriai megfelelGje.

3.52. Tulajdonsag
Legyen Y az X affin tér egy k-dimenzios affin résztere és legyen A € X egy pont. Ekkor egyetlen

olyan k-dimenziés Z affin résztér létezik, amely atmegy az A ponton és parhuzamos Y-nal, azaz
AeZeésZ|Y.

Bizonyitds. Ha 2 = t(Y, A), akkor a Z affin résztér atmegy az A ponton, mivel A = ¢(0, A) €
t(g, A) = Z. Tovabba a Z iranyterére teljesiil, hogy Z = 9, tehat dim Z = dimg 2 = dimg Y =
dmY=*keésZ|Y.

O

A kovetkezd tulajdonsig bizonyitasat az olvaséra bizzuk.
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3.53. Tulajdonsag
Legyen Ay (X) az X affin tér k-dimenzios (k > 0) affin résztereinek halmaza. Ekkor az affin rész-
terek parhuzamossaga egy ekvivalenciarelacié az Ay (X) halmazon, de nem ekvivalencia relacid

az X nemiires affin résztereinek A>o(X) halmazan, ha dim X > 2.

3.54. Tulajdonsag

Legyen X egy K-feletti affin tér, amelynek A € X egy rogzitett pontja és Y egy rogzitett nemiires
affin résztere. Ha U az X irdnytér egy olyan lineéris altere, amelyre U & Y= D_é, akkor az Y affin
résztérrel parhuzamos, ugyanolyan dimenzids és paronként kiilonb6z6 részterek t(g, B) alakuak,
ahol B € t(U, A).

Bizonyitdas. Az Yp = t(g, B) alaku részterek parhuzamosak és azonos dimenziosak Y-nal, mert
T

El&bb igazoljuk, hogy B € t(U, A) esetén az Y p részterek paronként kiilonbozsek. A 3.20. Tu-
lajdonsag alapjan Yp = t(g, B) = t(g, C) = Y akkor és csakis akkor, ha B? €. Egyértelmiien
léteznek up,uc € U vektorok, amelyekre B = t(up, A) és C = t(uc, A), ahonnan upg = zﬁ és
uc — AC. Tehat B?:B—x>4+@:uc—u3 e U Az X = U Y feltétel miatt UNY = {0},
ezért B? =0, vagyis B = C.

Ha egy Z affin résztér parhuzamos és azonos dimenziés Y-nal, akkor az iranytereik megegyez-
nek, és Z = t(g, P) alaku, valamilyen P € X pontra. Az X =Ud Y feltétel miatt zﬁ’ =u-+v,
uel ve g egyértelmid felbontas. Legyen @ = t(u, A). Ekkor a 3.20. Tulajdonsag alapjan
a = t(g, P) és t(g, Q) affin részterek megegyeznek, mert Q? = Cfél + ﬁ = —@ + /ﬁ)’ =
—u+ (u+v) =v e Y. Tehat Z = t(Y,Q), ahol Q € (U, A). Ezzel belattuk, hogy minden Y-nal

parhuzamos és azonos dimenziés affin résztér szerepel a felsoroltak kozott. O

A 3.5. Példaban felsoroltuk a Z3 affin tér A = (i, Q) pontjén dtmend egyeneseit. Ezek kozott
szerepelt az L1 = t(W1,A) = {(i 2), (2,2), (0, Q)} cgyenes, amelynek irdnytere £; = Wi =
((1,0)) = {(0,0), (1,0), (2,0) )}. Felsoroljuk a Z3 affin tér £, egyenessel parhuzamos egyeneseit.
Ha U = ((0,1)) = {(0,0), (0,1), (0,2)}, akkor ((1,0),(0,1)) a Z2 vektortér egy bazisa, ezért
Z3 =U®W;. Legyen Z = t(U, A) = {(i,?), (1,0), (1, i)} A 3.54. Tulajdonsag alapjan a £1

egyenessel parhuzamos egyenesek
e a By = (1,2) € Z pont esetén L, = t(Wy, By) = {(i,?), (2,2), (0,?)} =Ly
e a By = (1,0) € Z pont esetén L, = t(Wy, By) = {(i,@), (2,0), (0,())};

e a By =(1,1) € Z pont esetén Lp, =t(W1,Bs3) = {(i, 1), (2,1), (0, i)}

3.56. Tulajdonsag
Ha Y és Z az X affin tér két nemiires, parhuzamos affin résztere, akkor Y C Z vagy Z C Y vagy
Yynz =190.
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Bizonyitds. Ha Y N Z = @, akkor nincs mit bizonyitani. Ezért feltehets, hogy Y N Z # 0, vagyis
létezik A € Y N Z kozos pontjuk, és ekkor Y = t(g, A), illetve Z = t(z, A). Mivel Y || Z, ezért
gcg vagy 2cY HayC 2, akkor Y = {t(v,A) |v € 9’} C{t(v,A)|ve Z} =2, vagyis Y C Z.
Hasonl6an, ha 2 - 9, akkor Z = t(i, A) C t(g, A) =Y, vagyis Z C Y. O

3.57. Tulajdonsag (Parhuzamossag hipersikkal)
Legyen H az X véges dimenziés affin tér egy hipersikja. Ha az X affin tér Z nemdiires résztere

nem metszi a H hipersikot, akkor parhuzamos a H hipersikkal.

Bizonyitds. Feltételezziik, hogy a Z affin résztér nem parhuzamos a H hipersikkal, és belatjuk,
hogy metszik egymast, igy jutva ellentmondashoz. Feltehetjiik, hogy Z # X, kiilénben Z || H.
Ha Z nem parhuzamos H-val, akkor Z ¢ 9:'(, ezért HC H+2 - 92, ahonnan

dimX — 1 = dim H < dim(H + Z) < dim X.

Tehét az X vektortér H + 2 linearis altere ugyanolyan dimenzids, ezért H+2Z =X 6sa3.4l. Tu-
lajdonsag (ii) alpontja alapjan Z és H metszik egymaést. O

Az R? affin tér hipersikjai a sikok, és ebben az esetben a 3.57. Tulajdonsag azt mondja, hogy
ha egy egyenes és egy sik nem metszi egymast, akkor parhuzamosak. Lényeges a feltétel, hogy a
két nem metszd résztér koziil az egyik hipersik legyen, mivel példaul két egyenes a térben lehet

kitérs (nem parhuzamosak és nem metszik egymast).

Az euklideszi sikgeometridban két kiillonb6zd egyenes pontosan akkor parhuzamos, ha nem

metszik egymast. Az affin geometridban hasonlé kijelentés igaz hipersikokra.

3.59. Tulajdonsag (Hipersikok parhuzamosséiga)
Legyen H; és Ho az X véges dimenzios affin tér két kiillonb6z6 hipersikja. A H; és Ho hipersikok

akkor és csakis akkor parhuzamosak, ha nem metszik egymaést.

Bizonyitds.

A H; és Hy parhuzamos hipersikok azonos dimenzidsak, ezért a 3.46. Megjegyzés alapjan
az iranytereik megegyeznek, Hy, = Ho. Ha a két hipersiknak van egy A € H; N Ho kdzos
pontja, akkor H; = t(f(l,A) = t(ﬁg,A) = Ho, azaz a két hipersik egybeesik, amely

ellentmond feltevésnek, hogy kiilonbozéek.

Ha a J{; és Hy hipersikok nem metszik egymaést, akkor a 3.57. Tulajdonsig alapjan par-

huzamosak egymassal. O

3.14. Affin részterek jellemzése egyenesekkel

Mér igazoltunk két tételt arra vonatkozéan, hogy egy affin tér részhalmaza mikor affin résztér.
A kovetkezSben igazolunk egy harmadikat is, amely egyenesek segitségével jellemzi, hogy egy
részhalmaz mikor affin résztér.

A 3.36. Példaban két kiilonb6zé A és B ponton dtmens AB egyenest ezen két pont affin
burkaként értelmeztiik, azaz AB = af{A, B}. Az affin burkolé tulajdonsaga alapjan belattuk,



3.14. AFFIN RESZTEREK JELLEMZESE EGYENESEKKEL 88

hogy két kiilonb6z6 ponton egyetlen egy egyenes halad at, illetve ha az egyenes két kiilonbo6zé
pontja benne van egy affin résztérben, akkor a teljes egyenes is benne van az adott affin résztérben.
Belattuk azt is, hogy az AB egyenes pontjai az A és B pontok affin kombinaciéiként allnak eld,
azaz AB = {AA+ (1 - \)B | A € K}.

3.60. Tétel (Affin résztér jellemzése egyenesekkel)
Legyen K egy legalabb harom elemet tartalmazo test, azaz |K| > 2, és legyen X egy K feletti affin
tér. Az X affin tér egy 8§ nemiires részhalmaza akkor és csakis akkor affin résztér, ha tetszéleges

A, B € 8 kiilonb6z6 pontok esetén az AB egyenes benne van az 8§ halmazban, vagyis AB C 8.

Bizonyitdas. Ha 8 az X egy nemiires affin résztere, akkor minden A, B € § kiilonb6z6 pontok

esetén minden (1 — M)A + AB affin kombinéci6 is az 8 halmazban talédlhato, ezért
AB={(1-XMNA+AB|XeK}CS.

Forditva, legyen O € 8 egy rogzitett pont. Belatjuk, hogy az U = {Wl eX | A € 8} halmaz
linearis altere az X irdnytérnek, igy a 3.7. Tétel alapjan 8§ az X affin résztere. Megjegyezziik,
hogy U egy nemiires halmaz, mert 0 = O? e Uu.

Elgszor belatjuk, hogy az U halmaz zart a skalarral valo szorzésra nézve, vagyis tetszéleges
A € K skalar és tetsz6leges (74 € U vektor esetén A - O—fl € U. Feltehetjiik, hogy O—fl #* 0, vagyis
A# O, Killénben A-OA = A-0=0=0AeU. A B= (1 = A)O + AA pont rajta van az OA
egyenesen, ami a feltevés szerint benne van az 8§ halmazban, mert O, A € § és O # A. Tehéat a

B pont is az 8-ben van, igy az U halmaz értelmezése szerint
AOA = (1 - A)OO + \OA = OB e 1.

Végiil belatjuk, hogy az U halmaz zart az Osszeadasra nézve. Legyen O—Xél,()? e U két
tetszGleges vektor, tehat A, B € §. Mivel a K testnek tobb mint két eleme van, ezért létezik
A € K elem, ami kiilonbozik a semleges elemtd] és az egységelemtsl, azaz A # 0 és A # 1. Mivel
A # 0, ezért létezik A1 € K skalar, illetve A\ # 1 feltétel miatt 1 — X\ # 0, ezért létezik a
(1 — M)~ € K skalar is. Mivel az el6bb igazoltuk, hogy U zart a skalarral valo szorzasra, ezért
)\*10—21, (1— )\)*10? € U. Tehat az U értelmezése alapjan léteznek A’, B’ € 8 pontok tigy, hogy
5—1 — \1O4 és @ =(1- )\)_10?. Vegyiik a C' = MA' + (1 — \)B’ pontot. Ha A’ = B/,
akkor C' = A’ = B’ € 8. Ha A" # B’, akkor O/ € A'B’, és a feltevés miatt A’B’ C 8, mert
A’ B' € 8. Tehat ebben az esetben is C' € 8. Végiil

OA+0OB=1.-0A+1.0B
— M I0A+ (1- N1 -\ "l0B
— —
— \OA' + (1 - OB
—
—oc e,

mert C’ € 8. Ezzel igazoltuk, hogy az U halmaz linearis résztere az X irAnytérnek, ezért a 3.7. Té-

tel alapjan 8 halmaz résztere az X affin térnek. O

Mutatunk egy olyan példat, ahol a K testnek két eleme van és a tétel forditott iranyt allitdsa

nem teljesiil.
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Legyen K = Zo = {@, i} két elemd test és legyen X = Zg X Zg Zo test feletti (2-dimenzios) affin tér.
Mivel bijektiv megfeleltetés van az affin (rész)tér és az irdnytere kozott és az egyenes iranytere
1-dimenzids vektortér (elemeit egy koordinataval irhatjuk le), ezért az X minden egyenese két
pontbol all. Emiatt minden § € X nemiires részhalmaz esetén automatikusan teljesiil, hogy
minden A, B € 8 kiilonb6z6 pontok esetén az AB = {A, B} egyenes benne van az 8§ halmazban,
vagyis AB C 8. Sajatosan az 8§ = {(1,0),(0,1),(1,1)} halmaz nem affin résztér, mivel nem
egyenes (mert nem két pontbol &ll) és 8§ nem a teljes X affin tér, mivel (0,0) ¢ 8.



4. fejezet

Koordinata-rendszerek affin térben

Ebben a fejezetben bevezetjiik a Descartes-féle, illetve affin koordinata-rendszereket affin tere-
ken. Legyakrabban a Descartes-féle koordindta-rendszert szoktuk hasznélni, de bizonyos fel-
adatok megoldasaban egyszeriibb az affin koordinata-rendszer hasznélata, tovabbéa ez utobbi
analog a bazis fogalmaval vektortereken. A két koordinata-rendszer kozott van atjaras. Minden
Descartes-féle koordinata-rendszerhez rendelhetiink affin koordinata-rendszert és forditva, tovab-
béa a koordinatéak is atirhatok egyikbdsl a maéasikba. A Descartes-féle koordinatak bevezetésével

beszélhetiink affin részterek egyenleteirsl, amelyre a kovetkezd fejezetben keriil majd sor.

4.1. Descartes-féle koordinata-rendszer

4.1.1. Linearis algebrai kitér6: bazis és koordinatak

Legyen V egy K test feletti vektortér. A B = (81,..., 8,) vektorrendszer a 'V vektortér bdzisa, ha
a vektorrendszer vektorai linearisan fiiggetlenek és generatorrendszert alkotnak. Megjegyezziik,

hogy B pontosan akkor bézisa a V vektortérnek, akkor minden vektor egyértelmten felirhato

a fB1,..., 0, vektorok linearis kombinéciojaként, azaz minden v € V esetén egyértelmiien 1é-
teznek ki,...,k, € K skalarok tgy, hogy v = k181 + - -+ + knBn. Az egyiitthatokbol alkotott
(k1,...,kn) € K" n-est a v vektor B bazis szerinti koordindtdinak nevezzik és v(ki,...,k,)B

jelolést hasznéljuk.

AV vektortérben egy B = (B4, ..., By) bazis meghataroz egy

¢B K" =V, oB(ar,....an) =a1f1+ - +apfy

linedris izomorfizmust. Valoban, a ¢ kompatibilis a vektorok dsszeadaséaval és skalarral valo szor-
zasaval, tehat egy lineéris fliggvény. Tovabba, injektiv, mert a bazisvektorok linearisan fliggetle-
nek, illetve sziirjektiv, mert a bazisvektorok generatorrendszert alkotnak. A qﬁﬁl inverz fliggvény
adja meg a vektorok B bézis szerinti koordinatait, vagyis ng]_31 (a1B1+ -+ anbBn) = (a1,...,an).
Mivel ¢]_31 linearis izomorfizmus, ezért a koordinatak kompatibilisek az Osszeadésra és skalarral
valo szorzéasra nézve. Megjegyezziik, hogy a ¢pg pontosan az a lineéris fliggvény, amely a K"

vektortér kanonikus bazisanak elemeit a B bazis megfelel§ elemeibe képezi, azaz ha

a K™ vektortér kanonikus béazisa, akkor ¢p(f;) = e;, minden i = 1,...,n esetén.

90
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Forditva, egy ¢ : K" — V lineéris izomorfizmus meghatarozza a 'V vektortér egy By, =
(B1,...,Bn) bazisat, ahol 5; = ¢(e;), minden ¢ = 1,...,n esetén és E = (e1,...,e,) a K"
vektortér kanonikus bazisa. A B +— ¢ és ¢ — By megfeleltetések egymas inverzei.

4.1.2. Descartes-féle koordinata-rendszer

Legyen X egy K test feletti n-dimenzios affin tér. Célunk, hogy minden A € X ponthoz egy-
értelmiien hozzéarendeljiink egy (ay,...,a,) € K" szam n-est, amely kompatibilis lesz az affin

kombinacioval. Ezt két 1épésben tessziik meg.
e Rogzitett O € X pont esetén a TpX érintétér linedrisan izomorf az X irdnytérrel a
0(0,-) 1 ToX = X, (-, 0)(A) =04
linearis izomorfizmus altal.

e Az n-dimenziés X affin tér X irdnytere egy n-dimenzios K-vektortér. Egy B = (51,..., 5,)
bézis valasztasa az X irdnytéren megad egy ¢p : K* — X linearis izomorfizmust. A »(0,-)
és ¢]_31 bijektiv leképzések ¢]_31 o (0, —) Osszetétele pedig egy bijektiv fiiggvényt ad az X

affin térrél a K" Descartes-szorzatra:
o
gb];l op(0,—): X —=K", A~ (a1,...,an), ahol OA =a181 + -+ + anfhn. (4.1)
Ezen fliggvény segitségével rendeljiik hozza az affin tér pontjaihoz a koordinatékat.
4.1. Ertelmezés
Az X affin tér Descartes-féle koordindta-rendszere egy olyan #Z = (O; 1, . .., 3n) rendszer, ahol

O € X az affin tér egy rogzitett pontja és B = (f51,...,5,) az X iranytér egy bazisa. Az O pontot

az Z koordinata-rendszer origdjinak nevezziik. Egy A € X pont Descartes-féle koordindtdi az %

koordinata-rendszerhez viszonyitva (ai,...,a,) € K*, ha OA = a151 + - - - + apfy. Ezt roviden
az A(ay,...,an)q jeloléssel fejezziik ki. Az A € X pont koordindta-mdtriza az % koordinéta-
rendszerben
ai
(e = || € Mpa(K).
Qn

A q§]_31 op(0, —) fiiggvény bijektivitasa azt jelenti, hogy ha két pont koordinatai megegyeznek,
akkor a két pont is meg kell egyezzen. Ertelmezés szerint minden A € X pont % koordinata-
rendszer szerinti koordindtai megegyeznek az O_AZI € X vektor B bézis szerinti koordinataival,
vagyis A(ai,...,an)q egyenértéki az OA(ay,...,a,)-vel. Koordinata-matrixok esetén ezt a

kovetkez6 egyenlGséggel irhatjuk le:
—
[A]z = [OA]lg, VAeX. (4.2)

Minden #Z = (O; B, . . ., Bn) Descartes-féle koordinata-rendszer O origdjanak koordinatai (0, ..., 0),
mivel 00 =0 =0- 1+ +0- G-

A 2.24. Jelolésben bevezetett ﬁ = B — A feliras kompatibilis a koordinatakkal, pontosabban
az affin tér pontjainak #Z Descartes-féle koordinata-rendszer szerinti koordinatai és az iranytér

vektorainak a B bazis szerinti koordinatai kozott a kovetkezd kapcsolat all fenn.
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4.2. Tulajdonsag
Legyen #Z = (O;B) az X affin tér egy Descartes-féle koordinata-rendszere, ahol O € X a
koordinata-rendszer origdja és B az X iranytér egy bazisa. Ekkor tetszdleges A, B € X pontok
esetén az 1@ vektor koordinatai a kovetkezSképpen szamolhatok ki az A és B pontok Descartes-
féle koordinatai segitségével:

ABls = [Bls — [4]4. (4.3)

Tovabba egy A € X pont v € X vektorral valé B = t(v, A) eltoltjanak koordinatai

[Blz = [t(v, D]z = [Al# + [v]B- (4.4)

Bizonyitds. A (4.2) osszefiiggés alapjan
[AB]s = [AC + OBJp = (0B ~ OAlp = [0B]s — [0A]s = [Bls - [Al4.

Ha B = t(v, A), akkor v = zﬁ és a (4.3) Osszefiiggés alapjan [vlg = [E]E = [Bl# — [Al %,
ahonnan kapjuk, hogy [B]s = [A]# + [v]B. O

Ahogy linearis algebridban a vektorok rogzitett bazisbeli koordinatai kompatibilisek a linearis
kombinéacioval ugy az affin geometridban a pontok Descartes-féle koordinatai kompatibilisek az

affin kombinéacidval.

4.3. Tulajdonsag (Descartes-féle koordinatak kompatibilitasa az affin kombinécioval)
Ha Z = (O;B) az X affin tér egy Descartes-féle koordinata-rendszere, akkor barmely M, ..., M} €
X pontok és barmely A1,..., A\ € K, Ay + -+ + A\ = 1 affin sulyok esetén

MM+ -+ MMyl = MMz + - + M [My] %

Bizonyitds. Az affin kombinaciéra bevezetjiik az M = A My + --- + Ay M}, jelolést. Ekkor a

Descartes-féle koordinatak és az affin kombinacié értelmezése szerint

—
MM+ -+ NeMilp = [M]z = [OM]B
— s
= [MOM, + -+ A\OMlp

O

A 4.3. Tulajdonséag azt jelenti, hogy a ¢]§1 o p(0,—) : X — K" egy bijektiv affin fiiggvény a
K-feletti X és K™ affin terek kozott.

4.1.3. Koordinata-rendszerek vektorterekhez rendelt affin terekben

A 2.1.1. alfejezetben egy vektortérhez természetes moédon hozzarendeltiik egy affin teret. A V
K-vektortérhez rendelt V affin tér alaptere a V halmaz és iranytere a V vektortér. Ha B =

(B1,-..,8n) a 'V vektortér egy bazisa, akkor origonak az O = 0 nullvektort valasztva Z =
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(6; B1, ..., Bn) egy Descartes-féle koordinata-rendszer a 'V affin téren. Ekkor a 'V vektortér minden
v vektordnak a B bazis szerinti koordinatai megegyeznek a 'V affin tér v pontjanak az % Descartes-

féle koordinata-rendszer szerinti koordinataival, mivel
= .
[v]lz = [Ovlg = [v— 0] = [v]B.

Ezen Descartes-féle koordinata-rendszer vélasztisa esetén nem okoz félreértést, hogy a V egy
elemére, mint pontra (az alaptér elemére) vagy mint vektorra (az iranytér egy elemére) gon-
dolunk. Ha v(ki,...,kn)B egy v vektor koordinatai a B bazisban, akkor v(ki,..., kn)e a v
pont koordinédtai az # koordinata-rendszerben. A jel6lésbdl el szoktuk hagyni a B bazisra és #Z
koordinata-rendszerre vonatkoz6 bettiket, mivel hidnyuk nem okoz gondot.

A K-feletti K™ vektortéren van egy kanonikus bazis E = (eq, ..., e,), illetve van egy kitiinte-
tett elem, a nullvektor. Igy a K™ affin téren is létezik egy kanonikus Descartes-féle koordinata-
rendszer & = (6, e1,-..,€n), amelynek origdja a nullvektor. Ekkor a v = (kq,...,k,) € K"
koordinatai v(ky,...,kn)s, ha pontként tekintjiik és v(ky,...,k,)r, ha vektorként tekintjiik,
ezért altalaban el szoktuk hagyni E-t, illetve &-t a jelolésbdl.

4.2. Descartes-féle koordinata-transzformacio

Megvizsgaljuk, hogy az X affin tér egy rogzitett pontjanak két kiilonb6z6 Descartes-féle koordinata-

rendszerében felirt koordinatai kozotti kapcsolatot.

4.2.1. Lineéaris algebrai kitérd: baziscsere és koordinata-transzformacio

ElGszor a vektorokra tanult koordindta-transzformaciot ismételjiik at linearis algebrabol. Te-
kintsiik a K test feletti n-dimenziés X vektorteret, amelynek két bazisa B = (81,...,0,) és
B’ = (3],...,03),). Ha a B bazis vektorait fel tudjuk irni a B’ bazis vektorainak fiiggvényében,

vagyis minden ¢ = 1,...,n esetén 5; = bj1 5] + - - - + bin 3, akkor a f; vektor koordinata-matrixa
a B’ bazisban
bi1
Bilsr = | ¢ | € Mp1(K)
bin

és képezhetjiik a B bazisrol a B’ bazisra valo attérési matrixot

bir ba1 ... bpm
b12 b22 o e bn2
Tpp = : ST Bilsr .- [BulB| € M, (K), (4.5)
bin ban ... bpy
(a B bazis f,..., 3, bazisvektorainak B’ bazis szerinti koordinatait rendre beirjuk a méatrix

oszlopaiba).
Minden v € X vektor felithaté v = v181 + - - - + Unf3n, illetve v = vip] + -+ + v, Bl alakba,
ahonnan a v vektor B, illetve B’ bazisok szerinti koordinata-matrixai

vy v]

vlg=|: ]|, iletve [v]g =

o e
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Ezek a koordinata-méatrixok kézott pedig a kovetkezd kapcesolat all fenn:

’Ui 1)11 b21 e bnl V1
’Ué blz b22 e bng V2 .

=1 ) |||, vagyroviden [v]lg=TmsB-:[v]B- (4.6)
’U;L bln b2n e bnn Un,

Ezt a koordinata-cserét a B-koordinatékrol a B’-koordinatakra valé attérésnek nevezziik. Ilyen-
kor a B béazisra ugy gondolunk, mint régi bazisra, amelyben ismerjiik a v vektor koordinatéit, és
a B’ bazisra tgy gondolunk, mint 0j bazisra, amelyben szeretnénk felirni a v vektor koordinatait.

A Tg/p matrixszal valo szorzas a B-koordinatakat alakitja B’-koordinatakra. A [v]|p =
Ty [v]B koordinatacsere képletet jobbrol balra olvasva [v |g B-koordinatakat a Tp/p matrixszal
szorozva attériink B’-koordinatakra és megkapjuk [v]|g/-t, a v vektor B’ szerinti koordinatait.
Megjegyezziik, hogy

T = I, ¢ Ty = (TpB) .
Az attérési matrixok kozott a kovetkezs Osszefiiggés irhato fel. Ha A, B, C harom bézisa az X
vektortérnek, akkor
Tac =Tas - IBC,

vagyis jobbrol balra olvasva a Tgc matrixszal a C-koordinatakroél attériink a B-koordinatakra,

majd a Tap matrixszal attériink a B-koordinatakrol az A-koordindtakra, s ami megegyezik azzal,

hogy a T’ac matrixszal a C-koordinatakrol egybdl attérnénk az A-koordinatakra.

Legyen V egy 2-dimenzios valos vektortér, amelynek B egy bazisa. Legyen v(3,2)p € V egy
vektor és B’ = (31(2,—1)B, 35(—5,3)B) egy masik bazis. Ekkor a v vektor koordinatai a B’

bazisban a kovetkezSképpen szamolhatjuk ki a (4.6) attérési képlet segitségével:

[U]_2—513_35 3 |19
Bl 3 of 11 2| |2l | 7|
—_— N Y~ =

T];é, [vlB Tp'p vl [l

4.2.2. Descartes-féle koordinata-transzformacio

Adunk egy képletet, amely kapcsolatot teremt két Descartes-féle koordinata-rendszer szerinti

koordinatak kozott.

4.5. Tulajdonsag (Descartes-féle koordinata-transzforméacié képlete)
Legyen Z = (0;B) és #' = (O';B’) két Descartes-féle koordinata-rendszere az X affin térnek,
ahol B és B/ az X irdnytér bazisai. Ekkor minden A € X pont esetén

(Al = Te - [Alz + [O]z- (4.7)

Bizonyitds.

(Al = [O—/le]B’ (4.8)
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— (00 + OAJm = (0'Clay + [OAls (49)
= [O—/(S]B’ + T - [OA]s (4.10)
= [Ola + Tes - [Alz, (4.11)

ahol a (4.8) egyenlSségben felhasznéaltuk a (4.2) relaciot az #’ koordinata-rendszerre vonatkozoan,
a (4.9) egyenldségben felbontottuk az O'A vektort, hogy behozzuk az # koordinata-rendszer O
origojat, a (4.10) egyenldségben koordinata-transzforméciot hajtottunk végre az O—fl vektorra,
végiil a (4.11) egyenlGségben vektorok koordinata-matrixait visszairtuk pontok Descartes-féle

koordinata-maéatrixaira. O

4.6. Megjegyzés (Két koordinata-rendszer origoja kozotti kapcesolat)
Legtobbszor az #’ 4j koordinata-rendszer O’ origdjanak koordinatai ismertek a régi # koordinata-

rendszerben. A (4.7) Osszefiiggésben A = O’ helyettesitéssel az origok koordinatai kozott az
Ol = ~TaB - [0% (4.12)
relaciot kapjuk felhasznalva, hogy [0']4 a nullméatrix. A (4.7) relacié atirhato az

[Ala = Tas - ([Alz — [0'2) = Tgg - ([Alz — [0')2)

=805 - 1Bs] - (Ale—[0)) (4.13)
alakba, ahol B' = (81, ..., 0})- o

4.1. abra. Az A pont koordinatai az # és %' Descartes-féle koordinata-rendszerekben.

Legyen Z = (O; B) egy 2-dimenzios valos affin tér egy Descartes-féle koordinata-rendszere, ahol
B az irdnytér bazisa, és A(2,3)4 egy pont. Legyen Z' = (0'(=3,2)%; 51(2,—1)B, 55(—5,3)B)
az affin tér egy masik Descartes-féle koordinata-rendszere. A (4.13) képlet alapjan az A pont

koordinatait az #’ koordinata-rendszerben a kovetkezSképpen szamithatjuk ki.

—1
ALy = 321 (2| |3 :%—g 51 _ 3
T -1 3 2 2N 8
—_——— N =~ —— = ~~
Top [Alz [0z Tpip [(774]]3 [JZ]B,
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Az %' koordinata-rendszert a kovetkezSképpen rajzoljuk meg az # koordinata-rendszerben.
Felvessziik az O’ pontot az # koordinata-rendszerben, majd az O" pontbdl kiindulva felrajzoljuk
a (] és B vektorokat. Az O’ ponton keresztiil a [} iranyaba mutat az x)-tengely, mig az O’

ponton keresztiil a ) iranyaba mutat az x}-tengely.

4.3. Affin koordinata-rendszerek

A Descartes-féle koordinata-rendszer az affin tér egy pontjabol és az iranyterének bazisvektoraibol
épiilt fel. Az affin koordinédta-rendszer csak az affin tér pontjaibol fog allni. A linearis algebrabol
ismert linearis generatorrendszer, fliggetlenség és bazis fogalmakkal teljesen analog moédon értel-
mezziik affin tér esetén az affin generatorrendszer, affin fliggetlenség és affin koordinata-rendszer
fogalmakat. Van atjaras a Descartes-féle koordindta-rendszer és affin koordinata-rendszer kozott,
egyikbdl megszerkeszthet6 a masik és forditva. Bizonyos esetekben az affin koordinata-rendszer
homogenitasa, hogy csak pontokbdl épiil fel nagyobb rugalmassagot biztosit, mint a Descartes-

féle koordinata-rendszer.

4.3.1. Affin generatorrendszer

Az affin generatorrendszer lineéaris algebrai megfelelje a vektortér (linearis) generatorrendszere.

4.3.1.1. Linearis algebrai kitérs: linearis generatorrendszer

A (By,...,Bn) vektorrendszer a K test feletti V vektortér egy linedris generdtorrendszere, ha
minden vektor felirhaté a generatorrendszert alkoté vektorok linearis kombinéci6jaként, vagyis
minden v € V vektor esetén léteznek ki, ..., k, € K skalarok tgy, hogy v = k181 + -+ knfn. A
B1, ..., Bn vektorok pontosan akkor generaljak a V vektorteret, ha az altaluk kifeszitett linearis

résztér megegyezik a teljes V vektortérrel, azaz V = (B1,..., ().

4.3.1.2. Affin generatorrendszer

A lineéris kombinaci6 helyett az affin kombinaciét hasznalva a lineéris generatorrendszer értel-

mezése konnyen atirhaté az affin geometria nyelvére.

4.8. Ertelmezés

Az (Ag, Ay, ..., A,) pontrendszer a K test feletti X affin tér egy affin generdtorrendszere, ha az
X tér minden pontja felirhat6é a pontrendszer affin kombinéciéjaként, vagyis minden M € X pont
esetén léteznek Ao, ..., An € K, A\g+ - -4+ A, = 1 affin sulyok agy, hogy M = A\gAo+-- -+ A\ An.

A 3.34. Tétel alapjan az Ag, A1, ..., A, pontrendszer az X affin tér generatorrendszere pon-
tosan akkor, ha X = af{Ag, A1,..., A,}.

Az affin generatorrendszernek megfelel egy linearis generatorrendszer az affin tér irdnyte-
rén, igy linearis algebrai modszerekkel ellenérizhets, hogy adott pontok affin generdtorrendszert
alkotnak-e.
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4.9. Tulajdonsag (Affin generatorrendszer jellemzése vektorokkal)

Az (Ao, Ay, ..., Ay) pontrendszer a K test feletti X affin tér egy affin generatorrendszere akkor

és csakis akkor, ha az (ApA41,. .., ApA,) vektorrendszer az X iranytér egy linearis generatorrend-

szere.
Bizonyitds.

Tegyiik fel, hogy (Ao, A1,...,A,) az X affin tér egy affin generatorrendszere. Ha v € X
az iranytér egy tetszoleges vektora, akkor létezik egyetlen M = t(v, Ag) € X pont ugy,
hogy v = AgM. Az affin generatorrendszer értelmezése alapjan léteznek Ag,..., A, € K,
Ao + -+ 4+ Ap = 1 affin silyok dgy, hogy M = AgAg + -+ + \yA,. Az affin kombinacioé
tulajdonsaga alapjian ez vektorokkal tgy irhato le, hogy

v=AgM = Mg AgAy + M AgA1 + -+ + A\ AgA, = MAgAL + - + N ApA,,

0

tehat tetszéleges v € X vektor felirhaté az ApAy, ..., ApA, vektorok linearis kombinécio-
jaként, ezért az (AgAy, ..., AgAy) az X irAnytér egy linearis generatorrendszere.

Forditva, tegyiik fel, hogy (ApAi,... ,AOA,;) az X irAnytér egy generatorrendszere. Ha
o
M € X egy tetszéleges pont, akkor léteznek Aq,..., A, € K skalarok ugy, hogy AgM =
— ey
MAGAT + -+ NApA,. Hadg=1— X1 — - =\, € K, akkor \g+---+ X\, =1 ¢és az
e
AgM vektor felirhatd vektorok affin kombinéci6jaként,

AoM = MAoA1 + -+ A AoAn = Ao AoAg +AM Ao Al + -+ + A AoAn,

0
igy az affin kombinacié tulajdonsaga alapjan M = MgAg + \A1 + - + A\ A,. Tehat
tetsz6leges M € X pont felirhato az Ag, A, ..., A, pontok affin kombinaciojaként, ezért

az (Ao, A1, ..., Ay) pontrendszer az X affin tér egy generatorrendszere. O

Egy 2-dimenzios valos affin tér egy #Z = (O; B) koordinata-rendszerében adottak az Ag(1, 1),
A1(3,1)%, A3(3,3)%, As(1,3)% pontok és legyen M (2,2)s,. Mivel

o= 2 1 1 112 112 110
A M = M @ — A 17— — = —_ — _|_ — + —
(oM = (ML — (Aol = | J 1] 4[0] AR
1 — 1. — 1. —
= Z[AOAI]B + Z[AoAz]B + Z[AOAS]By
ahonnan
1 1 | 1 1 1 | 1 1 >
= — —_ —_ — 1 —_— — = — — —_ —_ —_
AgM 4A0A1+4A0A2+4A0A3 < 171 4) ApAp +4A0A1+4A0A2+4A0A3,

0
ezért M = %Ao + %Al + %AQ + %Ag
4.3.2. Affin fliggtség és fiiggetlenség

Az affin fliggbség és fliggetlenség linearis algebrai megfelelsi a linearis fliggsség és fliggetlenség,

ezért az analdgia jobb megértéséhez el6bb atismételjiik ezeket fogalmakat.
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4.3.2.1. Linearis algebrai kitérs: a linearis fiiggetlenség egyenértéki megfogalmaza-

sal

Egy V K-vektortérben a 81,...,08, € V vektorok linearis fiiggetlenségének egyenértékd megfo-

galmazésai:
(F1) ha valamely k1, ..., k, € K skalarok esetén k151 +-- -+ kpf, = 0, akkor ky = - - = k,, = 0;
(F2) egyik B; vektor sem irhato fel a tobbi vektor linearis kombinaciojaként;

(F3) egyik B; vektor sincs benne a tobbi altal generalt linearis altérben, vagyis minden i =

1,...,n esetén

Bi & (B1s--s Bicts Big1s-- - Pn)-

4.3.2.2. Affin fiiggbség és fiiggetlenség

A linearis fuggetlenség (F1) értelmezését nem tudjuk direkt atirni affin kombinaciora, mivel
nincs olyan kitiintetett eleme az affin térnek, mint amilyen a nullvektor a vektortéren. Ellenben

megfogalmazhatok az (F2), illetve (F3) allitasok affin geometriai megfeleldi.

4.11. Ertelmezés
Egy X affin tér Ag, A1,..., A, pontjai affin fiiggetlenek, ha egyik pont sincs benne a tébbi pont
affin burkaba, vagyis minden i = 0,...,n esetén A; ¢ af{Ag,..., Ai—1, Aiy1,..., An}.

Ha egy pontrendszer pontjai nem affin fliggetlenek, akkor affin fiiggGek. Ezt is megfogalmaz-

zuk egy értelmezés formajaban.

4.12. Ertelmezés
Az X affin tér Ag, Ay, ..., A, pontjai affin fiiggdek, ha valamelyik pont benne van a tébbi pont
affin burkaba, vagyis létezik i € {0,...,n} index ugy, hogy A; € af{Ao,..., 4;i—1, Ait1,..., An}.

A 3.34. Tétel alapjan az Ag, Ay, ..., A, pontok akkor és csakis akkor affin fiiggGek, ha vala-
melyik A; pont felirhaté a tobbi pont affin kombinécidjaként, vagyis léteznek

A0y s Aie 1y Aik 1y - A €K Ao+ A F A+ A =11
affin silyok tgy, hogy
Ai =XoAo+ -+ A1 F A A+ AAn.

Az affin fliggetlenség és a linearis fiiggetlenség kozott a kdvetkezs kapcsolat teremthetd, igy
linearis algebrai moddszerekkel igazolhatjuk pontok affin fliggetlenségét. A leirds egyszertisitse
miatt valasztjuk a vektorok kezd&pontjanak az Ay pontot, de a tobbi pont koziil barmelyiket

valaszthattuk volna kezdGpontnak.

4.13. Tulajdonsag (Affin fiiggetlenség jellemzése vektorokkal)
Egy K test feletti X affin tér Ag, 41, ..., A, pontjai akkor és csakis akkor affin fliggetlenek, ha
az X irdnytér AgAy, ..., AgA, vektorai linearisan fliggetlenek.
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Ez az allitas atfogalmazhato a kovetkezs vele egyenértékii allitassa.

4.14. Tulajdonsag (Affin fliggsség jellemzése vektorokkal)
Egy K test feletti X affin tér Ag, A1, ..., A, pontjai akkor és csakis akkor affin fiiggéek, ha az X
irAnytér AgAq, ..., AgA, vektorai linearisan fliggsek.

Bizonyitds.

Tegylik fel, hogy az X affin tér Ag, A1, ..., A, pontjai affin fligg6ek, tehat valamelyik pont
benne van a t6bbi pont affin burkdban. Két esetet kiillonboztetiink meg. Ha az Ag pont
benne van a tobbi pont affin burkdban, akkor 1éteznek A1,..., A\, € K, Ay +---4+ A, =1
affin sulyok tgy, hogy Ag = A141 + -+ + A\, 4, ahonnan

G = AgAg = MAgA, + -+ A, AgA,.

A X +---+ )\, = 1 egyenlség miatt létezik nemnulla \; egytlitthato, igy a fenti Osszefiiggés

alapjan az AgAy, ..., AgA, vektorok linearisan fiiggek. Ha egy, az Ag-t6l kiilonb6zd pont
van benne a tobbi pont affin burkdban, akkor a leirds egyszertsitése kedvéért feltehetjiik,
hogy ez a pont az A,,. Ekkor léteznek Aqg,..., Ap—1 € K, Ag + -+ -+ Ap—1 = 1 affin salyok
gy, hogy

Ap =X Ao+ A1+ + A1 An g,

ahonnan

- — SN
ApgAp = MAoAog + MAgAL + -+ M1 AgAn—1 = MAgAL + - - + A1 Ag A1

R
Tehat AgA, kifejezhetd a tobbi vektor linearis kombinacidjaként, ezért az AgA1, ..., AgA,

vektorok linearisan fiiggéek.

— —
Ha az AgAi, ..., AgA, vektorok linearis fligg6ek, akkor az egyik vektor kifejezhets a tobbi
linearis kombinacidjaként. A leiras egyszertisitése kedvéért feltehetjiik, hogy az AgA, fel-
irhat6é a tobbi vektor linedris kombinaciojaként. Tehat léteznek Aq, ..., A\,_1 € K skalarok
gy, hogy
ApAyp = MAGAL + - + A1 A0An—1.
A jobb oldalon vektorok affin kombinaciéjat allitjuk els, hogy vektorok linearis kombi-

e
naciodjarol pontok affin kombinaciojara térhessiink at. Ehhez az AygAp nullvektort \g =
(1 = A1 — -+ — A\p_1)-szer hozzéadjuk a jobb oldalhoz

N _ _ > —_%
AgAp = XoAgAo + M AgAL + -+ A1 A0An—1.

Innen kapjuk, hogy A, = MAo + M A1+ -+ A\—14,-1, tehat A, € af{Ag,..., Ap_1},
ezért az Ag, A1, ..., A, pontok affin fliggsek. O

Egy 3-dimenzios valos affin tér egy Z = (O; B) Descartes-féle koordinata-rendszerében adottak
az Ao(1,2,3)%, A1(2,3,1)%, A2(3,1,2)5 és A3(4,2,0)4 pontok. Az Ay, Ay, Ay pontok affin
fiiggetlenek, mert az AgA;(1,1,—2)B, ApA2(2,—1,—1)p vektorok linearisan fiiggetlenek, mivel
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—
amely megegyezik a vektorok szamaval. Az Ay, A1, Ag, A3 affin fliggdek, mert az AgA; (1,1, —2)p,
— ——

ApAy(2,—1,—1)B, ApA2(3,0,—3)p vektorok linearisan fiiggdek, mivel

1 2 3
rang | 1 -1 0 | =2#3.
-2 -1 -3

4.3.3. Affin koordinata-rendszer

A 4.1.1. alfejezetben méar részletesen atismételtiik a bazis és koordinatadk fogalmat, de az affin
koordinata-rendszerrel vald analoégia miatt réviden djra attekintjiik.

4.3.3.1. Linearis algebrai kitérs: bazis

A vektortér egy vektorrendszere bézis, ha vektorai linearisan fiiggetlenek és generatorrendszert
alkotnak. Ekkor a vektortér minden vektora egyértelmiien felirhaté6 a bézisvektorok linearis

kombinaciojaként. Linearis algebrabol ismerds a kovetkezd alternativa tétel.

4.16. Tétel (Linearis alternativa tétel)

Egy n-dimenzios V vektortér és vy,...,v, € V vektorok esetén a kiovetkezs allitasok egyenérté-
kiek:
(i) (v1,...,vn) a 'V vektortér bazisa,;
(ii) a v1,...,v, vektorok a V vektortér linearis generatorrendszere;
(iii) a v1,...,v, vektorok linearisan fliggetlenek.

4.3.3.2. Affin koordinata-rendszer

A bézis affin geometriai megfelelGje az affin koordinata-rendszer, igy hozza hasonldéan értelmez-

zik.

4.17. Ertelmezés
Az of = (Ap, Ay, ..., Ay) pontrendszer az X affin tér egy affin koordindta-rendszere, ha pontjai

affin fiiggetlenek és az X affin generatorrendszerét alkotjék.

Az affin tér affin koordinata-rendszere meghatarozza az irdnytér egy bazisat, és forditva. Igy

linearis algebrai modszerekkel igazolhatjuk egy pontrendszerrsl, hogy affin koordinata-rendszer.

4.18. Tulajdonsag (Affin koordinata-rendszer jellemzése vektorokkal)

Az (Ap, Ay,..., A,) pontrendszer az X affin tér egy affin koordinata-rendszere akkor és csakis

akkor, ha (ApA1,...,Ag4,) az X iranytér egy bézisa.

Bizonyitds. A 4.9. és 4.13. Tulajdonsagok alapjan. O

4.19. Megjegyzés
A 4.18. Tulajdonséag alapjan egy X affin tér pontosan akkor n-dimenzids, ha van (n + 1) pontbol

all6 afin koordinata-rendszere. o
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Az affin tér minden pontja egyértelmten felirhaté az affin koordinata-rendszer pontjainak

affin kombinaciojaként.

4.20. Tulajdonsag

Az of = (Ao, A1,...,A,) pontrendszer az X affin tér egy affin koordinata-rendszere akkor és
csakis akkor, ha minden M € X pont egyértelmten felirhat6 az &/ pontrendszer pontjainak affin
kombinaciojaként, vagyis egyértelmtien 1éteznek Mg, A1, ..., Ay € K, Ag+---+ A, = 1 affin silyok

ugy, hogy
M = XAy + -+ A\ An.

Bizonyitds.

Ha & az X affin koordinata-rendszere, akkor sajitosan affin generatorrendszere is, és igy
minden M € X pont felirhaté az Ag, ..., A, pontok affin kombinéciojaként, igy elég belatni
az egyértelmiiséget. Tegyiik fel, hogy az M pont kétféleképpen irhaté fel a koordinata-
rendszer pontjainak affin kombinaciojaként, vagyis

M = XAy + MAL+ -+ N4, és M:A6A0+)\/1A1++)\;An,
ahol Ao, ..., An, Abs - s AL €Kés Ao+ + Ay, = A[ + -+ X, = 1. Innen adodik, hogy
T e
AoM = XoAoAp + MAgAr + -+ + M AgAp = NgAgAg + N[ AgAr + - + N Ag A,
—— e
< MAgAL + -+ M A4y, = )\lleAl +---+ )\;LAQAn.

- —
A 4.18. Tulajdonsag alapjan (AoAz, ..., AgA,) az X irdnytér egy bazisa, ezért az AgM két
felirasdban a megfelels egyiitthatok meg kell egyezzenek, tehét

M=MN, =X, & X=1-XA—=XNy=1=-XN - =X =)\
Tehat az M pont felirdsa az Aq, ..., A, pontok affin kombinaciéjaként egyértelmii.

Forditva, ha tetszéleges M € X pont egyértelmien felirhaté az Ag, Ay,..., A, pontok
affin kombinacidjaként, akkor értelmezés szerint ez a pontrendszer az affin tér egy affin
generatorrendszere. Végil M = A; esetén az egyértelmiiségbdl kovetkezik, hogy egyik A;
pont sem irhatoé fel a tobb pont affin kombinéaci6éjaként, tehat a pontrendszer affin fliggetlen
is. 0

A fenti tulajdonsag szerint minden pont egyértelmten felirhaté az affin koordinata-rendszer

pontjainak affin kombinaciojaként, igy beszélhetiink koordinétakrol.

4.21. Ertelmezés

Ha o = (Ao, A1,...,A,) az X affin tér egy affin koordinata-rendszere, akkor minden M € X
pont esetén egyértelmtien léteznek ug, ..., u, € K, po + -+ + punp = 1 skalarok dgy, hogy M =
poAo + -+ pnAy,. Ekkor az M pont affin vagy baricentrikus koordindtdi (po, ..., pn) € K*F1

(jelolés: M (uo, .- - pn)er)-
Az o/ affin koordinata-rendszerhez viszonyitva az M pont baricentrikus koordindta-mdtriza

Ho
M)y = | | € Mpg11(K).

fin
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Egy pont baricentrikus koordinatainak 6sszege mindig 1, igy az egyik baricentrikus koordinata
meghatarozhato6 a tobbi segitségével. Ez a gyakorlatban a szamolésok helyességének ellenérzésére
is szolgalhat.

A 4.16. Tétel affin geometria megfelelGje a kovetkezd affin alternativa tétel.

4.22. Tétel (Affin alternativa tétel)

Egy n-dimenzios X affin tér és Ag, ..., A, € X pontok esetén a kovetkezs allitasok egyenértékiiek:
(i) az (Ap,...,A,) pontrendszer az X affin tér affin koordinata-rendszere;
(ii) az (Ao, ..., Ay) pontrendszer az X affin tér affin generatorrendszere;

(iii) az Ao, ..., A, pontok affin fiiggetlenek.

Bizonyitds. A 4.9., 4.13. és a 4.18. Tulajdonsagok alapjan az X affin téren az (Ao, A1,...,A,)
pontrendszerre felirt affin alternativa tétel allitasai egyenértékiiek az X irAnytéren a (v; =

ApAi, ..., v, = AgA,) vektorrendszerre felirt 4.16. Tétel megfelels allitasaival. O

Ha A # B, akkor (A, B) egy affin koordinata-rendszere az AB egyenesnek (1-dimenzios affin
térnek).

Ha X egy 2-dimenzios affin tér (sik), akkor harom nem kollinearis pontbol allo (Ag, A1, A2) pont-
rendszer affin koordinata-rendszere X-nek. Valoban, ha az (Ag, A1, A2) pontjai nem kollinearisak,
akkor af{Ag, A1, A2} nem egy egyenes, tehat 2- dlmenmos afﬁn résztér, amely megegyezik X-szel.
Tovabba af{Ao,Al,Ag?; = AgAl,A0A2> = DC igy (AoAl,AoAg) a 2-dimenziés X irdnytér egy

bazisa.

Ha Ay, A1, ..., A affin fiiggetlen pontok egy X affin térben, akkor o = (Ag, A1,..., Ax) egy
affin koordinata-rendszer a Z = af{ Ay, A1, ..., Ay} affin résztérben.

Ha (v1,...,v,) egy V vektortér bazisa, akkor (Ay = 0,41 = v1,..., A, = vn) a 'V vektortérhez
—
rendelt affin tér egy affin koordinata-rendszere, mivel (AgA; = vi,..., A4, = v,) a V egy

béazisa.

Egy 3-dimenzios X valos affin tér egy Z = (O; B) Descartes-féle koordinata-rendszerében adott az
Ao(1,1,1) %, A1(2,3,1), A2(1,2,4)4, A3(4,1,2)4 pontok affin koordinata-rendszert alkotnak,
mivel az AgAy, AgAsa, AgAs az X irdnytér egy bazisa. Valdban, felirjuk ezeket a vektorokat a B

béazisban
o1 Bl
AoAils = [Ails — [Aolz = |3] — |1| = |2].
L~ _1_ _O_
M T
[M]B = [As]z — [Ao)le = |2| — |1] = |1],
1 3
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[AoAs]p = [A1] — [Aolz =

N =
|
==
Il
_ O W

A vektorok linearisan fliggetlenek, mivel a koordinatakbol alkotott

S N =
w = O
= O W

métrix nem szingularis, igy a linearis alternativa tétel alapjan a vektorok a 3-dimenzids X valos

vektortér egy bazisat alkotjak.

4.3.4. Affin koordinatak és koordinata-transzformaéacio

A bazis és affin koordinata-rendszer kozott analogiat tovabb erdsiti, hogy az affin koordinata-
transzforméci6 is egy matrix szorzassal irhato le, ellentétben a Descartes-féle koordinata-transz-

formécioval, ahol még egy Gsszeadas is szerepel.

4.28. Tulajdonsag

Legyen o7 = (Ao, Ai,...,A,) és &' = (A}, AL, ..., A)) egy K test feletti X affin tér két
affin koordinata-rendszere. Ha ismertek az &/ rendszer pontjainak &7’ szerinti koordinatai,
Ai(ao, ..., Gin)e, minden i = 0,1,...,n esetén, és egy M (o, ..., n)s pont koordinitai az
</ affin koordinata-rendszerben, akkor az M (p], . .., ul,) e pont o7’ szerinti koordinatai kifejez-
het6k, mint

Ko app @10 --- Qano Ko
/
Hy apr ai1r ... Qnl H1
Mo = [[Aolar - [Aner| Moy, azaz |1 = | A
ettt ,U;L aon  Aln  --- Opn Hn,
Bizonyitds. Mivel A;(ao,. .., ), ezért A; = Z] Oa”A minden 7 = 0,1,...,n esetén.

Hasonloan az M (ug, . . ., fin) feltételbsl felirhato, hogy
M= =Y (Sapay | =3 (z u)
i=0 i=0 j=0 §=0

A feltétel alapjan M (uy, ..., 0,) ., ahonnan felivhato M = Y7 pi Al affin kombinéacioként
is. Mivel &/’ affin koordinata-rendszer, ezért a 4.20. Tulajdonsag alapjan az M pont kétféle
felirasaban az egyiitthatok meg kell egyezzenek, tehat

n
M]:Zaij,ui? vj:0>7n

Ezeket a relaciokat méatrix alakba frva kapjuk a (4.14) Gsszefiiggést. O
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ATy = |[Ao)w ... [An] @//} métrixot az <7 affin koordinatékrol az o/’ affin koordinatékra
valo attérési matrixnak nevezziik. Figyeljik meg a hasonlosagot a vektorok (4.6) koordinata-csere

képletével. Affin koordinata-rendszer csere esetén is teljesiilnek a
Tye =TyzTae, T =1 (I az identikus matrix), T,z = Té}?j (4.15)

Osszefliggések, minden o7, #,% affin koordinata-rendszerére egy X affin térnek.

4.29. Megjegyzés

A (4.14) osszefiiggésben szereplé matrixok minden oszlopaban az sszeg 1. o

Linearis algebraban megéallapithato egy vektorrendszer lineéris fiiggetlensége rangszamolas
segitségével, ha ismertek a vektorok koordinatai egy bézisban. FKEzzel analég médon az affin
geometridban is megallapithatd egy pontrendszer affin fliggetlensége, ha ismertek a pontok ko-

ordinatai egy affin koordinata-rendszerben.

4.30. Tulajdonsag
Legyen o/ = (Ao, ..., Ap) az X affin tér egy affin koordinata-rendszere és legyenek Ay, ..., A) € X

pontok ugy, hogy Al(al,...,al, )., minden ¢ = 0,...,k esetén. Az Aj,..., A} pontok affin

» Yin

fliggetlenek akkor és csakis akkor, ha

agy Ao .-
ap, ay ... aj

rang [[AE)]W [Az]ﬂ} = rang ?1 H okt (4.16)
ap, @y o-- Ay,

Bizonyitds. Jelolje T = [a}:], 57 @ (4.16) relacioban szerepld matrixot. Mivel

J
7=0,k
[ 171, ! r 1T 1
]. ]. e 1 CLOO alo oo ako ]. _1 _]. oo _1
0 ... 0| |ap @iy ... ajy| |0 1 0
/ / /
0 01 ... 0] ayp ay ... ayx| |0 0 1 ... 0=
000 ... 1f|ap, @, --- ap] [0 0O 0 ... 1]
B T J
1 1 ... 1 1 -1 -1 ... -1 1 0 - 0
/ / / / / / / /
ag, ay ... ag [ |01 0 ... 0 agp Ay — Qg ... QR — G
/ / / / / / / /
= |ag ayp ... aj| |0 0 1 ... 0| =|ap ajpy—ay ... a4 —ay]|,
/ / / / / / / /
KT e I VA U R |G0n  O1p — Qop - Gy — oy |

ahol a B € M,,11(K) és J € Mg11(K) matrixok nem szingularisak, det(B) =1 # 0 és det(J) =
1 #0, ezért

1 0 o 0
/ i / /
/ / / / / ayp — Qo ---  Qpp — Qg
Gpp @11 — Qo ... Qg — Qo
rangl =rang | | =1+ rang
/ / / / / alln_ag)n a;m_ag)n
agp A1 — Qo -+ Qg — Qop

S
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Tovabba minden ¢ = 1,...,n esetén az A, = ajyAg + aj; A1 + - - + al,, Ay, Osszefiiggések alapjan
% \ % H
kapjuk, hogy AgA} = alyAgAo + aj; AgAr + - - - + al, Ao Ap = aly AgAr + - - - + a},, Ao Ay, ahonnan

ALAl = AL A+ AgAl = <a61A1A0 N agnAnAo) + (agleAl T a;nAoA;>
— —_—
= (ajy — agy) Ao A1 + -+ + (afy, — agy,) Ao Ay

Ezeket a relaciokat matrix alakba i{rva kapjuk, hogy

. ay —ag .- g~ Ay
[AgA’l . A{)A” - [A0A1 c. AgAn] : ,
a/ln - af)n te a;fn - ai)n
S
ezért a ApAY, ..., AjA} vektorok linearisan fiiggetlenek pontosan akkor, ha rangS = k. Innen

kovetkezik, hogy az Aj), ..., A}, pontok affin fiiggetlenek pontosan akkor, ha rang7T = 1+4rang S =
k+ 1. O

Egy 2-dimenzios X affin térben legyen o7 = (Ag, A1, A2) egy affin koordinata-rendszer és adottak
a Bo(3,-2,0)e, Bi(=1,-1,3), B2(10,-4,-5),, € X pontok. A % = (By, B, B2) egy affin

koordinata-rendszer az X affin térben, mert a

3 —1 10
T = |[Boles [Bilw [32]&7]: -2 -1 -4
0 3 -5

matrix rangja 3 (mivel det(7") = 1 # 0), igy a 4.30. Tulajdonséag alapjan a By, By, By pontok affin
fiiggetlenek, és a 4.22. Tétel (affin alternativa tétel) alapjan affin koordinata-rendszert alkotnak.
Ha M(4,-7,4) € X, akkor az M pont baricentrikus koordinatai a # affin koordinata-

rendszerben

3 -1 10] 4 17 25 14 4 —51
Mlpg=T" [Mly=|-2 -1 —4| -|-7|=|-10 -15 8| |-7| =33,
0 3 -5 4 -6 -9 -5 4 19
~~ S—— SN——
T, [M] oy Iy [M] oy

vagyis M = —51- By + 33 - By + 19 - Bs.

4.4. Affin és Descartes-féle koordinata-rendszerek kozti kapcsolat

Egy affin koordinata-rendszerhez hozzarendelhetiink Descartes-féle koordinata-rendszereket az-
altal, hogy az egyik pontot origdénak vélasztjuk és ebbdl a pontbdl kiindulé vektorokat képeziink.
A kovetkez§ tulajdonsagban a leiras egyszertisitése miatt az Ay pontot valasztottuk origonak, de

helyette barmelyik masik A; pontot is valaszthattuk volna.

4.4.1. Affin koordinata-rendszerbdl szerkesztett Descartes-féle koordinata-

rendszer
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4.32. Tulajdonsag
Ha o = (Ao, A1,...,A,) az X affin tér egy affin koordinéata-rendszere, akkor

K = (A0;A0A17"'aA0AT\L)

az X affin tér egy Descartes-féle koordinata-rendszere. Ha M (pg, . . ., fin) oz az M pont o szerinti
baricentrikus koordinatai, akkor (p1,..., tn)% az M pont #Z szerinti Descartes-féle koordinatai

(elhagyjuk az Ap-nak megfelels koordinéatat).

Bizonyitds. Ha of egy affin koordinata-rendszer, akkor a 4.18. Tulajdonsag alapjin Z egy

Descartes-féle koordinata-rendszer. Az

—
M = poAo + p1 Ay + -+ ppAp = AgM = 1 AgAr + - - + pnAoAy,

egyenértékiség alapjan, ha (uo,...,pu,) az M pont o affin koordinata-rendszer szerinti bari-
centrikus koordinatai, akkor (u1,..., pu,) az M pont # szerinti Descartes koordinatéai. ]

T2

4.2, abra. Az of = (A, A1, As) affin koordinata-rendszerbdl szerkesztett Z = (Ag; AgA1, AgAs2)

Descartes-féle koordinata-rendszer.

Legyen & = (Ap, A1, A2) egy affin koordinata-rendszer egy 2-dimenzios valos affin térben (sik-

ban). Ha M = w, akkor az M pont baricentrikus koordinatéi az 7 affin koordinata-
— ——

rendszerben (1 2 3), és az Hy = (Ap; AoAi1, ApA1) Descartes-féle koordinata-rendszerbeli ko-

6676
e
ordinatai (%, %), az %1 = (A1; A1Ap, A1 Ay) Descartes-féle koordinata-rendszerbeli koordinatai
ey
pedig (%, %), illetve az #o9 = (Ag; AgAp, A2 Az) Descartes-féle koordinata-rendszerbeli koordina-
tai (3,2).
66

4.4.2. Descartes-féle koordinata-rendszerbdl szerkesztett affin koordinata-
rendszer

4.34. Tulajdonsag

Ha # = (O;B4,...,0n) az X affin tér egy Descartes-féle koordinata-rendszere, akkor o/ =
(O,A1,...,A,) az X affin tér egy affin koordinata-rendszere, ahol A; = ¢(f;,O), minden ¢ =
1,...,n esetén az origd eltoltjai a bazisvektorokkal. Ha (u1, ..., u,) az M pont Z Descartes-féle
koordinata-rendszer szerinti koordinatai, akkor (1 — pq — -+« — fip, ft1, - . ., ) @z M pont o7 affin

koordinata-rendszer szerinti baricentrikus koordinatai.
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T —
Bizonyitds. Mivel 1 = OAq,..., B, = OA,, ezért a 4.18. Tulajdonsag alapjan <7 affin koordinata-
rendszere az X affin térnek. Ha (u1,...,u,) az M pont #Z szerinti Descartes-féle koordinatéai,
akkor

——
OM = p1f1+ -+ + pnfn
e e
= mOAL + - + 1 OA,

— s
:(1—,u1—---—un)@—FMlOAl—I—---—l—unOAn,

ahonnan M = (1—puy—- -+ —pn)O+p1 A1+ - -+ un Ay, vagyis az M pont o7 szerinti baricentrikus

koordinatai (1 — p1 — -+ — fny 1y - -y fhn)- O

4.3. abra. Az % Descartes-féle koordinata-rendszerbdl szerkesztett < = (O, A;, As) affin

koordinata-rendszer.

Egy % Descartes-féle koordinata-rendszerbél szerkesztett affin koordindta-rendszer
o = (Ao(0,...,0)%,A1(1,0,...,0)%,..., An(0,...,0,1)%)

alakt, ha a pontjait az # szerint irjuk fel. Valoban, Ay = O(0,...,0) és a (4.4) Osszefliggés
alapjan [4;]y = [Olz + [BilB =[0...0'+[0...1...0" =1[0...010...0])", minden i =
1,...,n esetén, ahol B = (B1,..., ().

Legyen & = (6, €1,...,en) a K" affin tér kanonikus Descartes-féle koordinata-rendszere, ahol E =
(e1,...,en) a K" K-vektortér kanonikus bazisa. Ehhez a Descartes-féle koordinata-rendszerhez

rendelt affin koordinata-rendszer &/ = (6, €1y s En).

Legyen #Z = (O; 1, 02) egy Descartes-féle koordinata-rendszer egy 2-dimenzios affin térben
(sikban). Az % Descartes-féle koordinata-rendszerhez rendelt affin koordinata-rendszer # =
(O, By, Bs), ahol B1(1,0)5 és Bz(0,1)5. Ha adott az M(3,4)4 pont az # Descartes-féle
koordinata-rendszerben, akkor az M pont baricentrikus koordinatai a & affin koordinéata-rendszer-
ben M(—6,3,4) 4.

Legyen Z = (O; B) egy X affin tér Descartes-féle koordinata-rendszere és adottak a By(—2,0),
Bi1(—1,3)%, B2(—4,—5)4 € X pontok. Vessziik az # Descartes-féle koordinata-rendszerhez ren-
delt &7 affin koordinata-rendszert, amelyben By(3, —2,0)./, B1(—1,—1,3) 4, B2(10, —4, =5) s (az
els6 koordinatakat tgy kaptuk, hogy 1-bél levontunk a tobbi koordinata Gsszegét). A 4.31. Pél-
daban belattuk, hogy & = (B, Ba, Bs) affin koordinata-rendszer.



5. fejezet

Affin részterek egyenletei

5.1. Affin részterek paraméteres egyenlete

A Descartes-féle koordindta-rendszerek bevezetése utan értelmezhetjiik az affin részterek egyen-
letét. Kétféle egyenletrdl fogunk beszélni: paraméteres és algebrai egyenletrsl. A paraméteres
egyenlet segitségével pontokat lehet generdlni az adott affin résztérbsl. Megfelel6 paraméterek
valasztasa esetén egy affin koordinata-rendszerét is megkaphatjuk az adott affin résztérnek. Az
algebrai egyenlet segitségével pedig egy adott pontrél konnyen leellenérizhets, hogy benne van-e
az adott affin résztérben vagy sem. Ezenkiviil két affin résztér metszete konnyebben kiszamolha-
t6, ha az egyik paraméteres egyenlet altal adott, mig a méasik algebrai egyenlet altal. Felirjuk az
egyenes és hipersik egyenletét is affin tér esetén. Ezek alakja hasonlit a térben felirt egyenes és
sik egyenletére. Végiil megnézziik, hogy hogyan lehet atirni az egyenleteket egyik Descartes-féle

koordinata-rendszerbdl a méasikba.

5.1.1. Affin résztér paraméteres egyenlete

Legyen X egy K test feletti affin tér és Z = (O; B) egy Descartes-féle koordinata-rendszere, ahol
B az X irdnytér egy bazisa. Az X tér egy Y affin részterét meghatarozza egy A € Y pontja és a
résztér g iranytere, mivel Y = t(g, A)={t(v,A) |v e 9} Ismertnek tekintjiik az Y affin résztér

egy A(ai,...,an)s pontjat, illetve az g iranytér egy (wi(wi, ..., W1ip)B,-- -, Wk (Wk1, -« -, Wikn)B)
bazisat. Egy M(x1,...,2,)% pont pontosan akkor van benne az Y affin résztérben, ha létezik

v € Y vektor gy, hogy M = t(v, A), ahonnan a (4.4) osszefiiggés alapjan adodik, hogy

(M]p=[Alp+[vlg- (5.1)
Mivel (w1, ...,wy) az Y iranytér egy bazisa, ezért minden v € Y vektor egyértelmten felirhato
ezen bazisvektorok linearis kombinaciojaként, azaz egyértelmien léteznek A1, ..., \p € K skalarok

agy, hogy v = A\jwy + - - - + Apwg, ahonnan kapjuk, hogy
['U]B = [)\1w1 + -4 )\kwk]B = )\1[w1]}3 + -4 )\k[wk]B. (5.2)

Osszegezve, az (5.1) és (5.2) Osszefiiggések alapjan M € Y pontosan akkor, ha egyértelmtien

léteznek A1, ..., \r € K skalarok tgy, hogy

M)z = [Alz + M[wi]B + - - - + Mg [wi]B, (5.3)

108
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amelyet kiirva koordinatakkal kapjuk, hogy
(1‘1, . ,xn) = (al, . ,an) + )\1(71)11, ey wln) + -+ )\k(wkl, R ,wkn). (54)
Ezt egyenletrendszer alakjaban is szoktuk frni

r1 = a1 + \wi + -+ Agwi
J AL, - A € KL (5.5)
Ty = Ap + MWip + -+ 4 ApWhn,.

Az (5.3), (5.4), (5.5) egyenértéki alakokat nevezziik az Y affin résztér paraméteres egyenletének.

5.1.1.1. Affin résztér affin koordinata-rendszerének megadasa

Az (5.5) paraméteres egyenletbe a (A1, Ag,..., A\;) paramétervektor helyébe rendre (0,...,0),
(1,0...,0), ..., (0,...,0,1) értékeket helyettesitve megkapjuk az Y affin résztér egy

dy = (Ao(ar,...,an), Ar(ar +wit,...,an +win), .., Ap(ar + Wk, ..., + Wiy))

affin koordinata-rendszerét. Sajatosan, az affin résztér felirhaté a koordinata-rendszert alkoto
pontok affin burkaként Y = af{Ag, A;,..., Ax}. Tovabba minden M € Y pontra egyértelmiien
léteznek Ao, ..., Ax € K, Ao+ --- 4+ A\x = 1 affin sdlyok tugy, hogy M = MgAg + - - - + A\ Ag.

5.1. Megjegyzés

Megjegyezziik, hogy ha ellenérizni szeretnénk az affin részterek Y C Z bennfoglalasat, akkor elég

leellendrizni, hogy az Y affin koordinata-rendszerét alkotoé Ay, ..., Ap pontok benne vannak a Z
affin résztérben. o

Tekintsiink egy 4-dimenzios valos affin térben egy #Z = (O; B) Descartes-féle koordinata-rendszert,
ahol B az iranytér egy bazisa. Legyen Y azon affin résztér, amelynek egyik pontja A(1,4,3,—8)4
és irdnytere Y= (w1(1,2,-3,5)B, w2(—2,6,7,—4)). Ekkor az Y affin résztér paraméteres egyen-
lete

/

r1 =14+ X1 —2X
o =4+ 2M + 06X
3 =3 =3\ +TA
xy=—8+ 5\ —4X

Ekkor (A1, A2) = (0,0) esetén visszakapjuk az Ay = A(1,4,3,—8)4 pontot, illetve (A1, \2) =
(1,0) esetén az A1(2,6,0,—3)% és (A1, A2) = (0,1) esetén az As(—1,10,10, —12)4 pontokat. Az
oty = (Ao, A1, A2) pontrendszer az Y résztér egy affin koordinata-rendszere.

, A1, A2 € R (5.6)

Az R* valos vektortér Y = (4,1, —3,6) + ((—2,0,7,0), (3,5,1,—1)) linearis varietasanak paramé-
teres egyenlete (a kanonikus koordinata-rendszerben)

T1 =4 —2)M + 3\

To = 1 + 5)\2

, A1, A2 € R.
3= =3+ T\ + A2

l’4:6—)\2
\



5.1. AFFIN RESZTEREK PARAMETERES EGYENLETE 110

Az Y linearis varietéas egy affin koordinata-rendszere

Ay = (Ap(4,1,-3,6), A1(2,1,4,6), Ax(7,6,—2,5)).

5.1.1.2. Affin fiiggetlen pontok altal kifeszitett résztér paraméteres egyenlete

Legyenek Ag, A1,...,Ar € X affin fiiggetlen pontok egy X affin térben. Feltételezziik, hogy
ismertek ezen pontok koordinatai az % Descartes-féle koordinata-rendszerben, azaz adottak
Ai(ai1, ..., ain)%, mindeni = 0,..., kesetén. Ekkor az Y = af{ Ay, A1, ..., Ay} affin résztér para-
méteres egyenletét a kovetkezSképpen irhatjuk fel. Az Y affin résztér egy pontja Ag(ao1, - - -, Gon )%,

tovabba a 3.11.5. alfejezet alapjan az Y résztér iranytere

= —
Y=af{Ag, A1, ..., Ax} = (AgAL,..., AgAy).

A 4.18. Tulajdonsag alapjan (AgAy, ..., AgAy) az y iranytér egy bazisa, mert oy = (Ao, ..., Ax)
az Y résztér egy affin koordinata-rendszere. A (4.3) alapjan ezen bazisvektorok koordinéta-

matrixa

a1 — ao1
—
[AoAilB = [Ail# — [Ao)z =

Ain — QOn

Az (5.2) alapjan egy M (x1,...,xy,)% pont pontosan akkor van benne az Y = af{ Ay, Ay, ..., Ay}
affin résztérben, ha léteznek Aq, ..., \; € K skalarok ugy, hogy

M)z = [Aole + M [AoAl]s + -+ M[AoAiln
= [Aolz + M ([A1]z — [Aolz) + -+ + Mk ([Aklz — [Aolz)
=1 =A== M)[Aolz + M[A1]lz + - + M [Ak] 2.

Innen kapjuk, hogy az Y = af{ Ay, A1, ..., Ax} affin résztér paraméteres egyenlete

X1 ao1 aii ag1
:(1_)\1__)%) +)\1 ++)\k5 ) )\17"'7)\/€EK7
T, aon A1n Qkn
SN—— SN——
[M]e [Aolz (A1l [Arl2

amely egyenletrendszer alakjaban a kovetkezSképpen néz ki:

x1 =1 =X — = Xp)aor + A1a11 + -+ - + Agag
. 7/\1,---7>\k€K' (5'7)

xn:(1_)\1_..._)\k)aon—i—)\laln—i-"“")\kakn

Tekintsiik egy 4-dimenzios valos affin tér egy Z = (O;B) Descartes-féle koordinata-rendszerét,
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ahol B az iranytér egy bazisa. Legyen Ag(1,4,3, —8)%, A1(2,6,0,—3)%, A2(—1,10,10,—-12)4 az
affin tér harom pontja. Ezek a pontok affin fiiggetlenek a 4.30. Tulajdonsig alapjan, mert

1 2 -1
4 6 10

rang [[Aole [Ails [A]s] = rang e
-8 -3 -—12

Az (5.7) egyenlet alapjan az Y = af{Ag, A1, Ay} résztér paraméteres egyenlete

=1-XM=X)-1+X -2+ (—1)

1-AX A) -4+ A -6+ Xy-10

=1-M=2g)-44+M ? A1, Ao € R. (5.8)
903—(1—)\1 A2) 34+ A -0+ A2-10

(1—)\1 ) (—8)+/\1~(—3)+)\2'(—12),

ahonnan visszakapjuk az 5.2. Példa (5.6) paraméteres egyenletét.

Tekintstik az affin tér M(—3,26,18,—10)4 és N(1,1,—1,—1)% pontjait. Megvizsgaljuk,
hogy M és N rajta vannak-e az af{Ag, A1, A2} sikon és ha igen, akkor hogyan irhatok fel az
Ay, Ay, Ay pontok affin kombinéciojaként. Az M (—3,26,18,—10)4 pont koordinatait behelyet-
tesitve az (5.8) egyenletrendszer bal oldalaba kapjuk a

—3=14+X -2\
26 =4+ 2\ + 06X\
18 =3 -3\ + 7\
—10 = =8+ 5\ —4X2

—4 =X —2)\
22 =2X1 + 62
15 = =3\ + T\
—2 =05\ —4)\

egyenletrendszert. Ez a rendszer kompatibilis és a megoldasa A\; = 2, A2 = 3, ahonnan kovetkezik,
hOgy M e af{Ao,Al,Ag} és M = (1—)\1—A2)-A0+)\1-A1+>\2~A2 =—4-Ag+2-A;+3-As.

Az N(1,1,—1,—1), pont esetén felirt

1=14+X —2X
1=442M\ 46X
—1=3-3\+7\
—1=-8+5\ —4X

0=MX1—2\

—3 =2\ +6X
—4=-3\+T\
7T=>5\ —4X\

egyenletrendszer nem kompatibilis, ezért az N pont nincs rajta az af{ Ao, A1, A2} sikon, igy nem

is irhato fel az Ag, A1, As pontok affin kombinacidjaként.

Az R* valos affin térben adottak az Ag(1

,—1,0,2), A1(0,1,1,0), A2(0,0,1,—1) pontok (az &

kanonikus koordinata-rendszerhez viszonyitva). Ezek a pontok affin fiiggetlenek, mert

rang [[Aole [Ai]e [AQ}@@} = rang

1
-1

SO = = O
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Az Y = af{Ag, A1, Ay} linearis varietas 2-dimenzios és a paraméteres egyenlete

;

=1=XA—=X) - 1+XA-04+X2-0 z1=1—-)X1 — X\

1—X = A +A-14+2X:0 o =—142X 1 + A

== =d) - (P A ? — {7 P AL M ER
.1’3—(1—)\1 )\2) O+ A -14+X-1 T3 = M + Ao
a:4—(1—/\1 )2+/\1 0+)\2'(—1) \.1‘4:2—2)\1—3/\2

5.2. Affin résztér algebrai egyenlete(i)

A 2.1.3. alfejezetben igazoltuk, hogy egy inhomogén lineéris egyenletrendszer megoldashalmaza
affin résztér, amelynek iranytere a megfelel6 homogén egyenletrendszer. Ebben az alfejezetben
ennek a forditottjat fogjuk belatni, éspedig minden affin résztér felirhatd, mint egy inhomogén
egyenletrendszer megoldashalmaza. Egy affin résztér egyenletrendszerként valé felirasa hasznos,
ha egy adott pontrél le akarjuk ellenérizni, hogy rajta van-e az affin résztéren. Ha az adott pont
koordinatai teljesitik az egyenletrendszert, akkor rajta van, kiilonben nincs rajta.

Legyen Z = (O; B) a K test feletti X affin tér egy Descartes-féle koordinata-rendszere, ahol B
az X iranytér egy béazisa. Legyen Y az X egy affin résztere, amelynek egy pontja A(aq,...,a,)% €

Y és az irdnyterének egy bazisa (wi(wi1, ..., Win)B, -« Wk(Wk1, ..., Wkn)B)-
Bevezetjiik a kovetkezs jelolést: x(zy,...,x,)B € X és YY1, .-, Yn)B € X esetén legyen az x

és y vektorok zdrojele

(z,y) = z1y1 + ** + TnYn.

A vektorok zarojele szimmetrikus (z,y) = (y,x) és ha K = R, akkor megegyezik egy skalarszor-

zattal.
Tekintjlik a kovetkezé homogén segéd egyenletrendszert az yi, ...,y ismeretlenekben:
wiy1 + -+ Winyn =0 (w1,y) =0
— : . (5.9)
We1y1 + -+ + WknYn =0 (wg,y) =0

Az (5.9) homogén egyenletrendszer 8§ megoldashalmaza egy linearis altere az X irdnytérnek,
tovabbé

w1 .. W1in
dimg 8§ =n —rang | | =n—k,
W1 .- Wkn
mivel a wy(wi1,..., W), .., Wp(Wk1,- .., Wky) vektorok linearisan fiiggetlenek. Vegyiik az 8

linearis altér egy (dl(dn,...,dln),...,dn,k(dn,kl,...,dn,kn)) bazisat. Megjegyezziik, hogy

K =R test esetén 8§ = (9’){ a wi, . ..,w; vektorokra meréleges vektorok lineéris altere.

5.6. Tulajdonsag (Affin résztér algebrai egyenlete)
Legyen X egy K test feletti n-dimenzios affin tér, amelynek &% egy Descartes-féle koordinata-

rendszere. Ha Y az X azon k-dimenzios affin résztere, amelynek egy pontja A(ai,...,an)% €Y
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és iranytere g = (wi,...,wg), akkor az Y résztér azon M(x1,...,x,)% € X pontok halmaza,

amelyek #Z Descartes-féle koordinata-rendszer szerinti koordinatai teljesitik a

dll(xl—a1)+'-‘+d1n(:cn—an):0 (dl,M—A):O
: = : (5.10)
dn—kl(xl - al) 4+ dn—kn(wn - an) =0 (dn—kz7 M — A) =0

egyenletrendszert, ahol a dy, ..., d,_j vektorok az (5.9) segédrendszer egy bazisat alkotjak.
Bizonyitds. A dy,...,d,_j vektorok az (5.9) egyenletrendszer megoldasai, tehat

(wy,d1) =0 (wi,dp—k) =0

(wg,d1) =0 (Wi, dp—k) =0

Ezt az (n — k) darab rendszert, amelyek mindegyike k egyenléséget tartalmaz, atcsoportositjuk

k darab rendszerbe, amelyek mindegyike (n — k) egyenlSséget tartalmaz és kapjuk, hogy

(wi,d1) =0 (wy,d1) =0
: ey : . (5.11)
(w1,dn—k) =0 (wk, dp—i) =0
Mivel a dy, ..., d,_ vektorok linearisan fliggetlenek, ezért a
(di,y)=0
: : (5.12)
(dn—ka Yy ) =0
egyenletrendszer 8’ megoldashalmaza egy k-dimenzios lineéris altér. Az (5.11) alapjan wy, ..., wy

linearisan fiiggetlen vektorok az 8’-ben vannak, igy az 8’ egy bazisat alkotjak.

Az Y paraméteres egyenlete alapjan M (z1,...,x,)% € Y pontosan akkor, ha
M:A+)\1w1+'~+)\kwk,

valamely A, ..., \; € K skalarok esetén, vagyis ha M — A € (w1, ..., wg). Igy M(xq,...,2,)% €
Y akkor és csakis akkor, ha y = M — A teljesiti az (5.12) egyenletrendszert, ami egyenértéki
azzal, hogy (x1,...,2,) az (5.10) egyenletrendszer megoldasa. O

Egy 4-dimenzids valos affin térben legyen #Z = (O; B) egy Descartes-féle koordinata-rendszer,
ahol B az iranytér egy bazisa. Legyen Y azon affin résztér, amely tartalmazza az A(1,3,4,—8)4
pontot és az irdnytere Y = (w1(1,2,-3,5)B,w2(—2,6,7,—4)g). Az Y affin résztér algebrai
egyenlete kovetkezSképpen irhato fel. Elészor felirjuk az (5.11) segédegyenletrendszert:

Loyt +2-y2+(=3) - y3+5-y4 =0
(=2) y1+6-y2+7-y3+(—4)-yu=0

(5.13)
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1 -3
Mivel 5 7 =1 # 0, ezért legyenek y, y3 fGismeretlenek és yo = «, y4 = v mellékismeretle-

nek. Ekkor az (5.13) egyenletrendszer megoldashalmaza

{(—32a — 237, a, —10ax — 6, 7) | o,y € R} = ((—32,1,-10,0), (—23,0,—6, 1)),

d1 d2

ahonnan kapjuk, hogy Y pontjai pontosan azok a pontok, amelyek & szerinti koordinétai teljesitik

a
—32(x1 — 1)+ (9 —3) — 10(x3 —4) =0 32x1 — o + 1023 = 69
(x1—1) + (22— 3) (z3 —4) — 1= T2 3 (5.14)
—23(%1 — 1) —6(3;3 —4) + (a:4+8) =0 23x1 + 6x3 — x4 = 55
egyenletrendszert.

A kapott egyenletek helyességét a kivetkezd modon ellendrizhetjiik le. Vessziik az Y résztér
egy oy = (Ap(1,3,4,—8) = A, A1(2,5,1,-3) = (w1, A), As(—1,9,11,—12) = t(ws, A)) af-
fin koordinata-rendszerét, amelyet az 5.1.1.1. alfejezetben targyalt moédon szerkeszthetiink meg.
Ezen affin koordinata-rendszer pontjai kell teljesitsék az (5.14) egyenleteket.

Masik ellendrzési modszer, hogy a megadott A(1,3,4, —8) pont kell teljesitse az (5.14) egyen-
leteket, illetve a wi(1,2,—3,5) és wo(—2,6,7, —4) vektorok pedig az g irdnyteret megado

3221 —x9 4+ 1023 =0
23x1 +6x3 —x4 =0

homogén egyenleteket.

Egy 4-dimenzios valos affin térben legyen #Z = (O; B) egy Descartes-féle koordinata-rendszer,
ahol B az iranytér egy bazisa. Ha az Y affin résztér paraméteres egyenlete az # Descartes-féle

koordinata-rendszerben )

1 =1+ — 2
To =4+ 21 + 69
r3=3—3\1 +7A
T4 = —8+ 0\ — 4

7)‘17>\2 ER)

akkor innen leolvashatd, hogy Y résztérnek egy pontja A(1,3,4 — 8)4, melynek koordinatait
A1 = A = 0 helyettesitésre kapjuk, illetve az iranytere Y = (w1(1,2,-3,5)B, wa(—2,6,7,—4)B),
ahol a w; bazisvektor koordinatéi a \; paraméter egyiitthatoi, mig a wo béazisvektor koordinatai
a Ao paraméter egyiitthatoi. Ezutan az 5.7. Példa szerint kiszamolhatjuk az Y résztér algebrai

egyenletét.

Az R?* valés vektortér Y = (4,1,-3,6) + ((—2,0,7,0),(3,5,1,—1)) lineéris varietasanak (az &
kanonikus koordinata-rendszerben vett) algebrai egyenletét a kovetkezképpen szamolhatjuk ki.

Elsbb felirjuk a segédrendszert:

(=2) 11 4+0-y2+T7-y3+0-y4 =0 — —2y1+Ty3 =0
31 +5-y2+1-ys+(—=1)-ya=0 3y1 +5y2 +y3s —ys =0

9
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amelynek megoldashalmaza
7 23 7 23
8= {(26704757505—1_ 26) ‘ Oé,B € R} = {a(071>0’5) +5 (2’07172> ‘ OK,B € R}

7 23
= <(0, 1,0,5), (,0, 1, >> =((0,1,0,5),(7,0,2,23)).
2 2 Nkl At/ NS At Yyt Bl
d1 do

Innen felirhatjuk az Y linearis varietas algebrai egyenletét:

0‘(.%‘1—4)+1-(.7}2—1)+0'(.%'3+3)+5’<1'4—6):0 PN To + bxg = 31
7-(xt1—4)+0-(z2—1)+2-(z3+3)+23-(x4—6)=0 Tx1 + 223 + 2374 = 160
(5.15)
Az Y linearis varietas 9 irdnytere az
To+ 524 =0
2o (5.16)
Tx1+ 2x3 4+ 2324 =0
homogén egyenletrendszer megoldashalmaza.
Ellendrzésképpen az Y linearis varietas (4, 1, —3, 6) pontja teljesiti az (5.15) egyenletrendszert

ésazy iranytér (—2,0,7,0),(3,5,1, —1) vektorai teljesitik az (5.16) homogén egyenletrendszert.

5.2.1. Hipersik algebrai egyenlete

A kovetkez6ben a hipersik algebrai egyenletét fogjuk felirni, amely hasonlit a térbeli sik egyen-
letéhez. Emlékeztetiink, hogy hipersik olyan affin résztér, amelynek dimenzi6ja eggyel kisebb,

mint az affin tér dimenzidja.

5.10. Tulajdonsag (Hipersik algebrai egyenlete)
Legyen X egy K test feletti n-dimenzios affin tér, amelynek #Z = (O;B) egy Descartes-féle
koordinata-rendszere, ahol B az irdnytér egy bazisa. Legyen H az X affin tér egy hipersikja,

amelynek egy pontja A(aq,...,a,)s és iranytere
H = (hi(hi1,--- hin)B, - - b1 (hno11, - - - Pn1n)B),

ahol hy,...,h,—1 linearisan fiiggetlen vektorok. Ekkor az M (x1,...,z,)% pont akkor és csakis

akkor van rajta a J hipersikon, ha koordinatai teljesitik az

r1—ay X2 —az ... Tp — Qp
h11 hio e hin
] ] ] =0 (5.17)

hpn-11 hp—12 oo hpoin
egyenletet.
Bizonyitds. Mivel a hq,...,h,_1 vektorok linearisan fiiggetlenek, ezért

h11 . hln
rang : : =n—1.

hnfll s hnfln
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hit ... hii- hiivi ... hiy
Ha d; = (—1)i*! : , minden i = 1,...,n esetén, ak-
hp—11 - hp—1ic1 hp—tig1 o0 hpoin
kor a d(di,...,dy,) vektor nem nulla és minden j =1,...,n — 1 esetén
hjl hjz s hjn
hll h12 o« o hln
hj,d) = hjidy + -+ hyndp = | =0,
(2 d) = hjrca e I T P
hp—11 hn-12 .. hpoin

(a determinéans két sora megegyezik). Az 5.6. Tulajdonsag alapjan kapjuk, hogy a H hipersik
egyenlete di(x1 —a1) + -+ + dp(xy, — a,) = 0, ami egyenértékd az (5.17) egyenlettel. O

Egy 4-dimenzios valos affin tér Z = (O; B) Descartes-féle koordinata-rendszerében adottak az
A0(3, 4, 2, 0)%, A1(2, 5, 2, —1)%, A2(3, 4, 1, 1)%, Ag(l, 3, 3, 2)@ pODtOk. AXH = af{Ao, Al, Ag, Ag}
egy hipersik. Valéban, az Ag, Ay, Az, As pontok affin fliggetlenek, mert az ApA7, AgAs, Ay As

vektorok lineédrisan fiiggetlenek:

-1 0 -2

1 0 -1
rang [[AOAl]B [AgAs]  [ApAs|g| = rang 0 1 1 —3.

-1 1 2

AH= t(<AoA1, ApAs, A0A3>, AO) hipersik algebrai egyenlete

1 —3 x0—4 x3—2 x4—0
-1 1 0 -1
0 0 -1
-2 -1 1 2

=0 <= 2x1 + 5x9 + 323 + 3x4 = 32. (5.18)

Valoban, a megadott Ay, A1, A2, Az pontok teljesitik az (5.18) egyenletet.

Az R* valos vektortér H = (1,-2,3,—4) + ((1,-1,0,0), (1,0, —1,0), (1,0,0, —1)) hipersikjanak

egyenlete (a kanonikus koordinata-rendszerben)

r1—1 2042 x3—3 x4+4

! -1 0 0 0 < 21+ 22+ 23+ 2
= X X X Ty = —4.

1 0 1 0 1 2 3 4

1 0 0 1

Az M = (1,-2,1,—2) pont rajta van a H sikon, mert az M koordinatai teljesitik a I egyenletét,
1-24+41—-2=-2. Az N =(1,1,1,1) pont nincs rajta a H hipersikon, mert koordinatai nem
teljesitik a H hipersik egyenletét, 1 +14+1+1 =4 # —2.
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5.2.2. Egyenes algebrai egyenlete

A kovetkezdben az egyenes algebrai egyenletét fogjuk felirni, amely hasonlit a térbeli egyenes

egyenletéhez.

5.13. Tulajdonsag

Legyen X egy K test feletti n-dimenzios affin tér, amelynek #Z = (O;B) egy Descartes-féle
koordinata-rendszere, ahol B az iranytér egy bazisa. Legyen L az X affin tér azon egyenese,
amely atmegy az A(ai,...,an)s ponton, és amelynek irdnytere L= (u(uq,...,un)B). Ekkor £

azon pontok halmaza, amelynek koordinatéi teljesitik a kovetkezd egyenleteket

r1 —al L2 — a2 Lp — an

u1 U2 Un,

Bizonyitds. Az L egyenes paraméteres egyenlete

r1 = a1 + Auy

,Ae K,
Ty = Ap + AUp,

ahonnan kifejezve a A paramétert kapjuk, hogy A = £1-91 = 2492 — ... — Zn—dn_ O

ul u Un,

Az R* valos vektortér £ = (1,2, —3,4) 4+ ((—2,1,0,3)) linearis varietdsa egy egyenes, és amely-
nek egyenlete a kanonikus koordindta-rendszerben

r1—1 2o+2 w3+3 x4—4
-2 1 0 3

Egy 4-dim. valos affin tér egy Z Descartes-féle koordinata-rendszerében adottak az A(—2,1,4,0)4
és B(3,0,7,—1)4 pontok. Az A és B pontokon atmens AB = af{ A, B} egyenes egyenlete

1’14—2_.%'2—1_.%3—4_&
5 -1 3 -1

5.2.3. Affin részterek metszete, bennfoglalas, paArhuzamossaga

Az affin résztér paraméteres és algebrai egyenlete hasznos affin részterek bennfoglalasanak, parhu-
zamossaganak eldontésére vagy részterek metszetének kiszamolasara is. A kiovetkezSkben ezekre

mutatunk példakat.

5.2.3.1. Affin részterek metszete

Analitikus mértanban a sik és egyenes metszetét ugy szamoltatok ki, hogy az egyenest felirtatok

paraméteres alakba, majd a sfk algebrai egyenletébe helyettesitve meghataroztatok a paraméter
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értékét. Ezt a paramétert visszahelyettesitve az egyenes paraméteres egyenletébe megkaptatok
az egyenes és sik metszéspontjat.

A 3.10. alfejezetben példakon keresztiil mutattunk egy tablazatos modszert affin részterek
metszetének kiszamolésara. Két affin résztér metszetét tgy is ki tudjuk szamolni, hogy az egyik
résztérnek felirjuk a paraméteres egyenletét, majd behelyettesitjiik a méasik résztér algebrai egyen-
leteibe. Az igy kapott egyenletrendszerbdl kiszamoljuk a paramétereket és visszahelyettesitjiik
az els§ paraméteres egyenletébe, megkapva a metszet paraméteres egyenletét.

A metszet szamolasnal a kisebb dimenzios affin résztér paraméteres egyenletét érdemes felirni,
hogy minél kevesebb paraméteriink legyen, illetve a nagyobb dimenziés affin résztér algebrai

egyenletét érdemes felirni, hogy minél kevesebb egyenletiink legyen.

Egy 4-dimenzi6s valos affin tér egy & Descartes-féle koordinata-rendszerében adottak az

Yy =t(((3,4,-3,7),(1,2,-2,3)), (1,1,1,2)) és Yo = t({(1,2,-3,5), (—2,6,7, —4)), (1,3, 4, —8))

v

~
V1 Vo A w1 w2 B

affin részterek. Az Y1 N Yo metszetet a kdvetkezGképpen szamolhatjuk ki. Felirjuk az Y; affin

résztér paraméteres egyenletét

1 =14+ 31 + Xy
To =1+ 4X + 29
.%'3:1—3)\1—2)\2

s )\1,)\2€R.

T4 =24+TA + 32

Felirjuk az Yo affin résztér algebrai egyenletét. Ehhez el6bb megoldjuk az

y1+2y2 —3y3 +5ys =0
—2y1 +6y2 +Ty3 —4ys =0

segédrendszert, amelynek megoldashalmaza

{(_32a - 2377 &, —10a — 67) V) | o,y € ]R} = <(_327 17 _1070)7 (_23707 _67 1))

dl d2

Innen kapjuk az Yo affin résztér algebrai egyenletét:

32x1 — xo + 1023 = 69
23x1 + 6x3 — x4 = 55

Az Y, paraméteres egyenletét behelyettesitjiik az Yo algebrai egyenletébe, igy kapva a

32(1 + 31 + )\2) — (1 +4X\ + 2)\2) + 10(1 —3)\1 — 2)\2) =69 31\ +5X =14
<~
23(1 + 3\ + /\2) + 6(1 — 3\ — 2)\2) — (2 + T + 3A2) =55 11X +2X =7
egyenletrendszert. Ennek az egyenletrendszernek a megoldasai Aj = —1 és Ay = 9. A ka-

pott megoldasokat visszahelyettesitjiik a Y; paraméteres egyenletébe, igy kapva az Y1 NYy =
{(7,15,—14,22)} metszetet.
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A 3.29. Példaban tablazatos modszerrel kiszamoltuk az R?* valos vektortér
Y1 =1(1,2,3,4) +((2,1,0,-2),(1,1,-1,1)) és Yo =(0,1,3,3)+((1,1,0,1),(1,0,1,-3))

linearis varietasainak a metszetét. Ujra kiszamoljuk a metszetet az algebrai egyenletet felhasz-
nalva.

Felirjuk az Y; linearis varietas paraméteres egyenletét:

1 =142X 4+ Ao
To =24+ A1+ Ao
r3 =3 — Ay

T4 =4 —2X 1 + X

s AL, A2 € R.

Kiszamoljuk az Yo algebrai egyenletét. Ehhez elébb felirjuk és megoldjuk a segédrendszert:
y1+y2+ys=0
yi+ys—3ys=0

Legyenek w9, y3 fGismeretlenek és y; = t1, ys = to mellékismeretlenek. Ekkor a segédrendszer

megoldashalmaza

S = {(tl, —t1 — 9, —11 +3t2,t2) ‘ t1,12 € R} = ((1, —1, —1,0), (O,—1,3, 1)>,

~

d1 do
ahonnan felirhatjuk az Yo lineéris varietas algebrai egyenletét:
.7}1—(.7}2—1)—(333—3):0 .%‘1—33‘2—1‘3:—4
<~
—(x2—1)+3(m3—3)+(:c4—3):0 —x9 +3x3+ x4 =11

Az Y, paraméteres egyenletét behelyettesitjiik az Yo algebrai egyenletébe:

(1+2)\1—|—)\2)—(2+)\1+)\2)—(3—)\2):—4 PN AM+X=0
—(2+A1+)\2)+3<3—/\2)+(4—2>\1—|—/\2):11 —3X1 =3 =0
Ennek a rendszernek a megoldés halmaza A\; = —Agy = s, s € R, amelyet visszahelyettesitve az

Y1 paraméteres egyenletébe kapjuk az Y1 N'Yo metszet paraméteres egyenletét:

r1=1+s

To = 2

? , s eR.
$3:3+8

x4 =4—3s

Innen Y1 NYe = (1,2,3,4) 4+ ((1,0,1, -3)).

A 3.18. és 3.19. Példdkban mér vizsgaltuk két lineédris varietds bennfoglalasat. Ezeket a

példakat is djra megvizsgéljuk az algebrai egyenleteket felhasznalva.
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A 3.18. Péeldaban vizsgaltuk az R* vektortér Yy = (0,1,2,—4) + ((1,-1,0,1), (1,1,-1,4)) és
Yo =(5,0,0,—1) + <(1, 1,-1,2), (2,0,-1,3), (1,—1,0, —1)> linearis varietasainak bennfoglala-
sat. Mivel dimY; = 2 < 3 = dim Ys, ezért elég megvizsgalni, hogy Y1 C Y. Ehhez pedig felirjuk
az Y1 linearis varietas egy affin koordinata-rendszerét, amelynek pontjait behelyettesitve az Yo
linearis varietas algebrai egyenletébe elddnthetjiik a bennfoglalast.

Az Y linearis varietas paraméteres egyenlete:

T1 =M+ A

xa=1—X1+A

? ' ? ; )‘15>‘2€R7
:L'3=2—A2

T4 = —4+ M +4)\

ahonnan az Y egy affin koordinata-rendszere o7y, = {A4¢(0,1,2,—-4), A1(1,0,2,-3), A2(1,2,1,0)}.
Kiszamoljuk az Yo hipersik algebrai egyenletét:

T1—5 X9 x3 w4+1
1 1 -1 2
2 0 -1 3
1 -1 0 -1

=0 <= z1 + 22+ 223 =5.

Behelyettesitjiik az 2%, koordinata-rendszer pontjait az Yo algebrai egyenletébe:
Apg: 04+14+2-2=5, A;: 140+2-2=5, Ay: 1+2+4+1-2=5.

Tehat Ag, A1, As € Yo, ezért Y1 = af{Ag, A1, A2} C Y2, azaz Y; benne van az Yy linearis
varietasban.

A kovetkezSképpen is eldonthettiik volna a bennfoglalast. Elgbb kiszamoljuk az Yo algebrai
egyenletét, majd ellendrizziik, hogy az Y; linearis varietas A(0, 1,2, —4) pontja teljesiti-e az Yo
egyenletét: 0+ 1+ 2.2 = 5, tehat A € Yo. Ezutdn megvizsgaljuk, hogy az Y irdnyterének
wi(1,—1,0,1) és wa(1,1,—1,4) vektorai teljesitik-e az Yo irdnyterének 1 + x9 + 223 = 0 egyen-
letét, amelyet az Yo egyenletébdl kapunk elhagyva a szabadtagot. Mivel 1 4+ (—=1) +2-0 =0
és14+1+2-(—1) =0, ezért wy,wy € 92, ahonnan 9'1 = (w1, wy) C 92. Ezzel belattuk, hogy
Y1 = A+ (wi,w2) C Ya.

A 3.19. Példaban vizsgaltuk az R* vektortér Yy = (0,1,2,—4) + ((2,0,0,1), (1,2,—1,4)) és
Yo = (5,0,0,-1) + ((1,1,-1,2), (2,0,—1,3), (1,—1,0,—1)) linearis varietésainak bennfoglala-
sat. Mivel dimY; = 2 < 3 = dim Yo, ezért elég megvizsgalni, hogy Y1 C Yo. Ehhez pedig felirjuk
az Y1 linearis varietas egy affin koordinata-rendszerét, amelynek pontjait behelyettesitve az Yo
linearis varietas algebrai egyenletébe elddnthetjiik a bennfoglalast.

Az Y lineéris varietas paraméteres egyenlete:

T1 = 2X1 + A2

To =142\

2 2 , )\1,/\26R,
T3 =2 — Ao

T4 =—4+ A +4)\
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ahonnan az Y; egy affin koordinata-rendszere o7y, = {A40(0,1,2,—-4), A1(2,1,2,-3), A2(1,3,1,0)}.
Kiszamoljuk az Yo hipersik algebrai egyenletét:

1 —5 X9 x3 xT4+1
1 1 -1 2
2 0 -1 3
1 -1 0 —1

=0 <= 21+ 22+ 223 =5.

Behelyettesitjiik az 2%, koordinata-rendszer pontjait az Y, algebrai egyenletébe:
Ag: 04+142-2=5 A;: 241+2-2=T7#5.

Tehat Ay ¢ Yo, ezért Yi = af{Ag, A1, Ao} ¢ Yo.

A kovetkezsképpen is eldonthettiik volna a bennfoglalast. Elgbb kiszamoljuk az Yo algebrai
egyenletét, majd ellendrizziik, hogy az Y; linearis varietds A(0,1,2,—4) pontja teljesiti-e az
Y1 egyenletét: 0+ 1+ 2.2 =15, tehat A € Yo. Ezutdn megvizsgaljuk, hogy az Y; irdnyterének
w1(2,0,0,1) és wo(1,2,—1,4) vektorai teljesitik-e az Yo iranyterének x1 +xzo+ 223 = 0 egyenletét,
amelyet az Yo egyenletébdl kapunk elhagyva a szabadtagot. Mivel 2+ 0+ 2-0 = 2 # 0, ezért
wy ¢ 92, ahonnan Y, = (wy,wa) ¢ Y,. Bzzel belattuk, hogy Y1 = A + (w1, w2) ¢ Yo.

A 3.22. Példaban vizsgaltuk az R* vektortér Y1 = (0,1,2, —3) + ((5, =5, —11,2), (—6,13,9, —1))
és Yo = (—2,2,7,—-4) + ((1,2,—4,1),(—1,3,1,0)) linearis varietdsainak egyenl@ségét. Mivel
a két linearis varietds azonos dimenzids, ezért elég vizsgéilni, hogy az Y; benne van-e Yo-ben.
Kiszamoljuk az Y5 linearis varietas algebrai egyenletét, el6bb felirva és megoldva a segédrendszert.
Az

Y1 +2y2 —4dys +ya =0

1 +3y2+y3 =0

segédrendszer megoldashalmaza
8 = {(3t1 + to, t1,ta, —bt1 + 3t2) | t1,t2 € R} = ((3,1,0,-5), (1,0, 1, 3)),
ahonnan az Yo algebrai egyenlete
3(x14+2)+ (x2—2) —5(xs+4)=0 — 3x1 4+ x2 — by = 16
(x1+2)+ (23 —7)+3(x4+4) =0 x1+ a3+ 334 = 7

: (5.19)

tovabbé az 92 iranytér egyenlete

31+ 22— 54 =0
Pt (5.20)

z1+23+32x4=0
Az A(0,1,2,—3) € Y; pont benne van az Ya-ben, mert a koordinatai teljesitik az (5.19) egyen-
3-0+41—-5-(—-3)=16 .
letrendszert: . Az Y irdnytér wi(5, =5, —11,2) és wa(—6,13,9, —1)
0+243-(=3)=—7

béazisvektorai teljesitik az Y, iranytér (5.20) egyenletét

3-54+(=5)—5-2=0 3-(—=6)+13—-5-(~1)=0
w1 5 w9 5
54 (—11)+3-2=0 (=6)+9+3-(—1)=0

tehat ‘31 = <w1,w2> - gg. Tehat Y1 C Yo és dimY; = dim Yy = 2, ezért Y1 = Yo.
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A 3.48. Példaban vizsgaltuk az R* vektortér Y = (—2,4,-7,9) + ((1,-2,3,-1), (4,6,-2,3))
és Z = (1,3,0,—6) + <(2, 10,-8,5), (6, 2,4, 1)> linearis varietasainak parhuzamossagat. Mivel
mindkét lineéris varietéds két dimenzids, ezért az egyikiik irdnyterének felirjuk az egyenletét és
megvizsgaljuk, hogy a maésik iranyterének generatorai benne vannak-e. Az Y linearis varietéas
irAnyterének egyenletét az Y algebrai egyenletébdl kapjuk, elhagyva a szabadtagokat. KEzért
felirjuk és megoldjuk a segédrendszert. A

y1 —2y2 +3ys —ya =0

(5.21)
dy1 +6y2 — 2ys +3ys =0
segédrendszer megoldéshalmaza
S = {(—ta, t1,te, —2t1 + 2t2) | t1,t2 € R} = ((0,1,0,-2),(—1,0,1,2)),
ahonnan az Y irAnytér egyenlete
o=l (5.22)

—x1+x3+2x4=0

A Z irdanyterének wi (2,10, —8,5) és wo(6,2,4, 1) generatorai teljesitik az g iranytér (5.22) egyen-
letét:

10—-2-5=0 2—-2-1=0
w1 : s wa :
—2+(—8)+2-5:0 —6+44+2-1=0

Tehat 2 = (wy,wa) C 9, ezért Y || Z.

A 3.49. Példaban vizsgaltuk az R* vektortér Z = (1,3,0,—6) + ((2,-7,3,—1), (—1,5,3,1)) és
Y=1(-2,4,-7,9) + <(1, -2,3,-1), (2,-3,-2,-1),(—4,4,1, 1)> linearis varietasainak parhuza-
mossagat. Megnézziik, hogy a nagyobbik dimenziés linearis varietas irdnytere tartalmazza-e a
kisebbik dimenzi6s linearis varietas irdnyterét. Mivel dimY = 3 és dim Z = 2, ezért kiszamoljuk

az Y irdnyterének az egyenletét. Mivel Y hipersik, ezért az il egyenlete

I i) I3 Ty
1 -2 3 -1

=0 << 6x1+ 1120 — 23 — 1924 = 0.
2 -3 -2 -1

-4 4 1 1

Megvizsgaljuk, hogy a Z irdnyterének w (2, —7,3,—1) és wao(—1,5,3,1) generatorai teljesitik-e a
g egyenletét:
wi: 6-24+ 11 (=7) =3 —19- (—1) = —49 # 0.

Tehat wy ¢ 9, ezért 2 s Y, ahonnan kapjuk, hogy Y I Z.

5.3. Egyenlet aAtirasa masik koordinata-rendszerbe

Legyen az Z = (O;B) és Z' = (0';B’) a K test feletti X affin tér két Descartes-féle koordinata-

rendszere, ahol B és B’ az X iranytér bazisai.
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5.3.1. Hipersik algebrai egyenletének atirasa

Legyen H az X egy hipersikja, amelynek egyenlete az # koordinata-rendszerben
ai1r1 + -+ anxy, = b. (5.23)

Ez azt jelenti, hogy egy M(x1,...,2,)% pont pontosan akkor van rajta a 3 hipersikon, ha az
Z-beli (x1,...,x,) koordinatéira teljesiil az (5.23) egyenlet.

A K hipersik egyenletét az %’ koordinata-rendszerben a kovetkezSképpen irhatjuk fel. Ha
(...
[M|g + [0']% attérési képlet (4.5. Tulajdonsag) alapjan

/

,xl) az M pont %' koordinata-rendszer szerinti koordinatai, akkor az [M]s = Tgp' -

T :L'l

=Tgp - | i | + [0,

/

Tp Ty,

amelyet behelyettesitjiik az (5.23) egyenletbe és kapjuk, hogy

T a;l
a1 ... ap]- || =b <= a1 ... an] - |TBB - | ! | +[0]2 | =0,
Tn, x,
amely atirhato
ayrh 4+ +axl, =b. (5.24)
alakba, ahol [a] ... a),]=]a1 ... ap] - Tep ésV/ =b—[a1 ... a,]-[O]%.

Egy affin résztér algebrai egyenletei azt fejezik ki, hogy az adott affin résztér milyen hipersikok
metszeteként irhato fel. Ezért egy affin résztér algebrai egyenletét (vagy egyenleteit) egyenként

4t lehet irni egy mésik koordindta-rendszerbe a hipersik egyenletéhez hasonléan.

Az R* valos affin téren & = (O = 0; E) a kanonikus Descartes-féle koordinata-rendszer és legyen

% = (0/(_17 2) _374)(525 Bl(]-a ]-7 07 O)Ea /82(17 07 170)Ea /33(1)0)0) 1)E7 54(17 ]-7 ]-a O)E)

egy masik Descartes-féle koordindta-rendszer. Legyen a JH hipersik algebrai egyenlete az &

koordinata-rendszerben —4x1 4 Txo — 1lag + x4 = 2, illetve az Y affin résztér algebrai egyenlete

3x1 —x9+ Trs =8
2x1 +6x3 — x4 =9
A H és Y részterek # koordinata-rendszer szerinti algebrai egyenletei a kovetkezSképpen szé-

molhatok ki. Jelolje B = (1, B2, 03, 4) az iranytér #Z koordinata-rendszernek megfelels bazisat.
Ekkor

1111 -1
1 0 01 2
Te = (B oo e Bie]= |, | , 4| & ©k=]",
0 010 4
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Ezek alapjan kiszamolhatjuk a H hipersik # szerinti egyenletét:

1 1 11 ) -1
1 0 01 ), 2
-4 7 —-11 1)- . + =2 <—
01 01 zl -3
0010 z 4

3z — 1524 — 324 — 82y = —53.

Hasonlé szamolhatjuk ki az Y két egyenletét is:

111 1] [ 1
100 1 / 9

[3 —170]' N _3,
010 1| |«4]  |-3
001 0| |« 4
11 1 1] [«f] [-1]
100 1| |a 9

[206—1]- + _9,
010 1| |«4]  |-3
001 0| |« 4

ahonnan kapjuk, hogy az Y algebrai egyenlete az # koordinata-rendszerben

22 + 10x% + 3a% + 9zl = 34
22 + 8z + x4 + 8z = 33

5.3.2. Egyenes egyenletének atirasa mas koordinata-rendszerbe

Ha egy n-dimenzios affin tér £ egyenesének algebrai egyenlete az #Z = (O;B) Descartes-féle

koordinata-rendszerben

Ir1 — aq . o Iy — Ap
wo uy
akkor A(ay,...,an)s az £ egy pontja és az iranytere £ = (u(u1,...,un)B). Ezeket tirjuk az
attérési képletek segitségével
a) a u u1
=Teg- | | +Olz és | =TeB | |,
(Al [Alz [ug [uB

ahonnan kapjuk, hogy az £ egyenlete az %’ koordinata-rendszerben

x) — a} x

7 =
Uy u

Az R* valos affin térben & = (0; E) a kanonikus Descartes-féle koordinata-rendszer, ezenkiviil le-
gyen Z = (0'(—1,2,-3,4)¢; f1(1,1,0,0)g, $2(1,0,1,0)g, £3(1,0,0,1)g, B4(1,1,1,0)g) egy ma-
sik Descartes-féle koordinata-rendszer. Egy £ egyenes egyenlete az & koordinata-rendszerben

$1—1_1‘2+1_$1—3_I4
2 4 =5 0
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Az L egyenes egyenlete az # koordinata-rendszerbe a kévetkezdképpen irhatd at. Jeldlje B =
(81, P2, B3, Ba) az irdnytér Z koordinata-rendszernek megfelels bazisat. Az egyenes egyenletébgl
leolvashatjuk, hogy A(1,—1,3,0)s az £ egy pontja és L= (u(2,4,-5,0)g), tehat £ = t({(u), A).
Ekkor

-1
1111 1 0 -1 -1
-1 (100 1 1 -1 0 -1
Tor = (Ter) ! = ] — — ,
BE = (TEB) Bile [Ble [B3le [Bile 010 1 o 0 o0 1
0010 -1 1 1 1
1 0 -1 —1| [-1 2
1 -1 0 -1| |2 7
Ol = —Tgg - [0]e = — : - ,
[Ole = ~Tise - [O]s 0 0 o 1| |-3 |4
-1 1 1 4 —4
ahonnan
a, | 1 0 -1 -1] [1 2 0
al 1 -1 0 -1| |-1 7 9
[Alz=| 7| = + =
al 0o 0 0 1 3 —4 )
a, ~1 1 1 1 0 —4 —3
) 10 -1 -1] [2 7
4 1 -1 0 -1 —2
s = | 7| = =
ul 0 0 0 1 -5 0
) -1 1 1 1 0 -3

Ezek alapjan felirhatjuk az £ = t({u), A) egyenes Z szerinti egyenletét:

Ty _wy—9 ah+4 oz +3
-2 0 -3



6. fejezet

Affin fuggvények

Ebben a fejezetben értelmezziik az affin fliggvényt és nyomat. Belatjuk, hogy az affin fiiggvények
a megfelel§ érint&terek kozotti linearis fiiggvényeknek felelnek meg. Igazoljuk, hogy egy fiigg-
vény pontosan akkor affin, ha felcserélhets az affin kombinacidval. Ez analég a linearis fiiggvény
linearis kombinacidval vald jellemzésével. Az affin fiiggvény két megadasi modjat emeljiik ki,
affin koordinata-rendszer, illetve pont és linearis fliggvény segitségével. Tanulmanyozzuk az affin
részterek affin fliggvény altali képét és Gsképét. Belatjuk, hogy affin fliggvény megdrzi a parhuza-
mossagot. Megmutatjuk hogyan kell felirni az affin fiiggvény egyenletét (képletét) Descartes-féle
koordinata-rendszerben. A fejezet méasodik felében ratériink az affin endomorfizmusok tanulma-
nyozasara. Az affinitasok csoportja felbomlik az eltolédsok és a centrélis automorfizmusok féldi-
rekt szorzatira. Végiil sajatos affin endomorfizmusokat tanulményozunk, gy mint a projekcio,

szimmetria, homotétia.

6.1. Affin fiiggvények

6.1.1. Linearis algebrai kitérés: linearis fliggvények

Hogy jobban megértsiik az affin fliggvény értelmezését, el6bb a linearis fliggvény értelmezését
fogjuk atismételni. Legyenek (V,+,-) és (W, +, ) K-vektorterek.

6.1. Ertelmezés
Az f:V — W figgvény linedris, ha
(i) additiv: f(vy +v2) = f(v1) + f(v2), minden v1,ve € V vektor esetén, és

(ii) homogén: f(k-v)=k- f(v), minden k € K skalar és minden v € V vektor esetén.

Az f fliggvény additivitasa azt jelenti, hogy a fiiggvény felcserélhets az 6sszeadas miveletével,
vagyis mindegy, hogy el6szor az 6sszeadast végezziik el és az eredményre alkalmazzuk a fliggvényt
vagy pedig el6szor a vektorokra alkalmazzuk a fliggvényt s utana végezziik el a miveletet. Ezt

a kovetkez6 kommutativ diagram segitségével szemléltethetjiik.

VXV;>V (1)1,?)2)% V1 + Vo

e ] I

WxW—>W (f(v1), f(v2)) —— f(v1) + f(v2) = f(v1 +v2)

126
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A nyilakat kovetve a bal fels6 sarokbol a jobb alsd sarokba kétféleképpen juthatunk el. A fels
vizszintes jobbra mutat6 nyil az Osszeadast jelenti a V vektortéren, ezért a (vi,ve) € V x V
vektorpar tagjait Osszeadja, v1 + vo € V vektort adva eredményiil. A jobb oldali fiigg&leges
lefele mutato nyil az f fiiggvényt jeldli és a vy + vy vektort az f(vy 4+ ve) € W vektorba képezi.
A bal oldali fliggsleges nyil az f x f fliggvényt jeloli, amely a (vi,v2) € V x V vektorpart az
(f(v1), f(v2)) € W x W vektorparba képezi. Az als6 vizszintes jobbra mutaté nyil az osszeadas
a W vektortéren és az (f(v1), f(v2)) vektorparnak az f(v1) + f(va) € W vektort felelteti meg. A
diagram kommutativitasa azt jelenti, hogy mindkét esetben ugyanazt kapjuk eredményiil, vagyis
f(v1 +v2) = f(v1) + f(v2), minden vy, vy € V esetén.

Az f fliggvény homogenitasa azt jelenti, hogy a fliggvény felcserélhets a skalarral valo szor-
zéssal, vagyis mindegy, hogy elGszor egy vektort megszorzunk egy skalarral, majd alkalmazzuk
ra a fliggvény, vagy el6bb alkalmazzuk a vektorra a fliggvényt, majd szorozzuk meg a skalérral.

Ezt a kovetkez6 kommutativ diagram segitségével szemléltethetjiik.

KxV——s7 (ko) ——— > k-v

N

KxW—sW  (kf(0) —k- f(0) = f(k-0)

A diagramban a felsd, illetve az alsé jobbra mutat6 nyil a 'V, illetve a W vektortéren a skalarral
vald szorzést jelenti, a jobb oldali fiiggéleges nyil az f fiiggvény, a bal oldali pedig az 1g x f
fiiggvényt. Ha el6bb vizszintesen jobbra, majd lefele haladunk, akkor a (k,v) € K x 'V skalar-
vektor parnak az f(k-v) € W vektort feleltetjiikk meg. Ha pedig el6bb lefele, majd vizszintesen
jobbra haladunk, akkor a (k,v) skalar-vektor parnak a k- f(v) € W vektort feleltetjiik meg. A
diagram kommutativitédsa azt jelenti, hogy mindkét esetben ugyanazt kapjuk eredményiil, vagyis

f(k-v)=k- f(v), minden k € K skalar és minden v € V vektor esetén.

6.1.2. Affin fiiggvény értelmezése és affin fiiggvény nyoma
6.1.2.1. Affin filiggvény értelmezésének motivacidja

Ebben az alfejezetben motivaljuk az affin fiiggvény 6.3. Ertelmezését, ehhez mintaul a lineéris
fiiggvény homogenitasa fog szolgalni. Legyen (X, D_C,t) és (H,g, t) két, K test feletti affin tér.
Mindkét affin tér esetén t-vel jeloltiik a hatast (eltolast), ahogy kiilonb6zs vektorterek esetén
is egyszertien ,,+"-szal jeloljiik az Gsszeadast. Az affin fliggvény értelmezése azt fejezi ki, hogy
felcserélhet§ a t hatédssal, vagyis a vektorokkal valé eltolassal. A linearis fliggvény homogenitasét
leir6é kommutativ diagramot a kévetkez6képpen moédosithatjuk, hogy megkapjuk az affin fliggvény
értelmezést megadd kommutativ diagramot. A linearis fliggvény homogenitasat leir6 kommutativ
diagramban a V, illetve W vektortereket helyettesitjiik az X, illetve Y affin terekkel, a K testet
helyettesitjiik a fels§ sorban az 55, illetve az als6 sorban az Y irdnyterekkel, amelyek Abel-féle
csoportok. A skalarral valo szorzast pedig ezeknek a csoportoknak a hatasaival helyettesitjiik,
amelyeket t-vel jeloliink. A fiiggSlegesen lefele mutato nyil esetén az f : V — W linearis fliggvényt
helyét az f : X — Y affin fiiggvény veszi at. A lineéris fiiggvény diagramja esetén kanonikusan
valaszthattuk az 1g : K — K, 1x(k) = k identikus fiiggvényt. Az X és Y iranyterek (K feletti
vektorterek) kozott nincs kanonikus fiiggvény, ezért az 1k fiiggvény helyett sziikségiink lesz egy

f : X — Y linearis fliggvényre. Ez a fiiggvény teszi lehet6vé, hogy azt mondhassuk, hogy az f
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felcserélhets a hatassal. Egy v € X vektor eltolassal tud hatni egy A € X pontra és az eltolt
t(v, A) pontra alkalmazhato az f : X — Y fiiggvény, igy kapva az f(t(v, A)) € Y pontot. Ellenben,
ha elébb az f fiiggvényt alkalmazzuk az A € X pontra, akkor az f(A) € Y pontot kapjuk, amelyet
mar nem tolhatunk el a v vektorral, mert az X irdnytér vektora, és nem az y irdnytérré. Az
f X — Y linedris fiiggveny segitségével a v € X vektort f| (v) € Y vektorra alakithatjuk, amivel
mér eltolhato az f(A) € Y pont. Tehéat azt mondjuk, hogy az f : X — Y affin terek kozotti
fliggvény affin, ha létezik olyan f : X — Y linearis fliggvény az iranyterek kozott, amelyre az

alabbi diagram kommutativ lesz.

X xX—=X (v, A) t(v, A)

" !
Gxy—=Y () J(A) > t(F0), F(A) = F(t(v, A)
Ezen diagram kommutativitasa azt jelenti, hogy

t(f(v), f(A)) = f(t(v,A)), YAeX, YveX, (6.1)

amely atirhato [t(f(v), —) o f](A) = [f o t(v, —)](A), minden A € X és v € X alakba, ahonnan
kapjuk a

—

tflv), =)o f =fot(v,-), VveX, (6:2)
fliggvények kozotti relaciot. A 6.1 Osszefiiggést atirhatjuk olyan formaba, amelyben nem szerepel
a t eltolas. Megjegyezziik, hogy minden v € X vektor esetén létezik egyetlen egy olyan B =
t(v, A) € X pont, hogy v = AB. Ekkor

F(B) = f(t(v, A)) = t(F(v), F(A)) = t(F(AB), f(4)),

ami egyenértékd az f (E) = f(A)f(B ) egyenlGséggel. Ez alapjan az affin fiiggvényre a 6.3. Er-
telmezést adhatjuk.

6.2. Megjegyzés

A csoporthatasok elméletében a (6.1) Osszefliggés azt jelenti, hogy az f fiiggvény j?—ekvivariéns.
Csoporthatésok esetén az ekvivarians fiiggvény értelmezése a kovetkezs. Fgy G csoportnak az
X halmazon vett * : § x X — X (bal oldali) hatasa, egy H csoportnak az Y halmazon vett
e : H xY — Y (bal oldali) hatésa és egy ¢ : § — H csoportmorfizmus esetén az f : X — Y
fiiggvény ¢-ekvivaridns, ha f(g* x) = ¢(g) ® f(z), minden g € G csoportelem és minden z € X
halmaz elem esetén. A G = H és ¢ = 1g identikus fiiggvény esetén a 1lg-ekvivarians fiiggvény

helyett roviden csak ekvivarians fliggvény elnevezést hasznaljuk. o

6.1.2.2. Affin fliggvény értelmezése és affin fliggvény nyoma

A 6.1.2.1. alfejezetben leirtak alapjan az affin fliggvényre a kovetkezs értelmezést adjuk.

6.3. Ertelmezés
A K test feletti X és Y affin terek kozotti f : X — Y fliggvényt affinnak neveziink, ha létezik

olyan f : X — Y linedris fliggvény az irdanyterek kozott, amelyre

FAB) = f(A) (B}, VA,BeX. (6.3)

Az f : X — Y lineéris fiiggvényt az f affin leképezés nyomdnak (vagy linearizdltjanak) nevezziik.
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Az X-b&l Y-ba képezd affin fiiggvények halmazat A(X,Y)-nal fogjuk jelolni.

6.4. Megjegyzés

Ha O € X egy rogzitett pont, akkor minden v € X vektor esetén létezik egyetlen M € X pont
agy, hogy v = O—]\>/[ Ha egy f : X — Y fiiggvény affin, akkor a (6.3) Osszefiiggés alapjan
f(v) = f(OM) = f(O)f(Mj, minden M € X pont esetén, igy az f nyom meghatarozott az f
fliggvény altal. Tehat egy affin fliggvény nyoma egyértelmi. Ez alapjan 1étezik egy jol értelmezett

v AGXY) = Hom(X,9), w(f)=F (6.4)

leképezés, amely egy affin fliggvénynek megfelelteti a nyomét. o

(i) Minden X affin tér esetén az f =1y : X — X, f(A) = 1x(A) = A identikus fiiggvény affin
és a nyoma 1y = Ig: X — X az érintstér identikus fiiggvénye. Valoban,
[3(04) = 1x(0)1x(A) = OA = 1:(04), vO,Aex.

(ii) Az f: X =Y, f(A) = B, minden A € X pont esetén, konstans fliggvény affin és a nyoma

FOA) = O A =BB=Gel, vAex,

a konstans nulla fiiggvény, vagyis f : X — Y, f(v) =0.

(i) A w e X vektorral valo t,, = t(w,—) : X — X eltolas affin leképezés, amelynek nyoma a
tw = 13 identikus fliggvény. Valoban, ha C' = t,,(A) é D = t,(B), akkor w = AC = BD

Fw(ﬁ):tw(A)tw(B3=@:ﬂ+@+ﬁ:—w+/ﬁ+w:,ﬁ,

tetszbleges A, B € X pontok esetén.

Az alabbi lemma hasznalata legegyszertisiti annak igazolasat, hogy egy fiiggvény affin, és azt

mondja, hogy a 6.3 egyenléségben az A pont lehet rogzitett.

6.6. Lemma
Legyenek X és Y K test feletti affin terek és legyen O € X egy rogzitett pont. Az affin terek
kozotti f : X — Y fliggvény akkor és csakis akkor affin, ha az

—

f:X =9, flOM)® f(O)f(M), ¥MeX (6.5)
fliggvény linearis. Ekkor az f nyoma megegyezik az f fliggvénnyel.

- —
Bizonyitds. Minden v € X vektor esetén létezik egyetlen M € X pont ugy, hogy v = OM,
ahonnan f(v) = f(OM) = f(O)f(M), tehat az f fiiggvény értelmezett minden v € X vektor

esetén.

Ha az f fiiggvény affin, akkor a 6.3. Ertelmezés alapjan a (6.5) altal értelmezett f fliggvény

linearis.
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Forditva, ha a (6.5) altal értelmezett f fliggvény linearis, akkor elég megmutatni, hogy
f(ﬁ) = f(A)f(B), minden A, B € X pont esetén, mert ekkor értelmezés szerint az f
fliggvény affin, amelynek nyoma f Minden A, B € X pont esetén fennall, hogy

F(AB) = f(AO + OB) = f(—-0A + 0B) © f(OA +fO_B>
D _F(0) (A + F(O)F(B) = F(A)F(O) + F(O) (B = F(A)f(B),

ahol a (%) egyenlgségben felhasznéltuk a feltevést, hogy az f fiiggvény linearis, mig az (f)

egyenlSségben hasznéltuk a (6.5) értelmezést. O

6.7. Kovetkezmény
Legyen f : X — Y egy fliggvény a K test feletti X és Y affin terek kozott és legyen O € X egy
rogzitett pont. Ha az

—

f=¢(f(0).-)ofop(0, )" : X =Y

fiiggvény lineéris, akkor az f fliggvény affin és a nyoma megegyezik az f fiiggvénnyel.
Bizonyitds. Az f = p(f(O), =)o fop(O,—)"! relacio atirhato

alakba, amely egyenértékd azzal, hogy minden M € X pont esetén

[f o p(0, -)(M) = [p(f(0), =) o fI(M) = f(p(O,~)(M)) = ¢(f(O),—)(f(M))
= f(p(0,M)) = p(f(0), f(M)) <= f(OM)= f(O)f(M).

A feltétel alapjan f fiiggvény lineéris, igy a fenti dtalakitasok alapjan a 6.6. Lemmabol kévetkezik,
hogy az f fliggvény affin és a nyoma megegyezik az f fliggvénnyel. O

6.8. Megjegyzés
A (6.6) egyenl@ség azt jelenti, hogy tetszélegesen rogzitett O € X pont esetén a kovetkezs diagram

kommutativ.
x— 7 .y (6.7)
w(Oﬂ—)l iw(f(O),—)
X——>9Y

Ebben a diagramban az f fliggvény affinitdsa egyenértéki az f fliggvény linearitasaval. Mivel a
©(0,—) és p(f(0),—) fuggvények bijektivek, és az inverziik t(—, O), illetve t(—, f(O)), ezért a

fenti diagram egyenértéki a kovetkezdvel.

x_ I y (6.8)
- O)T Tt(—yf(O))
X——79
f
Ennek a diagramnak a kommutativitasa azt jelenti, hogy t(—, f(O)) o of =fo t(—,0), amely

—

egyenértékif azzal, hogy minden v € X vektor esetén [t(—, f(O))o f](v) = [fot(—, O)’] (v), vagyis
t(f(v), /(0)) = f(t(v,0)), VveX.
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6.1.3. ErintSterek kozott szarmaztatott fiiggvény

Legyen O € X a K test feletti X affin tér egy rogzitett pontja. A 2.2. alfejezetben az X hal-
mazon értelmeztiink egy Osszeadést és skalarral vald szorzast, amelyekkel X egy TpX-szel jelolt
K-vektorteret alkot. A miveltek tgy vannak értelmezve, hogy a ¢(O,—): ToX — :Y:, mint
vektorterek kozotti fliggvény lineéris izomorfizmus legyen.

Ha f: X — Y egy fliggvény a K test feletti X és Y affin terek kozott, akkor szarmaztat egy
Tof : ToX — Tf(())g, Tof(A) = f(A), VAeToX, (6.9)

fliggvényt. Tehat f és To f, mint halmazok kozotti fliggvények megegyeznek, de a Tp f jeloléssel
azt fejezziik ki, hogy az f fiiggvényre gy gondolunk, mint a ToX és Tro)Y vektorterek kozotti

fliggvényre.

6.9. Tulajdonsag
Legyen X és Y két, K test feletti affin tér és legyen O € X egy rogzitett pont. Az f: X — Y
fliggvény akkor és csakis akkor affin, ha az érint6terek kozott szarmaztatott To f: ToX — T 0)Y

fiiggvény lineéris.

Bizonyitds. Legyen O € X egy rogzitett pont. Mivel ToX, illetve T 0)¥, mint halmazok meg-
egyeznek az X és Y halmazokkal, tovabba f és Tpf, mint halmazok kozotti fliggvények meg-

egyeznek, ezért a (6.7) kommutativ diagrambol kapjuk a kévetkezd kommutativ diagramot.

T
ToX —220 760 (6.10)
w(Oy)i lso(f(om
X _ ]
7

Ha az f fliggvény affin, akkor f linearis és a (6.10) diagram alapjan

Tof = ¢(f(0),—) " o fop(0,-). (6.11)

A (6.11) egyenldség alapjan a To f: ToX — Ty felithato, mint a p(O, —): ToX — X,
az f: X—>Yesa o(f(0),—)t: g T't(0)Y linearis fliggvények Gsszetétele, ezért linedris.

Ha a Tof: ToX — Ty0)Y fiiggvény linearis, akkor a (6.10) kommutativ diagram alapjan
az
F=¢(f(0),=)oTofop(0,-)""
felirhato a (0, —)L: X = TpX, a Tof: ToX — Tr0)9 és a o(f(0),—): Tf((l)‘é Y
linearis fiiggvény Osszetételeként, ezért linearis. A 6.7. Kovetkezmény alapjan az f lineari-

tasabol kovetkezik, hogy az f: X — Y fiiggvény affin.

Legyen V és W két K-vektortér és h : V — W egy lineéris fiiggvény. A 2.1.1. alfejezetben meg-

mutattuk, hogy minden vektortérhez természetes médon hozzarendelhets egy affin tér, amelyet
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ugyanugy jeloltiink, mint a vektorteret. Rogzitett w € W esetén az f : V — W, f(v) = h(v) +w
fiiggvény affin. Valoban, a 'V affin tér o = Oy pontja esetén

— — —

f(o) = f(0y) = h(0y) + w = 0w +w = w,

és az érintGterek kozotti 1o, f : T,V — Ty(,)W fliggvény linearis, mert tetszéleges vi,v2 € T,V =V

és tetszGleges ki, ko € K esetén

Tof (k1 @0 v1) Do (k2 @0 v2)) & F((k1 0 v1) Bo (k2 Op v2))

2.10
P2 f (kw1 + kyvs + (1 k1 — k)o)

= f(kiv1 + kav2)

= h(k1v1 + kovo) +w

= k1h(v1) + k2h(v2) + w

= ki[h(v1) + w] + kalh(v2) + w] + (1 — k1 — k2)w

=kif(v1) + kaf(v2) + (1 — k1 — k2)w

(210 (k1 Of(0) f(01)) ©p(0) (k2 Op(0) f(v2))

2k ©100) (o) (00)) B105) (k2 O (Tof ) (02):

Mivel T, f lineéris, ezért a 6.9. Tulajdonsag alapjan az f fliggvény affin.
Megjegyzziik, hogy a 'V, illetve W affin terek irédnytere V=VéW= W, tovabba minden
v1,v2 € V esetén vivs = vo — v1. Ekkor az f fiiggvény nyomat a kdvetkezSképpen szamolhatjuk

ki az értelmezés alapjan: minden v € V esetén

f(v) = flv —0) = f(@b) = F(0)f(v) = f(v) ~ f(0)

[h(v) + w] — [h(0) + w] = h(v) — h(Oy) = h(v) — Oy
h(v).

6.1.4. Affin fiiggvények jellemzése affin kombinacidval

Megjegyezziik, hogy egy vektorterek kozotti fiiggvény pontosan akkor linearis, ha felcserélhets
a linearis kombinaciéval. Hasonl6an egy affin terek kozotti fliggvény pontosan akkor affin, ha
felcserélhet§ az affin kombinécidval. Gyakran hasznéljuk ezt a tételt annak igazolésara, hogy egy

adott fliggvény affin.

6.11. Tétel (Affin fliggvény jellemzése affin kombinécioval)

Legyen X és Y két, K test feletti affin tér. Az f: X — Y fliggvény akkor és csakis akkor affin, ha
tetszbleges Aq,..., A, € X pontok és tetszdleges Ai,..., A\, € K, Ay + -+ + A, = 1 affin silyok
esetén

f(AlAl +- )\nAn) = )\lf(Al) + T+ )‘nf<An)

Elsd bizonyitds. Legyen O € X egy rogzitett pont.
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Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény affin. TetszGleges Aq,..., A, € X pontok és tetszbleges
ALy A €K A+ -+ + Ay = 1 affin silyok esetén a 2.22. Tulajdonsag alapjan

()\1 ®o A1) Do - Do ()\n ®o An) =MA1L+ -+ A\ A, (6.12)

ahol a bal oldalon az A1,..., A, € ToX vektortér elemek A1, ..., A\, skaldrokkal vett linearis
kombinacioja, mig jobb oldalon az Ay,..., A, pontok Ai,..., A\, affin silyokkal vett affin

kombinacioja all. Hasonloan a Ty )Y érintGtéren

(M1 Op0) (A1) Dro) - @0y (An Op0) F(An)) = Mf(A1) + -+ A f(An).  (6.13)

A 6.9. Tulajdonsag alapjan a To f: ToX — Ty(0)Y fiiggvény linearis, ezért

Tof((M ©o A1) ®o -+ Bo (A @0 Ap)) =
= (M Op0) Tof (A1) ©4(0) -+ Do) (An Op(0) To f(An))
= (M Op0) (A1) ©50) " Br0) (A Of0) [(An)),

amely a (6.12) és (6.13) egyenldségek felhasznalasaval atirhato
f()\lAl + -+ )\nAn) = )\lf(Al) + o+ Anf(An)
alakba. Tehat f felcserélhets az affin kombinéciéval.

Tegyiik fel, hogy f felcserélhetd az affin kombinacioval. Tetszoleges A1, ..., A, € X pontok
és tetszGleges A1, ..., A\, € K skaldrok esetén a 2.22. Tulajdonsig alapjan

(A ©0 A1) B0 - B0 (A @0 Ap) = MA1+ -+ A + (1 =X —--- = X,)0. (6.14)

Hasonl6éan a Tf H érintGtéren

(M Op0y F(A1) @50y - D0y (M Op(0) f(An)) =
=M f(A)+- -+ )\nf(A )+ (1 =X —- =X\ f(O). (6.15)

Mivel f felcserélhets az affin kombinéciéval, ezért
FOuAr+ 2 A+ (1=A1 = =A)0) = A f (A1) + -+ A f(An) (1= A1 == A,) f(O),

ami a (6.14) és a (6.15) egyenldségek felhasznalasaval atirhato

Tof((M ©o A1) @0 -+ @0 (A @0 Ap)) =
= (M Op(0) f(A1)) Br0) - Bro) (An Op(0) f(An)) =
= (M Op0) Tof(A1)) sy - Do) (M Op0) Tof(An))

alakba. Tehat a To f: ToX — Tty figgvény linedris, igy a 6.9. Tulajdonsag alapjan az
f fiiggvény affin.

Madsodik bizonyitds. Legyen O € X egy rogzitett pont.
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Tételezziik fel, hogy az f fiiggvény affin. Barmely Ai,..., A, € X pontok és barmely
Myoo oA €K, A+ -+ A, = 1 affin sulyok esetén az M = M\ Ay +--- + A\, A, affin
ey T T
kombinéci6 egyenértékii az OM = A\OA1 + - -+ + \,OA,, egyenl6séggel. Ekkor

F(O)f(M) = f(OM) (f affin)
- f(/\lo_Al> +. 4 )\nO—AZ)
=)\ _’(O—Ai) N _'(O—>An) (flineéris)
= MF(O)F(AD + -+ M f(O) F(An), (f affin)

ahonnan az affin kombinacio értelmezése alapjan f(M) = A1 f(A1) + -+ A f(Ay), vagyis

f(AlAl +- )\nAn) = /\lf(Al) + T+ )‘nf<An)

Forditva, tegyiik fel, hogy az f fiiggvény felcserélhet az affin kombindciéval. A 6.6. Lemma
alapjan elég belatni, hogy a h: X — g7

WOB) = f(O)f(B), ¥BeX, (6.16)

fliggvény linearis. Legyenek vi,vy € X tetszGleges vektorok és ki, ke € K tetszbleges
skalarok. Ekkor léteznek M7, My € X pontok, amelyekre

—
My

—_—
V1 = O és Vo = OMQ. (6.17)

Ha N = (1 — k1 — kz)O + ki My + koMo € X, akkor

O‘ﬁ = (1 — k1 — ]432)0@ + k1OMy + koOMsy = k1OM; + koOMy = kyv1 + kovs.

Ebbdl a h fiiggvény (6.16) értelmezése alapjan (B = N esetén) adodik, hogy

h(k1v1 + kyvs) = H(ON) = F(O)F(N). (6.18)

Felhasznalva, hogy f felcserélhets az affin kombinacidval kapjuk, hogy

F(N) = f((1 — k1 — k2)O + k1 My + ko Mo)
= (1= k1 —k2)f(O) + k1 f(M1) + ko f (Ma),

ahonnan

FO)F(N) = (1 — k1 — ka) f(O)f(O) +k1£(O) f(M1) + ko f (O) f (M>)
g (6.19)

= k1 f(O) f(My) + ko f(O) f (Mz).

Végiil a h fliggvény linearis, mert

h(kivy + kyva) = f(O) f(N (a (6.18) )
= k1 f(O)f(M1) + ka2 f(O) £ (M) (a (6.19) alapjin)
(a (6.16) )
(a (6.17) )

(
— k1h(OM}) + koh(OM3)
(

=kih 111) + kgh(vg)
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O]

A 2.23. Tulajdonsdgban belattunk, hogy tetszdleges Aj,..., A, € X pontokra és olyan
Hiy- -5 pn € K skalarokra, hogy p1 + -+ pp = 0 a p1 Ay + -+ + ppApn € X egy jol értel-

mezett vektor, éspedig
piAr+ -+ pnAp = mOA + - -+ 1, OA,, VO e X

Sajatosan AB = B — A és f(A)f(B) = f(B) — f(A), igy ezekkel a jelolésekkel az f(ﬁ) =
f(A)f(B) egyenlGség atirhato )
f(B—A)=[f(B)-f(4) (6.20)

alakban. Ennek altalanositasa a kovetkezd tulajdonsag.
6.12. Tulajdonsag (Affin fiiggvény nyoménak leirésa)

Ha f: X — Y egy affin fiiggvény, akkor tetszéleges Ai,...,A, € X pontok és tetszsleges
Wiy i € Ko gy 4 -+ + puyp = 0 skalarok esetén

Fln A+ 4 pndy) = i f(AD) + - + pnf(An).

Bizonyitds. Legyen O € X egy rogzitett pont. Ekkor

—

(1nOA; + -+ 11nOAL)
=mf _‘(O_Al)) +-F ,unf(O_>An) (mivel f linearis)
= f(O Al; +oot Mnf(O)f(An; (mivel f affin)

=t f(Al) -t Mnf(An)

J?(MIAI +- 4+ NnAn)

Legyen V és W két K-vektortér és legyen h: 'V — W egy linearis fliggvény. A 2.1.1. alfejezet-
ben megmutattuk, hogy minden vektortérhez természetes médon hozzarendelhets egy affin tér,
amelyet ugyanigy jeloltiink, mint a vektorteret. Igy rogzitett w € W esetén a V és W affin terek
kozotti f: V. — W, f(v) = h(v) + w fiiggvény affin. Valoban, tetszdleges vy, ..., v, € V pontok
és tetszGleges Aq,..., A\p € K, A\ +--- 4+ A\, = 1 affin silyok esetén

FO01 4+ -+ 4 Apvn) = h(Av1 + - + Avp) +w

= Mh(v1) + -+ Ah(v,) +w

=M Mh(v1) + -+ Mhlv) + M+ F X)) w
—_——
1
= A (h(v1) +w) + - + A (h(vy) + w)
= )\lf(vl) +eeet /\nf(vn)a
tehat f felcserélhets az affin kombinacioval, ezért affin a 6.11. Tétel alapjan. A (6.20) alapjan

az f fiiggvény nyoma f V= W,

— — —

flo) = flv = 0v) = f(v) = f(Oy) = (h(v) + w) = (A(0y) + w) = h(v) = Oy = h(v),

minden v € V = V esetén.
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6.1.5. Affin fiiggvény megadéasa affin koordinata-rendszerrel

Legyen V és W két K-vektortér ugy, hogy B = (f1,...,5,) a V egy bazisa és wy,...,w, € W
tetszbleges vektorok. Ekkor létezik egyetlen olyan ¢: V — ‘W linearis fiiggvény, hogy ¢(5;) = w;,

minden ¢ = 1,...,n esetén. Valoban, a
d(k1B1+ -+ kpBn) = k1w + - - - + kpwy, Vki,...,k, €K

egy olyan lineéris fliggvényt értelmez, ami teljesiti a kivant feltételeket. Ennek az affin geometriai

megfelelGje a kovetkezd tulajdonsig.

6.14. Tulajdonsag (Affin fliggvény megadasa affin koordinata-rendszerrel)
Legyen X és Y két, K test feletti affin tér. Ha & = (Ao, ..., An) az X tér egy affin koordinata-
rendszere és By,..., By, € Y tetsz6leges pontok, akkor létezik egyetlen olyan f: X — Y affin

fiiggvény, amelyre f(A4;) = B;, minden i = 0,1,...,m esetén.

Elsd bizonyitas. Egyértelmiség. Tegyik fel, hogy létezik f affin fliggvény a kért tulajdonsé-
gokkal. Mivel &7 egy affin koordinata-rendszer, ezért minden M € X pont egyértelmiien fel-
irhat6 az o/ pontjainak affin kombinaciojaként, vagyis egyértelmten léteznek po, ..., um € K,
o+ - -+ pm = 1 affin salyok ugy, hogy M = pgAg+- -+ pmAm. (Ezek az M pont baricentrikus
koordinatai az <7 affin koordinata-rendszerben.) A 6.11. Tétel alapjan

fM) = f(poAo + -+ pmAm) = pof(Ao) + -+ + wm f(Am) = poBo + - -+ + pm Bm,

tehat az f(M) egyértelmien meghatarozott az M pont o7 affin koordinata-rendszer szerinti
baricentrikus koordinétai altal, ezért f egyértelm.

Létezés. Az egyértelmiiség bizonyitasa mutatja, hogyan kell értelmezni az f: X — Y fligg-
vényt. Ha M (uo, ..., tm)o, azaz M = poAo + - -+ + pimAm, akkor legyen

f(M) = poBo + -+ + pim B

Megmutatjuk, hogy az igy értelmezett fliggvény felcserélhetd az affin kombinécioval, ezért affin
fliggvény lesz. Tetszbleges My, ..., My € X pontokra egyértelmten léteznek wq, ..., tim € K,
wio + -+ + pim = 1 affin salyok ugy, hogy M; = pioAo + -+ + imAm, minden i = 1,....k
esetén. Feltehets, hogy az My, ..., M} pontok ugyanazon Ay, ..., A, pontok affin kombinacioi-
ként allnak elS, mivel minden affin kombinéciohoz hozzavehetd egy tjabb pont 0 sallyal. Ekkor
tetszbleges A1, ..., A € K, A1 + -+ 4+ A = 1 affin silyok esetén

() = (M »:@@Wm
Zi(zk:)\mij)Bj:izk;)\i<§;uu ) Z)\f

j=0 =1
Innen a 6.11. Tétel alapjan kovetkezik, hogy az f fliggvény affin. O

Masodik bizonyitds. Mivel of = (Ap,...,An) az X affin tér egy affin koordinata-rendszere,
— _— S
ezért a 4.18. Tulajdonsag alapjan B = (ApAi, ..., AoAnm) az X irdnytér egy béazisa. Legyen
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f: X — Y az a linearis fliggvény, amelyre f(flo—AZ) = BO—B;, minden ¢ = 1,...,m esetén. Ei-
telmezzilk az f: X — H fiiggvényt ugy, hogy Bof(M; = f(m), minden M € X esetén,
vagyis f(M) = t(f(Ao ) ) minden M € X esetén. A 6.6. Lemma alapjan az f fliggvény
affin, tovabba f( i) = t( _‘(AOA) By) = t(BD—BZ,Bg) = B;, minden i = 1,...,m esetén, és
£(Ao) = t(f(AAg), Bo) = t(f(8), Bo) = t(3, Bo) = Bo. O

6.1.6. Affin fiiggvény megadasa egy pont és egy linearis fliggvény segitségével

6.15. Tulajdonsag

Legyen A az X, illetve B az Y affin tér egy pontja és legyen h: X—Y egy linearis fliggvény az
iranyterek kozott. Ekkor létezik egyetlen f: X — Y affin fiiggvény, amelynek a nyoma h, illetve
az A € X pontot a B € Y pontba képezi, vagyis f: h és f(A) = B. Ekkor minden M € X pont
esetén f(M) = t(h(m), B).

Elsd bizonyitds. Létezés. Mivel minden v € Y vektor esetén létezik egyetlen N € Y pont agy,
hogy ﬁ = v, ezért értelmezhetjiik az f: X — Y fliggvényt ugy, hogy minden M € X pontra
BF (M) = h(AM), vagyis f(M) = t(BM, B) = t(h(AM), B).

Ha M = A, akkor Bf(A) = /?4 = 0, ahonnan kapjuk, hogy f(A) = B. Ekkor f(A)f(M; =
h(m ), minden M € X pont esetén, ahol a h fliggvény linearis, ezért a 6.6. Lemma alapjan az

f fliggvény affin és a nyoma f = h.
Egyértelmiiség. Ha g: X — Y egy masik affin fuggveny, amelyre g(A) = B és § = h, akkor

minden M € X pont esetén Bf(M) = f(A)f(M) = F(AM) = h(AM) = §(AM) = g(A)g(M) =
Bg(]wi7 ahonnan f(M) = g(M), minden M € X pont esetén, vagyis f = g. O

Mdsodik bizonyitds. Létezés. Legyen f: X — Y, f = ¢(B,—) ' ohop(A,—). Ekkor

F(A) = [p(B, ) o ho (4, -)](A) = [p(B,—) " o hl(w(A, 4)) = [p(B, )" o h](AA) =

= [p(B,~) " o h](0) = ¢(B,~) " (n(0)) = t(~, B)(0) = (0, B) = B.

Tehat az f fiiggvény szarmaztat egy Taf: TaX — TpY figgvényt, amely harom linearis fiigg-
vény, a (A, —): ThX — D_C, ah:X —Yésa o(B,—)"1: g TRY, osszetétele, ezért linearis.
A 6.9. Tulajdonsag alapjan f affin.

Xty TAX —1 - Tpy
W(Avf)l \L@(vi) SD(A,_)l’ \LSD(Bv_)
X7 X

Egyértelmiiség. Ha f és g affin fliggvények, amelyekre f(A) = B = g(A) és f: h = g, akkor

a (6.7) kommutativ diagram alapjan

f= 90(B7 —)_lofo @(Av *) = QO(Bvi)_l Oho(p(Av *) = SO(Bv*)_l Og'ogp(A, *) =g
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6.2. Affin fiiggvények tulajdonsagai

6.2.1. Affin fiiggvény Osszetétele affin

Linearis fiiggvények Osszetétele linearis fliiggvény. Hasonloan, affin fliggvények Osszetétele is affin

fliggvény. Ezenkiviil az affin fiiggvények Osszetételének a nyoma egyenls a nyomok 6sszetételével.

6.16. Tulajdonsag
Legyen X, Y és Z harom, K test feletti affin tér.

(i) Ha f: X — Y és g: Y — Z affin fiiggvények, akkor a go f: X — Z Osszetett fiiggvény is
affin.

_— L SN S
(ii) Az Osszetétel go f: X — Z nyomara teljesiil, hogy go f = go f.
Elsd bizonyitds.
(i) Tetszbleges Ay, ..., A, € X pontokra és tetszéleges A1, ..., A\, € K, Ay + -+ A, = 1 affin
stulyokra teljesiil, hogy

(g © f)()\lAl + -+ )\nAn) = g(f()\lAl + -+ )\nAn))
W g F(A) + -+ A f(An))

D Ag(F(AD)) + - + Ang(F(An))
= )\1(90 f)(Al) + -+ )\n(go f)(An)>

ahol a (x), illetve (1) egyenlSségekben felhasznaltuk az f és g fiiggvények affinak, igy felcse-
rélhetsk az affin kombinacioval. Tehét a go f fliggvény felcserélhetd az affin kombinacidval,

ezért a g o f fiiggvény affin a 6.11. Tétel alapjan.

(ii) Legyen O € X egy rogzitett pont. Minden v € X vektor esetén létezik egyetlen M € X
— N
pont gy, hogy v =0M = M — O. A (6.20) alapjan minden v € X vektor esetén

= g(f(M)) —g(f(0))
= g(f(M) — f(0))
= g(f(M - 0))
= §(f(v)),
ahonnan kovetkezik, hogy go—>f =go f O

Masodik bizonyitds. Az f és g affin fliggvények f és ¢ nyomai lineérisak, igy az g o f Osszetett
fliggvény is linearis. Végiil tetszdleges A, B € X pontok esetén

(90 (A)(go F)(B) = g(f(A)g(f(B))
S )
© g7 (aB))
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— (§o )(AB),

ahol a (%), illetve (1) egyenlségekben felhasznaltuk a g és f fliggvények affinak. Mivel az
go f fliggvény linearis, ezért a 6.3. Ertelmezés alapjan az g o f fiiggvény affin és a nyoma
-3 . 5

gof=golf. O

Harmadik bizonyitds. Legyen O € X egy rogzitett pont. Mivel f és g affin fliggvények, ezért az

alabbi diagram kommutativ.

(6.21)

¢(0,-) ¢((90£)(0),—)

SR<~—-2
DU <=—2

Y

w(f(O)ﬁ)J/

el =

7 g

Ago f fliggvény lineéris, mivel az f és ¢ lineéaris fliggvények Osszetétele, tovabba a fenti diagram

alapjan
gof=we((gof)(0),=)ogo fop(O,-),
N .

ezért a 6.7. Kévetkezmény alapjan a g o f Osszetett fliggvény affin és a nyoma go f =go f. [

6.2.2. Bijektiv affin fiiggvények

Bijektiv linearis fiiggvények inverze is linearis fiiggvény. Hasonléan, bijektiv affin fliggvény inverze

is affin fliggvény, tovabba az inverz fliggvény nyoma egyenls a nyom inverzével.

6.17. Tulajdonsag (Bijektiv affin fliggvények)
Legyen X és Y két, K test feletti affin tér.
(i) Ha f: X — Y egy bijektiv affin fliggvény, akkor az inverze f Y o X is affin fliggvény.
ii) Az inverz fiiggvény nyoma megegyezik a nyom inverzével, vagyis
ggVveny 11y gegy y , vagy
= SRR
=) d=X
(iii) Ha f: X — Y egy olyan affin fiiggvény, amelynek nyoma f+ X = Y bijektiv, akkor az f
fliggvény bijektiv.

Elsd bizonyitds.
(i) Az f: X — Y fiiggvény bijektiv, ezért létezik inverze f~1:Y — X, amirél igazolni kell,
hogy affin. Megmutatjuk, hogy f~! felcserélhets az affin kombinacioval. Tetszbleges By =
f(A1),...,B, = f(A,) €Y tetszbleges pontok és A1,..., N\, € K, Ay +--- 4+ A\, = 1 affin

stulyok esetén
FTHMBr+ - AnBn) = [T (S (A1) + -+ A (An))
= A OAL+ -+ M An)) (mert f affin)
=MAL+ -+ A, (mert f_lolex)
=MfYBY) F -+ M f N B, (mert A; = fYBy), Vi)

tehat f~! felcserélhets az affin kombinacioval, ezért f~! affin a 6.11. Tétel alapjan.
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(i) Mivel fo f=1 = 1y, ezért fo (fY)y=fo f =1y = = 15 a 6.16. Tulajdonsag (ii) alpontja

alapjan. Hasonléan, f='o f = 1y, ezért (f~ 1) of=flof=1y= ly. Tehat fes (f1)
D N —1

egymas inverzei, ezért (f~1) = ( f ) .

(iii) Ha f(A) = f(B), akkor f ﬁ B; — ( ¢s mivel f bijektiv, ezért AB =
ahonnan A = B. Tehat f injektiv.
Legyen O € X egy rogzitett pont. Ha M € Y, akkor f 1 M ey = f(DC) = H(D_C') és mivel
f bijektiv, ezért létezik A € X pont tgy, hogy f(O)M = f(OA) = f(O)f(A), ahonnan
M = f(A). Tehat f sziirjektiv is. O

Masodik bizonyitds. Mivel az f fiiggvény bijektiv, ezért létezik az f~1 inverz fiiggvény. Rogzitett

O € X pont esetén a (6.7) kommutativ diagram alapjan

F=0(f(0),—)o fop(0,—)",

ahonnan kapjuk, hogy f harom bijektiv fiiggvény Osszetétele, igy bijektiv és az inverze

(fyl = [¢(f(0), =) 0 fop(0, =) 1] = (0, =) o f o p(f(0), ). (6.22)

—

Lineéaris fliggvény inverze is linearis, ezért az ( f ) inverz fliggvény lineéris, igy a (6.22) Gssze-
fiiggésbdl a 6.7. Kovetkezmény alapjan kovetkezik, hogy az f~! inverz fiiggvény affin és a nyoma
— o —1

(5= (7)

Ha az f: X — Y affin fiiggvény f nyoma bijektiv, akkor a (6.7) kommutativ diagram alapjan

Ez alapjan az f fliggvény harom bijektiv fliggvény Osszetétel, ezért bijektiv. O

6.2.3. Affin fiiggvények affin kombinaci6ja

A K test feletti V vektortérrél a W vektortérre mend linearis fiiggvények linearis kombinacioja
is egy lineéris fiiggvény, azaz Homg (V, W) egy K-vektortér. Hasonloan, a K test feletti X affin
térrél az Y affin térre mend fiiggvények affin kombinacioja is affin fiiggvény, azaz A(X,Y) egy

affin tér.

6.18. Tulajdonsag (Affin fiiggvények affin kombinacioja is affin)
Legyen X és Y két, K test feletti affin tér. Ha fi,..., fr: X — Y affin fiiggvények és puq,..., ux €
K, p1 + -+ + px = 1 affin stlyok, akkor f = (u1f1+ -+ pefr): X =,

f(A) = (pafi + -+ e fr)(A) = pa fr(A) + -+ fr(A), YVAeX

is affin fiiggvény, amelynek nyoma (uqf1 + -+ + Mkfkj = mfi + -+ ukﬁ: X =Y.

Bizonyitds. Minden A € X pont esetén f(A) = pu1fi(A)+- -+ upfr(A) az fi(A), ..., fr(4) €Y
pontok g1, ..., pup € K, pp + -+ 4+ pp = 1 affin salyokkal vett affin kombinacioja, ezért f(A) € Y

és az f fiiggvény jol értelmezett.
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Tetszoleges A1, ..., A, € X pontok és Ay,..., A\, € K, A\; +--- 4+ A\, = 1 affin sulyok esetén

f(f:)\i/li) = (Ek:/ijfy) (zn:)\iAi) = f:wﬁ(f:)\ix‘h)
i—1 =1 i—1 =1 i—1
© zk: 14 z": Aifi(Ai) = z": Ai Zk: 1 fi(A
=1 =1

j=1 =1
n k n

= Z)‘i<zﬂjfﬂ'><‘4@') = Z)\if(A )
i=1 j=1 i=1

ahol a (x) egyenlGségben felhasznaltuk, hogy az fi,..., f, fiiggvények affinok és ezért felcserél-
hetsk az affin kombinaciéval. Tehéat az f = puifi1 + -+ + prfr fliggvény felcserélhets az affin
kombinacioval, ezért a 6.11. Tétel alapjan affin fliggvény.

Legyen O € X egy rogzitett pont. Minden v € X vektor esetén létezik egyetlen M € X pont
ugy, hogy v = OM = M — 0. Ekkor a (6.20) alapjan minden v € X vektor esetén

f(v) = f(OM) = f(M - 0) = f(M) — f(O)
= (ufr+ -+ e fe) (M) = (i fr + -+ prfir) (O)
= (mfilM) + -+ e frr(M)) — (p1 f1(0) + - -+ + px fx(0))
= w1 (fi(M) = f1(0)) + - + pr(fe(M) — f(O))
= fi(M = O)+ -+ e f(M = O)
— i (OM) + - + e fo(OM)
— (ufi + -+ + i fr) (OM)
= (mfi++ ) (0),

ahonnan koévetkezik, hogy f: mf_i + -+ ,ukf_i;- O

Masodik bizonyitds. Mivel minden A € X pont esetén f(A) = pifi(A) + -+ + upfr(4) az
fi(A4), ..., fr(A) € Y pontok p1, ..., ux € K, pg+- - -+pp = 1 affin stlyokkal vett affin kombinaci-
6ja, ezért f(A) € Y és az f fliggvény jol értelmezett. Legyen P € Y egy rogzitett pont. Tetszbleges
A, B € X pontok esetén f(A) = p1fi(A) + - + pefe(A) és f(B) = mfi(B) + -+ + e fu(B),

ahonnan

FAP = (AP + -+ + i fe(A P es PF(B) = mPfi(B) + -+ uiP fu(B).

Az fi, ey f;; linearis fiiggvények p1,...,ux € K, p1 + -+ + pp = 1 affin silyokkal vett linearis

kombinéacioja is lineéris, tovabba minden A, B € X pont esetén

F(A)f(B) = f(A)P + Pf(B)
= <M1m+"'+ukm) (Mlel +Mkm>
= 1 (AP + PA(BY) + -+ (Fu(A)P + Pfk<Bi)
— A A A(B) + - + e filA) (B
= fi(AB) + -+ u fi(AB)
= (sfi + -+ + mfi) (AB),
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ezért a 6.3. Ertelmezés alapjan az f = p1f1 + - -+ + . fy fiiggvény affin és a nyoma

F=(ufi+ -+ mfe) = pmfi+ -+ s fr. O

6.2.4. Affin részterek affin fliggvény altali képe

Linearis altér linearis fliggvény altali képe lineéaris altér. Hasonléan, affin résztér affin fiiggvény
altali képe affin résztér, tovibba az affin résztér képének iranytere megegyezik az iranytér nyom

altali képével.

6.19. Tulajdonsag (Affin résztér affin fiiggvény altali képe)
Legyen X és Y két, K test feletti affin tér. Ha f: X — Y egy affin fiiggvény és Z C X egy
nemiires affin résztér, akkor f(Z) = {f(M) €Y | M € Z} az Y tér affin résztere és az irdnytere

F@5 = F@)

FElsd bizonyitds. Belatjuk, hogy az f(Z) képhalmaz zart az affin kombinaciora nézve. Legyenek
By, ..., By € f(Z) tetszoleges pontok és A1, ..., A\, € K, A+ -+ )\, = 1 tetszsleges affin sulyok.
Ekkor léteznek Ay, ..., A, € Z pontok tgy, hogy B1 = f(A1),..., B, = f(Ayn), és

)\1Bl+"'+)\n3nZ)\lf(Al)+"'+>\nf(An)(I*)f()\lAle"'ﬂL)\nAn)Ef(z)a

ahol a (*) egyenlGségben alkalmaztuk a 6.11. Tételt az f affin fiiggvényre.
Ha O € Z egy rogzitett pont, akkor minden v € 2 vektor esetén létezik egyetlen M € Z pont
N
agy, hogy v = OM. Mivel f affin fiiggvény, ezért

—

flv) = fOM) = F(O)f(M) € (],
mert f(0), f(M) € (Z,) [Tehat f(2) c m Minden w € ﬁ esetén létezik M € Z 1gy, hogy
w = f(O)f(M) = ), ahonnan w e f(Z), ezért ]@ C f(Z). A kétoldali bennfoglalés

—

miatt m (2) O

Madsodik bizonyitdis. Ha O € Z egy rogzitett pont, akkor a 3.3. Tulajdonsag alapjan Z = t(fz, 0).
A (6.8) kommutativ diagram alapjan f o t(—,O) = t(—, f(O)) o f, ahonnan

F(2) = f(t(Z,0)) = [f o (=, O)](Z) = [t(~, £(0)) o f1(Z) = t(f(Z). /(O)).

Mivel az f nyom lineéris és 2 az X iranytér egy linearis altere, ezért f (Z) az y iranytér linearis
egy altere és a 3.3. Tulajdonsag alapjan f(Z) = t(f(fZ), f(O)) az Y egy affin résztere, melynek
irdnytere f(Z) = f(2). O

6.2.5. Affin részterek affin fliggvény altali 6sképe

Lineéaris altér linearis fliggvény altali 6sképe linearis altér. Hasonlban, affin résztér affin fliggvény
altali Gsképe is affin résztér. Ha az Gskép nem iires, akkor az Gskép irdnytere megegyezik az

iranytér nyom altali 6sképével.
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6.20. Tulajdonsag (Affin résztér affin fiiggvény altali Gsképe)
Legyen X és Y két, K test feletti affin tér. Ha f: X — Y egy affin fliggvény és Z C Y egy affin
résztér, akkor

Fr ) ={MeX|f(M)e2}CX

PR TP , . —1 . ., -1 “\—1,3
skép is affin résztér. Ha f~1(2) nem iires, akkor az irdnytere f~(2) = (f ) (2).

Elsé bizonyitds. Ha f~1(2) = 0, akkor értelmezés szerint az X affin résztere. Tegyiik fel,
hogy f~1(2) # 0. Belatjuk, hogy f~1(Z) zart az affin kombinéciora. Tekintsiink tetszéleges
AMyoosdn € Ko A+ -+ 4+ X, = 1 affin silyokat és tetszéleges A1,..., A, € f~1(Z) ponto-
kat. Ekkor f(A1),..., f(4n) € Z, és mivel Z affin résztér, igy zart az affin kombinéciora, tehat
MSf(A1) + -+ M f(A,) € Z. Felhasznalva, hogy az f fiiggvény affin, igy a 6.11. Tétel alapjan

felcserélhet$ az affin kombinacioval, ezért
f()‘lAl +oF )\nAn) = Alf(Al) +oeet )\nf(An) €2,

ahonnan Ay Ay +- - -+\, A, € f71(Z). Tehat f~1(2) zart az affin kombinéciéra, ezért a 3.15. Tétel
alapjan f~1(2) affin résztere X-nek.
L —
Mivel f(f71(2)) C Z, ezért a 6.19. Tulajdonsig alapjan f(f~1(Z)) g , ahonnan f~1(2) C
(f)fli Legyen O € f~1(2) az 6skép egy rogzitett pontja. Ha v € (f a Z), akkor f( ) € 2 és
létezik egyetlen M € X pont ugy, hogy v = O—J\>4 Mivel f( ) = f(OM) flo)f ( 3 € 2 és f(0)

5
a Z affin résztér pontja, ezért f(M) € 2, azaz M € f~1(Z). Ezek alapjan v M c f1(2),
mert O és M az f~1(2) affin résztér pontjai. Tehat (f)_ (Z) C f~H2). O

Mdsodik bizonyitds. Ha f~1(2) iires, akkor nincs mit bizonyitani, ezért tegyiik fel, hogy nem iires.

Legyen O € f~1(Z) egy rogzitett pont. A (6.7) kommutativ diagram alapjan f = o(f(0), —) 1o

Fop(0,—) =t(~, f(0)) o fop(O,~). Ekkor

0 p(0,=)] " (t(—, £(0)71(2))
Fop0,9)]  ((f(0),2))
(0,9)]7(2) = [p(0, )7 ((f) (@) =t(—0)((F) ()

ahol a (x) egyenldségben felhasznaltuk, hogy Z = o(f(0),2) = {f( M | M € } a (3.2)
alapjan. Mivel az f fliggvény lineéris és Zazy irdnytér egy lineéris altere, ezért f ) (Z ) az X
);

iranytér egy linearis altere. Tehat a 3.3. Tulajdonsag alapjan f~1(2) = t(( ) (i 0) az X egy

. PEEPI 1,5
affin résztere, amelynek iranytere f~1(2) = (f) (). O
6.2.6. Affin fliggvény megdrzi a parhuzamossagot

Péarhuzamos affin részterek affin fliggvény altali képei, illetve Gsképei is parhuzamosak.

6.21. Tulajdonsag

(i) Ha f: X — Y egy affin fiiggvény és X1, Xy C X nemiires parhuzamos affin részterek, vagyis
X1 || X2, akkor a képeik is parhuzamos affin részterek, f(X1) || f(X2).
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(ii) Ha f: X — Y egy affin fuggvény és Y1,Y2 C Y olyan affin részterek, amelyekre fennéll, hogy
Y | Y2 és 71 (Y1), f1(Ya) # 0, akkor az Ssképeik is parhuzamosak, f=1(Y1) || f~1(Y2).

Bizonyitds.
(i) Ertelmezés szerint X; || X2 pontosan akkor, ha X1 C %o vagy Xy C Xy Tegyiik fel, hogy
921 C :Y:Q. Ekkor a 6.19. Tulajdonsag alapjan

FO0) = F(3) € F(dy) = F(X),

tehat f(X1) || f(X2).

(i) Ertelmezés szerint Yy || Yo pontosan akkor, ha 4, C Y, vagy Y, C Y. Tegyiik fel, hogy
91 - 92. Ekkor a 6.20. Tulajdonsag alapjan

—_— 5 5 5 5 —_—
S = ()7 W) € () W2) = fH (Ya),
tehat f~1 (Y1) | f71(Y2). O

6.3. Affin fiiggvények egyenlete

6.3.1. Linearis algebrai kitéré: linearis fliggvény matrixa

Legyen B = (f1,...,0m) a V, illetve C a W K-vektortér egy béazisa. Legyen h: V — W egy
linearis fliggvény. Ha ismertek a v € V vektor koordinatai a B bazisban, akkor a h(v) € W

vektor koordinatait a C bazisban a kévetkez6képpen szamolhatjuk ki:

hw)e = [ele - BEnc]bls <= h)e = Moslls.  (6.23)

[hlce

A [hlce € M, (K) matrixot a h linearis fiiggvény B, illetve C bazisokban vett métrixanak
nevezzik, ahol m = dimgV és n = dimgW. Ha V = W é B = C, akkor hasznaljuk az
[f1B = [fIBB jelolést.

Ha U egy harmadik K-vektortér, amelynek egy bazisa A, és g: U — V egy linearis fiiggvény,
akkor az Osszetett fliggvény matrixa egyenls a fiiggvények méatrixainak szorzataval, vagyis [h o
gdlca = [h]lcBlg)BA. Mivel az identikus fiiggvény matrixa ugyanabban a bazisban az identikus
matrix, [ly|g = I, ezért ha h invertalhato, akkor az inverz fiiggvény matrixa egyenld a fliggvény
métrixanak inverzével, vagyis [h"!|sc = ([h]c) .

Ha B’ a V, illetve C' a W vektortér egy tjabb bézisa, akkor a h fiiggvény matrixat ezekbe

az ijabb bézisokban a kovetkez6képpen irhatjuk at:

[hles = TeclhlcTB (6.24)
ahol Torc és Tepr az attérési matrixok. Sajatosan, az attérési matrix megegyezik az identikus
fiiggvény matrixaval, azaz Tgg' = [lv]BB'-

6.3.2. Affin fiiggvény egyenlete affin koordinata-rendszerben

A linearis fliggvényhez hasonléan egy affin fliggvény is leirhatoé egy matrix segitségével affin

koordinata-rendszerben.
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6.22. Tulajdonsag

Legyen &7 = (Ao, ..., An) az X, illetve B = (By,...,B,) az Y affin tér egy affin koordinata-
rendszere. Ha f: X — Y egy affin fiiggvény és f(A;)(bio,- .., bin)z, minden i = 0,...,m esetén,
akkor minden M € X pontra

bOO blO N bmg
bor b11 ... bmi

f(M))z=|. (M]or = |[f(4o)]2 F(As| M)y, (6.25)
bon bin ... bmn [loer

Bizonyitds. Mivel f(A;)(bio,- .., bin)as, ezért f(A;) = bijoBo+- - +binBn. Ha M (po, ..., pim)o €
X, akkor M = ppgAg + -+ + pmAm, tovabba a 6.11. Tétel alapjan

f(M) = f(ZMiAi) =Y wif(A) = mi Yy biiBi =YY bijmB,
i=0 i=0 =0 j=0

§=0 i=0

ahonnan az f(M) baricentrikus koordinatai <E;‘io bioklis -y D rrg bm,ul). Ezt atirva matrix

alakba visszakapjuk a tulajdonsagban szerepld formulét. O
Az [flas = [[f(Ao)]gg [f(Am)]gg] € M, ;m(K) matrixot az f fliggvény o7 és A affin

koordinata-rendszerekben vett mdtrizdnak nevezziik. Figyeljiik meg a hasonlésagot a linearis
fiiggvény matrixaval. Ha X =Y és of = A, akkor hasznaljuk az [f], = [f]ww jelolést.

Az affin fliggvény méatrixa esetén is teljesililnek a lineéris fliggvény méatrixahoz hasonl6 rela-
ciok. Ha Z egy harmadik K-feletti affin tér, amelynek % egy affin koordinata-rendszere, illetve
g:Y — Z egy ujabb affin fiiggvény, akkor az Osszetett fliggvény matrixa egyenls a fliggvények
métrixainak szorzataval, vagyis [go flew = (9]¢ 2[f]#w. Mivel az identikus fliggvény matrixa az
identikus matrix, vagyis [1y]o = Im+1, ezért ha f invertalhato, akkor az inverz fiiggvény matrixa
egyenld a fiiggvény matrixanak inverzével, vagyis [f~!y2 = ([flzs) L

Ha @' az X, illetve &' az Y affin tér egy Gjabb affin koordinata-rendszere, akkor az f fiiggvény

méatrixat ezekbe az Gjabb koordindta-rendszerekbe a kévetkezSképpen irhatjuk fel:

floa =Toaflaa Ty (6.26)
Sajatosan, az attérési matrix megegyezik az identikus fiiggvény matrixaval, azaz T/ = [1x]|orerr-

Legyen X egy két dimenzios valos affin tér (sik), amelynek o7 = (Ag, A1, A2) egy affin koordinata-
rendszere. Tehat Ay, A1, A3 harom nem kollinearis pont a sikban. Legyen By = By A1+(1—/pp) As,
By = 1A + (1 — B1) Ao, illetve By = B2Ag + (1 — P2) Ay egy-egy pont az Ay Ag, AsAg és Aoy
egyeneseken, tovabba legyen f: X — X azon affin fiiggvény, amelyre f(Ag) = Bo, f(A41) = B,
f(As2) = Bs. Ekkor az f fiiggvény matrixa az o7 affin koordinata-rendszerben

0 1-5 B2
Mo = [fAle [FADlw [F(A] =] B 0 1-5
1-50 B 0
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6.3.3. Affin fiiggvény egyenlete Descartes-féle koordinata-rendszerben

Mivel leggyakrabban a pontok koordinatéit Descartes-féle koordinata-rendszerben irjuk fel, igy

az affin fliggvény egyenletét is Descartes-féle koordinata-rendszerben szoktuk altalaban felirni.

6.24. Tétel

Legyen Z = (O;B) az X, illetve .¥ = (Q;C) az Y affin tér egy Descartes-féle koordinata-
rendszere, ahol B az 55, illetve C az Y irdnytér egy béazisa. Ha f: X — Y egy affin fliggvény,
akkor minden M € X pont esetén

[F(M)) = [fles - [M]z + [f(O)].5- (6.27)

Bizonyitds. Felirjuk, hogy az f(M) pont koordinatéi az . Descartes-féle koordinata-rendszerben
megegyeznek a Qf(M) vektor koordinataival a C bazisban, majd alkalmazzuk az f linearis
fiiggvény matrixara a (6.24) képletet:
O] = [RI (Mo = [RF(0) + FO)f(M]e = [QF(O)lc + [F(0) f(M]]c =
N S
= [f(O)l7 + [f(OM)]c = [f(O)l» + [flcs - [OM]B = [f(O)]# + [f ]cB - [M]2-

6.25. Tulajdonsag

Legyen #Z = (O;B) az m-dimenzios X, illetve . = (Q;C) az n-dimenziés Y affin tér egy
Descartes-féle koordinata-rendszere, ahol B az 5@, illetve C az Y irdnytér egy bazisa. Ha f: X — Y
egy olyan fiiggvény, hogy minden M € X pont esetén

[f(M)]y = - [M]g + 5,

ahol o € M, 1, (K) egy (n x m)-es matrix és 8 € M, 1(K) egy (n x 1)-es oszlopmatrix, akkor az

f fiiggvény affin, és a nyoméanak matrixa a B és C bazisokban [f |cp = «a.

Bizonyitds. Tetszbleges My, ..., My € X pontok és A1,..., A\ € K, \{ 4+ -+ A\ = 1 affin sulyok
esetén
[fOMMy+ -+ MMy = a- MMy + -+ MeMile + 5
=a- (M[Mig + -+ M[Milz) + (A 4+ M)
= A (- [Mi)g+B8)+ -+ X (- [My]z + B)
= M[f(M1)]z + -+ X[ f (My)].7,
= A f(My) + -+ Ao f (M),
tehat f(M My + -+ X\eMy) = M f(M1) + -+ + M f(My), vagyis f felcserélhets az affin kombi-
nacioval, ezért f affin.

— N
Végiil, minden OM € X vektor esetén

—

[F(OM)]e = [F(O) F(M]s = [f(M)]s — [f(O)]
= (o [M]z+8) — (a [0l + B) = a([M]z — [0lz) = a[OM]s,

ahonnan [f]cB = «. O
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Legyen #Z = (O; B) egy Descartes-féle koordinata-rendszer a 2-dimenziés X affin térben, ahol B
az X iranytér egy béazisa.
(1) A v(v1,v2)B vektorral valo t(v, —) eltolas egyenlete az # Descartes-féle koordinata-rendszer-

ben

U1 Y1 =21+ 1

[t(v, M)]z = [M]z + =

V2

Yo = T + V2

(i) A Q(q1,92)% pont koriili 6 szoggel valo Rotg g forgatas egyenlete

cosf) —siné

Rotpo(M)]p =
[Rotq.o(M)]a [sin@ cos 0

] (M]z - [Qlz) + [Qlz

Y1 _|cos # —sinf | |@ n q

Yo sinf  cosd o Q2 Q2
~—~— ~——
[Rotq,o(M)]e (M)

6.3.4. Kapcsolat az affin és Descartes-féle koordinata-rendszerben felirt egyen-
letek k6zott

6.3.4.1. Affin koordinata-rendszerbeli egyenlet atirasa Descartes-féle koordinata-

rendszerbeli egyenletté

A 4.4.1. alfejezetben az X affin tér egy & = (Ag, A1, ..., Ap,) affin koordinata-rendszerébsl meg-
szerkesztettiik az Z = (Ap; B) Descartes-féle koordinata-rendszerét, ahol B = (m, R M)
az X iranytér egy bézisa. Legyen Y egy tdjabb affin tér, amelynek egy o' = (AG, AL, .. AY)
affin koordinata-rendszerébdl hasonldo modon megszerkesztjik az %' = (A{; B’) Descartes-féle
koordinata-rendszert. Ha ismert az f: X — Y fiiggvény [f(M)]o = [flarw[M]s egyenlete az o7
és ' affin koordinata-rendszerekben, akkor az f fiiggvény [f(M)]z = [f |eB[M]z + [f (40)]2

egyenlete az Z és #' Descartes-féle koordinata-rendszerekben a kovetkezSképpen irhatoé fel. Az

agp a1 ... Gmo
apr a1l ... Gml

errer = |[f (Al [f(AD]r - [f(Am)]ar| = | : (6.28)
aon  Aln .. Gmnp

métrix oszlopai az f(Ay), f(A1),..., f(An) pontok &7’ koordinata-rendszerbeli baricentrikus ko-

ordinatait tartalmazzak, igy ha elhagyjuk a matrix elsé sorat, akkor a kapott

ap; air ... Am1
[F(A) e [F(ADz - [f(An)la| =

aonp  Aln  --.  Omn

matrix oszlopai az f(Ao), f(A1),..., f(An) pontok Z’ Descartes-féle koordinata-rendszer szerin-

ti koordinatait tartalmazzak. Az igy kapott matrix els6 oszlopa az [f(Ag)]4 koordinata-matrix
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elemeibdl all, amely a Descartes-féle koordinata-rendszerbeli egyenlet szabadtagja. A (4.3) alap-
jan a kapott matrix els6 oszlopéat levonva a tobbi oszlopbdl, majd elhagyva az els§ oszlopot,

megkapjuk a nyom matrixat

s = [[FAA)s . [[AoAn)s]
= [ f@dle .. (A7 (An)ls]
= Ak — (A - [F(Am)lar — [F(A0)]w
_all — aop1 e am1 — ao1
| d1n — GOn --- Gmn — G0n

Osszegezve, a (6.28) matrixbol felirhato az f fiiggvény egyenlete az Z és %' koordinata-rendszer-

ben:
a1p —apr ---  Qamil —aol ap1

[f (M) = : : Mz +| ¢ |- (6.29)

Qin — Aon - - - Amn — A0n apn

Legyen o/ = (Ap, Ay, Az, A3) a 3-dimenzios X, illetve &’ = (A[, A}, A}) a 2-dimenzios Y
valos affin tér egy affin koordinata-rendszere. Legyen % = (AO;AoAl,AOAé,AOA;,), illetve
K = (A{);M,M) az o, illetve o/’ affin koordinata-rendszerhez rendelt Descartes-féle
koordinata-rendszer. Ha egy f: X — Y affin fiiggvény egyenlete az o/ és &/’ affin koordinata-

rendszerekben
O -6 -3 7

-1 3 5 -6

akkor az f egyenlete az #Z és %' Descartes-féle koordinata-rendszerekben

4—2 —1-2 0—-2 2
[f(M)]zr = [3 S 5o (1) —6- (1) M+ |~
= [F(D)]e = lj N :2] M+ |

6.3.4.2. Descartes-féle koordinata-rendszerbeli egyenlet atirasa affin koordinata-

rendszerbeli egyenletté

A 4.4.2. alfejezetben az X m-dimenzios affin tér egy Z = (O; f1, . . ., Bm) Descartes-féle koordinata-
rendszerébdl megszerkesztettik az o = (O, A1 = t(61,0), ..., Apm = t(Bm, O)) affin koordinata-
rendszerét. Legyen Y egy n-dimenzios affin tér, amelynek #' = (O0'; 51, ..., B),) Descartes-féle
koordinata-rendszerébdl hasonlé modon megszerkesztjiik az o7’ = (0', A} = t(51,0'),..., Al, =
t(8),,0")) affin koordinata-rendszerét. Ha ismert egy f: X — Y affin fiiggvény [f(M)]s =
[f1eB8[M]% + [f(O)]4 egyenlete az # és #' Descartes-féle koordinata-rendszerekben, akkor az
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f figgvény [f(M)]yr = [flarw| M| egyenlete az of és o/ affin koordinata-rendszerekben a
kovetkezSképpen irhato fel. Az

[f(M)]gr = | D |[M]e+ | (6.30)

bpi .. bam Cn

[f}B/B

egyenletben a szabadtag az [f(O)]4 koordinata-matrix, mig az

s = (/0D .. 1FOANe] = [[(A0)e — [FOa .. [F(Anlar ~ FO)La]-
Innen kapjuk, hogy
1 b11 C1 bim C1
FONa = ||, Az =+, 0 FAn)e=]| |+
Cn bn1 Cn, brm Cn
Az [f]ear matrix oszlopaiba az [f(O)]ar, [f(A1)]a,- -, [f(Am)]e affin koordinata-matrixok
elemei keriilnek, amelyeket az [f(O)]4, [f(A1)]%, - - -, [f(Am)]% Descartes-féle koordinatra-méat-

rixokbdl tgy kapunk, hogy az elsé helyre olyan értéket irunk, hogy az oszlopban az Osszeg 1

legyen. Tehat a (6.30) egyenletbdl felirhato a fliggvény affin koordinata-rendszerbeli egyenlete:

=" 1= (b +e) oo 1= (bim + i)
[f (M) = o it o P+ [M].y (6.31)
Cn bp1 + cn e by + cn
(fler’ o

Legyen Z = (O; 1, B2, B3) a 3-dimenzios X, illetve Z’' = (O; 8], 85) a 2-dimenzios Y valos affin
tér egy Descartes-féle koordinata-rendszere. Legyen <7 = (O,t(B1,0),t(B2,0),t(B3,0)) az Z,
illetve &' = (O',t(8,,0"),t(B5,0")) az #' Descartes-féle koordinata-rendszerhez rendelt affin
koordinata-rendszer. Ha egy f: X — Y affin fiiggvény egyenlete az % és %' Descartes-féle

koordinata-rendszerekben

2 -3 -2 2
M)y = Ml + ,
SO0 L ) _5] M+ | 7
akkor az f egyenlete az &7 és <7’ affin koordinata-rendszerekben
[f (M) =
1-(2-1) 1-(2+2)—@4=1) 1—(=3+42)—(6-1) 1—(=2+42)—(=5-1)
= 2 2+ 2 —34+2 242 [M] o
-1 44 (—1) 6+ (—1) —54(—1)
0 -6 -3 7

= [f(M)r=12 4 -1 0| [Ms
-1 3 5 6
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6.3.4.3. Affin koordinata-rendszerrel adott fliggvény egyenlete

Legyen #Z az X, illetve #' az Y affin tér egy Descartes-féle koordinata-rendszere. A 6.14. Tu-
lajdonsagban igazoltuk, hogy ha &/ = (Ag, A1,...,An) az X egy affin koordinata-rendszere és
By, Bi,..., B, €Y tetszbleges pontok, akkor létezik egyetlen f: X — Y affin fiiggvény gy, hogy
f(A;) = B;, minden i = 0,1,...,m esetén. Feltételezziik, hogy ismertek a pontok Descartes-
féle koordinatai, vagyis ismertek az [Aglep, [A1l%, ..., [Am|z, illetve [Bolg, [Bilar, - - -, [Bmla
koordinata-matrixok. Célunk, hogy felirjuk az f fiiggvény egyenletét az % és %' Descartes-féle
koordinata-rendszerekben.

Két modszert mutatunk az egyenlet felirasara. Az elsé modszer szerint el6bb felirjuk a fiigg-
vény egyenletét a Descartes-féle koordinata-rendszerhez rendelt affin koordinata-rendszerekben.
A 4.34. Tulajdonség szerint legyen 9B az Z, illetve B’ az #’' Descartes-féle koordinata-rendszerhez
rendelt affin koordinata-rendszer. Az [Ao|#, [A1]%; - - -, [Am]%, illetve [Bolgr, [Bila, - - -, [Bm]a
koordinata-méatrixok konnyen atirhatok a 4, illetve %’ affin koordinata-rendszerbe, mivel az
els§ helyre olyan értéket kell beszurni, hogy a oszlopmatrix elemeinek Osszege 1 legyen. Ekkor

a (6.26) attéresi képlet szerint
Aoz = flaaTos = fleaTyy
1
(Al Al - [An)lw] [[ols (il - [Anls]

5
(Bilwr Bila ... Bulw|[lAds (Al . [Aula] (6.32)

Ezutan a 6.3.4.1. alfejezetben targyalt modon felirhatjuk a fiiggvény egyenletét a Descartes-féle

koordinata-rendszerekben.

Legyen #Z az X, illetve %' az Y valos affin tér egy Descartes-féle koordinata-rendszere. Le-
gyenek Ag(4,—-2)%, A1(2,1)%, Aa(1,3)% pontok az X térbdl és By(1,2,3)4, B1(2,1,—1)4,
Bs(—3,0,1)4 pontok az Y térbsl. Ekkor létezik egyetlen olyan f: X — Y affin fliggvény, amely-
re f(Ap) = Bo, f(A1) = By, f(A2) = Ba, és a kovetkezdképpen irhatjuk fel az egyenletét.

Az X Descartes-féle koordinata-rendszerhez rendelt % affin koordinata-rendszerben irhat-
juk, hogy Ao(—1,4,—-2)g, A1(—2,2,1)5, A2(—3,1,3)4, illetve az %' Descartes-féle koordinéta-
rendszerhez rendelt %’ affin koordinata-rendszerben pedig Bo(—5,1,2,3) %, B1(—1,2,1,—1) 4,
B(3,-3,0,1)%. A (6.32) alapjan

-5 -1 3 1 [-13 -9 -9
-1 -2 -3
5 A A7 30 36
BB = =
2 1 0 4 3 3
-2 1 3
3 -1 1 —37 —23 —29

A 6.3.4.1. alfejezet alapjan ebbdl felirhatjuk az f fliggvény egyenletét az # és %’ Descartes-féle

koordinata-rendszerekben:

30 — 47 36 — 47 47
[f(M)]g = 3—4 3—4 Mz + | 4
—23— (=37) —29— (—37) 37
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17 —11 47
= [f(Mzg=|-1 —1|[M]z+| 4
14 8 —37

Az f fliggvény egyenletének helyessége ellendrizhets azéltal, hogy az f egyenletébe behelyette-
sitjiikk az A; pontok koordinatéit és visszakapjuk a B; pontok koordinatait, minden ¢ = 0,1, 2
esetén.

A maésodik modszerben csak Descartes-féle koordinata-rendszerekkel fogunk dolgozni. A
Descartes-féle koordinata-rendszerek felirhatok Z = (O; B) és 2’ = (O; B’) alakba, ahol O € X,
O €Y, és BazX, illetve B az Y iranytér egy bazisa. Legyen . = (Ap; ApA1,..., ApAn) az

o = (Ap, A1,...,Apn) affin koordinata-rendszerhez rendelt Descartes-féle koordinata-rendszer
és jelolje A = (ApAy,, ..., AoAn,) az X irAnytér . koordinata-rendszernek megfeleld bazisat.

El6szor felirjuk a fiiggvény nyoméanak méatrixat a B és B’ bazisokban.

[fles = [flp'aTaB = [J?]B’AT]E}X

= [F@ale ... FAdnle] |[®dls .. [Adds]

= [Faf@lle .. F@f@Ee] [AAls . Ads]

= [BoBle ... (BoBole] [AAlle ... [(AoAnls]

= [1Bile — Bolar ... [Bule — [Bola] [[Ar)e — [Adle ... [Aule — [Aole] -

(6.33)

Ismerjiik egy pont és képének koordinatait az £, illetve %' koordinata-rendszerekbe, igy az
[f(O)] % koordinata-méatrixot a kovetkez6képpen szamolhatjuk ki. Mivel ismert [Ag)4 és [Bola =
[f(Ag)]a, ezért az

[f(A))ar = [f]B/BlAdl% + [£(O)]%

Osszefliiggésbdl kapjuk, hogy

[f(O)ar = [f(Ao)lar — [f1B/BlAol% = [Bolw — [f |5'B[Ad]. (6.34)

A (6.33) és (6.34) dsszefiiggésekbdl felirhato az f fiiggveny [f(M)]z = [fles[Mz + [f(O)]s

egyenlete az Z és %' koordinata-rendszerekben.

Legyen Z = (0;B) az X, illetve Z' = (0’; B’) az Y valos affin tér egy Descartes-féle koordinata-
rendszere. Legyenek Ag(4,—2)z, A1(2,1)%, A2(1,3)% pontok az X térbsl és By(1,2,3)4,
Bi1(2,1,—1)4, B2(—3,0,1)4 pontok az Y térbsl. Ekkor létezik egyetlen olyan f: X — Y af-
fin fiiggvény, amelyre f(Ag) = Bo, f(A1) = Bi, f(A2) = Ba, és a kovetkezdképpen irhatjuk fel
az egyenletét.

A (6.33) alapjan az f fiiggvény nyomanak métrixa

flee=|1-2 0-2

2-1 -3-1 [
-1-3 1-3

24 1—4 17"
1-(-2) 3-(-2)
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1 —4 -1 —-17 —-11
-2 =3
=|-1 -2 =|-1 -1
-4 =2 14 8
A (6.34) alapjan az [f(O)]4 szabadtag:
-17 -11 4 1 47
(O = ~[flpBldola + [Bolar = — | =1 =1 || |+ 2] =| 4
14 8 3 —-37

Végiil az f fiiggvény egyenlete az # és %' Descartes-féle koordinata-rendszerekben:

17 11 47
(M) = | -1 —1]|[M]z+ | 4
14 8 —37

Az f fliggvény egyenletének helyessége ellendrizhets azéltal, hogy az f egyenletébe behelyette-
sitjiikk az A; pontok koordinatait és visszakapjuk a B; pontok koordinatait, minden i = 0,1, 2

esetén.

6.3.5. Affin résztér képének egyenlete

Legyen Z = (0;B) a K test feletti X, illetve . = (Q;C) a K test feletti Y affin tér egy
Descartes-féle koordinéta-rendszere, ahol B az D_é, illetve C az Y irdnytér egy bazisa.
Legyen Z C X nemiires affin résztér, amelynek P € Z egy pontja és a Z iranytere 7 =

(w1, ..., wg), ahol (w1,...,wy) az iranytér egy bazisa. Ekkor
2 =t(Z, P) = {t(wwi + -+ Mgwy, P) | A, M € K
és a Z affin résztér paraméteres egyenlete az % koordinata-rendszerben
[M]% = |Pla + Mui]s + - + Mewe]B, A1,..., A\ €K

Ha f: X — Y egy affin fiiggvény, akkor a 6.19. Tulajdonsag alapjan f(Z) az Y egy nemiires
affin résztere, amelynek f(P) egy pontja és

—

F(Z5 = (@) = (Flwn), ..., flwg)

generatorrendszer

az irdanytere. Ez alapjan

- — —

F(2) = t(f(2), f(P)) = {t(n flwr) + - + Mo f(wr), fF(P)) | A,..., A € K}

Ha f(ws,),..., f(w; ) az f(Z) iranytér egy bazisa, akkor az f(Z) paraméteres egyenlete az .

koordinata-rendszerben

— —

[Nz = [f(P)l + Mlf(wi)lc + - + A f(wi)le, Ao A €K (6.35)
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AZ;=(1,2,3)+((—1,0,2),(3,1,0)) és Zo = ((—1,0,2),(3,1,0)) linearis varietasok

fl(ﬂf) 4 -2 0 T 6
f=,0n k)R =R @) =1 =5 7| x| + |-1
fg(x) 0 2 1 X3 —4

fiiggvény altali képét a kovetkez6képpen szamolhatjuk ki. A P = (1,2,3) € Z; pont képe

4 -2 0] [1 6 6
[f(P)]e=|1 -5 7| |2| +|-1| = [11|, ahonnan f(P)=(6,11,3).
0 2 1} |3 —4 3

AZ, iranytér w; = (—1,0,2),we = (3,1,0) generatorainak nyom altali képe

4 —2 0] [-1 —4

[flw)lg= |1 =5 7| |0 | =[13|, ahonnan f(w;)=(—4,13,2),
0 2 1] |2 2
[4 —2 0] [3 10

flw)lg= |1 =5 7| [1] = |-2|, ahomnan f(ws) = (10,-2,2).
0 2 1] |0 2

Végﬁl f(z'l) = f(Pl) + <f(w1)v _’(w2)> = (67 117 3) + <(_4a 137 2)7 (107 _2a 2))
1

Hasonloan, a Zo = (wq,ws) lineéaris varietas esetén P» = (0,0,0) € Zg, amelynek f altali

képe
4 =2 0| |0 6 6
[f(P2)]e=|1 =5 7| |0|+|-1| =|-1|, ahonnan f(P)=(6,—1,—4),
0 2 1] 10 —4 —4

— —

ezért f(22) = f(P2) + (f(w1), fwe)) = (6,1, —4) + ((—4,13,2), (10, -2, 2)).

Legyenek #Z = (0;B) és #' = (O’;B’) Descartes-féle koordinata-rendszerek a 4-dimenzios X,
illetve a 3-dimenzios Y valoés affin terekben. Legyen f: X — Y egy affin fiiggvény, amelynek

egyenlete az Z és #' koordinata-rendszerekben

1 70 4 -1
POl = [-1 2 5 3| [Ma+ | 2
6 7 8 —11 —4

Az X affin tér egy £ egyenesének egyenlete az # koordinata-rendszerben

m1—1_$2+2_:c3—4_x4

-2 0 5 1

Az egyenes f(L) képének egyenletét a kovetkezSképpen szamolhatjuk ki. Az L egyenes egy
pontja P(1,—2,4,0)5 € L és az iranytere L = (u(—=2,0,5,1)g). Ekkor az f(£) affin résztér
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f(P) pontjanak koordinatai

1
1 70 4 5 -1 —14
F(Plar= -1 2 5 =3|-| "f+|2|=|17
6 7 8 -—11 0 —4 20
——
[Pl
Az f (L} irAnytér generatoranak koordinatai:
-2
1 70 4 2
> 0
[f(w)p=|-1 2 5 -3 5| 24
6 7 8 —11 ) 17
[Flere v
[ulB
Tehat az f(L) paraméteres egyenlete
y1:—14—|—2)\
yo = 174+24X  ,AER.
y3 =204+ 17\

Ezek alapjan az £ egyenes f(£) képe szintén egy egyenes, amelynek egyenlete az %’ koordinata-

rendszerben
y1+14 oy — 17  y3—20

2 24 17

Legyen #Z = (0;B) a 4-dimenzios X, illetve Z' = (O’;B’) a 3-dimenzios Y valos affin tér egy
Descartes-féle koordinata-rendszere. Legyen f: X — Y egy affin fiiggvény, amelynek egyenlete

az # és %' koordinata-rendszerekben

1 2 3 2 -2
[f(M)]gr=1-1 0 1 0| [M]zg+ |-1
0 2 —4 2 1

Az X affin tér egy H hipersikjanak egyenlete az # koordindta-rendszerben x1+x9 —2z3+ x4 = 4.
Az f(H) képet és egyenletét a kovetkezSképpen hatarozhatjuk meg.

Megoldjuk a H hipersik egyenletét, ahonnan megkaphatjuk a hipersik egy pontjat és a H
irAnytér generatorait. Legyen xy fGismeretlen és xo = A1, x3 = A2, x4 = A3 mellékismeretlenek,

ahonnan az egyenlet megoldashalmaza

{(4= A1+ 20 — A3, A1, A2, A3) €RY | Mg, Mg, A3 € R} =
= {(4707070) + )\1(_17 17070) + )\2(2707 170) + )‘3(_170707 1) ’ A1, A2, A3 € R} =
— (4,0,0,0) + ((~1,1,0,0), (2,0,1,0), (—1,0,0,1)).

Innen kapjuk, hogy a H hipersik egy pontja P(4,0,0,0), € H és az irdnytere

H = (wi(—1,1,0,0)B, w2(2,0,1,0)s, ws(—1,0,0,1)p).
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Kiszamoljuk a P pont képét,

4
1 2 3 2 0 -2 2
[f(P)lew=1-1 0 1 0 0 + |—-1| = |-5],
0O 2 —4 2 1 1
0
[Pla

ahonnan f(P)(2,—5,1)4 € Y. Ezutan a H irdnytér generatorainak képét szamoljuk ki:

-1
1 3 2 1 1
[ (wl)]B/ =|-10 1 0 = |1 )
0 2 —4 2 2
0
~——
[wi]B
2
1 3 2 0 5
Flw)lg=|-1 0 1 0 =1
0 —4 2 —4
0
~~
[wa]B
-1
1 3 1
. 0
[flws)lgr=|-1 0 1 o | =1
0 2 —4 2 2
1
~——
[w3]B

ahonnan a kép iranytere

— —

OO0 = (Flwn) (1,1, 2)m, Flaws) (5, —1, ~4)mr, Flws)(1,1,2)m)
= (Flwn),

Tehat az f(H) kép szintén egy hipersik, melynek egyenlete az %’ koordinata-rendszerben

—

w1
Flw1)(1,1,2) 8, f(wa)(5,—1, —4)g/).

(f(

y1—2 y2+95 yz—1
1 1 9 | =0 < y1 — Tyo + 3ys — 40 = 0.
5 -1 —4

6.3.6. Affin résztér 6sképének egyenlete

Legyen Z = (O;B) a K test feletti m-dimenzios X, illetve . = (Q; C) az n-dimenzios Y affin
tér egy Descartes-féle koordinata-rendszere, ahol B az 5@, illetve C az Y irAnytér egy béazisa.
Legyen Z C Y affin résztér, amelynek algebrai egyenlete az Y affin tér . Descartes-féle

koordinata-rendszerében
ciuyr+ -+ cipyn +di =0

Ciyr + -+ CrnYn +di =0
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Ha az f: X — Y affin fliggvény egyenlete

Y1 ail ... Qim T b1
— : +
Yn Gnl Anm Tm bn
D) [Flos Mz /O

Y1 = a1121 + - + AG1mTm + b1

Yn = Ap121 + - + ApmTm + b,

akkor az f~1(2) C X &skép algebrai egyenlete az % Descartes-féle koordinata-rendszerben

cii(anzy + -+ aimTm + 01) + - + cinanizr + - + apm@m +bp) +di =0
@) :
cpr(aizy + -+ arpm@m +01) + - 4 cnapizr + - + apm@m +by) +di, =0

6.34. Megjegyzés

Ha a rendszernek nincs megoldésa, akkor f~1(Z) = 0. o

Legyen Z = (0;B) az X, illetve Z' = (0’; B’) az Y valos affin tér egy Descartes-féle koordinata-
rendszere. Legyen f: X — Y egy affin fiiggvény, amelynek egyenlete az # és %' koordinata-

rendszerekben
Y1 1 0 1| |z -1
Y2 | — 010 xo | + 2
Y3 1 1 1 T3 -2

Az Y affin tér egy Z affin részterének egyenlete az %’ koordinata-rendszerben

291 +3y2 —y3+1=0

y1—y2+ys—2=0
Az f71(Z) 6skép egyenletét a kovetkezSképpen hatirozhatjuk meg. Az f fiiggvény egyenletét
felirhatjuk

y1=z1+z3—1

Yo = T2 + 2

Y3 =21+ T2 +x3 —2
alakba, amelyet behelyettesitve a 2 egyenletébe megkapjuk az f~1(Z) 6skép algebrai egyenletét:

2($1+$3—1)+3($2+2)—($1+$2+$3—2)—|—1:0 T1+ 229 +23+7=0

(.Tl—f—l'g—l)—(.CC2+2)+($1+1I2+$3—2)—2:0 201 +2x3—7=0
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Legyen Z = (—2,4,3,0) + ((4,0,—1,2),(6,1,0,3)) az R* egy linearis varietasa és f: R® — R?,

fi(z) 0 1 -2 1
@l =1 4 o [T |2
Bl T s 0 2] ™|
fa(2) 4 1| 17 |

Az f71(2) 6sképet a kovetkezdképpen szamolhatjuk ki. Meghatdrozzuk a Z algebrai egyenletét.
Ehhez felirjuk a

4s1 —s3+2s4, =0

651+ 82+ 3s4 =0
segédrendszert, amely megoldashalmazanak egy bazisa (dy = (1,0,0,—2),(1,—6,4,0)). Innen
kapjuk, hogy a Z algebrai egyenlete

(y1+2)—2ys =0 1 —2ys+2=0
—
(y1+2) —6(y2—4) +4(y3—-3) =0 y1 — 6y2 +4ys +14 = 0.

Az f egyenletét atirjuk egyenletrendszer formajaba:

p
Yy = a2 —2x3+ 1

Yo = —x1 + 4xg — 2
Y3 = dx1 + 213 — 3

Yys =21 +4x9 — 23+ 1
amelyet behelyettesitve a Z algebrai egyenletébe megkapjuk az f~!(2) algebrai egyenletét:

(.%'2—2.%’3—}—1)—2($1+4$2—1‘3—|—1)—|—2:0

(22 — 223 + 1) — 6(—1 + dag — 2) + 4(5zy + 203 — 3) +14 =0
—2x1—Tzo+1=0
26$1 — 15.%2 —6$3+15=0

—

Ezt az egyenletrendszert megoldva felirhatjuk az Gsképet linearis varietds formajaban:

gy (45 1 23
/ (Z)_< 106’53’0>+<<106’ 53’1>>'

6.4. Affin endomorfizmusok és automorfizmusok

Megvizsgaljuk, hogy hogyan allithat6 el az affin tér affinitasainak csoportja az eltolasok és az

iranytér linearis automorfizmuscsoportja segitségével.

6.4.1. Linearis algebrai kitéré: linearis endomorfizmusok és automorfizmusok

Egy V K-vektortér linedris endomorfizmusai a 'V vektorteret énmagaba képezd linearis fliggvé-
nyek. Az
End(V) = {h: V — V| h linearis}
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halmaz a V vektortér linearis endomorfizmusainak halmaza. A V vektortér linedris automorfiz-

musai a bijektiv endomorfizmusok, az
Aut(V) = {h € End(V) | h bijektiv}

halmaz pedig a V vektortér linearis automorfizmusainak halmaza. A vektortér linearis en-
domorfizmusai az Osszetétellel monoidot alkotnak, mig a linearis automorfizmusai csoportot,
tehat (End(V),0) egy monoid és (Aut(V),o) egy csoport. Ha a V vektortér m-dimenzios és
B = (51,...,0m) egy bazisa, akkor

¢B:Km_>va ¢B(kl77km):klﬁl++km/6m

egy linearis izomorfizmus, amely szérmaztat egy

¢B: (End(\?), O) - (Mm(K)7 ‘)7 ¢B(f) = [f]B (6'36)

monoidizomorfizmust, illetve

#B: (Aut(V),0) = (GLn(K),-), ¢B(f)=[f]lB (6.37)

csoportizomorfizmust.

6.4.2. Affin endomorfizmusok és automorfizmusok

Vizsgaljuk az affin tér endomorfizmusait, illetve automorfizmusait, és a kapcsolatukat az iranytér

endomorfizmusaival, illetve automorfizmusaival.

6.37. Ertelmezés
Az X affin teret 6nmagaba képezd f: X — X affin fliggvényt affin endomorfizmusnak nevezzik.
Az X affin tér affin endomorfizmusainak halmaza End(X) = {f: X — X | f affin}.

Bijektiv affin endomorfizmust affin automorfizmusnak vagy affinitdsnak nevezzik, és az X
affin tér affinitdsainak halmaza Aut(X) = {f € End(X) | f bijektiv} C End(X).

6.38. Tulajdonsag
Legyen X egy affin tér.

(i) Az X affin endomorfizmusai az Osszetétellel monoidot alkotnak, vagyis (End(X),0) egy
monoid, és a nyom altal megadott v: End(X) — End (D_C), v(f) = f fiiggvény egy sziirjektiv

—

monoidmorfizmus az (End(X), o) és (End(X), o) monoidok kozott.

(ii) Az X affin automorfizmusai az Gsszetétellel csoportot alkotnak, vagyis (Aut(X), o) egy cso-
port, és a nyom altal megadott v: Aut(X) — Aut (5@), v(f) = f fiiggvény egy sziirjektiv

—

csoportmorfizmus az (Aut(X),0) és (Aut(X), o) csoportok kozott.
Bizonyitds.
(i) A 6.16. Tulajdonsag (i) alpontja alapjan, ha f, g € End(X), akkor az fog Osszetett fliggvény

is affin, ezért a ,,0” Osszetétel egy mivelet az End(X) halmazon. A fliggvények Osszetétele

asszociativ, illetve az 1y identikus fliggvény affin, ezért (End(X), o) egy monoid.
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Ha f: X — X affin, akkor a nyoma f: X — X linedris, igy v: End(X) — End (55), v(f) = f
egy jol értelmezett fiiggvény. A 6.16. Tulajdonséag (ii) alpontja alapjan, ha f, g € End(X),

N .
akkor go f = go f, vagyis v egy monoidmorfizmus.

A 6.15. Tulajdonséig alapjan, ha adott egy h: X — X linearis fliggvény és adott egy O € X
pont f altali P = f(O) képe, akkor létezik egyetlen olyan f affin fliggvény, amelyre f(O) =
P és az f nyoma f = h. Tehét a v fiiggvény sziirjektiv.

(ii) Mivel bijektiv fliggvények Osszetétel is bijektiv, ezért az el6z6 alpont alapjan a ,,0” Gsszetétel
egy mivelet az Aut(X) halmazon, tovabb4 a 6.17. Tulajdonsag (i) alpontja alapjan bijektiv
affin fliggvény inverze is affin, ezért (Aut(X), o) egy csoport.

—

A 6.17. Tulajdonséag alapjan affinitds nyoma bijektiv, igy v: Aut(X) — Aut (X), v(f) = f
egy jol értelmezett fiiggvény, és az el6z6 alpont alapjan egy csoportmorfizmus. A 6.17. Tu-
lajdonsag (iii) alpontja alapjan, ha egy affin fiiggvény nyoma bijektiv, akkor a fliggvény is

bijektiv, igy az el6z6 alpont alapjan a v fiiggvény sziirjektiv. O

A 6.38. Tulajdonsag v fiiggvényeit Osszetéve a (6.36), illetve (6.37) izomorfizmussal kapjuk

az alabbi kovetkezményt.

6.39. Kovetkezmény
Legyen X egy K test feletti m-dimenzios affin tér és legyen B az X irdnytér egy bazisa.

—,

(i) A vg: End (X)) — M, (K), vg(f) = [f]|B fliggvény egy sziirjektiv monoidmorfizmus az
(End(X),0) és (M,,(K),-) monoidok kozott.

—,

(ii) A vg: Aut (X) - GLn(K), v(f) = [f]B fiiggvény egy sziirjektiv csoportmorfizmus az
(Aut(X),0) és (GLy(K),-) csoportok kozott.

6.4.2.1. Affin endomorfizmus és automorfizmus egyenlete

Affin endomorfizmusok esetén az értelmezési tartomanyon és értéktartoméanyon is ugyanazt a
koordinata-rendszert szoktuk valasztani. Legyen #Z = (O;B) az X affin tér egy Descartes-féle
koordinata-rendszere, ahol B az X irdnytér egy bazisa. Ekkor az f: X — X affin endomorfizmus
egyenlete

F(MD]e = [fls - Mle + [F(O)s, MeX.

Az f pontosan akkor affin automorfizmus, ha | f |B invertalhaté méatrix, vagyis det(| f IB) # 0
(lasd a 6.17. Tulajdonsag (iii) alpontjat).

6.4.3. Fixpontok

6.40. Ertelmezés
Az M € X pont az f € End(X) endomorfizmus fizpontja, ha f(M) = M. Az f fixpontjainak
halmaza Fix(f) ={M € X| f(M) = M}.

6.41. Tulajdonsag

Legyen f € End(X) az X affin tér egy endomorfizmusa. Az f endomorfizmus Fix(f) fixpontjainak
halmaza egy affin résztér. Ha az f fixpontjainak halmaz nem {ires, akkor az iranytere megegyezik
a nyom fixpontjainak halmazaval, vagyis m = Fix( f ).
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Bizonyitds. Ha Fix(f) = (), akkor értelmezés szerint affin résztér. Ha Fix(f) # 0, akkor tetszo-
leges Ay, ..., A, € Fix(f) fixpontok és tetszéleges Ai,..., A, € K, A\ + -+ A, = 1 affin salyok

esetén

JOAL+ -+ M A) = M f(A) + -+ A f(An) (f affin)
=MAL+- -+ N A, (Al,...,AnEFiX(f)),

tehat Fix(f) zart az affin kombinaciora, ezért a 3.15. Tétel alapjan Fix(f) az X affin résztere.
Az Fix(f ) = Fix( f ) egyenldséget két oldali bennfoglalassal igazoljuk. Legyen O € Fix(f)
egy rogzitett pont. Mivel Fix(f) egy affin résztér, ezért minden v € Fix(f ) vektor esetén létezik

—
egyetlen M € Fix(f) pont ugy, hogy v = OM. Mivel f affin és O € Fix(f), ezért

—

f(OM)

FO)F(MYy=0f(M), YM eX. (6.38)

Ha OM € Fix(f), akkor M € Fix(f), vagyis f(M) = M, és a (6.38) alapjan _'(O—]\f) =
ezért OM € Fix(f), tehat Fix(f; C Fix(f).
Ha OM € Fix(f), akkor f(O—]\>4) — OM ¢ a (6.38) alapjan OM = Of(M), ahonnan

FOM) = M, vagyis M € Fix(f), ezért OM € Fix(/), tehat Fix(f) C Fix(f. 0

Q

M

)

6.5. Affin endomorfizmus felbontasa transzlacioé és centralis endo-

morfizmus oOsszetételére

Linearis algebra esetén a (6.36) és (6.37) izomorfizmusok lehetévé teszik a linearis endomorfiz-
musok, illetve automorfizmusok leirasat és tanulményozéasat. Célunk, hogy hasonld izomorfiz-
musokat adjunk affin endomorfizmusok és automorfizmusok esetén is. Igazolni fogjuk, hogy az
affinitasok csoportja izomorf az irdnytér, mint additiv csoport és az iranytér linearis automorfiz-

mus csoportjanak féldirekt szorzataval.

6.5.1. Centralis affin endomorfizmusok és automorfizmusok

Centralis endomorfizmusok, illetve automorfizmusok olyan endomorfizmusok, illetve automorfiz-

musok, amelyeknek van egy rogzitett fixpontja.

6.42. Ertelmezés
Legyen P € X az X affin tér egy rogzitett pontja. Egy g € End(X) affin endomorfizmust P
kézépponti centrdlis affin endomorfizmusnak neveziink, ha g(P) = P. A P koézéppontu centralis
affin endomorfizmusok halmaza End(P;X) = {g € End(X) | g(P) = P}.

Bijektiv P kozéppontu centralis endomorfizmust P kdzépponti centrdlis automorfizmusnak
(affinitdsnak) neveziink. A P kozéppontt centralis affinitasok halmaza Aut(P;X) = {g €
Aut(X) | (P) = P}.

Legyen # = (P;B) egy Descartes-féle koordinata-rendszer az X affin téren, ahol B az X

iranytér egy bazisa. A g € End(P;X) centrélis affin endomorfizmus egyenlete:

lg(M)]% = [G]B - [M]z, VM €X.
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6.43. Tulajdonsag
Legyen P az X affin tér egy rogzitett pontja.

(i) Az X affin tér P kozéppontu centrélis affin endomorfizmusok az Gsszetétellel monoidot
alkotnak és a nyom altal megadott v: &nd(P;X) — End(X), v(g) = 7 leképezés egy mo-

—

noidizomorfizmus az (End(P;X),0) és (End(X), o) monoidok kozott.

(ii) Az X affin tér P kozéppontu centralis affinitasai az osszetétellel csoportot alkotnak és a

—

nyom altal megadott v: Aut(P;X) — Aut(X), v(g) = g leképezés egy csoportizomorfizmus

az (Aut(P;X),0) és (Aut(X), o) csoportok kozott.

Bizonyitds.
(i) Mivel g1, g2 € End(P;X), ezért g1(P) = P, g2(P) = P, ahonnan ¢1(g2(P)) = g1(P) = P,
tehat g1 0 go € End(P;X). Az 1y identikus fiiggvény is P kozépponti centralis endomor-
fizmus. Ezek alapjan (End(P;X), o) egy részmonoidja az (End(X), o) monoidnak.

A 6.38. Tulajdonsag (i) alpontja alapjan v egy monoidmorfizmus. Ha h egy linearis fiigg-
vény, akkor a 6.15. Tulajdonsig alapjan létezik egyetlen olyan ¢ affin fliggvény, hogy
g(P) = P és amelynek a nyoma g = h. Tehat v bijektiv.

(ii) Mivel Aut(P;X) = End(P; X)NAut(X), ezért az el6z6 alpont és a 6.38. Tulajdonsag alapjan

kovetkezik az allitas. O

A 6.43. Tulajdonsag v fiiggvényeit Osszetéve a (6.36), illetve (6.37) izomorfizmussal kapjuk

az alabbi kovetkezményt.

6.44. Kovetkezmény
Legyen Z = (P;B) az X affin tér egy Descartes-féle koordinata-rendszere.
(i) A vg: &nd(P;X) — Mu(K), vg(g) = [§]B egy monoidizomorfizmus az (End(X),o0) és
(M, (K), -) monoidok kozott.

(i) A vg: Aut(P;X) — GLn(K), v(g) = [§]B egy csoportizomorfizmus az (Aut(X),o) és
(GLy(K),-) csoportok kozott.

6.5.2. Transzlacidok csoportja

Legyen X egy K test feletti affin tér. Az X irdnytér, mint Abel-féle csoport hat az X halmazon,
ahol t: X x X — X, (v, A) — t(v, A) a hatés. Bevezetjiik a t, = t(v,—) és a T(X) = {ty |v € 32}

jeloléseket.

6.45. Tulajdonsag

(i) Minden v € X vektor esetén t, € Aut(X), amelynek nyoma , = I
(i) A transzléciok az osszetétellel Abel-féle csoportot alkotnak és 7: X — T(X), 7(v) = ¢, egy
csoportizomorfizmus a (X, 4) és (T(X), o) csoportok kézott.

(iii) Ha X egy m-dimenzios K test feletti affin tér és B = (f1, ..., Bm) az X iranytér egy bézisa,
akkor T : K — T(X), 7B(K1, . . -, km) = thy 81+ thmBym €8Y csoportizomorfizmus a (K™, +)
és (T(X), o) csoportok kozott.
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Bizonyitds.
(i) A 6.5. Példa (iii) alpontja alapjan minden ¢, eltolas egy affin endomorfizmus, amelynek
nyoma ly. Mivel ¢ egy csoporthatas, ezért az 1.28. Lemma (i) alpontja alapjan ¢, bijektiv,

minden v € X esetén, ezért a transzlaciok affinitasok.

(i) Mivel ¢ csoporthatas, ezért az 1.25. Ertelmezés (i) alpontja alapjan a transzlaciok osszetéte-
le is transzlacio, mig az (ii) alpontja szerint az 1y identikus fiiggvény is transzlacio, t5 = 1x.
Az 1.28. Lemma (ii) alpontja alapjan a transzlaciok inverze is transzlacio, (t,)~1 = t_,,

minden v € X vektor esetén. Ezek alapjén (T(X),0) az (Aut(X),o) egy részcsoportja.
Mivel ¢ csoporthatas, ezért az 1.25. Ertelmezés (i) alpontjabol kovetkezik, hogy 7 egy

csoportmorfizmus. A transzlaciok értelmezése alapjan 7 sziirjektiv. A 7 injektivitasa ko-
vetkezik a t csoporthatés szabadsagabol, de direkt is belathatd. Valoban, ha létezik v € X
vektor ugy, hogy t, = 1y, akkor tetszéleges O € X pont esetén ¢,(O) = O, ahonnan
v=00 = 0, tehat ker(t) = {0 }.

(iii) A ¢g: K™ — DE, oB(k1,... km) = k11 + -+ + kmBm egy csoportizomorfizmus, igy a

TB = T 0 ¢ szintén egy csoportizomorfizmus. ]

6.46. Tulajdonsag
Az f € End(X) affin endomorfizmus egy eltolas akkor és csakis akkor, ha f = 13, vagyis a nyoma

az identikus fliggvény.

Bizonyitds.

A 6.5. Példa (iii) alpontjaban belattuk, hogy minden ¢,, v € X eltolas nyoma az 1y identikus
fiiggvény.

Ha az f € End(X) affin endomorfizmus nyoma f: g, akkor egy rogzitett O € X és egy
tetszéleges M € X pont esetén

—

MM = MO+ Of(O5 + f(O)f(M = —OM + Of(O5 + f(OM) =
= —OM + Of(0) +OM = Of(0).

\

Azt kaptuk, hogy minden M € X pont esetén Mf(Mj = Of(Oﬁ, ahonnan f(M) =
t(Of(O;,M). Tehat f = t(Of(O;, -) = tm, ami egy eltolas. O

6.5.3. Affin endomorfizmus felbontasa centralis endomorfizmus és transzlacié
Osszetételére

6.47. Tétel
Legyen P az X affin tér egy rogzitett pontja.

(i) Minden f € End(X) affin endomorfizmus esetén létezik egyetlen olyan g € End(P;X) P
kozépponti centralis endomorfizmus és ¢, € T(X) transzlacio, hogy f =t, 0 g.

(ii) Minden f € Aut(X) affinitas esetén létezik egyetlen olyan g € Aut(P;X) P kézéppontu
centralis affinitéas és t,, € T(X) transzlacio, hogy f =t, 0 g.

Bizonyitds.
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(i) Felbontds létezése. Ha létezik f = t, o g felbontas, akkor f(P) = t,(g(P)) = t,(P),
ahonnan v = P f(Pi Ezért legyen az eltolas vektora v = Pf(P) és a P kozéppontu

centralis endomorfizmus pedig g =t_, 0o f = tw o f € End(P;X), mivel

9(P) = (4757 F)(P) = L (F(P)) = P.
Ekkor t, 0 g =t, 0 (t_y o f) = f, tehat létezik a kért felbontas.

Felbontds egyértelmiisége. Tegyiik fel, hogy van két felbontéds. Ha f = ¢, o g1 = ty, 0 g2,
ahol g1, g2 € End(P;X), akkor

(to; 0 91)(P) = (tu, 0 92)(P) <= 0, (91(P)) = tu,(92(P)) =
to, (P) = ty,(P) <= Pt,,(P) = Pt,,(P) < v = vy,

tehat t,, = t,,. Mivel t,, invertalhato, ezért a t,, o g1 = t,, © g2 egyenlségbdl kovetkezik,
hogy g1 = g2.

(ii) Az el6z6 alpont alapjan minden f affinitas esetén létezik egyértelmi f = ¢, o g felbontés,
ahol g egy P kozéppontu centralis endomorfizmus, ezért elég beldtni, hogy ¢ bijektiv. A
felbontas alapjan g = t; 1o f = t_, o f, tehat g két bijektiv fiiggvény Ssszetétele, ezért
bijektiv. O

6.48. Megjegyzés
Ha f = t,og az f € End(X) affin endomorfizmus felbontasa g € End(P;X) P kézépponti centralis

affin endomorfizmus és t,, € T(X) transzlacio 6sszetételére, akkor a 6.47. Tétel bizonyitasa alapjan

. P _ 7 - S o
’U:Pf(P; és f:tWog:tWogzlfog:g. (6.39)
o

6.49. Kovetkezmény
Legyen P az X affin tér egy rogzitett pontja

(i) A dp: End(X) — X x End(X)
—3

(i) A 6p: Aut(X) — X x Aut(X)

f ) leképezés egy bijekcio.
f ) leképezés egy bijekcio.
Bizonyitds.

(i) A 6.47. Tétel (i) alpontja alapjan minden f € End(X) affin endomorfizmus esetén létezik
egyértelmd f = tm o g felbontéas, ahol tm € T(X) eltolas és g € End(P;X) centralis
endomorfizmus. Tehat a Up: End(X) — T(X) x End(P;X), ¥p(f) = (tp—s,g) fiiggvény

fp
egy bijekcio.
A 6.45. Tulajdonsag (ii) alpontja alapjan 7—1: T(X) — X, 77 Y(t,) = v egy bijekcid, tovabba,
a 6.43. Tulajdonsag (i) alpontja alapjan v: €nd(P;X) — End(X), v(g) = § szintén egy
bijekcio.
Tehat (77! x v) o Up: End(X) — X x End(X),

(7 x0) 0 Wpl(f) = (r ez () = (PACPL.G) 2 (PF(P), F)

egy bijekcio, amely megegyezik a dp fliggvénnyel.

(ii) Az el6z6 alponthoz hasonléan a 6.47. Tétel (ii) alpontja, a 6.45. Tulajdonsag (ii) alpontja és
a 6.43. Tulajdonséag (ii) alpontja alapjan kapjuk, hogy dp bijekcio affinitasok esetén is. [
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6.5.4. Csoportok direkt és féldirekt szorzata

Ha (G, o) és (H,*) két csoport, akkor (G x H,-) egy csoport a

(g1, h1) X (g2, h2) = (g1 ® g2, h1 x h2), V(g1,h1),(g2,h2) € G x H

miivelettel. Ezt a csoportot nevezziik a G és H csoportok (kilsd) direkt szorzatdanak.
Legyen (G,e) és (H,x) két csoport és ¢: H x G — G, (h,g) — é(h,g9) = ¢n(g) egy bal
oldali csoporthatas (vagy vele egyenértékien ®: H — Aut(G), ®(h) = ¢;, csoportmorfizmus). A

G x H halmazon értelmezziik a

(91,h1) ¥ (92, h2) = (g1 ® Py (92), h1 * h2)

mivelet. Ekkor (G x H, x4) egy csoport lesz, amit G x H-val jeloliink és a G és H csoportok

(kilsd) féldirekt szorzatdinak nevezzik.

6.5.5. Az affin endomorfizmus monoid és affinitidsok csoportjanak felbontasa
féldirekt szorzatra

Legyen P az X affin tér egy rogzitett pontja. Legyen fi1 = t,, o g1, illetve fo = t,, 0 g2 az
f1, f2 € End(X) affin endomorfizmusok felbontasa g1, g2 € End(P;X) P kozépponti centralis affin
endomorfizmusok és t,,, t,, € T(X) transzlaciok osszetételére, ahol v1 = Pfi(P) és va = Pfa( P .

Ekkor az f; o fy Osszetétel a kovetkezSképpen bonthato fel:

(6.2) (6.39)
Jiofa =ty 0910t,092 ="ty 0g (15)991°992 = Ly 4G (12) 991992 = by 4 (v) 0910925 (6.40)

ahol ty, 4 g, (vy) € T(X) és g1 0 g2 € End(P;X). A felbontés egyértelmisége és a 6.48. Megjegyzés

miatt

P(fi o f2)(P) = v1 + fi(v2) = PA(P) + fi(PfaP)). (6.41)
A X x End(X) halmazon értelmezziik a kévetkezd miiveletet:

(1)1, hl)(vg, hg) = (7)1 + hl(vg), hio hg), Yui,v9 € D_C', Yhi, hy € End(f)?) (6.42)

Ez a miivelet az (X, ~+) csoport és az End(X, o) monoid ¢: End(X) x X — X, ¢(h,v) = h(v)
monoidhatas altal szarmaztatott féldirekt szorzata, igy X x End(D_C) egy monoid. Hasonléan, az

X x Aut(f)_C') halmazon értelmezziik a kovetkezé miveletet:
(’01, hl)(Ug, hQ) = (’01 + hl(vg), hio hz), Vv, vg € i, Vhi,hg € Aut(ff). (6.43)

Ez a mivelet az (X, +) és az Aut(X, o) csoportok ¢: Aut(X) x X — X, ¢(h,v) = h(v) csoport-
hatés altal megadott féldirekt szorzata, igy X x Aut(f)f) egy csoport.

6.50. Tulajdonsag
Legyen P az X affin tér egy rogzitett pontja.

(i) Adp: End(X) - X x End (X), dp(f) = (tw, f') egy monoidizomorfizmus.

(ii) A op: Aut(X) — X x Aut(X), dp(f) = (tm, f) egy csoportizomorfizmus.

Bizonyitds.
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(i) Legyenek fi, fo € End(X) tetszoleges affin endomorfizmusok. Ekkor

op(fro f2) = (P(fio f2)(P). Jio )
2 (PAP) + Hi(PR(PY), fio o)
8 (7 ) (P75

= 0p(f1)dp(f2).

Tehat 0p egy monoidmorfizmus. A 6.49. Kévetkezmény (i) alpontja alapjan dp bijektiv is,

ezért dp egy monoidizomorfizmus.

(ii) Az el6z6 alponthoz hasonléan belathato, hogy affinitésok esetén dp csoportmorfizmus, to-
vabbéa a 6.49. Kovetkezmény (ii) alpontja alapjan dp bijektiv is, ezért dp egy csoporti-

zomorfizmus. O

A M, 1(K) x M, (K) halmazon értelmezziik a kovetkezs miveletet:
(b1, A1) (ba, Ag) = (b1 + Ay - b, Ay - Ao), Vby, by € M1 (K), ¥ Ap, Ay € Mp(K).  (6.44)
Ez a mitvelet az (M, 1(K), +) csoport és az (M,,(K), -) monoid
61 Mon(K) X M1 (K) = Moy (), 6(A,D) = A-b

monoidhatés altal szarmaztatott féldirekt szorzata, igy My, 1(K) x M, (K) egy monoid. Hason-

l6an, az M, 1(K) x GL,,(K) halmazon értelmezziik a kovetkezs miveletet:
(bl, Al)(bg, AQ) = (b1 + Ay - by, Aq - Ag), Vb, by € Mm71(K), VA, As € GLm(K) (645)

Ez a mivelet az (M, 1(K),+) és (GL,,(K),-) csoportok ¢: GLy,(K) x My, 1(K) — My, 1(K),
®(A,b) = A- b csoporthatés altal szarmaztatott féldirekt szorzata, igy M, 1(K) x GL,(K) egy

csoport.

6.51. Kovetkezmény
Legyen # = (P;B) az X affin tér egy Descartes-féle koordinata-rendszere, ahol B az iranytér
egy bézisa.
(i) A G €nd(X) — Myn1(K) 3 Mn(K), 82(F) = ([ F(P)]as [f ]B> leképezés egy monoidizo-
morfizmus.
(i) A dz: Aut(X) — My, 1(K) x GLy(K), d2(f) = ([f(P)l%, [f]B) leképezés egy csoporti-

zomorfizmus.

6.6. Projekci6é vagy parhuzamos vetités

Ertelmezni fogjuk az adott irdny (az iranytér linearis résztere) mentén, adott affin altérre vald
vetitést. Ez magaba fogja foglalni a mer&leges vetitést is, ahol a vetités iranya merdéleges az adott

affin résztér irdnyterére. Elbb attekintjiik a vetitéseket a lineéris algebraban.
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6.6.1. Linearis algebrai kitéré: linearis altér mentén linearis altérre valé vetités

Legyen V egy K-vektortér, amelynek V; és Vs két linearis altere ugy, hogy Vi ® Vo = V, vagyis

a 'V vektortér elgall a Vq és Vo linearis alterek direktosszegeként.

Az R? valés vektortér esetén, ha Vi = {(a,0) | a € R} és Vo = {(0,b) | b € R}, akkor
R2 = Vi Vs.
Az alabbi tulajdonsdgban azt mutatjuk meg, hogy a 'V vektortér minden vektora egyértelmiien

felirhato, mint egy V1, illetve Vo-beli vektor 6sszegeként.

6.53. Tulajdonsag
Ha V = V; @& V,, akkor minden v € V vektor esetén egyértelmien léteznek v; € Vi és vy € Vo
vektorok ngy, hogy v = v1 + vs.

Bizonyitds. Létezés. Mivel V = V1 + Vo = {v1 + vy | v1 € V1, vo € Vao}, ezért létezik a kért
felbontas.

Egyértelmiiség. Tegylik fel, hogy egy v € V vektornak kétféle felbontasa létezik, vagyis v =
v1 + v2 = uq + uo, ahol v1,u; € V1 és vo,us € Vo. Ekkor

Vl D V1 — U] = U — V2 EVQ,
ahonnan a Vi NVy = {6} feltevés miatt v; —uy = 0 és ug — v = 6, tehat v1 = w1 és vy = uy. O

A p € End(V) lineéris endomorfizmus projekcid, ha p o p = p. Minden direktosszeg felbontéas

meghataroz két projekciot.

6.54. Tulajdonsag

Ha V = Vi @ Vs, akkor léteznek py,py: V — V lineéris projekciok tgy, hogy p;(v1 + v2) = vy
és py(v1 + v2) = v, minden v; € Vq és vy € Vo esetén. Tovabba Im(p;) = Vy és ker(p;) = Vo,
illetve Im(py) = V2 és ker(py) = V1.

Bizonyitds. A 6.53. Tulajdonsag alapjan p; és p, fliggvények jol értelmezettek.

A py linedris. A 6.53. Tulajdonsag alapjan minden u,v € V vektorok esetén egyértelmten
léteznek uy, vy € Vi és ug, vy € Vo vektorok ngy, hogy u = ui + us és v = vy + vo. Ekkor
u+v = (ur +v1)+ (ug + v2), ahol uy + v € V1 és ug + vy € Vo, ahonnan

p1(u+v) = u1 +v1 = py(u) + py(v).

Ha k € K, akkor k-v = (k-v1) + (k- v2), ahol k- vy € Vy és k - vy € Vo, ahonnan

pi(k-v) =k -vi =k pi(v)

Tehat p; linearis.
A py projekcio. Minden vy € Vi C 'V vektor esetén vy = v + 0 (ahol 0e Va), ezért py(v1) = vy
és p1(p1(v1 +v2)) = py(v1) = v1 = py(v1 + v2), tehat p; projekcio.

Az értelmezés alapjan Im(p;) C Vi, tovabbé p,(v; 4+ 0) = v1, minden v; € V; esetén, igy
Im(p;) = V;. Végiil p;(v1 4+ v2) = 0 pontosan akkor, ha v; = 0, tehat ker(p;) = Vs.

Hasonléan igazolhatok az allitasok a pg-re is. O
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6.55. Ertelmezés
A p; projekciot a Vo mentén a Vy altérre valo linedris projekcionak (vetitésnek) és a py projekciot

pedig a Vi mentén a Vo altérre valo linedris projekcionak (vetitésnek) nevezziik.

A kovetkezs tulajdonsagban megmutatjuk, hogy minden lineéris projekcié direkt ¢sszeg felbon-

tasbol szarmazik.

6.56. Tulajdonsag
Ha p € End(V) egy linearis projekcio, akkor p a ker(p) mentén az Im(p)-re valo projekcio.

Bizonyitds. Minden v € 'V vektor esetén
p(v —p(v)) = p(v) = p(p(v)) = p(v) — p(v) =0,
tehat v — p(v) € ker(p). Minden v € V esetén
v =p(v) + (v — p(v)) € Im(p) + ker(p), (6.46)

tehat V = Im(p) + ker(p). Minden v € Im(p) esetén létezik w € V ugy, hogy v = p(w), igy
p(v) = p(p(w)) = p(w) = v. Ha u € Im(p) Nker(p), akkor u = p(u) és p(u) = 0, tehat u = 0.
Ezzel belattuk, hogy Im(p) Nker(p) = {0}. Tehat

V = Im(p) @ ker(p).

A (6.46) alapjan kovetkezik, hogy p a ker(p) mentén az Im(p)-re valo linearis projekcio. O

6.6.2. Irany mentén (affin résztérrel parhuzamos) vetités affin résztérre

6.57. Ertelmezés
A 7m: X — X affin endomorfizmus projekcié vagy pdrhuzamos vetités, ha mo m = m; tehét
w(w(M)) = w(M), minden M € X esetén.

Minden projekciéonak vannak fixpontjai.

6.58. Tulajdonsag
Ha 7 projekcio, akkor Fix(7) = Im(7).
Bizonyitds.
Ha M € Fix(r), akkor n(M) = M, tehat M € Im(x).

Ha N € Im(m), akkor létezik M € X agy, hogy N = w(M), ahonnan n(N) = 7n(7(M)) =
w(M) = N, tehat N € Fix(m). O

Egy affin endomorfizmus pontosan akkor projekcid, ha van fixpontja és a nyoma is egy pro-

jekcib.
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6.59. Tulajdonsag

A 7 € End(X) affin endomorfizmus egy projekcio, vagyis m o m = 7 akkor és csakis akkor, ha

Fix(m) # 0 és a @ € End(X) nyom egy linearis projekcio, vagyis @ o @ = 7.

Bizonyitds.

Ha 7 € End(X) gy, hogy mom = 7, akkor 7 o # = 7, ahonnan To7 = 7 a 6.16. Tulajdonsag
alapjan. Tehat a 7 nyom egy lineéaris projekcio. A 6.58. Tulajdonsag alapjan Fix(w) =
Im(7), ezért Fix(w) # (.

Forditva, ha 7 € End(X) ugy, hogy @ o ¥ = 7 és Fix(mw) # 0, akkor legyen O € Fix(r)
rogzitett pont, vagyis m(O) = O. Ekkor minden M € X pont esetén

Or(n(M)) = m((0))m(m(M)) (0 =m(0) =n(r(0)))
— #(x(O)n(M)) ( affin)
— #(7(OM)) ( affin)
— 7(OM) (Foit =7)
= 7(O)w(M) ( affin)
— On(M (0 =(0)),
ahonnan 7(m(M)) = 7(M). Tehat 7 o7 = T, fgy 7 egy projekcio. O

Legyen V az X iranytér egy linearis altere és Z C X egy nemiires affin résztér dgy, hogy
Ve Z=2X. Tetszoleges M € X pont esetén a t(V, M) N Z metszet mindig egyetlen pontbol all
a 3.41. Tulajdonsag (iii) alpontja alapjén, mert t(V, M) =V ¢s V& Z = X. Tehat értelmezhets
egy wgz X — X fiiggvény ugy, hogy t(V,M)NZ = {WZ(M)}

6.60. Tulajdonsag
A WZ fliggvény affin és projekcio, vagyis 7T;j € End(X) és 772 o wg = Wg. A ﬂ'g projekcié képe
Im(7y) = Z és a nyoma a V mentén a Z irdnytérre valo linedris vetités.
Bizonyitds. Bevezetjiik a m = 7y jelolést. Ha M € Z, akkor M € t(V, M)NZ, ezért 7(M) = M,
tehat Fix(m) # 0. A 7 értelmezése alapjan 7(X) C Z, tovabba 7(M) = M, minden M € Z
esetén, ezért Im(m) = Z.

Egy O € Z rogzitett pont és tetszbleges M € X pont esetén az O—]\>4 vektor felbontasa a
X = V@ Z direktésszeg szerint OM = w(M)M + O (M), ahol Ox(M) € Z, mivel O, 7(M) € 2,
illetve 71(M)M €V = t(V, M;, mivel (M), M € t(V, M). Ezen felbontas alapjan 7r(O)7r(M; =

O?T(MS =p(OM), ahol p a V mentén az 2 irdnytérre valo lineéris projekcié. Innen a 6.6. Lemma

alapjan kévetkezik, hogy 7 affin, amelynek a nyoma 7 = p, tovabba a 6.59. Tulajdonsag alapjan

m projekcio. O

6.61. Ertelmezés
A Wg fiiggvényt a 'V (irdnyok) mentén a Z-re valo vetitésnek nevezziikk. Ha Y egy nemiires affin
résztér agy, hogy Yo Z = 92, akkor a 77% = 77% az Y résztérrel parhuzamosan a Z affin résztérre

valo vetités.
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Az f: R3 — R3,
Y1 1 0 0| |z
yo| = |10 1 0] |22
Y3 0 0 0 T3

egyenleti affin leképzés projekcioé (az Ox3 koordinata tengellyel parhuzamosan levetitjiik a pon-

tokat az x10x9 koordinatasikra).

A kovetkez6 tulajdonsidgban azt mutatjuk meg, hogy minden affin projekcio egy linearis altér

mentén val6 vetités egy affin résztérre.

6.63. Tulajdonsag
Ha 7 € End(X) egy affin projekcio, akkor 7 = 7y, ahol Z = Im(w) és V = ker (7). Tehat 7 a V

mentén a Z résztérre vald projekcio.

Bizonyitds. A w affin projekcié @ nyoma linearis projekcid, amely a 6.56. Tulajdonsag alapjan a
ker(®) mentén az Im(7) = Im(x) = Z altérre valo vetités. Tehat a 7 és 7y projekciok nyomai
megegyeznek, tovabba mindkét projekcié fixen hagy minden O € Im(w) pontot. A 6.15. Tu-
lajdonsag alapjan egyetlen olyan affin fliggvény létezik, amely az O pontot fixen hagyja és 7 a

nyoma, ezért m = 7T;j. O

Az R3-ben egy « sikra valé merdleges vetités is parhuzamos vetités, a V = (7i,) mentén a 2 = «

sikra.

Az R3-ben egy ¢ egyenesre val6 merdleges vetités is parhuzamos vetités, a V= {v € R? | v L 7 }

mentén a Z = ¢ egyenesre.

Az f: X — X, f(M) = P, minden M € X, konstans affin endomorfizmus is parhuzamos vetités,
a V=X mentén a Z = {M} affin résztérre.

Az 1y: X — X identikus leképezés is parhuzamos vetités a V = {0} mentén az Z = X térre.

Az R* valos vektortérben adottak az
a=(1,0,2,4)+((1,-1,2,1),(-2,3,—4,-1)) és p=(-1,2,-3,1)+((3,1,5,7),(—1,3,-7,0))
linearis varietasok.

(a) Igazoljuk, hogy & & ff = R4!

(b) Szémitsuk ki az o mentén a S-ra valé 7§ projekcié egyenletét az & = (O; E) kanonikus

Descartes-féle koordinata-rendszerben!

Megoldds.
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(a) Az & iranytér egy bazisa (v = (1,—1,2,1), vo = (—2,3,—4,—1)), mig a 3 iranytér egy
béazisa (w1 = (3,1,5,7), wy = (—1,3,-7,0)). Mivel

1 -2 3 -1
-1 3 1 3
=140,
o a5 g 7
~17 0

ezért B = (v1,v2, w1, ws) az R* egy bazisa, tehat
<U1,U2> D <w1,w2> =R? — ad 5: R
i 7

(b) Két modszert mutatunk a projekcié egyenletének kiszdmitasara. Az els6 modszerben a
projekcié egyenlete konnyen felirhat6é egy sajatos koordinata-rendszerben, amelyet at kell
frni a kért koordindta-rendszerbe. A 7§ € End(R*) projekcié nyoma 7% € End(R?) az &
lineéaris altér mentén a [ linearis altérre valo linearis vetités, ezért az & altéren nulla, mig

a E altéren identikus fiiggvényként viselkedik, vagyis
() = 70(ve) =0, 79(wr) = wy, 7(ws) = w.

Az B bézisban a 71?3 lineéris projekcid matrixa

[%]B =

o O o O
oS O o O
S = O O
_ o O O

A koordinatacsere képlete segitségével kiszamoljuk a 7175 matrixat a kanonikus bézisban:

[ﬂ'—g]E =TEB [7T—§]BTBE =TEB [%]BTE_:]_%

= |[vi]g [v2]e [wi]E [w2]E] (7518 [[m]E [vole (w1l [w2]E] 1
(1 —23 <1]lfo oo o]l[1 -2 3 —1]"
|-1 3 1 3[loo0oo0o0f|-1 3 1 3
|2 —45 —7{|loo1o0|l|2 —-45 -7
1 -1 7 0000 1|1 -17 0
1 23 —1]fo 0 0 o] [85 54 11 —52 ~2%6 16 -3 16
|1 3 1 3[looo0o0f|29 19 4 -18] |-2 -2 -1 2
|2 -4 5 -7/l0 010 |-8 =5 -1 5| |-54 —32 —5 32
1 17 0oflooo0 1|2 1 0 -1 56 —35 -7 35

Kiszdmolhatjuk a projekcié egyenletének szabadtagjat is tudva, hogy a T3 projekci6 a [
pontjait fixen hagyja, vagyis WE‘(B) = B. Mivel B = (—1,2,-3,1) € 8, azaz B(—1,2,—-3,1)¢,

ezért

[75(0)ls = —~[m5lelBls + [75(B)ls = —[n5]6[Bls + [Bls
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26 16 -3 1 —920
o2 2 -1 o2 2 2| | -1
- 40

—41

(=]
|
—_
|
—_

-54 —-32 -5 3
-56 —-35 =7 3

(G20 \}

—
w

—_ |
w

Végiil felirhatjuk a ﬂg(B) projekcio egyenletét az & kanonikus koordindta-rendszerben:

n 26 —16 -3 16/ |1 —20
Y| -2 -2 -1 2 T i -1
ys| |54 —32 —5 32| |u3 —40
Y —56 —35 —7 35| |ay4 —41
—— ~——
[mg(M)]& s [M]s  [r§(0)]s

A masodik médszerben metszet segitségével szamoljuk ki a projekci6 egyenletét. Rogzitiink
egy M(z1,22,73,24)¢ tetszbleges pontot és legyen any = t(a, M). Ekkor {r3(M)} =
apy N B. Ennek a metszetnek a kiszamolasahoz felirjuk az o algebrai egyenletét, amely

konnyen atirhatd az aps algebrai egyenletébe. Felirjuk a

S1— So+ 283+ 54 =0
—251+3s9 —4s3 —s4 =0

segédrendszert, amely megoldashalmazanak (di = (—2,—1,0,1),d2 = (—2,0,1,0)) egy

bazisa. Ez alapjan az o)y algebrai egyenlete (y1,y2, y3, y4 ismeretlenekben)

—2(y1 — 1) — (y2 — x2) + (ya — x4) =0

(6.47)
—2(y1 —21) + (y3 —23) =0

Az apr N B metszet kiszamolésahoz felirjuk a [ paraméteres egyenletét:

;

y1=—14+3 1 — X
2 =24 A1 + 3\
Y3 = —3+ 5\ — Thg
ya =147\

, A1, A2 € R

Behelyettesitjiikk a (6.47) egyenletbe és kiszamoljuk a Ai, A2 paramétereket az M pont
T1,T9, T3, T4 koordinitai fliggvényében:
—2(—1—1—3)\1—)\2—1'1)—(2—|—)\1—|—3)\2—5L‘2)+(1+7)\1 —1’4) =0
—2(—1 + 3/\1 — /\2 — 1‘1) + (—3 + 5)\1 — 7)\2 — .%'3) =0
X +2r1+x2—24+1=0
—AM —bX+2x1 —23—1=0

—

ahonnan kapjuk, hogy

A =-8r1 —5x9—x3+5x4—6, Ay =2x1+x20— 24+ 1.
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Ezt visszahelyettesitve a 5 paraméteres egyenletébe megkapjuk a Fg projekcid egyenletét

egyenletrendszer alakjaban:

Y1 = —26x1 — 1622 — 33 + 1624 — 20
Yo = —2x1 — 229 — 3+ 214 — 1

Y3 = —ddx1 — 3229 — dxg + 3224 — 40
Y4 = —56x1 — 3522 — Tx3 + 3514 — 41

Y1 —-26 —-16 -3 16| = —20
—s Y2 _ —2 —2 -1 2 xTo i -1
Y3 =54 =32 -5 32| |3 —40
Y4 —-56 —35 -7 35| |z —41
~—— -~ L —
[ (M)] s e M]g  [*5(0)]es

A szamolasok helyesek, ha teljesiilnek, hogy

A 4-dimenzios X affin térben tekintjiik az Z = (O; ey, ea, €3, e4) Descartes-féle koordinata rend-

szert. Ebben a koordinata-rendszerben adottak az
Ty tay=1 x3+ T4=3
o és G
To+x3=2 T4+ 2x1 =4
sikok.
(a) Irjuk fel az o sik mentén a 3 sikra valé 7 vetités egyenletét!
(b) Szamoljuk ki az A(1,1,1,1)4 pont vetiiletét a § sikra az « sik mentén!

(c) Igazoljuk, hogy mom = 7.

Megoldds.

(a) Legyen M (ay,a9,as,a4)y € X. Az M ponton at parhuzamost hiizunk az « sikkal, amely

mentén szeretnénk vetitetni. Ez a sik apr = ¢(d, M), és amelynek az egyenlete

(.21?1 — al) + (.1‘2 — CLQ) =0
[0V
(xg — ag) + (.Tg — a3) =0
Ezt az a sik egyenletébdl gy kapunk, hogy elhagyjuk a szabadtagokat és az x; valtozo

helyére (x; — a;) tagokat irunk, minden i = 1,2, 3,4 esetén.
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Az M pont vetiilete az « sik mentén a § sikra a {m(M)} = apsN P pontosan az s metszete

a B-val. Ehhez meg kell oldani az aj; és 8 sikok egyenleteibdl alkotott egyenletrendszert:

(331—611)4—(%‘2—&2):0
(.%'2—6L2)+(.%’3—CL3):0
T3+ x4 =3

Ty +2x1 =4

ahol az x1, xo, x3, x4 a f6ismeretlenek és aq, as, ag, ag a mellékismeretlenek.

Kifejezziik 1 = —xo + a1 + a2 és x3 = —x9 + a2 + ag ismeretlenek az elsé két egyenletbdl

és behelyettesitjik az utolsé kettébe:

(—x2+a2+a3)+x4:3 —x9+x4=3—as —as
——
T4+ 2(—x2+ a1 +az) =4 —2x9 + x4 =4 — 201 — 2a9
Innen
r1=1—a1+ a3
To = —142a1 4+ as — as

x3:1—2a1+2a3

T4 = 24 2a1 — 2a3

Ez a m projekcio egyenlete, vagyis a tetszéleges M (aq,asg,as,aq)s koordinatakat behe-

lyettesitve megkapjuk a 7(M) vetiilet (x1,x9,x3,x4) koordinatait. Ezt méatrix alakba is

atirhatjuk:
I -1 0 1 0 ai 1
x 2 1 -1 0] |a —1
2| _ 2| 4
T3 -2 0 2 0 as
T4 2 0 =2 0| |aa 2
——
[m(M)]2 (M)
(b) A mw(A) vetiilet koordinatai:
-1 0 1 0f |1 1 1
2 1 -1 0 1 —1 1
(A = + =
T Ale =15 5 9 o| |1 1 1
2 0 =2 0| |1 2 2

(c) Le kell ellendrizni, hogy 7 o m = m. Ehhez kiszamoljuk a 7 o 7 egyenletét

10 1 0 1
29 1 -1 0 1
m(m(M = (M) +
[m(7(M))] % _2020[()]2 1
2 0 -2 0 9
10 1 ol [[-=1 0 1 o] [a 1 1
2 1 -1 0 2 1 =1 0| |ay -1 —1
= + +
20 2 o|l|]-2 0 2 of|as
2 0 —2 0 2 0 —2 0| |ag 9 2
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1
l
[\

10 1 0 10 1 ol[1 1
2 1 -1 0 2 1 -1 ol |-1 1
= (M) + +
90 2 of WD+, 0 5 1
2 0 -2 0 2 0 -2 0|2 9
10 1 0 1
9 1 -1 0 1
- M 0+ == M Ry
50 2 0 [ (M) . [ (M)
2 0 -2 0 9
tehat mom = 7. Il
Tekintsiik az f: R® — R3,
NEEEE
fMD]e =31 2 —1] [M]s+ |2
1 -1 2 9

leképezés, ahol & a kanonikus koordinata-rendszer az R? affin téren.
(a) Igazoljuk, hogy f egy projekcio!

(b) Hatarozzunk meg a Z sikot, amelyre vetit és a V linearis alteret, amellyel parhuzamosan

vetit!

Megoldds.

(a) Igazolni kell, hogy f o f = f. Ehhez kiszamoljuk, hogy

. (2 —1 —1] 2
[f(f(M))]év=§ -1 2 1| [f(M)]e+ |2
-1 -1 2] 2
. [2 -1 -1 . 2 -1 -1 2 2
=3 -1 2 —1||=z|-1 2 =1|[Mle+ [2]| |+ |2
-1 -1 2 -1 -1 2 2 2
_ -2
. 2 -1 -1 2 -1 -1] [2 2
=51 2 Mg+ -1 2 —1| [2] + |2
-1 -1 2] 1 -1 21|12 2
. (2 —1 —1]
=3 [-1 2 -1 Mg+ |2| = [f(M)]e,
-1 -1 2]

tehat f projekcio. A 6.63. Tulajdonsag alapjan Z = Im(f). Az f képe

Z = Im(f) = f(R3) = f((0,0,0) + <(17070)> (Oa 170)7 (07()’ 1)))

— — —

D £(0,0,0) + (£(1,0,0), (0,1,0), 70,0, 1))
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—(2,2,2) 4 <;(2,—1,—1), %(—1,2, 1), %(—17 —1,2)>
= (2,2,2) + <(2, -1, —1), (—1,2, —1)>,

ahol a (1) egyenlGségben hasznaltuk, hogy az A + V linearis varietas képe f(A + V) =

—

f(A) + f(V) és hogy az f nyoma

Fwls=5|-1 2 1| ls.

-1 -1 2
Végiil
V =ker(f) = {v = (21, 29, 23) € R® | f(v) = 0}.

Az « kiszdmolasahoz meg kell oldani az

0 %xl_%@—%wgzo
[f(v(z1,29,23)B)]lE = |0 <= { ~Ltay+ 220~ La3=0
0 1

—3x1 — 372+ 523 =0
egyenletrendszert. Ennek megoldashalmaza
V=%ker(f)={(MA\A) | AeR} = ((1,1,1)).
Osszegezve, az f affin leképezés a V = ((1,1, 1)) lineéris altér mentén a
Z=1(2,2,2)+((2,—-1,-1),(-1,2,-1))

sikra vald vetités. O

6.7. Szimmetria vagy tiikrozés

6.71. Ertelmezés
A o € End(X) szimmetria (vagy tikrézés), ha o oo = 1y, vagyis o(o(M)) = M, minden M € X

pont esetén.

6.72. Megjegyzés

Minden o szimmetria affinitas, mivel énmaga inverze, vagyis o~ = o. o

Legyen P € X egy rogzitett pont. Az op: X — X, op(M) = 2P — M fiiggvény szimmetria (a P
pontra vonatkozo szimmetria). A o a konstans és az identikus fiiggvényel 2 és —1 silyokkal vett

affin kombinéacidja, ezért affin a 6.18. Tulajdonsag alapjan. Tovabba

o(o(M))=2P —o(M)=2P— (2P — M) =M, VM €X.
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6.7.1. Szimmetria és projekcié kapcsolata

Minden szimmetridhoz tartozik egy projekcio, és forditva. Igy a 6.63. Tulajdonsag alapjan min-

den szimmetria egy linearis altér mentén egy affin résztérre valé szimmetria.

6.74. Tétel (Projekcio és szimmetria kapcsolata)
Legyen X egy affin tér.
(i) Ha 7 € End(X) egy projekcio, akkor o = 27 — 1y egy szimmetria.

1
(ii) Ha o € End(X) egy szimmetria, akkor 7 = ot x egy projekcio.
Bizonyitds.
(i) Mivel o a 7 és 1y affin endomorfizmusok 2, —1 affin silyokkal vett kombinacioja, ezért o

affin a 6.18. Tulajdonsag alapjan. Minden M € X pont esetén

o(c(M)) =2n(c(M)) —o(M) (mert o = 27 — 1)
=2r(2n(M) - M) — (2n(M) — M) (mert o = 27 — 1)
=Adn(n(M)) —2m(M) —27(M) + M (mert 7 affin)
=4dn(M) —4n(M) + M (mert 7 projekcio)
= M,

tehat o szimmetria.

(ii) Mivel 7 a o és 1y affin endomorfizmusok %, % affin sulyokkal vett kombinacidja, ezért m

affin a 6.18. Tulajdonsig alapjan. Minden M € X pont esetén

w(m(M)) = U(W(M))2+ (M) (mert ™ = U —le)
1 o(M)+ M o(M)+M o+1
(o) ) e
1 1 1 1
— Zg(g(M)) + ZU(M) + ZO’(M) + ZM (mert o affin)
i (20(M) + 2M) (mert o? = 1)
o+ 1x
= (M) (mert m = 5 ),
tehat m projekcio. O

6.75. Tulajdonsag
Legyen X egy affin tér. Minden o € End(X) szimmetridnak van fixpontja és a fixpontok halmaza

Fix(c) = {W | M e x} . (6.43)

Ha m = % a o-hoz tartozo projekcio, akkor Fix(o) = Fix(r).

Bizonyitds. A (6.48) egyenlgséget kétoldali bennfoglalassal igazoljuk.

E Ha P € Fix(o) a 5zimmetria egy fixpontja, akkor P%(P) = P;—P = P, ahonnan adoédik,
hogy P e { M50 | a7 ¢ X},
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Ha P — U(MZ)JrM7 akkor o(P) = O_(U(M2)+M) _ o(o(M)2)+a(M) _ M+;(M) — P, tehat

P € Fix(0) a szimmetria egy fixpontja.

Legyen O € X egy rogzitett pont. Ha 7 = ”glx, akkor

0ot} + 5T
M =n(M) <= OM = On(M) — WZO(I(M;OM —
s OM = Oo(M) — M = o(M).

Innen kovetkezik, hogy Fix(o) = Fix(w). O

6.76. Tulajdonsag
Legyen X egy affin tér. A o € End(X) affin endomorfizmus akkor és csakis akkor szimmetria, ha

a nyoma szimmetria és vannak fixpontjai, azaz G o & = 13 és Fix(o) # 0.

Bizonyitds.

Ha o szimmetria, akkor ¢ o ¢ = 1y, ahonnan God = Tx, tehat 0 o & = 1y, tovdbba
Fix(c) # 0 a (6.48) alapjan.

Ha Fix(o) # 0, akkor legyen O € X a o fliggvény egy fixpontja, vagyis o(O) = O. Ekkor
minden M € X pont esetén

Oc(a(M)) = o(c(0)a(o(M)) (mivel O = ¢(0) = o(c(0)))
=3d(c(0)o(M)) (mivel o affin)
— 5(5(OM)) (mivel o affin)
— OM (mivel &0 & = 1g),
ahonnan o(o(M)) = M. O

Az R* valés vektortérben adottak az
o= (1a0a2a4)+<(1’_17271)7(_273a _4a_1)> és B: (_1727_37 1)+<(3717577)’(_1’3’ _77 2)>
lineéris varietasok.

(a) Igazoljuk, hogy a @ 3 =R4

(b) Szamitsuk ki az o mentén a f-ra val6 of tiikrozés egyenletét az & = (O; E) kanonikus

Descartes-féle koordinata-rendszerben!

Megoldds.

(a) A 6.68. Példa (a) alpontjaban belattuk, hogy az & iranytér (vi = (1,—1,2,1),v3 =
(—2,3,—4,-1)) és 5’ iranytér (w; = (3,1,5,7),wy = (—1,3,-7,0)) bazisai esetén B =

(v1, v, w1, w2) az R* egy bazisa, ezért @ @ f = R
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(b) Két modszert mutatunk a tiikrozés egyenletének kiszamitasara. Az els§ modszerben a
tlikrozés egyenlete konnyen felirhato egy sajatos koordinata-rendszerben, amelyet at kell
frni a kért koordindta-rendszerbe. A of € End(R*) affin tiikrozés nyoma ojé € End(R?*)
az & linearis altér mentén a [ lineéris altérre vald linearis tiikrozés, ezért az & altéren
az identikus fiiggvény ellentettjeként, mig a ,5 altéren identikus fliggvényként viselkedik,

vagyis

of(v1) = —v1, 0_%)(112) = —vy, o—g(wl) = wi, ?,é(wz) = wa.
A B béazisban a 075 line4ris tikrozés matrixa

-1 0 0 0
4] 0 -1 00

0’ =
BT 0 0 10
0 0 0 1
j

A koordinatacsere képlete segitségével kiszamoljuk a o matrixat a kanonikus béazisban:

[ N o O L o O

j

wile [wsle] o318 [[we (ol lwoie fwsle]

= |[ui]g [vo]e
-1

1 -2 3 -1 [-1 0 00 1 -2 3 -1

-1t 3 1 3 0O -1 0 0||-1 3 1 3

|12 45 —7[|0 0 10||2 —45 -7

-1 7 0 0 0 01 -1 7 0
1 -2 3 —-1{|-1 0 0 0| 8 54 11 =52 -bh3 —-32 -6 32
|-t 3 1 3|0 —-10 0|20 19 4 -18 | -4 -5 -2 4
|2 45 -7[|l0 o0 10||-8 =5 -1 5| [|-108 —64 —11 64
1 -1 7 0 0 0 0 1 2 1 0 -1 —112 —-70 —-14 69
Kiszamolhatjuk a szimmetria egyenletének szabadtagjat is tudva, hogy a of szimmet-

ria a [ pontjait fixen hagyja, vagyis ag(B) = B. Mivel B = (—1,2,-3,1) € j, azaz
B(—1,2,-3,1)¢, ezért

[05(0)]e = —logle[Bls + [05(B)]s = —[%]E[B]é’ + [Ble

53 -32 -6 32| [-1 -1 40
| -4 -5 -2 4|2 2| | -2
7108 —64 11 64| |—3| " [=3] T |-s0

112 —70 —14 69| | 1 1 ~82

Végiil felirhatjuk a o3 (B) szimmetria egyenletét a & kanonikus koordinata-rendszerben:

n 53 —32 -6 32| |z —40
w| | -4 -5 -2 4| | N -9
ys|  |—-108 —64 —11 64| |3 —80
Ya ~112 =70 —14 69| |z4 ~82
—— - ~——

05 (B)ls o4l Mls  [05(0)s
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A masodik mddszerben metszet segitségével el6bb a ﬂ'g projekcié egyenletét szamoljuk ki,
majd hasznéljuk, hogy of = 27§ — 1ga. Legyen M(z1, 22,23, 74)s egy tetszGleges pont és
an = t(d, M). Ekkor {m§(M)} = ap N B. Ennek a metszetnek a kiszdmolasahoz felirjuk

az « algebrai egyenletét, amely konnyen atirhaté az aps algebrai egyenletébe. Felirjuk az

S1— So+ 283+ 54 =0
—2581 + 389 —4s3 —s4 =0

segédrendszert, amely megoldashalmazanak egy bézisa (d; = (—2,—-1,0,1),dy = (—2,0,1,0)).
Ez alapjan az o algebrai egyenlete (y1, Y2, y3, y4 ismeretlenekben)

—2(y1 — 1) — (Y2 —x2) + (Y4 —24) =0

(6.49)
—2(y1 —21) + (y3 —23) =0

Az apr N B metszet kiszamolasahoz felirjuk a 8 paraméteres egyenletét:

y1=—1+3 1 — X
Yo =24+ A1 + 3\
Y3 = —3+ 5\ — TAo
ya=1+7\

, A1, A2 € R

Behelyettesitjiik a (6.49) egyenletbe és kiszamoljuk a Aj, A2 paramétereket az M pont
x1,T9, T3, x4 koordinitai fliggvényében:
—2(—1+3)\1 —/\Q—wl)—(2+)\1+3/\2—a}2)+(1+7)\1 —x4) =0
—2(—1 +3A1 — Ay — 331) + (—3 + 5\ — TAy — xg) =0
Ao +2r1+a0—24+1=0
M —bd+2x1—23—1=0

ahonnan kapjuk, hogy
M =—-8r1—Dbxo—x3+5x4—6 és Ao =2x1+x9 — 14+ 1.

Ezt visszahelyettesitve a [ paraméteres egyenletébe megkapjuk a Wg projekcié egyenletét:

,

Y1 = —26x1 — 1622 — 33 + 1624 — 20
Yo = —2x1 — 209 — a3+ 224 — 1

Y3 = —ddx1 — 3229 — dag + 3224 — 40
Y4 = —56x1 — 35x0 — Tx3 + 3514 — 41

Y1 —-26 —-16 —3 16| |x1 —20
— Y2 _ —2 —2 -1 2 i) 4 -1
U3 —54 —32 —5 32| |3 —40
Y4 =56 =35 —7 35| |x4 —41

~—~— —~— M=
"3 (B)le =i Mz [75(0)s
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Végiil of = 2§ — 1ga, ahonnan [0§(M)]s = 2[rg(M)]s — [M]s. Tehdt a of szimmetria

egyenlete a kanonikus koordinata-rendszerben:

i 53 -32 —6 32| |z —40

w| | -4 -5 =2 4| |z N )

ys| | -108 —64 —11 64| |3 —80

m ~112 —70 —14 69| |z4 —82

~—— | e —

05 (B)ls o4 Mls  [05(0)s

A 4-dimenzios X affin térben tekintjiik az Z = (O; ey, ea, €3, e4) Descartes-féle koordinata rend-

szert. Ebben a koordinata-rendszerben adottak az
T ta=1 x3+ T4=3
Q: és B
To+x3 =2 T4+ 221 =4
stkok.
(a) Irjuk fel az o stk mentén 3 sikra vonatkozé o szimmetria egyenleteit!
(b) Szamoljuk ki az A(1,1,1,1)4 pont szimmetrikusat a [ sikra vonatkozoan az a stk mentén!

(c¢) Ellendrizziik, hogy o oo = 1y.

Megoldas.
(a) Az a stk mentén a 3 sikra vonatkozd o szimmetria az a stk mentén a 3 sikra valo m = 7§
projekcidhoz rendelt szimmetria, vagyis o = 2w — 1x.

Ezért elGszor felirjuk az o sik mentén a [ sikra valé m projekcié egyenletét. Ezt méar

kiszamoltuk a 6.69. Példa megoldasaban:

-1 0 1 O 1
2 1 -1 0 —1
w(M)|yp = M 7 +
w00 = | o o Bt |
2 0 -2 0 2
Innen
-1 0 1 O 1 ai
2 1 -1 0 —1 as
[o(M)]|z = 2[n(M)]|z — [M]z =2 [M]z + -
-2 0 2 0 as
2 0 =2 0 2 aq
-1 0 1 0 1 0 0 O 1
2 1 -1 0 01 00 -1
=12 — [M]g,g—i—Q
-2 0 2 0 0010 1
2 0 -2 0 0 0 01 2
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30 2 0 2
41 =2 0 -2

= My +
40 3 oM
40 -4 -1 4

(b) Az A(1,1,1,1)4 pont szimmetrikusa a [ sikra vonatkozdan az « sik mentén:

-3 0 2 0 1 2 1
4 1 -2 0 1 —2 1
o(A)lyp = + =
cWla=1 10 3 ol P 1
4 0 —4 -1 1 4 3
(c) Teljestil a 0 o 0 = 1y relacio, mivel
-3 0 2 0 2
4 1 -2 0 -2
o(o(M = a(M) 5 + =
o= |1 L2 )
4 0 -4 -1
2
-3 0 2 -3 0 2 0 2 2
4 1 =2 4 1 -2 0 -2 -2
= M 7 + + = M,a
4003 o Mat 0 5 ol o | = Mla
4 0 —4 -1 4 0 -4 -1 4

6.8. Homotétia vagy kozéppontos hasonlosag

6.79. Ertelmezés
Legyen C' € X az X affin tér egy rogzitett pontja és k € K\ {0} egy rogzitett skalar. A
hep: X =X, hep(M) = (1—Fk)-C+ k- M fliggvényt C' kozépponti és k ardnyi homotétidnak

vagy kdzéppontos hasonldsignak nevezziik. Az C' € X kézépponti homotétiak halmaza

He(X) = {hck | k€ K\ {0}}.

6.80. Tulajdonsag
Minden C kézéppontt k # 0 ardnyt hej: X — X homotétia egy affin endomorfizmus, amelynek
nyoma EC,k =k-1;.

Bizonyitas. Mivel h¢ (M) = (1—k)-C+k- M, minden M € X pont esetén, ezért hcy, felirhato
a konstans f = C' és az 1y identikus fiiggvény (1 — k) és k stlyokkal vett affin kombinéciojaként,
igy a 6.18. Tulajdonsag alapjan hc , affin fiiggvény.

A homotétia nyomat a kovetkezSképpen hatarozzuk meg: minden A, B € X pontok esetén
how(AB) = hew(B — A) = hiew(B) — hog(A) =
—[(1—K)C + kB — [(1 — k)C + kA] = k(B — A) = kAB,

ahonnan kovetkezik, hogy HC,k =k-1xz. O



6.8. HOMOTETIA 182

s
A homotétia jellemezhets a Che (M ) =k -CM, minden M € X, relacioval.

6.81. Tulajdonsag (Homotétia egyenlete)

Legyen #Z az X affin tér egy Descartes-féle koordinata-rendszere, amelynek O az origdja. Ekkor

minden M € X pont esetén

[hew (M)l =k - [M]z + (1= k) - [Cla.

Ha O = C vagyis a koordinata-rendszer origdja megegyezik a homotétia kdzéppontjaval, akkor

[hex(M)]z =k - [M]g.

Bizonyitas. Mivel ho (M) = (1 —k)-C + k- M, ezért minden M € X pont esetén

[hop(M)]z = [(1 = k) - C+k-Mlg = (1-k)-[Clz + k- [Mlg.

Ha O = C, akkor [C]z € M »(K) a nullmatrix és [he i (M)]e =k - [M]%. O

6.82. Tulajdonsag
Legyen X egy affin tér.

(i)

Minden C kozéppontt és k # 1 ardanylG hcyj homotétidnak az egyetlen fixpontja a C
kozéppont, vagyis Fix(hc ) = {C}.

Minden C € X esetén ha k = 1, akkor hg 1 = 1x.

Ha ki1kg # 1, akkor a C kozéppontt ki aranyd hc, p, homotétia és a Cy kozépponti ko

aranyt hc, k, homotétia Osszetétele egy C' = (1—k1)611_+kk11k(21—k2)02 kozépponti kiko aranyn

homotétia, vagyis hey gy © Moy ke = ROk ks -

A Cy kdzéppontt k ardnyt hc, ;. homotétia és a Cy kdzépponti k! aranyu hey —1 homo-

tétia Osszetétele egy (1 — k)CoCy vektorral valo eltolds, vagyis hoy ko hey -1 =t (1-K)GaC)"

A C kozéppontt ki aranyt he i, homotétia és a C kozépponti ko ardnyid hc , homotétia
osszetétele egy C kozépponti és kiky ardnyt homotétia, vagyis ho g, © ho gk, = ho ks -
Minden C koézépponti k£ aranyt homotétia affinitas, amelynek inverze szintén C' kdzéppon-
td, de k=1 ardnyt homotétia, vagyis (hc) ™! = he 1.

A (He, o) egy csoport és x: (K\ {0},-) = (Hc,0), x(k) = hc egy csoportizomorfizmus.
Legyen C € X egy pont, k € K\ {0,1} skalar és v € X egy vektor. Ekkor hcyot, = her g,
ahol ' = t(ﬁv,C) € X, illetve t, o hoy = heow g, ahol C” = t(ﬁv,C) e X.

A homotétidk és eltoldsok halmaza az Osszetétellel csoportot alkot, amelyet homotétia-

eltolas csoportnak neveziink.

Bizonyitds.

(1)

Ha M € X a hcy, k # 1 homotétia fixpontja, akkor

how(M) =M < (1—k)C+kM =M <= (1—k)MC + kMM = MM
= (1-KMC=0 — MC=0 < M=C.
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(ii) Minden M € X pont esetén he 1 (M) =(1—-1)-C+1-M = M = 1x(M), tehat hcy = 1x.
(iii) Minden M € X pont esetén

(hchkl ° hC’2J€2)(M) = hC1,k1((1 - k2)02 + kQM)
= (1 — k1)01 + k‘l(l — kQ)CQ + k1ko M

1—k k(1 -k
= he ik, (M),
ahol ¢ = U= k1)6‘11+kkl1k(21 ka)Co g Cy és Co pontok g le és ’“;Elkj’,jj) stlyokkal vett affin

kombinécioja.
(iv) Minden M € X pont esetén
(hoyk © hey 1) (M) = hey (1= k1) Co + k71 M)
=(1-kC+kQ -k HCy+kk™M
=(1-kCi—(1-kCy+M
= (1=K Cz) +M
=t((1- k)CQCI, M).

(v) Minden M € X pont esetén

(he gy © how,) (M) = hog, (1 = k2)C + ka M)
= (1 — kl)C + kl(l — ICQ)C + kiko M
= (1 — k1ko)C + k1ka M
= he ik (M).
vi v) alpont alapjan hg i és —1 homotétidk egymas inverzei, ezért minden homotétia
(vi) A (v) alpont alapjan hcy, és hex 1 homotétidk egymés inverze inden homotéti
affinitas.
(vii) A (v) és (vi) alpontok alapjan.
viii) Legyenek A, B € X pontok agy, hogy v = = B — A. Minden € X pont esetén
iii) Legyenek A, B € X pontok gy, h AB = B — A. Minden M € X
(hegoty)(M)=hcpg(M+B—-A)=(1-k)C+k(M+B—-A)

k k
=(1—k) <C+ B 1_kA) + kM = heo (M),

ahol €' = O+ -2 (B — A) = t(k(1 — k)~ AB, C) = t(k(1 — k)~1v,C).
Minden M € X pont esetén

(ty 0 how)(M) = to(1 — k)C + kM) = (1 —k)C + kM + B — A

1 1
_(1—k)(0+1_k3—1_kA>+kM
= her k (M),
ahol C" = (1= k) (C + {5 B - tigA) =t k)"VAB,C) = t((1 — k)", 0).

(ix) A (viii) alpont alapjan.



7. fejezet

Osztasviszony

Kollinearis vektorok 6sszehasonlithatok egymassal anélkiil, hogy a hossz fogalméara lenne sziikség
és erre fog szolgalni az osztasviszony fogalma. A leggyakrabban valos affin terekkel van dolgunk
és ebben az esetben az osztésviszony szakaszok elGjeles aranyanak felel meg, vagyis az osztasvi-
szony visszairhaté a méar megszokott szakaszok hosszanak aranyaként. Ez forditva is igaz. Egy
egyenesen 1év§ és egy kozos végponttal rendelkezd szakaszok aranyat atirhatjuk osztasviszonyra,
ha figyelembe vessziik a szakaszok altal meghatarozott vektorok irdnyitasat is. Az osztésviszony
mésik elénye a szakaszok hosszanak aranyadhoz képest, hogy segitségével altaldnosabban megfo-
galmazhatok, kezelhetSk a problémék, ahogy a Thalész forditott tételénél is latni fogjuk.

Az osztasviszonyt parhuzamossag, Osszefutés, kollinearitas/koplanaritéas jellemzésére fogjuk
hasznalni. Ehhez igazoljuk és altalanositjuk Thalész tételét, illetve forditott tételét, Menelaosz
tételét, illetve forditott tételét, Ceva tételét, illetve forditott tételét, végiil pedig Desargues téte-
lét. A 7.2.4. alfejezetben igazolunk egy metszés lemméat, amely hasznos eszkdz bizonyos tipust
problémék megoldasaban. Ebbe a témakorbe tartozo megoldott feladatok talalhatok az [1] konyv

2. fejezetében.

7.1. Kollinearis pontok osztasviszonya

Legyen X egy affin tér, melynek X irdnytere egy K-vektortér.

7.1.1. Kollinearis vektorok 6sszehasonlitasa

Ha az A, B,C pontok kollinearisak és B # C, akkor létezik egyetlen o € K skalar ugy, hogy

— —
CA= M~C@ . Ezt a p skalart %—Vel fogjuk jeldlni és azt fejezi ki, hogy a C' A vektor hanyszorosa
a C@ vektornak, vagyis

iS4 .8 (7.1)
CB

Mivel @ = —CTZl és B? = —C@, ezért ?:g = % = —% és g;g = g;g, tovabba ha A = B,
akkor g:i = B

A 7.1.4. alfejezetben latni fogjuk valos affin tér esetén % a [C'A] és [C B] szakaszok hosszanak
elGjeles ardnyéval egyezik meg, ezért is vezettiik be ezt a jelolést. Ennek a jelolésnek a hatranya,
hogy azt sugallja, hogy a CA és CB értékek aranyarol van szo, de valojaban ezek az értékek

kanonikusan nem értelmezettek. Sziikség esetén a CA-nak és C'B-nek tudunk értéket adni ugy,

184
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hogy ezen értékek aranya egyenls legyen a == Vel de ehhez a CA és C@ vektorokat egy veliik
kollinearis vektorhoz fogjuk hasonlitani. Ilyen vektort tobbféleképpen is megvélaszthatunk, ezért
a valasztas nem kanonikus, igy a CA és C'B értékei sem lesznek kanonikusan adottak.

Mivel az A, B,C pontok kollinearisak és C' # B, ezért a CTZl és C"g +£ (0 linearisan fiiggs
vektorok felirhatok egy v € ff, v # 0 vektor tobbszoroseként, vagyis léteznek k4, kg € K skalarok
agy, hogy CTZX =kg-vés C@ = kp-v. Ekkor a CA = ky és CB = kp # 0 értékek valasztasa
esetén

CA=k,- U—Z— kg - v k"‘c@

% = Z—g. Ha w € X egy olyan vektor, hogy v = h-w, ahol h € K\ {0}, akkor
CTI) =k, weés CB = Fkpy-w, ahol £y = k‘Ah és k'y = kph. Ekkor valaszthatjuk a CA = K/

és CB = kg # 0 értékeket is, és szintén ;“ = ,]z“‘—z = Z—A = @. Tehat CA-nak és CB-nek
B B

és a (7.1) alapjan

-Vel

tobbféleképpen adhatok olyan értékek, amelyekre az ardnyuk megegyezik a 73
Mlnden D pontra, amely szintén kollineéris az A, B, C pontokkal teljesiil, hogy CA ﬁ +
DA7 ezért

CA CD
.CB=CA=CD+DA===.CB+ 5§
CB CB
ahonnan % = g;g + Zg és formalisan irhatjuk, hogy g % Tehat a szamlaloban levd

C' A szimbélummal forméalisan tgy dolgozhatunk, mint vektorokkal, vagyis ,,CA = CD + DA”.

7.1.2. Harom kollinearis pont osztasviszonya

Az A és B kiilonbozé pontok altal meghatarozott AB egyenes minden C pontja egyértelmiien
felirhato
C=(1-XN-A+X\-B (7.2)

alakba, ahol A € K. Ez a A € K skalar meghatarozza a C' pont helyzetét az AB egyenesen, az A
és B pontokhoz képest. Az affin kombinécio értelmezése alapjan a (7.2) osszefiiggés egyenértéki

a

OC = .OA+ A OB (7.3)

egyenlséggel tetszbleges O € X pontra. Az O = C esetben a (7.3) alapjan
~ —
§=CC=(1-)-CA+A OB,

ahonnan kapjuk, hogy (A —1)-CA = X - C@ Ha M\ # 1, vagyis C # B, akkor oszthatunk

(A — 1)-gyel és kapjuk, hogy

Ez alapjan bevezetjiik a kévetkezd fogalmat.

7.1. Ertelmezés
Legyenek A # B és C' = (1 — \)- A+ X - B pontok az X affin térben, ahol C' # B, vagyis A # 1.
Az A, B, C pontok osztdsviszonya (méas szoval osztéviszonya)

CA A
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7.2. Megjegyzés
A gyakorlatban sokszor az A, B és C = aA+ 6B, a+ 8 =1, a # 0 pontok osztisviszonyat kell

felirni: 5 5
= ﬁ = (7.5)

mivel \=FésA—-1=8—-1=—a. o

R(A,B;C) =

SN

7.1.3. Osztasviszony tulajdonsagai

Az osztasviszony meghatarozza a pont helyzetét az egyenesen, tovibba az osztasviszony nem
veszi fel az 1 € K értéket, mivel A # B.

7.3. Tulajdonsag
Ha A # B, akkor az osztésviszony egy bijektiv

R(A,B;—): AB\ {B} —» K\ {1}, CHR(A,B;C)_(C;;

leképezést értelmez, amelynek inverze

R(A,B;—)"1: K\ {1} - AB\{B}, puwC= M__11A+Mﬁ13.

Bizonyitds. Legyen C = (1 —\)- A+ X- B, ahol A # 1, mivel C' # B. Ekkor a 7.1. Ertelmezés

A
alapjan R(A, B;C) = S igy ha R(A, B;C) = 1, akkor

A
l=—" <<= A-1=) < —-1=0
A—1 ’
ami ellentmondashoz vezet. Tehat R(A, B;C) # 1 és az R(A, B; —) leképezés jol értelmezett.
Az R(A, B; —) bijektivitasanak igazolasadhoz kiszamitjuk az inverzét. Ha u = R(A, B;C),

akkor tortek szarmaztatasaval

A Iz A Iz Iz
PN T 10" 00—y T 1, — a1
vagyis ha R(A, B;C) = u # 1, akkor C = u;—11A+ 5B és C# B. O

7.4. Kovetkezmény
Az R(A,B;C) = g:g osztasviszony egyértelmiien meghatarozza az AB egyenes C # B pontjanak
helyzetét az A és B pontokhoz képest. Pontosabban,

—1

CA
R(A,B;C):gB:M — czu_lfuu’le.

Ha az osztasviszonyban felcseréljiik a pontok sorrendjét, akkor a kovetkezd relaciokat kapjuk.

7.5. Tulajdonsag
Ha A, B, C paronként kiilonbo6z6 kollinearis pontok, akkor

: . — . co BA _ CA.
(i) R(A,C;B) =1—R(A,B;C), vagyis 25 =1 — &;
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\%\
|
—
|5

|

(ii) R(B,A;C) = m, vagyls == =

A CB
Bizonyitds.
.\ BA _Bi_ oA ca ca BA_,_CA4
(I)B:CB?—BA—B?—FCA—B?—}-ﬁC@—(l—C:B)B?,ahonnanB:C— —C:B
. _TB . 7% wem A (CBY B _ (CA\*
(11)6@—C:A-C’A,ezertC’A—<ﬁ) ~C@,1gyﬁ (C:> )
O

7.1.4. Osztasviszony, mint szakaszok hosszanak elGjeles aranya

Valos X affin tér (vagyis K = R) esetén az osztésviszony a szakaszok hosszanak aranyaval hoz-
hato kapcsolatba. Eddig még nem beszéltiink szakaszok hosszardl, erre majd az euklideszi affin
terek bevezetése utan keriil sor. Ezért ebben az alfejezetben a mar tanult analitikus geometriai
ismeretekre és intuicidira fogunk tamaszkodni. Roviden az [AB] szakasz |AB| hossza alatt az
E vektor hosszat értjiik.

Legyenek A, B,C € X kollinearis pontok (C' # B). Jelolje |CA| a 071, illetve |CB| a ch
vektorok (vagyis a [C'A] és [C'B] szakaszok) hosszat.

—
e Ha a CA és @ vektorok azonos iranyltasuak (vagyis a C' pont az AB egyenesrdl nem az
A és B pontok kozott van) akkor CA = loal. C@ ahonnan Z4 = ;ggl > 0.

~ OB CB
c A B A B C
Ha C és B az A pont kiilénb6z6 oldalan vannak, akkor 0 < ;gg\ < 1, illetve ha C' és B az
A pont azonos oldalan vannak, akkor 1 < ;gg\

—
e Ha CA és C@ vektorok ellentétes iranyitasuak (vagyis a C' pont az A és B pontok kozott

—
van), akkor CA = :gg“ C@ ahonnan gg = ;gg“ < 0.
A C B
H = H —_
a CA =0, vagyis C = A, akkor CA=0- C@, ahonnan g:g =0.

Tehat valos affin tér esetén a % osztéasviszony a [C'A] és [C'B] szakaszok elGjeles aranyanak te-
kinthetd, amely figyelembe veszi a szakaszok végpontjai altal meghatarozott vektorok egymashoz
viszonyitott irdnyitasat is.

Altalanos affin tér esetén, mikor a test K # R, akkor nem beszéliink a [C'A] és [C'B] szaka-
szokrol (igy a hosszikrol sem), mivel nem tudjuk, hogy milyen pontok vannak a C' és A, illetve
C és B végpontok kozott. Ehhez arra lenne sziikség, hogy tudjunk beszélni a K test két eleme
kozott talalhato elemekrdl, tehat a K (teljesen) rendezett test kellene legyen.

7.1.5. Az affin fliggvény megé6rzi az osztasviszonyt
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7.6. Tulajdonsag
Az X és Y valos affin terek kozotti f: X — Y affin fiiggvény az A, B € X kiilonb6z6 pontokat
az f(A), f(B) € Y kiilonb6z6 pontokba képezi. Ha C' € AB 1ugy, hogy C # B, akkor f(C) €

FA)F(B), f(C) # f(B) és

Bizonyitds. Mivel C € AB, C' # B ezért létezik egyetlen v € K\ {1} ugy, hogy C' = (1—v)A+~+B,
ahonnan a (7.5) alapjan % = % Mivel az f fliggvény affin, ezért

FC) = (A =7)A+B) = (1 =7)f(A) +7f(B) € f(A)f(B),

tovabba f(C) # f(B) és ;Egg;ggg == % a (7.5) alapjan. O

2

7.2. Az osztasviszony alkalmazasai

Egy X affin térben az ABC haromszog alatt az A, B,C nem kollinearis pontharmast értjik,
ami egyenértéki azzal, hogy az A, B,C pontok affin fiiggetlenek (vagyis az E , 1@ vektorok
linearisan fiiggetlenek). Ha X egy &ltalanos affin tér, amelynek irdnytere egy K-vektortér, ak-
kor nem beszélhetiink az ABC haromszog oldalairol (az [AB], [BC], [C A] szakaszokrol), csak
a haromszog oldalegyeneseirdl (az AB, BC, C'A egyenesekrdl). Hasonloan nem beszélhetiink
a haromszog belsejében 1évé pontokrol sem. Csak valos affin tér esetén tudunk a haromszog

oldalairdl és a belsejében 1évS pontokrél beszélni.

C

A/ N

7.1. abra. Az ABC haromszog oldalegyenesei.

7.7. Ertelmezés

Egy X affin térben AgA; ... A, egy n-szimplex, ha az Ay, Ay, ..., A, pontok affin fiiggetlenek,

vagyis az AgA1, ApAa,. .., AgA, vektorok linearisan fliggetlenek.

Az n-szimplex &ltaldnositja a haromszog és a tetraéder fogalmét. A 2-szimplex a haromszog,
mig a 3-szimplex a tetraéder. Az értelmezéshdl az is kdvetkezik, hogy az X affin tér legalabb
n-dimenzios kell legyen, hogy létezzen benne n-szimplex (ahogy az analitikus mértanban tanult

intuitiv sikban sem létezik tetraéder, csak haromszog).

7.2.1. Thalész tétele és forditott tétele

Ebben az alfejezetben Thalész tételét és forditott tételét fogjuk igazolni altaldnos affin tér esetén.
Altalaban az oldalhosszak aranyanak segitségével fogalmazzak meg ezt a tételt. Az altalunk

bizonyitott verzidban az oldalhosszak aranya helyett osztasviszonyt hasznalunk, és ezzel azt
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latjuk be, hogy a hossz fogalma nélkiil is igazolhaté Thalész tétele. Tovabbé az osztésviszony
fogalma (vagy valos esetben a szakaszok hosszanak elGjeles ardnya) egyszertibbé teszi a forditott
tétel megfogalmazéisat. Ez a tétel szolgal az elsé alkalmazasként, amelyben az osztasviszonyt a
parhuzamossag jellemzésére hasznaljuk. ElGszor Thalész tételét és forditott tételét a haromszogre

igazoljuk, majd altaldnositjuk n-szimplexre.

7.2.1.1. Thalész tétele a haromszogre

7.8. Tétel (Thalész tétele a haromszogre)
Egy affin tér AgAiAs haromszogének AgAq és AgAs oldalegyenesein felvessziik a By és By pon-
tokat, amelyek nem esnek egybe az Aj cstuicesal. Ha By Bs || A1 Ag, akkor

B1A1  BsAs
B4y, B4,
Ag

By 2

\

A1 \AQ

7.2. dbra. Thalész tétele az AgA1As haromszogre és By Bs szellére.

Elsd bizonyitdas. Mivel By € AgAy és Bo € AgAs, ezért egyértelmiien léteznek 31, f2 € K skalarok
tgy, hogy By = (1 — B1)A1 + B14¢ és By = (1 — B2) Az + B24¢, ahonnan
— — — —
A()Bl = (1 — Bl)AOAl és AoBz = (1 — ﬁQ)AoAQ. (76)
A 7.4. Kovetkezmény alapjan elég igazolni, hogy 81 = (o.
Megjegyezziik, hogy létezik a By By egyenes, mert By # Bs, kiilonben az Ay, A1, Ao pontok
kollinearisak lennének. Ha D(A; Ag) az A Ay, illetve D(B1Bs) a BBy egyenes iranytere, akkor

a kovetkez6 egyenértékd allitasokbol

BlBg ” AlAg < @(BlBQ) = @(AlAg) < <BlBg> = <A1A2> (77)

—
kovetkezik, hogy létezik A € K\ {0} skalar ugy, hogy BBy = AAj Ay. Felbontjuk a vektorokat

B1Aj + AgBy = M1 Ay + Mg As.

A bal oldalra behelyettesitjiik a (7.6) Osszefiiggéseket és kapjuk, hogy

% \
(1 — BI)AIAO =+ (1 — ,32)AOA2 = /\A1A0 =+ )\A()AQ. (78)

—_—
Mivel AgA1As haromszog, ezért az Ay, A1, Ao affin fliggetlen pontok, igy az Ag A1, AgAs vektorok

linearisan fiiggetlenek. Ezért a (7.8) két oldalan azonosithatjuk a megfelel vektorok egyiitthatoit
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és kapjuk, hogy 1 — 81 = A = 1 — (o, tehat f1 = 1 — A = [y és ahonnan az osztésviszony

7.1. Ertelmezése szerint

B1A1: B1 _ B2 :BZAQ
BiAy Bi—1 fa—1 ByAy

O

Masodik bizonyitds. Legyen X = af{Ag, A1, Ao} az AgA;1As haromszog sikja és legyen f: X — X
az Aj Ay egyenessel parhuzamosan az AgAs egyenesre valo vetités. Ekkor f(Ag) = Ag és f(A1) =
f(AQ) = A, tovibba a B1Bs || A1Ay és By € ApAy miatt f(Bl) = f(BQ) = By. Mivel f affin,

ezért a 7.6. Tulajdonsag alapjan

BiAr f(B1)f(A1) _ BaAy
BiAy  f(B1)f(Ado) B2Ag

O

4 4 — ey Bi1A1 _ BaAs tzac % Aot @] e :
Valos affin tér (K = R) esetén a A =~ B osztasviszonyok egyenléségébdl kovetkezik a

B1A By A P .. ~
} B A;I = I B AiI egyenlGség is, igy ebben az esetben a kovetkezd-

képpen fogalmazhatd meg Thalész tétele.

szakaszok hosszara vonatkozo

7.9. Tétel (Thalész tétele a haromszogre valos affin terekben)
Egy valos affin tér AgA; Ao haromszogének AgAq és AgAs oldalegyenesein felvessziik a By és Bo
pontokat, amelyek nem esnek egybe az Ag cstucesal. Ha By Bs || A1 Ag, akkor

[A1B1| _ |A2By|
|B1Ao|  |BaAo|

7.2.2. Thalész forditott tétele a haromszogre

7.10. Tétel (Thalész forditott tétele a haromszogre)

Egy affin tér AgAiAs haromszogének AgAq és AgAs oldalegyenesein felvessziik a By és By pon-

P B1A1 _ BoAs
tokat, amelyek nem esnek egybe az Ay csiicesal. Ha T B akkor B1Bs || A1As.

Ag

By By

\

A1 \A2

7.3. dbra. Thalész forditott tétele az Ay Ay Ao haromszogre és By By szellGre.

FElsé bizonyitds. A (7.7) egyenértéki allitasok miatt elég igazolni, hogy létezik olyan A € K\ {0},
hogy B1Bs = AA1As. Tulajdonképpen az el$zd bizonyitast visszafele fogjuk lefrni.
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By Ay
BiAy  BaA
nak megegyeznek az (Ag, A1), illetve (Ao, A2) pontrendszerek szerinti baricentrikus koordinétéai,

A 7.3. Tulajdonsag szerint a egyenlGséghdl kovetkezik, hogy a By és By pontok-

vagyis
By=(1-pB)Ao+BA1 & By=(1-p)A+ BAs. (7.9)

A (7.9) alapjan AgB; = ApA; és AgBy = fAgAz, amelyeket kivonva egymésbol kapjuk, hogy

B1By = AgBy — AgB1 = BAgAsy — BAgA1 = BA A,

tehat @(BlBQ) = <B1B2> = <A1A2> = @(AlAQ), vagyis B1 B> || A As. O

Madsodik bizonyitds. Legyen X = af{Ag, A1, As} az AgA;As haromszog sikja, tovabba legyen
f: X — X az A1 Ag egyenessel parhuzamosan az AgAy egyenesre valo vetités. Ekkor f(Ag) = Ay
és f(A1) = f(A2) = Ag. Legyen C € AgA; pont tgy, hogy f(C) = Bz € ApAs, igy CBa || A14s.
A 7.6. Tulajdonsag alapjan

BiA,  BoA,  f(O)f(A)  TA

BiAy  BaAy  f(C)f(Ay) CAo’
ahonnan a 7.4. Kévetkezmény alapjan By = C, igy B1Bs || A1 As. O
By
Ag
Bo
Ay / Az

7.4. abra. Ellenpélda Thalész forditott tételére, ha osztasviszony helyett csak szakaszok hossza-

nak aranyat vessziik.

7.11. Megjegyzés

Valos affin tér esetén csak a igi;‘é} = }giﬁii egyenlSséghdl nem kovetkezik a BiBy || A1As

parhuzamossag. Ahogy a 7.4. dbran lathato, ha |A1Ag| = |AoBi|, 2|AoB2| = |B2Az|, akkor
Igiﬁ;} = Igzii} = 2, de B1By Jf AA,. Sziikséges még a kovetkezs feltétel is: a Bj, illetve By
pontok egyidejileg az [AgA1], illetve [AgAs] oldalakon vannak vagy az oldalak meghosszabbita-

sain. Tehat az osztasviszony a szakaszok hosszanak aranyaival ellentétben kiilénbséget tud tenni

a kozott, hogy az osztépont a szakaszon beliil vagy kiviil helyezkedik el. o

7.12. Tétel (Thalész forditott tétele a haromszogre valos affin terek esetén)

Egy valos affin tér AygAi1As haromszogének AygA; és AgAs oldalegyenesein felvessziik a By és
By pontokat, amelyek nem esnek egybe az Ag csucesal. Ha By, illetve By pont az (AgAj),
. . , . P P 4 A1B AsB

illetve (ApAz) szakaszokon talalhato (vagy mindkettd azokon kiviil) és I B A;I = } B A?)I’ akkor

B1B2 H A1A2.
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Thalész tételének és forditott tételének altalanositasa

Emlékeztetiink, hogy az af{By,..., B,} affin burkol6 a By, ..., B, pontok altal kifeszitett affin

részteret (sikot) jelenti.

7.13. Tétel (Thalész tétele az n-szimplexre)

Egy affin tér AgA; ... A, n-szimplexének az Ag csticson dthaladé élegyenesein felvessziik a B; €
ApA; pontokat ugy, hogy B; # Ag minden i = 1,...,n esetén. Ha a By, Bo, ..., B, pontok sikja
parhuzamos az Ay, As, ..., A, pontok sikjaval, vagyis af{By,..., By} || af{A1,..., A, }, akkor

BlAl - - BnAn
Bi4d,  BnA,
Ay
By 4> &
A As
Ay

7.5. abra. Thalész-tétele az AgAj Az Az tetraéderre (3-szimplexre) és a ByBj1 By metsz6 sikra.

Elsdé bizonyitdas. Mivel AgAy ... A, egy n-szimplex, ezért értelmezés szerint az Ag, A1,..., A,
pontok affin fiiggetlenek, és igy dimaf{A,...,A,} = n—1. A By, By,..., B, pontok is affin
fiiggetlenek, kiilonben valamelyik B; pont benne van az af{By,...,B;_1, Bit1,..., By} sikban

és ekkor
Az‘ S af{A(], BZ} C af{Ao, Bl, ce 7Bz‘—17 Bi+1, ce ,Bn} - af{Ao,Al, ce 7Ai—17 Ai—l—l, ey An},

ami ellentmond annak, hogy Ag, 41, ..., A, affin fiiggetlenek. Tehat dimaf{B;,...,B,} =n—1.
Parhuzamos sikok metszete egy harmadik sikkal parhuzamos sikokat (vagy egyeneseket) ered-

ményez. Valoban, az af{Bj,..., By} és af{A,..., A,} azonos dimenziés sikok parhuzamosak,

ezért az iranyterei egyenlek, af{ By, .. .,Bn} = af{4,,.. .,An}. Tovabba a Bi By egyenes az
af{Bi,..., By} és az af{Ay, A1, Ay} sikok metszete, mig az A Ay egyenes az af{Ay,..., A,} és
az af{Ap, A1, Ay} sikok metszete, igy

D(ByBi) = af{Bi,..., By} Naf{Ag, Ay, A} = af{B1, ..., Bp} Naf{Ag, A1, At =
= af{Ala s 7An} N af{A()?Al,Ak} = af{Alv s 7A7“L} N af{A())AlaAk‘} = D(AlAk‘)a

tehat B1 By || A1 Ak, minden k = 2,...,n esetén.
Alkalmazva Thalész tételét (7.8. Tétel) az AgAq Ay haromszogben adodik, hogy
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Minden k£ = 2,...,n esetén ezt elvégezve kovetkezik, hogy
BiAy  ByAry  BpA,
Bidy,  ByAdy = ByAy

O

Masodik bizonyitds. Legyen X = af{Aq, A1,...,An} éslegyen f: X — X az A; ... A, hipersikkal
parhuzamosan az AgA,, egyenesre valo vetités. Ekkor f(Ag) = Ag és f(A1) = -+ = f(An) = Ay,
tovabba az af{Bi,..., By} || af{A1,..., An} és B, € ApA, miatt f(By) = --- = f(Bn) = Bn.
Mivel f affin, ezért a 7.6. Tulajdonsig alapjan

BiA;  f(By)f(A;)  BpA,
BiAy  f(Bi)f(Ao) Bndo

A sikbeli Thalész forditott tétele a kovetkezSképpen altalanosithatdé magasabb dimenziora.

7.14. Tétel (Thalész forditott tétele az n-szimplexre)
Egy affin tér AgA; ... A, n-szimplexének Ay csiicsan athalado élegyenesein felvessziik a B; €

ApA; pontokat ugy, hogy B; # Ag, minden i = 1,...,n esetén. Ha

akkor af{By,..., By} || af{A;,..., A}, vagyis a Bi,..., By, illetve az Ay, ..., A, pontok altal

kifeszitett sikok parhuzamosak.

Elsé bizonyitdas. Az AgA1A; haromszogben By € AgAq és B; € ApA;, tovabba 21721 = glﬁi , min-
140 1410
den i = 2,...,n esetén a feltevés alapjan. Alkalmazhatjuk Thalész forditott tételét (7.10. Tétel)

— —
az AgA1A; haromszogekben és ahonnan adodik, hogy B1B; | A1 A;, vagyis (B1B;) = (A1 A),

minden ¢ = 2,...,n esetén. Innen kovetkezik, hogy

(B1Ba,...,B1By) = (B1Ba) + -+ (B1Bp) = (A1A2) + - - - + (A1 Ay) = (A14a, ..., A1 Ay),
ahonnan a 3.11.5. alfejezet szerint af{By, ..., By} || af{A1,..., A, }. O

Madsodik bizonyitds. Legyen X = af{Ag, A1,...,A,} és legyen f: X — X az af{A;,..., A}
hipersikkal parhuzamosan az AgA,, egyenesre valod vetités. Ekkor f(Ag) = Ag és f(A1) =--- =
f(A,) = A,. Minden i = 1,...,n — 1 esetén legyen C; € AgA; pont tgy, hogy f(C;) = B, €
ApA,,, tehat CZ-BT\L € af{4,,..., An?;. A 7.6. Tulajdonsag alapjan

Bidi _ BuAn _ f(C))f(A) _ Cidi
Bidy B.Ay  f(Ci)f(Ay) Cido’

Vi=1,...,n—1,

ahonnan a 7.4. Kovetkezmény alapjin B; = C;, minden ¢ = 1,...,n — 1 esetén, igy teljesiil, hogy
af{B1,...,Bn} = (B1Byp,...,Bn_1By) C af{A,... ,An}/», vagyis

af{Bi,..., By} || af{A,..., An).
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7.2.3. Thalész tétele hipersikokra

7.15. Tétel (Thalész tétele hipersikokra)
Az n-dimenzios (n > 2) X affin térben legyen 3, Hs, Hs harom kiilonb6z6 hipersik agy, hogy
Hy || Ha. A Hs C X hipersik parhuzamos a H; hipersikkal akkor és csakis akkor, ha minden £,

L' C X egyenesekre, amelyek metszik a hipersikokat teljestil, hogy % = %, ahol Ay, As, A3,
142 1D2

illetve a By, Bg, B3 az Hy, Hy, Hs hipersikok metszete az £, illetve £’ egyenessel.

Bizonyitds.

Tegyiik fel, hogy a JHj,Hsy, Hs hipersikok parhuzamosak. Legyenek £ és £’ egyenesek,
amely metszik a hipersikokat. Ha f: X — X a H; hipersikkal parhuzamosan az £’ egyenesre
val6 vetités, akkor f(Al) = f(Bl) = By, f(AQ) = f(Bg) = By és f(Ag) = f(Bg) = Bs.
Mivel f affin, ezért a 7.6. Tulajdonsag alapjan

AAs f(A1)f(A3) _ BiBs
A1Ay  f(A1)f(Ay) BiBa

Tegyiik fel, hogy H; és Hs nem parhuzamosak. Ekkor H; és Hs3 metszik egymast és legyen
C' egy pont a metszetben. Mivel Hy és Hs kiilonbozdek, ezért 1létezik D € Ho \ Hs. Legyen
L = CD és L' egyenes tgy, hogy £’ metszi a hipersikokat, de nem metszi a H; N Ho-t.
Ekkor

218 ),

ami ellentmondéashoz vezet.

7.2.4. Metszés lemma

7.16. Lemma (Metszés lemma)
Egy X affin térben adott egy AgAi,... A, n-szimplex és egy M = pugAg + 14y + - + pnAp
pont, po + -+ + pup = 1.
(i) Az af{Ay,..., Ax, M} sik pontosan akkor metszi az af{ Ag11, ..., Ap} (n—k—1)-dimenzios
oldalsikot, vagyis af{Ag, ..., A, M} Naf{Agi1,...,Apn} # 0, ha pgiq + -+ pn # 0.

(il) Ha M’ € af{Ag,..., A, M} N af{Aky1,..., Ap}, akkor M’ = Mk“/:ﬁr_ﬁim% Saja-
tosan {M'} = af{Ao,..., Ag, M} N af{Api1,...,An}, vagyis az af{Ao,..., Ax, M} és

af{Ag41,..., A} sikok egy pontban metszik egymast.

Bizonyitds.

(i) Tegyiik fel, hogy pri1 + -+ + pn # 0 és legyen O € X egy rogzitett pont. Az

------

— — — — —
OM = poOAg + -+ + prOAg + pr10Ag 1 + - + pn O Ay,
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A A

A1 A3 Al A3

AQ AQ

(a) Azn =3 ¢és k =1 eset. (b) Azn =3 és k=0 eset.

7.6. Abra. Metszés lemma két esetben.

s — 3 ——
ahonnan OM —pugOAg—- - - — purOAr = pr+10Ag+1+- -+, OA,. Mindkét oldalt elosztva
az 1 —po — -+ — fg = 41 + - - + i 7 0 szdmmal kapjuk, hogy
- — — s —
OM — pugOAy — -+ — uOAg _ wrr10Aps1 + -+ upOA,
L—puo = — pu fht1 o

Azért osztottunk el, hogy mindkét oldalon az egyiitthatok osszege 1 legyen, tehat mindkét

oldalon vektorok affin kombinaciéja alljon el6 és atirhassuk pontok affin kombinacidjara

M — poAo = - = peAx _ pry1 A + -+ pnAn (7.10)
L—pio == Pt o b
Gaf{Ao,...,Ak,M} Gaf{Ak+1,..‘,An}

A bal oldalon az Ay, ..., Ax, M, mig a jobb oldalon az Ay, ..., A, pontok egy-egy affin kom-
binécidja all, igy a (7.10) egy olyan pont kétféle felirdsa, ami benne van az af{ Ay, . .., Ax, M'}
és az af{Ag41,...,A,} sikokban is. Tehat

af{Ag,..., Ag, M} Naf{Axy1,..., An} # 0.

Forditva, tegyiik fel, hogy a metszet nem iires, tehéit legyen
M' € af{Ag,..., A, M} Naf{Agy1,..., An}

egy kozos pont. Egyrészt M’ € af{ Ao, ..., Ax, M}, ezért léteznek olyan g, a1, ..., ok, €
K, ap + a1 + - -+ + ar + a =1 affin silyok, hogy

M' = agAg + -+ + o Ay, + oM. (7.11)

Masrészt M € af{Agy1,..., An}, igy léteznek olyan agi1,...,n €K agpi1+--+a, =1
affin silyok, hogy
M, = ak+1Ak+1 + o4 anAn. (712)

A (7.11) és (7.12) alapjan

a0Ao+ a1 AL+ -+ A + aM = app1 Ak + -+ ARl (7.13)
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Ha a = 0, akkor a (7.13) osszefiiggésbdl kapjuk, hogy
— — e ey
a1AgAl + -+ -+ apAgAy = ak+1A0Ak+1 + o+ anAg Ay,

— —

ahonnan kovetkezik, hogy AgAi, ..., AgA, vektorok linearisan fligg6ek, mert nem minden
egyitthato nulla. Ez pedig ellentmond annak, hogy Ay, ..., A, pontok affin fiiggetlenek,
tehat o # 0.

A (7.13) osszefliggeésbdl kapjuk, hogy

agAg + -+ apAp +aM = ap 1 Appr + -+ an Ay
—— s — —
<— ogOAg+ -+ a,0AL, + aOM = Oék+1OAk+1 + -+ a,0A,

—— — s s —
e OM =-2204) - — 204, + 04 1 + -+ 204,
e o o Q@
<~ M:—@AQ—‘--—%AR—Fak+1Ak+1+"‘+%An,
o) @ @ oY
mert —%—---—%—l—%—l—---—l—%:l. A feltevés alapjan M = pugAo+ -+ pun Ay, de

az Ao, A1, ..., A, pontok affin fiiggetlensége miatt az M pont csak egyféleképpen irhato
fel az Ag,..., A, pontok affin kombinaciojaként, ezért azonosithatjuk a két felirdsban a

pontok egyiitthatoit és kapjuk, hogy

(%] (677 Akt1 Qp

—— = M0y -y T = HEy -, = ME+1y ---y T = Hn-
(% « (% «

Osszeadva az utolso n — k egyenléség megfelels oldalait kapjuk, hogy

Qg1+t 1
Hipd oo i = = = £,

(ii) Ha M’ ¢ af{A(), A, ... A, M} N af{AkH, e An} és M' = Opi1Apai1 + -+ anAn,
gyl + -+ an = 1, akkor az el6z6 pont bizonyitasanak mésodik fele alapjan

Q41 = Qg1 = Hitl Op = Qlp = fn
1= Qs = e, p =y = :
Pkt + o T

tehat
_ e A+ A

R

M/

7.17. Kovetkezmény
Ha az ABC haromszogben M = us A+ upB+ ucC , pa+pup +pc =1és {A'} = AM N BC,
akkor

o - kBB pcC _ ppB+ pcC
uB + pe I—pa

Ha egy ABC haromszégben M = AH2B43C g (A"} = AM N BC, {B'} = BM N CA, {C'} =
CM N AB, akkor A’ = 2BE3C g/ — A33€ 45 07 = 4428,

7.19. Kovetkezmény
Egy X affin térben adott egy AgA; ... A, n-szimplex és egy M = pugAg + 1 A1 + -+ 4+ pun Ay,
pont, po + -+ pp = 1.



7.2. AZ OSZTASVISZONY ALKALMAZASAI 197

(i) Ha M, € A M N af{Ao, e Apq, Ak+1, - ,An}, akkor

_ podo + -+ pp—1Ap—1 + k1 Agr + o+ Ay

My,
po+ ot g1 eyl e

.. _1AL_ A
(ii) Ha By € Ay_1 A, Naf{Ag, ..., Ay_1, M, Ajiq,..., An}, akkor By, = %

Ha egy ABCD tetraéderben M = AF2BH3CHAD o { ATV — AM N BCD, illetve {M'} = ABM N

10
! _ 2B4+3C+4D __ 2B+3C+4D 4 1 _ 3C+4D __ 3C+4D
CD, akkor A" = 22520052 = 5 és M' = 5= = =
A
B D
M/
C
7.7. dbra

7.2.5. Ceva tétele és forditott tétele

A Ceva tétele és forditott tétele segitségével egy haromszog cstucsain dtmend egyenesek 6sszefu-
tésa vagy parhuzamossaga jellemezhetd osztasviszonyok segitségével. A Ceva tételét és forditott

tételét altaldnositjuk magasabb dimenzidra is.

7.2.5.1. Ceva tétele a haromszogre

7.21. Tétel (Ceva tétele a haromszogre)

Egy affin tér AgA; Az haromszogének oldalegyenesein felvessziik a By € A1 As, By € A3Ag, By €
ApA; pontokat tigy, hogy ne essenek egybe a haromszog csticsaival. Ha AgBgN A1 BN AyBy # ()
(az egyenesek Osszefutoak), vagy AgBy || A1B1 || A2Ba (az egyenesek parhuzamosak), akkor

BQAO B()Al BlA2f_1
BsA, BoAy, BiAo

Bizonyitds. Elszor tételezziik fel, hogy AgBy N A1B1 N AaBy # () (lasd a 7.8a és 7.8b. ab-
rakat). Legyen {M} = AoBy N A1B1 N AyBy az Osszefutd egyenesek metszéspontja. Mivel
M € af{Ay, A1, As} és amely sikban (Ag, A1, A2) egy affin koordinata-rendszert alkot, ezért
léteznek olyan g, p1, o € K, po + 1 + 2 = 1 affin stlyok, hogy M = poAo + p1 Al + p2ls.
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B B
B2 1 2
AO AO
B
' M
By
A1 By Ay Ay A By A4 By A
(a) Bels6 metszéspont. (b) Kiils6 metszéspont. (c) Parhuzamos eset.

7.8. 4bra. Ceva tétele.

A 7.17. Kovetkezmény szerint az M pont affin koordinatainak fliggvényében felirhatok a By,
B, B pontok affin koordinatéi is

A+ peAs oA + poAs _ poAo + p Ay
A sy g Bedo iRy g Hodo T AL

BO ) y
1+ o o + p2 Ho + p1

Igy a (7.5) képlet segitségével konnyen felirhatok a

ByAs 1’ B1 Ay p2’ By Aq Ho

BoA1 _ pa B1Ay 1o By Ay M1

osztasviszonyok, s ahonnan

BoAy . B1A ‘ By Ay _ <_,L02> ) <_,UO) ) (_M) —(—1)3 =1
BogAy BiAg BoAy p1 H2 Ho '
Ha AgBy || A1By || A2B2 (lasd a 7.8c. abrat), akkor az Aj;AyBs haromszogben az AjBo

oldalegyenessel parhuzamos AgBj parhuzamos szell6re alkalmazva Thalész tételét (7.8. Tétel)

kapjuk, hogy
—_—— = (7.14)

Hasonloan az AgAsBs haromszoghen az AsBs oldalegyenessel parhuzamos A;B; parhuzamos

szellére alkalmazva Thalész tételét (7.8. Tétel) kapjuk, hogy

B1A A1B
2 12 (7.15)
B1Ay A1
A (7.14) és (7.15) osszefiiggések alapjan kapjuk, hogy
ByAy BoAr BiA; _ ByAg AgA1 A1By —(—1® =1
ByAy BoAs BiAy  ByAy AgBs AiAp ’
ahol az egyszertisitéshez hasznaljuk, hogy a Bs Ay, AgA1, A1 Bs-hoz érték rendelhetd. O

Valos affin terek esetén ha a Ceva-tételben szereplé AgBgy, A1 B1 AsBs egyenesek Osszefutoak,
akkor mindharom By, B1, By osztépont az oldalak belsejében van, vagy ketté van az oldalakon

kiviil és egy az oldalon. Ha a Ceva-tételben szerepld AgBy, A1 By AsBs egyenesek parhuzamosak,
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akkor az osztoépontok koziil ketts a oldalakon kiviil, mig egy az oldalon talalhat6. Tehat mindkét

esetben

ByAy BoAr Bidy _ [BaAg| [BoAi| |BiA
B;A1 BoAy Bidy  |B2Ai|l [BoAs| |Bido|

Igy valos esetben Ceva tétele a kivetkezSképpen fogalmazhatd meg.

7.22. Tétel (Ceva tétele a haromszogre valos affin tér esetén)

Egy valés affin térben talalhato AgA; Ao haromszog oldalegyenesein felvessziik a By € AjAs,
By € AsAy, By € AgA; pontokat tugy, hogy ne essenek egybe a haromszog cstucsaival. Ha
AgBy N A1 By N AaBy # () (az egyenesek Osszefutoak), vagy AgBy || A1Bi || A2B2 (az egyenesek

parhuzamosak), akkor
[AoBo| |A1Bo| [|A2Bi| _

|B2A1|  |BoAs| |Bido|

7.2.5.2. Ceva forditott tétele a haromszogre

7.23. Tétel (Ceva forditott-tétele a haromszogre)
Az AgAi1 As haromszog oldalegyenesein felvessziik a By € A1 As, B1 € Ay Ag, Bs € AgA1 pontokat
agy, hogy ne essenek egybe a csiicsokkal. Ha

ByAg BoAi BiAs
ByA, BoA; BiA,

akkor AgBp N A1B1 N AsBy # ) (az egyenesek osszefutoak) vagy AoBy || Ai1B1 || A2Ba (az

egyenesek parhuzamosak).

Bizonyitds. Elég belatni, hogy az AgBy, A1B1, AsBs egyenesek koziil, ha ketts metszi egymast,
akkor a harmadik is atmegy a metszésponton. Ebbdl kévetkezik a parhuzamos eset is, mert az
ApBy, A1B1, AaBs egyenesek hipersikok az af{ A, A1, A2} sikban, igy ha nem metszik egymast,
akkor parhuzamosak (lasd a 3.59. Tulajdonséagot).

Tegyiik fel, hogy AogBy és A1 B metszi egymast és legyen {M} = AgBy N A1 B; a metszet.
Igazolni fogjuk, hogy az M pont rajta van az AsBs egyenesen is. Felirjuk az M pontot az
(Ap, A1, Ag) affin koordinata-rendszerben: léteznek egyértelmid pug, 1, po € K, po + p1 + p2 =1
affin silyok tgy, hogy

M = poAo + p1 Ay + poAs.

A 7.17. Kévetkezmény alapjén az M pont affin koordinatéinak fiiggvényében felirhatok a By,
B, Bs pontok koordinatai is, éspedig
A A A A
BOZM 1+ p2Az b Blz,uo 0t H2A2
H1 + p2 Ho + p2

ahonnan a (7.5) képlet segitségével konnyen felirhatjuk a
BoAr  p2 . BiAs o

= es _— =

ByA, M1 B Ao 12

BaAo , BoA1 | Bids _
B2Ay BgAs BiAp

osztasviszonyokat. Ezeket felhasznalva a —1 Gsszefiiggésbdl kiszamolhato,
hogy
ByAy

By Ay 1o
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A 7.3. Tulajdonsagbol kovetkezik, hogy u # 1, vagyis puo + p1 # 0, igy az osztasviszonyokbol
felirhat6 a Bs pont az Ay és A1 pontok affin kombinéciojaként

228

Ho M1
Ag+ 52— A = Ao +
w1 po + po + 1

—1
By = Ao + “1A1=

— — =38
p-l K H0+1

Az M € AyBs, mert felirhato az As és By pontok affin kombinécidjaként:
M = poAo + 1 Ar + p2As
= poAo + A1 + (1 — (o + p1)) Az
= (po + p1) - ( P pp+ A1> + (1= (o + p1)) A2

o + 1 Mo + H1
=A-By+ (1—A)- A,

ahol A = g + p1. O

A valos esetben, ha szakaszok hossza segitségével szeretnénk megfoglmazni Ceva forditott
tételét, akkor figyelembe kell venni, hogy példaul egy AB egyenesen két pont is van, amely
teljesiti az E%gl = 2 feltételt, éspedig az M = %A + %B, illetve az M = 2B — A. Igy direkt

modon nem irhato at a forditott tétel szakaszok aranyara. A kovetkezs sajatos esetet fogalmazzuk

meg.

7.24. Tétel (Ceva forditott-tétele a haromszogre valos affin tér esetén)
Egy valos affin tér AgA; A2 haromszogének oldalain felvessziik a By € (A1As), B1 € (A24y),

By € (ApA1) pontokat. Ha
[AoBo| |A1Bo| |A2Bi| _

|A1Bs| |BoAs| |BiAg|
akkor AgBy N A1 By N A3 By # ) (az egyenesek dsszefutoak).

Ceva tételének és forditott tételének altalanositasa

7.25. Tétel (Ceva tételének altalanositésa az n-szimplexre)
Az ApA; ... A, n-szimplex oldalegyenesein felvessziik a B; € A;A;j11,1=0,...,n, (Ap+1 = Ap)
pontokat gy, hogy ne essenek egybe a szimplex csticsaival. Ha

n

ﬂ af{Ao,..., Ai—1, Aiyo, ..., Ap, Bi} #0
i=0

BogAg . B1Ay . . B, A, — (_1)7’L+1

sikok metszete nem iires, akkor A B B

Bizonyitds. Legyen a metszet egy pontja

M = poAo + -+ + pnAn € ﬂ af{Ao,..., Ai_1, Aiyo, ..., An, Bi},
=0

ahol pug + - -+ 4+ pun = 1. Ekkor a B; pont tulajdonképpen az A;A;11 egyenes és az

&f{A[), s 7Ai—17Ai+27 .. ‘7ATL7M}
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7.9. abra. Ceva tétele az n-szimplexre.

sik metszete, ezért a 7.19. Kovetkezmeény (ii) alpontja szerint

piAi + priv1Ai )

B; = 3 A 1:A0eslu’ 1= HMo),

% 1L + i1 ( n+ n+ )
ahonnan a (7.5) segitségével felirhatjuk a %’—1 = —“L—Jfl osztasviszonyt. Elvégezve ezt a szé-

i At i
molést minden i = 0,...,n esetén és Gsszeszorozva az osztasviszonyokat kapjuk, hogy

() () (5) () () -comn o

B; Az—f—l =0 Ho M1 Hn—1 Hn

7.26. Tétel (Ceva forditott tételének altalanositasa az n-szimplexre)
Az ApA; ... A, n-szimplex oldalegyenesein felvessziik a B; € A;A;j11,1=0,...,n, (Ap+1 = Ap)

pontokat gy, hogy ne essenek egybe a szimplex csticsaival. Ha

ByAy Bi1A; B,A,

= .. 2R ()t
B()Al BlAQ BnA()

és az af{Ag,..., Ai_1, Aito,..., Ap, B}, i =0,...,n sikok kozil n egy pontban metszi egymaést,
akkor az (n + 1)-dik is a&tmegy ezen a metszésponton, vagyis

Mat{Ao, -, Aim1, Aira, .-, Au, Bi} # 0.

=0

Bizonyitds. Az egyszeriiség kedvéért tegylik fel, hogy az els§ n stk metszi egymést. Legyenek
Hos -5 i € K, 1o+ -+ + pp = 1 affin salyok ugy, hogy

n—1

M = poAo + -+ + pnAn € ﬂ af{Ao,...,Ai_1,Aiyo,..., An, B;}.
=0

Igazolni fogjuk, hogy M € af{Ay,..., Ay—1, Bn}. A 7.19. Kovetkezmény (ii) alpontja alapjan

_ piAi + priv1Ai Wi=0,.
i + i1

.,n—1,
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és ahonnan felirhatjuk a B?X?; = —% osztasviszonyt, minden ¢ = 0,...,n — 1-re a (7.5)
: ) BoAg  BiAi . . Bafn _ (_qyntl 8] i :
szerint. Ezeket felhasznalva a A BA BT (—=1)"** feltevésbdl kiszamolhatjuk, hogy
B,A, __Ho _
BnAO Hn

A 7.3. Tulajdonsagbdl kovetkezik, hogy g"—‘gz # 1, sigy po + pn # 0, tovabba

-1 A A
By = —— Ay gy = HoA0E A
p—1 p—1 po + fin
Az M € af{Ay,...,An_1, Bp}, mert az M felirhato az Ay, ..., A,—1, B, pontok affin kombina-

cidjaként:

Ao + pnA
M = (po + ﬂn)w +p1 AL+ 1A
Ho + fn
= (,U,[) + ,U'n)Bn + ,UJIAI +---+ ,Ufn—lAn—l
Eaf{Al,...,An_l,Bn}. L]

7.2.6. Meneldosz tétele és forditott tétele

Az osztasviszony hasznéalhato pontok egy egyenesre esésének (kollinearitas) vagy egy sikba esé-

sének (koplanaritas) jellemzésére.

7.2.6.1. Meneliosz tétele és forditott tétele a haromszogre

7.27. Tétel (Meneldosz tétele és forditott tétele a haromszogre)
Az ABC héaromszog oldalegyenesein felvessziik az A € BC, B’ € CA, C' € AB pontokat,
amelyek nem esnek egybe a cstcsokkal. Ekkor az A’, B, C’ pontok egy egyenesen vannak (kolli-

nearisak) akkor és csakis akkor, ha

AB BC CA
AC B'A C'B

C/

A/

B C

7.10. abra. Menelaosz tétele és forditott tétele a haromszogre.

FElsé bizonyitds. Mivel A € BC, B' € CA, C' € AB és ezek a pontok nem esnek egybe a
cstcsokkal, ezért léteznek o, 8,y # 1 agy, hogy A’ =(1—«a)-B+a-C, B’ ' =(1-05)-C+ - A,



7.2. AZ OSZTASVISZONY ALKALMAZASAI 203

C'=(1—~)-A+~v- B, ésinnen a (7.5) képlet szerint

AB  « BC CTA A
AC a-U BA B-1 TB -1

(7.16)

Az A', B', C' pontok egy egyenesen vannak pontosan akkor, ha affin fiigg6ek. A 4.30. Tulajdonsag
alapjan ez egyenértéki azzal, hogy az (A, B, C) affin koordinata-rendszerben felirt egyiitthatok-

bol alkotott méatrix rangja kisebb, mint 3, vagyis

0 g 1-n
l—-a O v | =0 (7.17)
« 1-p 0
Kiszamitjuk a determinénst:
0 B 1—vy 0 & -1
l1—-a 0 v |=(@=-1)-B-1)-(y=1)-|-1 0 %
a 1-p 0 e -1 0

a—1

-1 (2 5E T )

Mivel «, 8,y # 1, ezért (a—1)-(8—1)-(y—1) #0, igy a (7.17) egyenlség pontosan akkor all

fenn, ha - - 551 : % =1, ami a (7.16) alapjan egyenértéki az
A'B B'C C'A ]
A'C B'A C'B
egyenlGséggel. O

Mdsodik bizonyitds.

Tegyiik fel, hogy az A’, B’,C" pontok kollinearisak és jelolje £ az altaluk meghatarozott
egyenest. Jelolje X az ABC haromszog sikjat és legyen f: X — X az L egyenessel par-

huzamosan a BC' egyenesre valo vetités. Mivel f affin, ezért megérzi az osztasviszonyt,

igy

AB BC CA _[(A)f(B) [B)(C) [(CVf(A) AB AT A4
AC BA OB [(A)f(C) [(B)f(A) f(C)f(B) AC Af(A) AB

)

felhasznalva, hogy az A’B, A’C, A’ f(A) kifejezésekhez érték rendelhetd.

Jelolje X az ABC haromszog sikjat. Legyen f: X — X az A’B’ egyenessel parhuzamosan

a BC' egyenesre val vetités. Mivel f affin, ezért meg6rzi az osztasviszonyt, igy

L AB BC A f(A)(B) f(BNC) fIC)f(A) _AB AC  f(C)f(A)
AC B'A OB J(A)f(C) [(BY(A) f(C)f(B) AC AfA) [(C)B

ahonnan kapjuk, hogy fitc(gljggl) = A;{,gl). Innen kovetkezik, hogy f(C’) = A’, tehat

C'e AB. O
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7.28. Megjegyzés

A direkt iranyu allitdas Menelaosz tétele: ha egy d egyenes az ABC oldalegyeneseit az A’ € BC,
’ ' : A'B B'C  C'A _

B’ € CA, ' € AB pontokban metszi, akkor S Baon = 1

A forditott iranyu allitas Meneldosz forditott tétele: ha ABC oldalegyenesein felvessziik az A’ €

BC, B' € CA, C' € AB pontokat tgy, hogy % . % . % =1, akkor az A’, B’, C' pontok egy

egyenesen vannak (kollineérisak).

Valos affin térben (K = R) az ﬁ:g . % : %g = 1 Gsszefliggés egyenértékd a szakaszok hosszéra
. |A'B] |B'C| |C'A]l o - . . . ) e
vonatkozo A7C]  BAl [OB] = 1 Osszefiiggéssel, mivel egy egyenes a haromszog oldalait koziil

egyet sem vagy pontosan kett&t metszhet. o

7.29. Tétel (Menelaosz tétele és forditott tétele a haromszogre valos affin sikban)
Az ABC héaromszog oldalegyenesein felvessziik az A € BC, B’ € CA, C' € AB pontokat,
amelyek nem esnek egybe a csticsokkal. Ekkor az A’, B', C' pontok egy egyenesen vannak (kolli-
neérisak) akkor és csakis akkor, ha
BA| |CB| |AC
[ACl 1BA] OBl

1.

7.2.6.2. Menelaosz tételének és forditott tételének altalanositasa

7.30. Tétel (Meneldosz tétele és forditott tétele az n-szimplexre)

Egy n-dimenziés affin tér AgA; ... A, n-szimplexének oldalegyenesein felvessziik a B; € A;A;41,
i=0,...,n (A,4+1 = Ap) pontokat, amelyek nem esnek egybe a csicsokkal. Ekkor a By, ..., B,
pontok egy hipersikban vannak (affin fiiggéek) akkor és csakis akkor, ha

B()AO B1A1 BnAn .

o 1.
ByAy BiA; B, A
As
Bs
B3
AO A2
By B,
Ay

7.11. abra. Menelaosz tétele a tetraéderre (3-szimplexre).
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Elsd bizonyitds. Mivel B; € A;A;4+1, ami nem esik egybe a csticsokkal, ezért 1étezik egyértelmd

Bi € K, B; # 1 1gy, hogy

B; = (1 = Bi)Ai + BiAiy1,

(7.18)

minden ¢ = 0,...,n esetén. Ebbgl a (7.5) alapjan felirhatjuk az

Bi

BiAi  Bi—1

osztasviszonyt, minden ¢ = 0,...,n esetén. A By, ...

persikban, ha affin fiigg6ek, ami a 4.30. Tulajdonsag alapjan az (Ao, A1, ..

rendszeben felirt koordinatakra azt jelenti, hogy

(7.19)

, B,, pontok pontosan akkor vannak egy hi-
., A, affin koordinata-

1-B 0 0 0 Bn
Bo 1-=51 0 0
0 8 1-8 0 0
| A =0 (7.20)
0 0 0 1—Bn 0
0 0 0 /Bn—l 1- Bn
Kiszamitjuk ezt a determinénst.

1-6 0 ... 0 By -1 0 ... 0 P
Bo 1-H ... 0 0 a2 -1 .. 0 0
0 B ... 0 0 n (I 0
- | | =TIe-1 o

. . . ZZO . .
0 ... 1=Bu1 O 0 0 1 0
0 0 Bn-1  1—Pn 55:i1 -1

Megjegyezziik, hogy ] ,(8; — 1) # 0. Kifejtjiik a jobb oldalon

all6 determinédnst az elsd sor

szerint:
Bn
-1 0 Bl
2y -1 0 0
0 5 -1 0 0
0 0 —1 0
/B’VL*
O Bn—lil _1
B _
-1 0 0 0 #1000
mﬁil -1 0 3 0 ﬂlﬁil -1
=(-1)| : i (_1)n+2 n : : —
. . 5 _ 1 . .
0 0 1 0 ! 0 1
Bn— Bn—
0 0 ﬁnflil —1 0 0 0 @Hil
Bn Bo Bn—1
= (=1) - (=1)" + (=1)"*+2 . =
(=1 (U7 + (=1 Bn—1 Bo—1 Brn-1—1
—_ (_1)n+1 <1 - BO . . Bn—l . /Bn )
/BO_1 ﬂn—l_l Bn_l
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Azt kaptuk, hogy a (7.20) egyenldség pontosan akkor all fenn, ha
ﬂ() Bn—l ﬁn

- : —1,
50_1 Bn—l_l /Bn_l
ami a (7.19) alapjan egyenértéki a gi‘:? e Bg:l;;l : gggz = 1. Osszefiiggéssel. O

Madsodik bizonyitds. Legyen X = af{Ay,..., Ap}.

Tegylik fel, hogy a Bi,..., B, pontok egy H hipersikban vannak. Legyen £ egy egyenes,
mely metszi a H hipersikot. Legyen f: X — X a H hipersikkal parhuzamosan az £ egye-
nesre valo vetités. Ekkor f(By) = --- = f(By) = C és f az ApAi,..., A, Ay egyeneseket

egyenesekbe képezi. Mivel f affin, ezért megsrzi az osztasviszonyt, igy

BoAdo Bidr  BaAn _ f(Bo)f(Ao) [(BI)f(A)  f(Bn)f(An) _
BoA1 BiAs " BuAy  f(Bo)f(A1) f(B)f(A2)  F(Ba)f(A0)
_Cfy) Cf(A) . Cf(A) _,
Cf(A1) Cf(Ay) Cf(Ao)

Legyen f: X — X az af{By, B, ..., B,—1} hipersikkal parhuzamosan az ApA,, egyenes-
re valo vetités. Ekkor f(By) = --- = f(Bp—1) = C. Mivel f affin, ezért megérzi az

osztasviszonyt, igy

_Boly B, BA, _
BoA1 BiAs B, Ag
_FBOf(A) fBIfA)  FBa)f(Ae) FBf AL _
F(Bo)f(41) f(BI)f(A2) — f(Ba-1)f(An)  f(Bu)f(Ao)
_ CAy Cf(A)  CfA,1) J(BJA, _CAy F(B.A,
Cf(A) Cf(A) —  CAw  f(BnAy CAn f(Ba)Ao
ahonnan kapjuk, hogy fBu)An _ CAn Ippep kovetkezik, hogy f(B,) = C, tehat

B, Gaf{Bo,...,Bn_l}. ]
7.2.7. Desargues tétele

7.31. Tétel (Desargues-tétel, 1. valtozat)
Adottak az ABC és A’ B'C’ haromszogek, amelyeknek nincs kozos csucesik, tovabba

(PY=ABNA'B, {Q}=BCNnBC, {R}=CANC'A.

Ha az AA’, BB', CC’ kiilonboz6 egyenesek osszefutoak, akkor a P, @, R pontok kollinearisak.

FElsé bizonyitds. Jelolje S az AA’, BB', CC' egyenesek osszefutasi pontjat. Ha az S pont egybe-
esik példaul a B ponttal, akkor Q = C’, P = A’, amelyekkel R kollinearis a feltevés miatt. Ezek
alapjan feltehetd, hogy S nem esik egybe az A, B, C, A’, B’, C’' pontokkal.

Mivel S € AA', S € BB', S € CC’, ezért léteznek olyan o1, 09,03 € K, hogy

5201A+(1—01)A/, S:UQB+(1—02)B/, SZO’gC—i-(l—O'g)CI. (7.21)
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7.12. abra. Desargues tétele (1. valtozat).

A 01, 09, 03 € K skalarok mind kiilonbo6z6ek. Ha o1 = o9, akkor i‘:i‘ll = %,

forditott tétele (7.10. Tétel) alapjan kovetkezik, hogy AB || A’B’, amit ellentmondashoz vezet.
Felirjuk a P pontot az A és B pontok affin kombinéciojaként. A (7.21) osszefiiggések alapjan

ahonnan a Thalész

— — —
01SA + (1 — Ul)SAI = O'QS? + (1 — O'Q)SB/
— —_— —
e 0194 — 0558 = (01 — 1)SA' + (1 — 09)SB'.
Mindkét oldalt elosztjuk o1 — o9 = (01 — 1) + (1 — 02)-vel, hogy affin kombinaciokat kapjunk

— —
0'15—14) — 0'25@ _ (0'1 — ].)SA/ + (1 — UQ)SB,

01— 02 (0'1*1)+(1*0'2)
01A—03B  (op— 1A'+ (1 —02)B’
op—0oy (01 —1)+(1—09)

A bal oldalon egy AB egyenesen 1évé pont, mig a jobb oldalon egy A’B’ egyenesen fekvs pont

szerepel, tehat csak az AB és A’'B’ egyenesek metszéspontjarol lehet szo, vagyis P = ‘HOA%UQB.
1—02
Hasonléan kiszémolhat6, hogy
B —o03C C—-o01A
g 2B-mC o L _oC-ad (7.22)
02 — 03 03 — 01
Eszrevehetjiik, hogy az R pont felirhato a P és @Q pontok affin kombinaciojaként
(01 —02)P+(O’2—0’3)Q _ g1 —O’2P+ g9 — 03
(0’1—02)—|—(0‘2—03) 01— 03 01— 03
O'1A—UQB 4 02B—030 _ 030—01A - R
N o1 — 03 01 — 03 N o3 — 01 -
vagyis a P, @) és R pontok egy egyenesen vannak. O

Mdsodik bizonyitds. Jelolje S az AA’, BB', CC’ egyenesek osszefutasi pontjat. Ha az S pont
egybeesik példaul az B ponttal, akkor Q = C’, P = A’, amelyekkel R kollinearis a feltevés miatt.
Ezek alapjan feltehets, hogy S nem esik egybe az A, B, C, A’, B’, C' pontokkal.
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Az SBC haromszogben felirva Meneldosz tételét a B’
QC BB . C'S
hogy 85 s "¢

=1, ahonnan

QC BS CC
QB BB ('S’

Az SBA haromszogben felirva Meneldosz tételét a B’ — A’

PB A’A  B'S
hogy 53 5 " &5

=1, ahonnan

PB A'S B'B
PA  AA BS
Az SAC haromszogben felirva Menelaosz tételét a A’ — C”

RA COC A'S
hogy 5 - &5 74

=1, ahonnan
RA (C'S AA
RC CC A5
A (7.23), (7.24), (7.25) Osszefliggések alapjan
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— " — @ kollinearis pontokra kapjuk,

(7.23)

— P kollineéris pontokra azt kapjuk,

(7.24)

— R kollineéris pontokra azt kapjuk,

(7.25)

QC PB RA_PBS C'C AS BB ('S NA_,

QB PA RC BB (S AA BS CC A4S

)

igy az ABC haromszogben Menelaosz forditott tétele alapjan a P, (), R pontok kollinearisak. [

7.32. Tétel (Desargues-tétel, 2. valtozat)

Adottak az ABC és A’ B’'C’ haromszogek, amelyeknek nincs kozos csucsik, tovabba

AB | AB, {Q}=BCNBC', {R}=CANC'A"

Ha az AA’, BB', CC’ kiilonboz8 egyenesek osszefutoak, akkor QR || AB.

dq

7.13. abra. Desargues tétele (2. valtozat).

Bizonyitds. Jelolje S az AA’, BB', CC’ egyenesek Osszefutasi pontjat. Ha S = A, akkor az
A, B, B pontok kollinearisak és az AB || A’B’ miatt az AB és A’'B’ egyenesek egybeesnek, ami
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ellentmondéshoz vezet. Hasonléan belathato, hogy az S nem eshet egybe az A, B, A, B’ pontok
egyikével sem.
Mivel S € AA’, S € BB', S € CC’, ezért léteznek olyan o1, 09,03 € K, hogy

S=01A+(1 —0'1)14,, S:O'QB+(1—O'2)B/, Szdgc—l-(l—dg)c/. (7.26)

Mivel AB || A'B’, ezért az SAB haromszogben alkalmazva Thalész tételét kapjuk, hogy % =
%, ahonnan o1 = g9 = ¢. Thalész forditott tételébdl kivetkezik, hogy

ha BC és B'C’ egyenesek metszik egyméast, akkor o # o3. Hasonloan az el6bbi bizonyitashoz

g1 _ _02
o1—1 og—1"7

vagyis
kiszamolhatjuk a (7.22) Osszefiiggéseket, vagyis Q = % és R= "3(27::‘4. Innen

S@_U@—Jg;@ os 5—}%_03@—05—1)4

g — 03 o3 — 0O

amelyek megfelel§ oldalait kivonva egymasbol kapjuk, hogy

_>
@:USA—Uﬁ_ —0 E

o — 03 oc—o3

tehat QR || AB. O

7.33. Tétel (Desargues-tétel, 3. valtozat)
Adottak az ABC és A’B’C' haromszogek, amelyeknek nincs kozos cstcstk, tovabba AB || A’B’
és BC || B'C'. Ha az AA’', BB', CC’ kiillonboz6 egyenesek osszefutoak, akkor CA || C'A'.

S

d3 B dq

do

7.14. abra. Desargues tétele (3. valtozat).

Bizonyitds. Jelolje S az AA’, BB', CC’ egyenesek Osszefutasi pontjat. A 7.32. tétel bizonyita-
sanak els felehez hasonloan belathato, hogy az S pont nem eshet egybe az A, A’, B, B/, C, C'
pontok egyikével sem.

Az SAB és SBC haromszogekre alkalmazva Thalész tételét kapjuk, hogy

SA”  SB"  SC'

SA SB SC’
ahonnan Thalész forditott tétele alapjan az SBC haromszogben kapjuk, hogy BC || A’B’. O



8. fejezet

Valos affin terek

Eddig az affin tereink iranytere altalanos K kommutativ test feletti vektortér volt. Ezen affin
terek esetén nem beszélhettiink szakaszokrol, haromszogek (szimplexek) belsejérdl. A tovabbi-
akban valos affin tereket fogunk tekinteni, vagyis olyan affin tereket, amelyek irdnytere valos
vektortér. Mivel R egy rendezett test, ezért valos affin terek esetén beszélhetiink szakaszokrol,
haromszoglapokrol, félsikokrol, félterekrél. A valos affin terek esetén fontos fogalom a konvexitéas,
értelmezziik a konvex burkol6 fogalmat. A konvexitassal kapcsolatosan igazoljuk Radon, Helly
és Charathéodory tételét. Ebbe a témakorbe tartozo megoldott feladatok talalhatok az [1] konyv

4. fejezetében.

8.1. Specialis halmazok egy valés affin térben

—

Legyen X egy valos affin tér, vagyis az X irdnytér egy valos vektortér (K = R). Ebben az
alfejezetben a geometridban gyakran hasznalt specialis halmazokat vezetiink be valos affin terek

esetén.

8.1.1. Harom pont helyzete egy egyenesen

Az (R, 4+, ) kommutativ testen ,<” egy rendezési relacid, mely kompatibilis a miiveletekkel,
vagyis ha x < y, akkor minden a € R esetén x + a < y + a, illetve ha a > 0, akkor a-x < a - y.
Ha x < y és x # y, akkor hasznaljuk az x < y jelolést. Minden z,y € R esetén vagy = = y vagy
x <y vagy y < x. Tehat barmely két valos szamot Gssze tudunk hasonlitani. Ez lehetévé teszi,
hogy beszéljiink az z és y kozotti szamokrol. Az x < y esetén a z valds szam az x és y kozott
van, ha o < z és z < y. Az z és y kozotti szamok halmaza az (z,y) C R nyilt intervallum.

Val6s affin terek esetén is hasonloan szeretnénk beszélni az egyenes két adott pontja kozotti
pontokrol. Legyen A és B két kiilonb6z6 pont az X valos affin térben. Létezik egyetlen ¢4 p: R —
AB affin fiiggvény az R valos affin térrdl az AB egyenesre, amelyre ¢4 p(0) = A és ¢4 (1) = B,
éspedig ¢4 p(A) = (1 — A\)A+ AB. Ez bijektiv megfeleltetést ad az R elemei és az AB egyenes
pontjai kozott, amely 0-nak az A pontot, mig 1-nek a B pontot felelteti meg. Az A és B kozotti
pontok a 0 és 1 kozotti értékek ¢4 p altali képei.

8.1. Ertelmezés
Az AB egyenes egy C pontja az A és B pontok kozitt van (jelolés: A—B—C),ha C € ¢4 5((0,1)),
vagyis létezik egyetlen A € (0,1) ugy, hogy C' = (1 — \)A + AB.

210
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Az A és B pontok szerepe felcserélhets. Ha ¢p 4: R — AB bijektiv affin fiiggvény tgy, hogy
®B,A(0) = B és ¢p a(1) = A, akkor ¢p a(p) = (1 — p)B + pA. Ha C = (1 — X\)A + AB, akkor
uw=1—Xesetén C = uA+ (1—p)B, illetve X € (0,1) egyenértékd azzal, hogy p=1—X € (0,1).
Tehat A — C' — B akkor és csakis akkor, ha B — C — A.

8.2. Megjegyzés

Legyen Z = (O;e) egy Descartes-féle koordinata-rendszer az AC egyenesen. Ekkor B(3)4 pont
pontosan akkor van az A(a)g és C(v)4 pontok kozott, ha a < 8 <y vagy a > 8 > 7. o
8.1.2. Szakaszok

8.1.2.1. Zart szakasz

Az A és B végpontu [AB] C X zart szakasz az AB egyenes azon pontjainak a halmaza, amelyek

az A és B pontok kozott vannak az AB egyenesen, beleértve az A és B végpontokat is:

[AB]={M =aA+ 8B |a+8=1, a,f >0}
—{M=aA+BB|la+B=1, a,f€[0,1]}
={M=(1-XNA+AIB|Xe[0,1]}.

Megjegyezziik, hogy [AB] = [BA].

8.1.2.2. Nyilt szakasz

Az A és B végponttu (AB) C X nyilt szakasz az AB egyenes azon pontjainak a halmaza, amelyek

az A és B kozott vannak (kivéve az A és B végpontokat):

(AB)={M =aA+BB|la+p=1, a,f >0}
={M=aA+BBla+B=1, a,B€(0,1)}
={M=(1-XNA+AB|Xe(0,1)}.

Megjegyezziik, hogy (AB) = (BA).

8.1.2.3. Félig nyilt és zart szakaszok

Az A-ban zart és B-ben nyilt [AB) C X szakasz az AB egyenes azon pontjainak a halmaza,

amelyek az A és B kozott vannak (kivéve a B végpontot és beleértve az A végpontot):

[AB)={M =aA+3B|a+B=1,a>0, 23>0}
={M=(1-NA+AB|X€0,1)}.
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Az A-ban nyilt és B-ben zart (AB] C X szakasz az AB egyenes azon pontjainak a halmaza,

amelyek az A és B kozott vannak (kivéve az A végpontot és beleértve az B végpontot):

(AB]={M =aA+pB|la+p=1, >0, >0}
={M=(1-XNA+AB|Xe(0,1]}.

Megjegyezziik, hogy [AB) = (BA] és (AB] = [BA).

8.1.3. Félegyenesek
8.1.3.1. Zart félegyenes
Az A kezdépontt, B ponton atmend [AB C X zdrt félegyenes:

[AB={M =aA+pB|a+3=1, >0}
={M=(1-MNA+XB|X>0}

Hasznaljuk még a BA] jelolést is. Megjegyezziik, hogy M € [AB akkor és csakis akkor, ha
AM = AAB, ahol A > 0.

Nyilt félegyenes

Az A kezd6ponti, B ponton atmens (AB C X nyilt félegyenes:

(AB={M =aA+pB|a+p=1, >0}
—{M=(1-NA+AB|X> 0}

Hasznaljuk még a BA) jelolést is. Megjegyezziik, hogy M € (AB akkor és csakis akkor, ha
AM = AAB. ahol A > 0.

8.1.4. Féltér

Az R\ {0} = (—00,0) U (0,400) két Osszefliggd intervallum egyesitése. Emiatt egy A € £
pont az L egyenest két diszjunkt (nyilt) félegyenesre osztja. Ha #Z = (A; ) egy Descartes-féle

koordinata-rendszer az £ egyenesen, akkor

LA} ={M(p)z € £ | p <0} U{M(n)% € L | p > 0}.
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Legyen H egy hipersik az X affin térben, amelynek egyenlete
H: a1+ +apz, +b=0

valamely Z = (O; 1, ..., Bn) Descartes-féle koordinata-rendszerben. Bevezetjiik az h: R™ — R
fiiggvényt,
h(I) = h(.’E]_,.. 'al‘n) =a1r1+ -+ anTy +b

Ezzel a jeloléssel a H egyenlete h(z) = 0 alakba is irhato.
A J hipersik két diszjunkt nyilt féltérre osztja az X affin teret

X\NH={M(x1,...,2n)z € X | h(x) <0} U{M(x1,...,2n)% € X | h(x) < 0},

vagyis az egyik féltér azon M (x1,...,x,)% € X pontok halmaza, amelyeknek x = (z1,...,zy)
koordinataira teljesiil, hogy f(z) < 0, illetve a masik féltér azon M (z1,...,x,)% € X pontok
halmaza, amelyeknek = = (x1, ..., x,) koordinataira teljesiil, hogy f(z) > 0. A H hipersik altal

meghatéarozott (hatéarolt) zdrt félterek alatt az

{M(z1,...,20)% € X | h(z) >0} = HU{M(z1,...,2n)% € X | h(x) > 0},
illetve az

{M(z1,...,20)z € X | h(z) <0} =HU{M(x1,...,25)% € X | h(z) <0}

halmazokat értjiik, amelyek a megfelel§ nyilt félterek egyesitései a H hipersikkal.

Legyen X = R%ben a H : 21 — 22 = 0 egyenlett hipersik (az elsé szogfelezs). Ha h(z) =
h(z1,72) = w1 — 2, akkor D' = {M(z1,75) € R? | h(x) > 0} az elsd szogfelezd alatti féltér
(félsik), mig D" = {M (x1,22) € R? | h(z) < 0} az elss szogfelezs feletti féltér (félsik).

H

z1

8.1.5. Haromszoglap, szimplex pontjai

Egy X valos affin tér esetén minden A, B, C affin fiiggetlen pontok esetén beszélhetiink a ABC

hdromszoglaprol (az ABC haromszog pontjairol):

{aA+pB+~CeX|a+8+y=1, o,B3,7 €[0,1]}.
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Hasonl6an, ha Ay, Ay, ..., A, affin fiiggetlen pontok, akkor az AgA; ... A, n-szimplex pontjainak
halmaza
{)‘OA0++>\nAn€x|/\0++)\n:17 /\07-'-a>\n € [Oal]}

Az AgA; ... A, szimplex belseje:
{MAg+ -+ A eX | Ao+ + =1, Ao,..., A €(0,1)}.

Az AgA; ... A, szimplex k-dimenzids lapjai az A; A, ... A;, szimplexek, ahol 0 < i < i1 <

i
<o < i < n. Az 1-dimenzi6s lapokat éleknek nevezziik.

8.2. Konvex halmazok

Valos affin tér egy részhalmaza konvex, ha barmely két pontja altal meghatarozott szakasz is a

halmazban van. Legyen X egy valos affin tér.

8.4. Ertelmezés
Egy X valos affin tér Q részhalmaza konver, ha tetszéleges A, B € Q pontok esetén [AB] C Q,
vagyis minden A, B € Q pontok és minden \ € [0, 1] skalarok esetén (1 — \)A + AB € Q.

8.5. Megjegyzés
Vegyiik észre a hasonldsdgot a konvex halmaz értelmezése és az affin részterek jellemzése egye-
nesekkel kozott (3.60. Tétel). o

(i) Q= 0 konvex.
(ii) Ha Z affin résztere X-nek, akkor Z konvex (affin résztér jellemzése egyenesekkel /affin kom-
binacioval).

(iii) Szakaszok, félegyenesek, félterek, haromszoglapok, szimplexek konvex halmazok.

8.2.1. Konvex kombinacio

A konvex kombinacio6 egy sajatos affin kombinacio, amelyben az affin stilyok a [0, 1] intervallumbol
vannak. Ez a fogalom hasonl6 szerepet jatszik konvex halmazok esetén, mint az affin kombinaci6

affin részterek esetén.

8.7. Ertelmezés
Az Aq,..., A € X pontok Ay,..., A\ € [0,1], AL+ -+ Ap = 1 stlyokkal vett Ay Ay +-- -+ A\ Ag

affin kombinaciojat konvexr kombindcidnak nevezziik.

Egy halmaz pontosan akkor konvex, ha barmely két pontjanak konvex kombinacidja is a halmaz-

ban van.

8.8. Megjegyzés
Konvex kombinacio esetén az a feltétel, hogy a stlyok [0, 1] intervallumbol vannak egyenértékii

azzal, hogy a silyok nem negativak, vagyis

Ay s e 20, A+ A =1 <= )\1,...,/\k€[0,1], M4+ A =1 <o
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8.2.2. Konvex halmaz jellemzése konvex kombinaciéval

8.9. Tétel (Konvex halmazok jellemzése konvex kombinécioval)
A Q C X nemiires halmaz akkor és csakis akkor konvex, ha tetszéleges A1, ..., A, € Q pontok
és tetszoleges A1, ..., A € 10,1], A1 + - -+ A = 1 konvex sulyok esetén A\jA; + -+ A A € Q.

Bizonyitds.

Feltételezziik, hogy a Q nemiires halmaz konvex. A pontok szama szerinti indukcidval
igazoljuk, hogy A1 A1 + -+ 4+ Andm € Q. Az m = 1 esetben (egy pont esetén) nincs mit

igazolni. Az m = 2 eset (két pont esete) pontosan a Q halmaz konvexitasat jelenti.

Tegyiik fel, hogy m = N pontra igaz az allitas és igazolni fogjuk m = (N + 1) pontra.
Ha Ayy1 = 1, akkor a Aj,..., AN, Any1 € [0,1] és A1 + -+ + Ay + Avy1 = 1 feltétel
miatt Ay = - = Ay =0és MA1 + -+ Avir1An+1 = Ayt1 € Q. Ha Ayy1 # 1, akkor
M+ -+ Av=1—Anyy1 >06s

AMAL A+ AnA
MAL+ -+ ANAN F AN+1AN 1 = (A1 + -+ AN) L NN

+ AN+1ANT1

A+ AN
MAL+ -+ ANAN
=(1-X 4+ Anvt1Anar. (8.1
( N+1) Mo N+1Ant1 (8.1)
Az indukcios feltevés szerint B = % € Q, mivel B az Ay,..., Ay € Q pontok

konvex kombinacioja. Ezért a (8.1) osszefiiggés alapjan
MAL 4+ AN AN = (1= Ang1) B + Anvp1An41 € Q
az Q konvexitédsa miatt, mert a jobb oldalon a B és Ay41 pontok konvex kombinaci6ja all.

Forditva, ha tetsz6leges Ay, ..., Ay, € Q pontok konvex kombinacidja is Q részhalmazban

van, akkor m = 2 esetén pontosan az Q konvexitasanak értelmezését kapjuk vissza.

8.2.3. Konvex halmaz affin fiiggvény altali képe és Gsképe

Egy konvex halmaz affin fiiggvény altali képe, illetve Gsképe is konvex. Mivel a projekcidk affin

fliggvények, igy sajatosan a konvex halmazok vetiiletei is konvexek.

8.10. Tétel
Legyen f: X — Y egy valos affin terek kozotti affin fiiggvény.

(a) Ha a Q C X halmaz konvex, akkor az f(Q) C Y képhalmaz is konvex.

(b) Ha a P C Y halmaz konvex, akkor az f~1(P) C X &skép is konvex.

Bizonyitds.

(a) Ha a Q halmaz iires, akkor az f(Q) is iires, tehat konvex. Ha a Q halmaz nem iires, akkor
f(Q) sem iires. Meg akarjuk mutatni, hogy két tetszdleges A, B’ € f(Q) pont és tetszbleges
A € [0, 1] skalar esetén (1—-N\)A'+AB’ € f(Q). Mivel A, B € f(Q), ezért léteznek A, B € Q
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pontok tgy, hogy A’ = f(A) és B’ = f(B). A Q halmaz konvex, igy értelmezés szerint
(1 =X)A+ AB € Q, ahonnan f((1 — A\)A+ AB) € f(Q). Végiil az f fuggvény affin, tehat

felcserélhets az affin kombinécidval (sajatosan a konvex kombinécioval is), ezért
J(L=XNA+AB)=(1-=Nf(A)+Af(B)=(1-X A"+ B € f(9Q).
Ezzel belattuk, hogy az f(Q) halmaz is konvex.

(b) Legyen P C Y konvex halmaz. Ha az f~!(P) halmaz iires, akkor nincs mit igazolni, ezért
feltehetjiik, hogy f~!(P) nemiires. Legyen A, B € f~1(P) két tetszdleges pont, vagyis
A, B € X ugy, hogy f(A), f(B) € P. Mivel a P halmaz konvex és az f fliggvény affin, ezért

tetszdleges A € [0, 1] skalar esetén
F((1= NA+AB) = (1- \)f(A) + \f(B) € P,

ahonnan kévetkezik hogy (1—A\)A+AB € f~1(P). Ezzel belattuk, hogy az f~!(P) halmaz

is konvex. 0

8.2.4. Konvex halmazok metszete

Az affin részterekhez hasonléan a konvex halmazok tetszéleges metszete is konvex.

8.11. Tulajdonsag

Ha Q; C X halmazok konvex, minden ¢ € I indexre, akkor a N;crQ; metszet is konvex.

Bizonyitds. Ha NM;c1Q; lires halmaz, akkor nincs mit bizonyitani, mert az iires halmaz konvex.
Ha NM;crQ; nem fires, akkor legyen A, B € N;c1Q; két tetszbleges pont. Ekkor A, B € Q;, minden
i € I index esetén. Mivel a Q; halmazok konvexek, minden ¢ € I esetén, ezért tetszleges A € [0, 1]
skalarra (1—X\)A+AB € Q;, minden i € I esetén. Ebbdl kovetkezik, hogy (1—A)A+AB € NicrQ;,

tehat M;c79Q; metszet is konvex. O

A sikban minden konvex sokszog felirhato zart félsikok metszeteként. A zart (illetve nyilt)
korlap is elgallithato végtelen sok zart (illetve nyilt) olyan félsik metszeteként, amelyeket hatarolo

egyenes érinti a korlapot hatarolé kort.

8.2.5. A konvex burkol6 és jellemzése konvex kombinaciéval
8.2.5.1. Konvex burkolo

Az affin részterekhez hasonléan a konvex halmazokra sem igaz altalaban, hogy az egyesitésiik
konvex. Példaul [0,1],[3,4] € R konvex halmazok, de [0,1] U [3,4] € R nem konvex, mivel
3:14+4-3=2¢[0,1]U[3,4]. Ezért az affin burkolé mintéjara bevezetjitk a konvex burkolé
fogalmat.

Emlékeztetiink, hogy X részhalmazain a bennfoglalas egy (részleges) rendezés.

8.12. Ertelmezés
Az M C X részhalmaz konver burka (vagy konvex burkoldja) a legkisebb konvex halmaz (a

bennfoglalasra nézve), amely tartalmazza az M halmazt, vagyis konv(M) olyan konvex halmaz,
hogy minden Q C X konvex halmaz esetén ha M C Q, akkor konv(M) C Q. Jelolés: konv(M).
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A konvex burkolo létezését és egyértelmiiségét a kovetkezs tulajdonsagban latjuk be.

8.13. Tulajdonsag (Konvex halmaz létezése és egyértelmiisége)
A konv(M) konvex burok az X valos affin tér azon konvex részhalmazainak a metszete, amelyek

tartalmazzak az M halmazt, vagyis

konv(M) = ﬂ Q,
QeKonvyg

ahol Konvyy = {KX C X | M C K, X konvex} az M halmazt tartalmazo konvex részhalmazok

halmaza.

Bizonyitds. Egyértelmiség. Ha létezik két konvex halmaz Q; és Qg, amely rendelkezik a konv (M)
konvex burkolé tulajdonsagaival, akkor Q; benne kell legyen Qs halmazban, mert Qs konvex
és tartalmazza az M halmazt. Hasonlé meggondolasboél Qs is benne kell legyen Qi-ben, ezért
Q; = Q.

Létezés. Ha a jobb oldali metszetrél belatjuk, hogy konvex, tartalmazza az M halmazt és minden
olyan konvex halmazban benne van, amely tartalmazza az M halmazt, akkor meg fog egyezni

a konv(M) konvex burkoloval. A 8.11. Tulajdonsag alapjan a (|  Q halmaz konvex, mert
QeXKonvyg
konvex halmazok metszete. Tovabba a Xonvy; halmaz értelmezése szerint M C Q, minden

Q € Konvy esetén, ezért M C ﬂQEfKOnvM Q. Végiil legyen N C X egy olyan konvex halmaz
agy, hogy M C N. Ekkor a Xonvy; halmaz értelmezése miatt N € Konvy, ahonnan kapjuk,

hogy (] Q C N. Ezzel belattuk, hogy ] Q a legkisebb olyan konvex halmaz, ami
QeXKonvyg QeXKonvayg
tartalmazza M halmazt, igy az egyértelmiiség miatt megegyezik az M konvex burkoléjaval. [

A konvex burkol6 az affin burkol6hoz hasonlé tulajdonsigokkal rendelkezik.

8.14. Tulajdonsag
(i) konv(() = 0.
(ii) Az M C X részhalmaz pontosan akkor konvex, ha konv(M) = M.

(iii) Ha M C N, akkor konv(M) C konv(N). Sajatosan, ha £ C X affin résztér ugy, hogy
M C £, akkor konv(M) C £, mivel £ konvex.

Bizonyitds.
(i) Az iires halmaz a legkisebb konvex halmaz, ami tartalmazza az iires halmazt.
(ii) Az eértelmezés alapjan M C konv(M), illetve ha M konvex, akkor konv(M) € M. Ez

alapjan belattuk, hogy ha M konvex, akkor konv(M) = M. Forditva, ha konv(M) = M,
akkor M is konvex kell legyen, mivel konv(M) konvex.

(iii) Az M C N C konv(N) bennfoglalas és a konvex burkolé értelmezése alapjan kovetkezik,
hogy konv(M) C konv(N).
U

Egy X valos affin tér Q nemiires halmazanak tartosikja af(Q) a legkisebb affin résztér, amely
tartalmazza a Q halmazt. Az ABC héaromszog esetén az [AB] = konv({A, B}) szakasz a ha-
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romszog egyik oldala, melynek tartoegyenes az AB = af({A, B}) egyenes. Hasonléan egy kocka
egyik oldallapjanak tartosikja az a sik, amelyben benne van az adott oldallap.

8.2.5.2. Konvex burkolé jellemzése konvex kombinaciéval

Az affin burkol6 jellemzése affin kombinécio tétel (3.34. Tétel) mintajara jellemezhetjiik a konvex

burkolét konvex kombinacio segitségével.

8.15. Tétel (Konvex burkol6 jellemzése konvex kombinécioval)

Legyen M C X egy nemiires részhalmaz. Ekkor

konv(M) = {Z)‘iAi meN* Ay, . An €M, A, ., A, € 10,1], Z)‘i = 1} . (8.2)
i=1 1=1

Bizonyitds. Bevezetjiik az

M - {Em:)\iAi

=1

meN*, Al,...,Ap € M, M,..., A\ €[0,1], ZA,;:1}
=1

jelélést és igazolni szeretnénk, hogy konv(M) = M. Ezt az egyenléséget kétoldali bennfoglalassal
fogjuk igazolni.

A 8.9. Tétel alapjan az M minden eleme benne van a konv(M) konvex halmazban, vagyis
M C konv(M).

A forditott iranya bennfoglalashoz elég belatni, hogy M konvex és tartalmazza az M hal-
mazt, mert a konvex burkolé értelmezése alapjan kovetkezni fog, hogy konv(M) C M. Ha
az M értelmezésében m = l-et valasztunk, akkor azt kapjuk, hogy tetszéleges A € M pont
esetén A € M, ezért M C M.

Belatjuk, hogy M konvex. Legyen A = a1 A1+ -+amAy, € Més B = 1B+ -+ BuBy €
M két tetszSleges pont és A € [0,1] tetszéleges skalar, ahol as, ..., am, B1,. .., Bn € [0,1]
ésay+---+ay, =0+ -+ B, =1 Ekkor

(1=NA+AB=(1-N)(a1A1 + -+ anAp) + XB1B1 + -+ + B.Bn)
=(1=Nardr+ 4+ (1 = NamAm + A\51B1 + -+ + A8 B € M, (8.3)

mert Ay, ..., An,Bi,..., By € M és (1 — Nag,...,(1 = Nam, AB1, ..., A8, € [0,1] gy,
hogy (1—MN)ai+---+(1=Nam+ABi+--+A0n = (1=A)(a1+ -+ am) + A1+ -+ 5n) =
(1 —X) + A = 1. Tehét a (8.3) dsszefiiggés alapjan M konvex. O

(i) Az M = {A, B} két kiilonb6z6 pontbol allo halmaz konvex burka a konv{A, B} = [AB]

szakasz.

(ii)) Az M = {4, B,C} harom affin fiiggetlen pontbol all6 halmaz konvex burka az ABC ha-

romszoglap (beleértve a csucsokat, oldalakat és a belsejét is.)
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C

A B

(iii) Egy paralelogramma a cstcsainak konvex burka.

(iv) Egy D zart korlap megegyezik a hataran 1évé € kor konvex burkolojaval.

A sik konvex sokszoglapjai a sokszoglap csiicsainak konvex burkoldja, tovabba megadhato,
mint az oldalak altal meghatarozott azon zart félsikok metszeteként is, amelyek tartalmazak
a sokszoglap egy belsé pontjat. Hasonloképpen a tér azon konvex részhalmazait, amelyeket
véges sok sokszoglapok hatéarol poliédereknek nevezziik. A poliéderek megadhatok véges sok
zért félterek metszeteként, amelyeket a sokszoglapok sikjai hatarolnak. Véges sok pont konvex
burkét politépoknak nevezziik. Korlatos poliéderek egyben politépok is, tehat minden politop
megadhat6 véges sok zart féltér metszeteként, illetve minden korlatos poliéder megadhatd véges

sok pont konvex burkaként.

8.3. Konvex halmazokkal kapcsolatos tételek
8.3.1. Radon tétele

8.17. Tétel (Radon tétele)
Egy n-dimenzios X valos affin térben barmely m > n+2 pontbol all6 M = {A;,..., A,,} halmaz
felirhato két, My és Ma nemiires diszjunkt részhalmazok egyesitéseként (vagyis M = My U Mo
és My N My = ) dgy, hogy

konv (M) N konv(Ms) # 0.

Miel6tt ratérnénk a bizonyitasra, nézziikk meg par példan keresztiil, hogy mit is mond a tétel.
Ha az X valos affin tér 1-dimenziés, vagyis egy valds egyenes, akkor a feltevés alapjan M-nek
legalabb harom pontja kell legyen, vagyis 1étezik Ay, As, A3 € M harom kiilénb6z6 pont. Ekkor
az egyik (példaul az A; pont) a masik ketts (Aa és Az pontok) kozé esik (vagyis A; € [A2As] =
konv({Az, A3})). Ha az A; pontot az M;-be soroljuk és az Ag, A3 pontokat az Ma-be, illetve a
tobbit tetszlegesen szétosztva a két halmaz kozott kapjuk, hogy A1 € konv(M;)Nkonv(My) # 0.

Ha X két dimenzids valos affin tér, vagyis egy sik, akkor a feltétel alapjan az M halmaznak
legalabb 4 eleme kell legyen. Az els6 példaban legyen M = {A;, Ao, A3, A4} az alabbi abranak

megfelelGen.

A‘l AQ
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Ha M; = {4, Ag, Ay} és My = {As}, akkor konv(M;) a piros haromszoglap, amiben benne
van konv(Mz) = {As} kékkel jelolt pont, tehat konv(My) Nkonv(Ms) = {As} # 0. A masodik
példaban legyen M = {A;, A, A3, A4} az alabbi abranak megfelelGen.

Ay
As

Ay Ay

Ekkor az My = {4, As} és My = { A3, A3} halmazok esetén a konv(M;) = [A; A4] pirossal jelolt
szakasz metszi a konv(Msq) = [Ay A3] kékkel jelolt szakaszt. Tehat konv(M;) Nkonv(Ms) # (. Ha
az M sikbeli halmaznak t6bb pontja van mint 4, akkor barmely négyet kivalasztva lényegében a

fenti két eset valamelyike fog eléfordulni.

Bizonyitds. Egy n-dimenziés affin térben barmely m > n + 2 pont affin fiigg. Valoban,

A1As, ..., A1A,, m — 1 > n + 1 vektorok linearisan fliggéek az n-dimenzios X valés vektor-
térben, amely a 6.53. Tulajdonsag alapjan pontosan azt jelenti, hogy A, ..., A, pontok affin
fligg6ek. Az értelmezés alapjan az egyik pont benne van a tébbi pont affin burkaban, tehat az
egyik pont felirhaté a tobbi pont affin kombinaciojaként. Legyen ez a pont az A,, (kiilonben
ujraindexeljiik a pontokat). Tehat léteznek olyan A\q,..., App—1 € R, Ay + -+ + A1 = 1 affin
sulyok, hogy A, = AMA1+ -+ m_1Am_1. A X, ..., A1 affin silyok koziil valahédny nagyobb,
mint 0 és valahény kisebb vagy egyenls, mint 0. Mivel A; 4+ - + A1 = 1, ezért kell 1étezzen
legalabb egy pozitiv sily. Ha minden saly pozitiv, akkor a fenti affin kombinécié tulajdonképpen

egy konvex kombinécio lesz, igy My = {A1,..., Apm—1} és My = {A,,,} esetén
Ay, € konv(My) Nkonv(My) # (0.

Ha nem mindegyik saly pozitiv, akkor az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy A1,..., A > 0
€8 Ait1, - s Am—1 < 0 (a pontok tjraindexelésével ezt elérhetjiik). Ha O € X egy rogzitett pont,
akkor
Ap=MA1+ -+ A1t
s 0 —
— 0A,, = MOA +-- -+ N\p_10A,,_1

- — — — s
— 0OA,, — )\k+1OAk+1 — = An_10A4,, 1 = MOA + -+ - + NOA,.
Az utébbi egyenlség mindkét oldalt elosztjuk a Ay + -+ Ap =1 — A1 — -+ — A1 pozitiv
szammal, hogy konvex kombinacidkat kapjunk:
B Am = M1 Ak — - = AmaAmr  MAr £+ Ny (8.4)
1—Agr1— - — A1 M+ A .
A (8.4) egyenlbség két oldala értelmez egy B pontot az X affin térben, amelyet kétféleképpen
fejeztiink ki, el6szor mint az Agiq, ..., A, pontok konvex kombinacidja, s masodszor mint az
Ay, ..., A pontok konvex kombinéciéja. Tehat,

B € konv{Ay,..., A} Nkonv{Agi1,..., Apn} #0,

ezért legyenek My = {Ay,..., A} és Mo = {Aks1,..., An}. O
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8.3.2. Helly tétele

8.18. Tétel (Helly tétele)
Ha Xy,...,%, (r > n+1) konvex halmazok egy n-dimenzios valos affin térben ugy, hogy barmely

n + 1 halmaz metszete nem tires, akkor az Gsszes metszete sem {ires, vagyis NI_,K; # 0.

Bizonyitds. A tételt r, a halmazok szama szerinti indukcioval igazoljuk. Ha r = n + 1, akkor a
feltevés alapjan az 0sszes halmaz metszete nem iires. Tegyiik fel, hogy igaz a tétel r = N esetén,
és igazolni fogjuk az r = N + 1 esetben, vagyis hogy ﬂi]:{lfKi # 0.

Bevezetjiik a kovetkezd halmazokat:
Q=Xin---NKi-1NKspanN---NKny1, Vi=1,...,N+1 (8.5)

(vessziik az Osszes halmaz metszetét, kivéve az i-diket). Ezek a halmazok N konvex halmaz
metszeteként allnak el§ és az indukcids feltevés alapjan nem iires konvex halmazok.

Mindegyik ilyen halmazbol kivalasztunk egy-egy pontot, legyenek A; € Q; minden i =
1,...,N + 1 esetén. Feltehetjilkk, hogy az A;, i = 1,...,N + 1 pontok mind kiilonbozsek,
mivel ha A; = A; valamely i # j esetén, akkor A; = A; € ;N Q; = K1 N--- N Ky, igy
NN £ 0.

Képezziikk az M = {Ay, ..., Any41} halmazt, aminek N +1 > (n+ 1)+ 1 = n + 2 eleme van,
mivel a feltevés alapjan N > n+ 1. Az M halmazra alkalmazhatjuk Radon tételét (8.17. Tétel),
tehat léteznek olyan M; C M, My C M nem iires diszjunkt részhalmazok (M; N Mz = (), hogy
M =M; UM, és

konv(M;) N konv(My) # 0. (8.6)

Feltehetjiik, hogy My = {41,...,Ax} és Mo = {Ag41,..., An+1}, killonben djraindexeljitk a
konvex halmazokat és pontokat. A (8.5) értelmezésbdl lathato, hogy Qi,...,9r € Kgpy N--- N
KnN4+1, ezért Ay, .. AL € Ki+1 N NKpg1, s6t

kOIlV(Ml) = kOIlV({Al, .. ,Ak}) CKir1N---NKny1, (87)
mivel a Kg11,...,Kny4+1 halmazok konvexek. Hasonldéan belathatjuk, hogy
kOHV(MQ) = kOHV({Ak+1, .. 7AN+1}) CKinNn---NKg. (8.8)

Végiil a (8.6), (8.7) és (8.8) dsszefliggések alapjan
0 # konv(M;) Nkonv(Ma) C (Kgy1 N---NKyp1) N (K N---NKy) = N,
tehat NN # 0. O

8.19. K6vetkezmény

Ha a (valos) sikban adott n > 3 darab korlap (haromszoglap, ellipszis alaki lap) gy, hogy bér-
mely 3 metszete nem fiires, akkor az Osszes korlapnak (haromszoglapnak, ellipszis alaka lapnak)
van kozos pontja.

Ha a (valds) térben adott n > 4 darab golyo (tetraéder) gy, hogy barmely 4 metszete nem iires,

akkor az Gsszes golyonak (tetraédernek) van kozos pontja.
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8.3.3. Carathéodory tétele

A kovetkezo tétel az X valos affin tér dimenzioja fiiggvényében korlatot ad arra, hogy a konvex

burkolé esetén legfeljebb hany pontnak kell a konvex kombinéciojat venni (lasd a 8.15. Tételt).

8.20. Tétel (Carathéodory tétele)

Tetsz6leges A C X nemdiires részhalmaz esetén az n-dimenzios X valds affin térben

n+1 n+1
konv(A) = {Z MeAg | Ary Apgr €A, My A €10,1], > e = 1} . (8.9)
k=1 k=1

Bizonyitds. Jeldljiik A-val a (8.9) jobb oldalan &ll6 halmazt. A 8.15. Tétel alapjan A C konv(A),
mert a konvex burkol6 jellemzése konvex kombinéciéval sordn hasonlé halmazroél igazoltuk, hogy
megegyezik a konvex burkoloval. A kiilonbség csak az volt, hogy nem korlatoztuk a pontok
szamat a konvex kombinaciéban.

Forditott iranya bennfoglalashoz legyen M € konv(A). A 8.15. Tétel alapjan léteznek
Ay, ..., Ay € A pontok és A,..., Ay, €[0,1], Y7 A\ = 1 konvex silyok agy, hogy

M =XMA; + -+ AmAn. (8.10)

Ha m < n+1, akkor M € A. Ha m > n+ 1, akkor igazolni fogjuk, hogy M felirhaté m — 1 pont
konvex kombinaciojaként is. Ha valamelyik A\; = 0, akkor M felirhat6 a maradék m — 1 pont
konvex kombinaciojaként is, ezért feltehetjiik, hogy Aq,..., Ay > 0.

Mivel m > n + 1, vagyis m > n + 2, ezért az M = {Ay,..., Ay} halmazra alkalmazhatjuk
Radon tételét, tehat 1léteznek My, Mo C M nemiires diszjunkt (M3 NMs = @) részhalmazok gy,
hogy My U Mo =M és

konv (M) N konv(My) # 0. (8.11)

Feltételezhetjiik, hogy My = {A1,..., Ax} és Mo = {Ag41,..., A}, kiillonben djraindexeljik
a pontokat. A (8.11) szerint léteznek aq, ...,y € [0,1], Zle a; =168 agyt,...,am, € [0,1],
Y it ps1 @ = 1 konvex sulyok gy, hogy

a1 Ay + -+ A = a1 Akl + o+ @A € konv(My ) N konv(Ms), (8.12)

ami egy relaciét ad az Ay, ..., A, pontok kozott. Innen ki fogjuk fejezni az egyik pontot a tobbi
segitségével ugy, hogy mikor visszahelyettesitjiik a (8.10) Osszefiiggésbe egy konvex kombinaciot
kapjunk, vagyis az egylitthatok ne legyenek negativak.

Hogy eldontsiik, hogy melyik pontot fejezziik ki, ezért tekintjiik az

Akt+1 Qm

et o
nem negativ szamok sorozatat. Vessziik ennek a sorozatnak a legnagyobb tagjat és az egyszertiség

kedvéért feltételezziik, hogy f\‘—: a legnagyobb tag, vagyis

(67 [67%%) .

— < —, Vi=k+1,... -1 8.13

/\i o )\m7 ! * ’ " ( )
Megjegyezziik, hogy az ay, nem lehet 0, kiilonben agi; = -+ = oy, = 0, de az Osszegiik 1, ami

ellentmondéshoz vezetne.
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A (8.13) alapjan az A, pontot fogjuk kifejezni a (8.12) sszefliggésbdl a tobbi pont segitsé-
gével:
o a « Q.
Am=—1A1~|—---+—kAk— k+1Ak+1_..._ mlAm,l, (8.14)

Qm Qp, Qo Q,

amely egy affin kombinacio, mivel

QLo Gk Gmer_oatectap— (et o) tam 1= l4an
(e 779 fa77%% [a77%% Qo (6 7% A '

A (8.14) kifejezést behelyettesitve a (8.10) osszefiiggésbe kapjuk, hogy

M= <A1+/\m§1>A1+-~+(Ak+/\mzk>Ak+

m m

+ <>\k+1 A OZ““) Apsr 4+ <)\m1 - Amo‘m‘1> A1, (8.15)

m m
Egyrészt A1 +)‘mc%v cees >‘k+)‘mc%i > 0, mivel két nemnegativ szadm 6sszegébdl allnak. Mésrészt
Akt1 — )\m%, B S )\mamfl > 0, mivel a (8.13) alapjan minden i = k+1,...,m —1
Om Om
esetén
o o« a; o
2L = N S N, = Ap—— <\ = 0< )\ — A\p—0t.
i Am Am Om
Végezetiil, a (8.15) egy konvex kombinacio, mert az egyiitthatok osszege 1:

<A1 +)\m§;1> + (Ak +)‘m((;k> + <Ak+1 - )\maak_‘_l) +---+ ()\m—l - Amam_1> =

:()\1+“'+)\m1)+)\m<al_|_...+%>_Am<ak+l+.“+06m—l> _
m Qm m [67%%
1 1—ap,

m Qm
Fenti moédszerrel tudtuk csokkenteni az A-beli pontok szamat, aminek a konvex kombin&ci-

ojaként elallithato az M pont. Ez addig ismételhets, amig a (8.10) konvex kombinécioban a
tagok szama m = n + 1 lesz, tehat M € A és igy konv(A) C A. O



9. fejezet

Euklideszi vektorterek

Ebben a fejezetben atismételjiik linearis algebrabol az euklideszi vektortér, skalarszorzat, norma,
merdleges vektorhalmaz fogalmakat, melyek sziikségesek a merdlegesség, tavolsag, szog, ortonor-

mélt koordindta-rendszer, meréleges vetiilet fogalmak értelmezéséhez euklideszi affin terekben.

9.1. Skalarszorzat, norma
9.1.1. Skalarszorzat és vektorok merélegessége

9.1. Ertelmezés
AV xV =R, (x,y) — x-y fliggvény skaldrszorzat a 'V valos vektortéren, ha rendelkezik a

kdvetkezd tulajdonsagokkal.
(7) Bilinearis vagyis linearis mindkét valtozoban:

(a) (A\x + py)-z = Mx-2) + u(y-z), minden A\, u € R skalarok és minden z,y,z € V
vektorok esetén;
(b) z-(Az + py) = Az-x) + p(z-y), minden A\, € R skalarok és minden z,y,z € V

vektorok esetén.
(#) Szimmetrikus: z-y = y-x, minden z,y € V vektorok esetén.
(#ii) Pozitiv definit: z-z > 0, minden = € 'V vektor esetén, és z-x = 0 pontosan akkor, ha
T = 6v.

A skalarszorzatra hasznalni szoktuk a z-y = p(z,y) = (z,y) tipusa jeloléseket is.

9.2. Ertelmezés
Egy (V, -) part, ahol 'V egy valos vektortér és ,,-” egy skalarszorzat a V-n euklideszi vektortérnek

neveziink.

Ha W a 'V euklideszi tér egy lineéris altere, akkor a V-n megadott skalarszorzat szarmaztat egy
skalarszorzatot a W altéren, igy W is euklideszi vektortér lesz a szarmaztatott skalarszorzattal.
A R"™ valos vektortéren z+y = x1y1 + - - - + Tpyp, minden & = (z1,...,2,),y = (Y1,...,yn) € R”

224
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vektorok esetén egy skalarszorzat. Ezt a skalarszorzatot standard skaldrszorzatnak nevezziik az
R"-en. Ha az R"-re, mint euklideszi vektortérként hivatkozunk a skalérszorzat emlitése nélkiil,

akkor a standard skalarszorzatra gondolunk.

Legyen B = (B1,...,0,) egy bazis a V valos vektortéren és x(z1 ... z,)B, YY1 --. Yn)B €V
két vektor. Egy

aip a2 ... A1n

a1 ao . aon
A=

anl AaAn2 ... Apn

(n x n)-es valos matrixhoz hozzarendelhetjiik az

an1 ... QAnpn Yn

bilinearis format. Ez a megfeleltetés pontosan akkor lesz skalarszorzat, ha az A maétrix szim-
metrikus és pozitiv definit. A Sylvester-tétel alapjan az A szimmetrikus matrix pontosan akkor
pozitiv definit, ha
a1 ... a1k
>0, Vk=1,...,n. (9.1)

ar1 ... Qi

Megjegyezziik, hogy egy szimmetrikus pozitiv definit méatrixnak a sajatértékei valosak és poziti-

vak.

egy skalarszorzat az R?-en. Valoban, a matrix

3 2
A-:RQXR2—>R,1‘-y:[331 1‘2] u
2 5 |y

szorzas disztributiv, ezért ,,-” bilinearis lesz. A ,-” matrixa 5 = szimmetrikus és a (9.1)

aldeterminansok rendre 3 és 11, igy a Sylvester-tétel alapjan ,,-” pozitiv definit bilinearis forma,

ezért skalarszorzat.

Skalarszorzat segitségével értelmezhetjiik vektorok merdlegességét.

9.6. Ertelmezés
Az z,y € V vektorok merdlegesek vagy ortogondlisak egymdsra (jelolés: x L y) a 'V euklideszi

vektortérben, ha z-y = 0.

A skalarszorzat szimmetridja miatt, ha x 1 y, akkor y L x, tehat a merdlegességi relacio
szimmetrikus.
9.1.2. Merdleges vektorhalmazok

Egy euklideszi vektortér két nemiires részhalmaza meréleges egymasra, ha a két halmaz barmely

két vektora merdleges egymaésra.
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9.7. Ertelmezés
AV euklideszi vektortér A, B C 'V nemiires részhalmazai merdlegesek egymdsra (jelolés: A L B),

ha minden a € A és minden b € B vektor esetén a L b.

Mivel a vektorok merd&legessége skalarszorzattal volt értelmezve, ezért nemiires részhalmazok
merdlegessége megfogalmazhatd a kovetkezképpen is: A L B akkor és csakis akkor, ha minden
a € A és b € B vektorok esetén a-b = 0.

(a) Minden V euklideszi vektortér esetén a {0} részhalmaz merdleges a V tetszoleges részhal-

mazara, vagyis {0} L A, minden A C 'V nemiires részhalmaz esetén.

(b) Minden V euklideszi vektortér esetén csak a nullvektor merdleges nmagéra, ezért ha'V? L A,
akkor A = {0}.

(c) Az R? euklideszi vektortér esetén A = {(1,0), (2,0)} és B = {(0,2), (0, —2)} részhalmazok

merdlegesek egymaésra.

(d) Ha E = (e1 = (1,...,0),...,en(0,...,1)) a kanonikus bazis az R" euklideszi vektortéren,

akkor e; L ej, minden 1 <14 # j < n esetén, ezért barmely k =1,...,n — 1 esetén
(e1,...,ex) L (€ki1y---,€n),
és barmely J,J C {1,...,n} nemiires index halmazok esetén

(eilted)yLeljed) < InJ=0.

Emlékeztetiink, hogy egy V euklideszi tér részhalmazain a bennfoglalés egy rendezési relacio, és
az A, B C V részhalmazok esetén azt mondjuk, hogy A nagyobb, mint B (vagy B kisebb, mint
A), ha B C A.

9.9. Ertelmezés
AV euklideszi vektortér A nemiires részhalmazénak merdleges kiegészitdje (vagy ortogondlis
komplementuma)

At ={zeV|z La VacA}.

Az At az X legnagyobb részhalmaza a bennfoglalasra nézve, amely meréleges az A részhalmazra.
Mivel 0 L v, minden v € V esetén, ezért 0 € AL, igy A+ nem iires, minden A C V nemiires
részhalmaz esetén.

A merdleges kiegészité megforditja a részhalmazok bennfoglalasat.

9.10. Tulajdonsag
Egy V euklideszi vektortér A C B nemiires részhalmazai esetén B+ C A+

Bizonyitds. Ha v € Bt tetszoleges vektor, akkor v L b, minden b € B esetén, és az A C B
bennfoglalas miatt v L a, minden a € A esetén. Tehat tetszéleges v € B vektor esetén v € AL,
ahonnan kovetkezik, hogy B+ C AL, O
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9.11. Tulajdonsag

Legyen A és B a 'V euklideszi vektortér két nemiires részhalmaza.

(i)
(i)
(i)

)

(iv

Ha A L B, akkor A L (B), ahol (B) <g V a B halmaz altal generalt linearis altér.
Az AL meréleges kiegészits a 'V egy linearis altere.
Ha A L B, akkor ANB =0 vagy ANB = {0}.

Legyen V véges dimenzios. Ha A a V egy linearis altere, akkor V = A @ A+

Bizonyitds.

(1)

Ha v € (B) egy vektor a B halmaz altal generalt altérbdl, akkor léteznek by, ..., by € B
vektorok és Aq,..., \x € R skalarok gy, hogy v = A1by + - - - + Agbg. Ekkor minden a € A

vektor esetén
alv <<= av=0 <<= a-(AMbi+ -+ Xbr) =0 <= Ai(a-b1) + -+ Mg(a-by) =0,

ami teljesiil, mivel az A L B feltételbdl kovetkezik, hogy a L b;, azaz a-b; = 0, minden
i1 =1,...,k esetén.
Ertelmezés alapjan A L AL, ahonnan az (i) alpont szerint A L (AL). Mivel AL C (A1)

és AT a legnagyobb halmaz azok a halmazok koziil, amelyek merdlegesek A-ra, ezért A+ =

(A1), igy sajatosan A* altere a V vektortérnek.

Tegyiik fel, hogy ANB # (). Ekkor minden = € AN B esetén az A L B feltétel miatt az x

vektor meréleges kell legyen 6nmagéara, tehat
rlr < zx=0 <= 9::6,

a skalarszorzat pozitivitasa alapjan. Tehat, ha AN B # 0, akkor ANB = {6}

Az (ii) alpont alapjan AL a V egy linearis altere. Mivel A és AL a V lineéris alterei, ezért
sajatosan 0 € A NAL. Igy az (iii) alpont alapjan AN AL = {0}. Tehat elég igazolni,
hogy V = A + A+. Legyen v € V egy tetszdleges vektor és (uy,...,us) az A linearis altér
egy ortonormalt béazisa. Ilyen létezik a Gram—Schmidt ortogonalizacios tétel (9.26. Tétel)
szerint. Ekkor

a= (veur)up + - + (veug)uy € A.

Minden u;, ¢ = 1,..., k béazisvektor esetén

uir(v—a) =u;v —uira = uov — (Veur) (wrewg) 4+ - 4 (Vo) (wiewg) 4+ - 4 (veug) (ug - ug)
0 1 0

=u;+v —v-u; = 0.

Tehat (v —a) L {us,...,ur}, ahonnan az (i) alpont alapjan (v —a) L ({u1,...,ux}) = A,
vagyis v — a € AL, Osszegezve, v = a + (v — a), ahol a € A és v —a € AL, tehat
V=A+ AL O
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9.12. Kovetkezmény
Legyen A a 'V euklideszi vektortér egy véges dimenzios lineéris altere. Ha (aq,...,ax) az A altér

egy linearis generatorrendszere, akkor A+ = {a1, ..., ar}".

Bizonyitds. Mivel {ay,...,a;} C A, ezért a 9.10. Tulajdonsag alapjan kapjuk, hogy AL C
{a1,...,ap}*+. Legyenek v € {ay,...,ar}" ésw € A = (a1, ...,a;) tetszoleges vektorok. Ekkor
léteznek A1,..., A\; € R skalarok tgy, hogy w = Aja1 + -+ + Arag, és

vow = ve(A1ay + - -+ Agag) = A(veay) + - -+ Ag(veag) =0,
0 0

ezért v € AL, Tehat {a1,...,a}t C AL O

Egy véges dimenziés euklideszi vektortér linearis altere és annak ortogonalis komplementuma

kiegészit6 dimenzidsak.

9.13. Kovetkezmény
Ha A a V véges dimenzios euklideszi vektortér egy lineéris altere, akkor dim A +dim A+ = dim V.

Bizonyitds. A 9.11. Tulajdonsag (iv) alpontja alapjan kovetkezik. O

Euklideszi vektortér linearis alterei esetén teljesiil a dualitds, hogy a meréleges kiegészité

merGleges kiegészitGje az eredeti linearis alteret adja vissza.

9.14. Tulajdonsag
Legyen V egy euklideszi vektortér.

(i) Ha A C V egy nemiires részhalmaz, akkor A C (AL)*.

(ii) Ha A a 'V egy linearis altere, akkor A = (A+)*L.

Bizonyitds.

(i) Mivel A L A+ és (A+)* a legnagyobb részhalmaz V-ben, azok a részhalmazok koziil,
amelyek merdlegesek A+-re, ezért A C (AL)*.

(ii) Legyen w € (A1)t tetszoleges. A 9.11. Tulajdonsag (iv) alpontja alapjan V = A @ A+,
ahonnan w = a + @/, ahol @ € A és a’ € A+. Az (i) alpont szerint A C (A+)+, ahonnan
kovetkezik, hogy a € (A1)t és w —a € (AT)*, mivel (A)! lineris altér. Tehat o/ =
w—a € AN (AN)L, de AN (AT = {0} a9.11. Tulajdonsag (iv) alpontja szerint, ezért
a = w—a=0. Innen kapjuk, hogy a = w € A, vagyis (A+)Lt C A. Az (i) alpontban
belattuk a forditott iranyt bennfoglalast, ezért kovetkezik, hogy A = (AL)*.

O

Adott az R* valos vektortér a standard skalarszorzattal. Irjuk fel az A = ((1,2,0,—1),(—3,0,2,1))

linearis altér A+ merdleges kiegészitGjét.
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Megoldds. Mivel a v; = (1,2,0,—1) és vo = (—3,0,2,1) vektorok generaljak az A alteret, ezért
a 9.12. Kovetkezmény alapjan azokat a vektorokat kell meghatarozni, amelyek egyszerre merd-
legesek a vy és vy vektorokra, At = {z = (21,72,23,24) € R* | 2-v1 = 0, z-v5 = 0}. Tehat
r = (21,29, 13,24) € AL teljesiti a

(x17x27x37x4) L (172707 _1) <~ ($1,$2,$3,$4)'(1,2,07 _1) =x+ 2%2 — T4 = 07
(z1,22,23,24) L (=3,0,2,1) <= (x1,x2,23,74)-(—3,0,2,1) = =321 + 223+ 24 =0
relaciokat. Tehat AL az

1+ 229 — x4 =0

—3x1 +2x3+ x4 =0

homogén linearis egyenletrendszer megoldashalmaza. Az egyenletrendszer megoldéasai
x=(a+p,a,6,3a+ ) =a(1,1,0,3) + 5(1,0,1,1), «,8€R

alaktiak, ahonnan A+ = ((1,1,0,3), (1,0,1,1)). O

Tekintsiik az R?* valos vektorteret a standard skalarszorzattal. Az A linearis altér a

201 — 3x9 +4x3 — 224 =0 9.2)

x1—2x2+7x3—6x4:0

homogén linearis egyenletrendszer megoldashalmaza. Irjuk fel az A linearis altér vektorialis

egyenletét és a merdleges kiegészitGjét!
Megoldds. A (9.2) egyenletrendszer megoldésai
x = (13a — 145,10 — 108, v, B) = (13,10, 1,0) + 5(—14,-10,0,1), «,B€R

alaktak, ahonnan A = ((13,10,1,0), (—14,—-10,0,1)).
Ertelmezés szerint az A meréleges kiegészitSje A = {x € R* | z-a = 0, Va € A}, de mivel
v = (13,10,1,0) és v" = (—14,—10,0,1) az A bazisvektorai, ezért A+ pontosan azon vektorok

altere, amelyek erre a két vektorra merélegesek, vagyis
At ={zeR' |z LV, 2 Lv"}={z cRY|z-v' =0, 0" = 0}.
Innen felirhatjuk, hogy A+ a kivetkezs homogén linearis egyenletrendszer megoldashalmaza:
1321 4+ 1029 + 23 =0
—14z; — 1029+ 24 =10

Ezt megoldva kapjuk, hogy At = ((2,-3,4,—-2),(1,-2,7,—6)).
Megjegyezziik, hogy abban az esetben, amikor A egy egyenletrendszer megoldashalmaza és
R%-en a standard skalarszorzatot tekintjiik, az A+ merdleges kiegészitSt egyszertibben is felir-

hatjuk. Ehhez azt kell észrevenni, hogy az eredeti (9.2) egyenletrendszer atirhato

(27 _37 47 _2)'(5[;17 Z2,xs3, .’IJ4) =0
(17 _27 77 _6)'(:1:17 x2,X3, $4) =0
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alakba. Ez tgy fordithato le, hogy az A linearis altér azon vektorok halmaza, amelyek merdéle-

gesek az (2,—3,4,-2) és (1,—2,7,—6) vektorokra, igy a 9.14. Tulajdonsag (ii) alpontja alapjan
A=1((2,-3,4,-2),(1,-2,7,—6))*.
Innen a 9.14. Tulajdonsag (ii) alpontja szerint felirhato, hogy

At = (((2,-3,4,-2),(1,-2,7,—6))1)t = ((2,-3,4,-2), (1, -2, 7, —6)).

9.1.3. Norma

9.17. Ertelmezés

AV valos vektortéren értelmezett | — || : V — R fliggvény norma, ha
(i) ||lz|| > 0, minden z € V vektor esetén, és ||z|| = 0 csak akkor, ha x = Oy;
(i) ||Az|| = |A| - ||=]|, minden X € R skalar és minden z € V vektor esetén;

(71) ||z +yl < |z + ||y||, minden x,y € V vektor esetén.

A normaval értelmezhetjiik egy vektor hosszat. Ekkor a norma elsé tulajdonsaga azt mond-
ja, hogy minden vektor hossza nem negativ és egyetlen vektor van, amelynek hossza 0, éspedig
a 0 vektor. A masodik tulajdonsag szerint, ha egy vektort szorzunk egy A € R skalarral, ak-
kor a vektor hossza szorzodik az |\| abszolut értékkel. A harmadik tulajdonsag a haromszog

egyenlGtlenséget fejezi ki.

9.1.3.1. Két vektor szoge
A skalarszorzat és a norma segitségével tudjuk értelmezni két x, y nemnulla vektor szogét:

). vays
[l -yl

m(T,y) = arccos <

9.1.3.2. Skalarszorzat altal meghatarozott norma

Egy skalarszorzat a V vektortéren meghatiroz egy normat is a V-n. Ebben a jegyzetben csak

olyan norméval dolgozunk, amelyet egy skalarszorzat szarmaztat.
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9.18. Tulajdonsag
Ha -: V x V — R egy skalarszorzat a V vektortéren, akkor || — ||: V — R, ||z| = v/z-x képlettel

értelmezett leképzés norma és a skaldrszorzathoz rendelt normdnak nevezzik.

A bizonyitasban felfogjuk hasznélni a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlGtlenséget, ezért

el6bb kijelentjiik és bizonyitjuk az egyenlGtlenséget.

9.19. Lemma (Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlGtlenség)

Ha ,,+” egy skalarszorzat a V valds vektortéren, akkor fennall a kévetkezd egyenlGtlenség:
-yl < Vaayyy,  Va,y e, (9.3)
vagy a skalarszorzathoz rendelt norma jel6léseit hasznalva
zeyl < llzllllyl,  Vo,yeV.
Egyenléség, akkor all fenn, ha x és y vektorok arédnyosak (linearisan fiiggsek).

Bizonyitds. Négyzetre emeléssel a (9.3) egyenl6tlenségbdl megkaphato a vele egyenértékd
(z9)? < (v-2)(y-y),  Va,yeV (94)

egyenlStlenség. A skalarszorzat pozitivitasa (9.1. Ertelmezés (i) alpontja) miatt
(z+ty)-(x+ty) >0, VteR, (9.5)

amely a skalarszorzat bilinearitésa (9.1. Ertelmezés (4) alpontja) és szimmetridja (9.1. Ertelmezés

(#i) alpontja) alapjan atirhato
zex + 2t(z-y) + 2 (y-y) >0, VteR (9.6)

alakba. Feltehetjiik, hogy y-y # 0, kiilonben a skalarszorzat pozitivitdsa alapjan y = 0, és ebben
az esetbe trivialisan teljesiil a (9.3) egyenl6tlenség. Ezen feltevés alapjan a (9.6) egy masodfoka

egyenl6tlenség lesz t-ben. Ezenkiviil a (9.6) egyenlStlenség azt fejezi ki, hogy a t-ben mésodfoka
(y-9)t* +2(z-y)t + 222 =0

egyenletnek legfeljebb egyetlen egy valos gyoke lehet, amelyet az egyenlet diszkriminansara vo-

natkozo A < 0 egyenl6tlenséggel jellemezhetiink. Tehat a (9.6) egyenl6tlenség egyenérteki a
A = [2(ay)? — 4z-z)(y-y) 0 = (2+9)° = (z-2)(y-y) <0 (9.7)

egyenldtlenséggel, ami atrendezés utan pontosan a (9.4) egyenlStlenséghez vezet.

Megjegyezziik, hogy a (9.3), illetve a (9.4) egyenlStlenségekben pontosan akkor van egyenld-
ség, ha A = 0. Tehat létezik egyetlen ¢ € R, hogy a (9.6), illetve a vele egyenértéki a (9.5) egyen-
16tlenségben egyenlGség van. Tehat létezik egyetlen ¢ € R tgy, hogy (z +ty)-(z +ty) = 0, ami a
skalarszorzat pozitivitasa alapjan (9.1. Ertelmezés (i4i) alpontja), azt jelenti, hogy = + ty = Oy.
Ez ugy fordithato le, hogy az x és y vektorok aranyosak, vagyis ha (z1,...,2,) az z, illetve
(y1,...,yn) az y vektor koordinatai egy bazisban, akkor

€1 Tn

1 Yn
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A 9.18. Tulajdonsdg bizonyitdsa.
(i) A skalarszorzat pozitivitasabol (9.1. Ertelmezés (7ii) alpontjabol) kovetkezik.

(4i) Minden X € R skalar és minden x € V vektor esetén

Azl = v/ (Ax)-(Aa) = VA (z-2) = Az = [A] |l2]].
(7i) Minden z,y € V vektor esetén a ||z + y|| < ||z|| + ||y|| egyenlStlenség egyenértéki az

Iz +ylI*> < (=l + [ly])?
= e +yl? < llz|? + llylI* + 2]|=l[ly]
= (@+y)(@+y) <z-z+yy+2zl|y
= wex+yy+ 22y <z 4 yey + 2l lyll
= 2(z-y) < 2zl[yll

= -y < |z|||y]

egyenl6tlenségekkel. Az utolsd egyenl6tlenség kiovetkezik a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-
egyenlStlenséghdl, mivel teljesiil, hogy z-y < |z-y| < ||z|l||y]|- O

9.1.4. Pitagorasz-tétel euklideszi vektorterekben

9.20. Tétel (Pitagorasz-tétel)
Egy V euklideszi vektortér z,y € V vektorai esetén z L y akkor és csakis akkor, ha |z + y||* =
1 + llylI*.

Bizonyitds. A skalarszorzat bilinearitdsa alapjan minden x,y € V vektor esetén
(@+y)-(e+y) =2y +yy+2ey < llz+yl? =]’ + yl* + 22y,

ahonnan kifejezhetjiik az x és y skalarszorzatat a normak segitségével

_ eyl = ll=” = iyl

Ez alapjan

|+ ylI” — ll2]® — llyll?

zly < 2y=0 < =0 <= [lz +ylI* = ll* + lyll*.

2
O
9.2. Ortonormalt bazisok
9.21. Ertelmezés
Egy V euklideszi vektortér (vi,...,v,) vektorrendszere ortogondlis, ha minden 1 < i # j < n

esetén v; L v;.
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9.22. Ertelmezés

A B = (u1,...,u,) egy ortonormdlt bizisa a V euklideszi vektortérnek, ha
(i) B bazisa a V vektortérnek és
(i7) B ortonormalt vektorrendszer, azaz minden 1 < 1i,j < n esetén

1, hai=yj,

T 00, hai#£

A (9.8) feltétel atfogalmazhato, mint [ju;|| = 1, minden @ = 1,...,n és u; L uj, ha i # j.

Tehéat a B ortonormalt béazis vektorai egységhosszisaguak és paronként merGlegesek egymasra.
Ha az R" vektorteret tekintjik a standard skalarszorzattal, akkor a kanonikus béazis

E=(e; =(1,0,...,0),e2 =(0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1))
egy ortonormélt bazis ebben az euklideszi vektortérben.

9.24. Tulajdonsag
Legyen V egy euklideszi vektortér.

(i) Ha (v1,...vy) egy nemnulla vektorokbol allo ortogonalis vektorrendszer, vagyis v; L vj,

minden 1 < ¢ # j < n esetén, akkor (vy,...v,) linearisan fiiggetlen vektorrendszer.

(ii) Ha (v1,...,v,) egy nemnulla vektorokbol 4ll6 ortogonalis vektorrendszer egy n-dimenzios
V euklideszi vektortérben, akkor (vi,...,v,) egy bazisa a V-nek.
Bizonyitds.

(i) Ha Aqvg + -+ + Ao, = 0 valamely A1, ..., \, € R skalarokra, akkor ezt a relaciot skalar-

szorozva a v; vektorral kapjuk, hogy

(M1 + -+ M) vy = 0-0;
<~ )\1(7)1'%') + .- +)\i(vi‘vi) +"'+/\n(’l)n"l)i) =0
= MO0+ F N1 0+ N(vev) + N1 -0+ 4+ X, - 0=0

e )\i(Ui'Ui) =0 <— )\iZO,

ahol elGszor felhasznéltuk, hogy a skalarszorzat bilinearis majd, hogy a vektorrendszer
ortogonalis és végiil, hogy a v; vektor nem nulla, ezért v;-v; # 0. Ezt elvégezve minden
1 = 1,...,n esetén kapjuk, hogy \;y = --- = A, = 0, tehat a vektorrendszer linearisan

fliggetlen vektorokbol &ll.

(ii) Tetszbleges linearis fiiggetlen vektorrendszert ki lehet egésziteni a 'V vektortér egy bazisa-
va. Az el6z6 pontban igazoltuk, hogy (vi,...,v,) linearisan fiiggetlen vektorrendszer és a
feltevés szerint dim'V = n, ezért a dimenzid értelmezése alapjan ez a vektorrendszer mar a

V vektortér bazisa kell legyen (nem kell tobb vektor hozzévenni a vektorrendszerhez). [
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9.25. Megjegyzés
A 'V vektortér egy (vi,...,v,) ortogonalis bazisabol normalizalassal kaphatunk egy ortonormélt

vektorrendszert, (H%H’ cee ﬁ) a 'V egy ortonormaélt bazisa lesz. o
n

9.2.1. Skalarszorzat felirasa ortonormalt bazisban

Legyen B = (u1,...,u,) a (V,-) euklideszi vektortér egy ortonormalt bazisa, és z(z1,...,2,)B,
y(y1,-.-,yn)B tetszbleges vektorok. Ekkor x = wiuj + -+ 4+ Xpuy €8 y = yrur + -+ + Ynln,
tovabba

zy = (T1ur + - + Tpp) (Yrur + - + Ynpp) =

=) miyi(wiewg) =D 0 miyibi; =Y weye = zyr + - + 2oy = [zl (9.9)
=1

i=1 j=1 i=1 j=1

Tehét barmely euklideszi vektortérben, ha ismertek két vektor koordinatéi egy ortonormalt ba-
zisban, akkor a vektorok skalarszorzatat tigy szamolhatjuk ki, hogy vessziik a koordinatavektorok

standard skalarszorzatat.

9.3. A Gram-Schmidt ortogonalizacios tétel

9.26. Tétel (Gram-Schmidt ortogonalizacios tétel)

Minden véges dimenzidés euklideszi vektortérnek létezik ortonormalt béazisa.

Bizonyitds. Legyen 'V egy véges dimenzios euklideszi vektortér és B = (vy, ..., v, ) egy tetszbleges
bazisa. A B bazisbol kiindulva szerkesztiink elébb egy ortogonalis B’ = (wy, ..., w,) bazist,
majd ez utébbit normalizalva kapunk egy ortonorméalt B” = (uq,...,u,) = (m, e ”:’;—ZO

bazist. A modszert, amivel a B bazisbol megszerkesztjiik a B’ ortogonalist bazist, Gram-Schmidt
ortogonalizdcids eljdrdsnak hivjuk. A eljaras induktivan szerkeszti meg a wi, ..., w, vektorokat

a kovetkezSképpen.
e Az els6 lépésben wy = w1, mivel az els6 vektor nem kell mersleges legyen senkire.

o Az érthetGség kedvéért kiirjuk a masodik lépést az altalanos induktiv 1épés elGtt. A cél,
hogy megszerkessziink egy olyan ws € 'V vektort, ami mer&leges lesz az 6t megel§zd w;
vektorra és a 'V vektortér wq, wo vektorai altal kifeszitett altere egyezzen meg a vy, vo altal

kifeszitett altérrel. Emiatt a wo vektort a kovetkezd alakban keressiik:
w2 = v2 + A2101, (9.10)
ahol a A\g; € R egyilitthatot gy kell meghatarozni, hogy wo L wi. De

9.10
wo Lw <= 0=wywr (<:,>) 0= (’1)2 + /\Qlwl)-wl

VoW1
<— 0=1v2w1 + Ajwi-wyg <= A9gg = —

wywy

mivel w; # 0. Tehat
VoW1

w9 = V9 —
w1 W1
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Az alabbi abran szemléltetjiik a konstrukciot. MerGlegesen levetitettiik a vy vektort a wiq

V2 W1
w1 ~w1

vektor tartéegyenesére, igy kapva a wy vetliletet, majd ezt a vetiiletet levonva az

eredeti vy vektorbdl kapjuk meg a wi-re merdleges wo vektort.

V2 W1

w1 ~Wwi wl //’
V2
w1
wy = vg — Eibwy
o Feltételezziik, hogy mar megszerkesztettiik a wy, ..., wp_1 vektorokat, amelyek a kovetkez§
tulajdonsaggal rendelkeznek:
— a wi,...,wg—1 vektorok paronként merélegesek egymadsra, vagyis w; L w;, minden
1<i# 75 <k—1esetén,
— awy,...,ws_1 vektorok altal kifeszitett linearis altér megegyezik a vy, ..., vp_1 vekto-
rok altal kifeszitett lineéris alterével a V-nek, vagyis (w1, ..., wg—1) = (V1,...,V%_1).
Megszerkesztiink egy nemnulla wj, vektort, amely meréleges lesz a korabbi wy, ..., wg_1
vektorokra és (w1, ..., wg) = (v1,...,vr). Ehhez a wi-t a kovetkezs alakban keressiik:
W = Vg + Ap1w1 + -+ Agp_1We_1, (9.11)

ahol Ag1,..., \gx—1 € R. Innen lathato, hogy (wi,...,wg) C (v1,...,v%). A (9.11) fel-

irasbol kifejezhets a vy vektor a wi,...,wy vektorok segitségével, ezért (vi,...,vk) C
(wi,...,wg). Osszegezve, (w1,...,wg) = (V1,...,Vk).

Meghatarozzuk a Ax; € R egyiitthatot agy, hogy wy L w;, minden ¢ = 1,...,k — 1 esetén.

wi L w; <= wpw; =0 < (’Uk 4+ Apqwy + -+ )\kk,lwk,l)-wi =0
= vpew; + Mg (wrew;) + - 4 Agi(wiewg) + -0+ Agg—1 (wg—1-w;) =0
> Upw; + A1 - 04 -+ Agim1 - 0+ Agg(wi-w;) + Agig1 -0+ -+ Agg—1-0=10

Uk W5
<~ vk-wi+)\ki(wi-wi)20 = A= — i L
Wy Wy
Tehat
V= W1 Uk WE—1
Wy = U — Wy — v+ — ——————Wg_1.
Wi w1 Wh—1*Wk—1
e Az utolso6 1épés utan kapunk egy (wi, . .., wy,) ortogonalis vektorrendszert (w; L w;, minden
1 <i# j < nesetén), amelyre (wy,...,wy) = (v1,...,v,) = V. A 9.24. Tulajdonsag (ii)
alpontja alapjan B’ = (w1, ..., w,) egy ortogonalis bazisa a V vektortérnek.
Végiil normalizalva a B’ bazis vektorait kapjuk a B” = (u1,...,u,) = (%7 ceey ||1TZ||)

ortonormalt bazisat a V euklideszi vektortérnek. O
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Tekintsik a

1 2 3 Y1
x-y:[azl 9 {L‘3} 2 5 5 Y2
3 5 11 Y3

skalarszorzatot az R3-n. Adjunk meg egy ortonormalt bazist erre a skalarszorzatra vonatkozoan.

Megoldds. A Gram-Schmidt ortogonalizacios eljarast fogjuk hasznélni, kiindulva az R3 egy tet-

sz6leges bazisabol. Legyen E = (e, ez, e3) a kanonikus bazis. A Gram-Schmidt-eljaras alapjan:

w)p = €1 = (17070))

W1 +€9 2
= — = 1 — (1 = (=21
w2 €2 wl'wlwl (07 70) 1( 7070) ( ’ 70)7
w1 -€es wo-€es3 3 —1
= e3 — — =(0,0,1) — =(1,0,0) — —(—2,1,0) = (—5,1,1).
w3 €3 UJ1'U)1w1 w2.w2w2 (7 s ) 1(7 5 ) 1 ( s Ly ) ( s Ly )

Végiil normalizaljuk a (w1, ws, w3) vektorrendszert:

w1 1 1
wy = - wy = ~(1,0,0) = (1,0,0),
Y e T Verm T 1000 =100
w9 1 1
Uy = = we = =(—2,1,0) = (—2,1,0),
2= gl ~ Vs 1 )= ( )
w3 1 1
Uz = = wy = —(—95,1,1) = (—5,1,1),

igy kapva egy (u; = (1,0,0),up = (=2,1,0),us = (—5,1,1)) ortonormalt bazisat az (R?,-)
euklideszi térnek.

Leellendérizziik, hogy w1, us, us ortonormalt vektorrendszer:

] 12 —2 ] 12 3]
up-uUy = 1 00 2 5 5 1 :0, uruUl = 1 00 2 5 5 0 :1,
' 3 5 11] | 0] ' 3 5 11] [0
] 1 2 3] [-5] ] 12 3] [-2]
upruz =1 0 0/ |2 5 5| |1]=0, weus=1[-2 10|25 5[]|1]=1,
' 1305 11 [ 1] ' 13 5 11 [ 0]
12 3][-5 1 2 3] [-5]
wrug=[-2 1 0|2 5 5| |1]=0 wus=[-5 11]|25 5||1|=1
1305 11 |1 13 5 11 [ 1]

9.28. Tulajdonsag
Ha B = ($1,...,0,) és B' = (,...,3),) az X n-dimenzios euklideszi vektortér két ortonorméalt
bazisa, akkor a Tgg = [[ﬁl]B’ . [ﬂn]B/] attérési matrix egy ortogonalis matrix, azaz Tgg: =

-1
Tk = Tl
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Bizonyitds. Legyen B;(bi1,...,bin)B, minden i = 1,...,n esetén. Ekkor
t
ThpTeB = [[ﬁl]B/ [5n]B'] [[ﬂl]B' [@JB/}
(b1 bz ... bin]| [bir b bn1
_ bar baa ... bop| |bi2 b2 bn2
bnl bn2 “e bnn bln b2n bnn

(S0 bubie Sop_q birbok
S opeq bakbik > op_q barbox

D ket Onbie Doy Drkbog

Bi-B1 BiB2 ... BiPn
©0.9) |B2-B1 BBz ... BB

Bn'ﬁl ﬁnﬁZ cee Bn’ﬁn
= I'm

ahonnan kapjuk, hogy T_,lB = TE/B.

> e bikbuk
> peq barbuk

Zzzl bnk bnk

237



10. fejezet

Euklideszi affin terek

Ebben a fejezetben bevezetjiik valos affin tér esetén a merélegesség, tavolsdg és szog fogalmat.
Ezt az iranytéren értelmezett skalarszorzattal segitségével tessziilk meg. Ahogy affin részterek
parhuzamossaga, ugy az affin részterek merdGlegessége is az iranyterek segitségével lesz értel-
mezve. A mer6legesség értelmezése utan beszélhetiink pont meréleges vetiiletérsl és meréleges
vetitésrdl, illetve merGleges tiikrozésrsl, amelyekre képleteket is adunk. MerGlegesség lehetévé
teszi, hogy értelmezziik hipersikok norméalvektorat. A skalarszorzat altal szarmaztatott norma
segitségével értelmezhetjiikk két pont tavolsagat, egy pont és egy affin résztér, valamint affin

részterek tavolsdgat. Képletet adunk pont és affin résztér tavolsagara.

10.1. Ertelmezés

Az X valos affin tér egy euklideszi affin tér, ha az X irdnytér egy euklideszi vektortér.

Minden V euklideszi vektortér egyben egy euklideszi affin tér is, mivel a V affin tér irdnytere a
V euklideszi vektortér. Sajatosan, ha az R™ vektortéren tekintjiik a standard skalérszorzatot,

akkor R™ egy euklideszi affin tér, amelyet E,-nel fogunk jel6lni.

10.3. Ertelmezés
Az X euklideszi affin tér egy Z = (O; B) Descartes-féle koordinéata-rendszere ortonormdlt koordi-

ndta-rendszer, ha B az X iranytér egy ortonormaélt bazisa.

Az E, affin téren az & = (6, €1, ...,en) kanonikus koordinata-rendszer egy ortonormaélt koordi-

nata-rendszer.

10.1. Affin részterek merdélegessége

10.1.1. Merdleges affin részterek

Szeretnénk értelmezni magasabb dimenziés sikokra is a merdlegességet. Ahogy a parhuzamos-
sagot, gy a mer@legességet is az iranyterek segitségével fogjuk értelmezni. Az értelmezés elStt
tekintsiik a kovetkezs példakat térmértanbol. Legyen X egy 3-dimenzids euklideszi affin tér. Le-

gyen az L1 egyenes irdnyvektora u; és az Lo egyenes iranyvektora us. Az L1 és Lo egyenesek

238
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merdlegesek egymaésra, ha iranyvektoraik merélegesek, vagyis u; L us. Ebben az esetben az £,
és Lo egyenesek L, = (u1) és 52 = (ug) iranyterei az X euklideszi vektortér merdleges vektor-
halmazai, vagyis L 1L Eg. A kovetkezs példaban legyen £ egy wup irdnyvektorii egyenes és So
egy ng normalvektora sik. A térmértanban az £ egyenes merdleges az 8o sikra, ha uy || n2. Az
8, sik Sy iranytere olyan vektorokbol all, amelyek merdlegesek az ny normélvektorra. Igy ebben
az esetben is L1 és So irAnyterek az X euklideszi vektortér merdleges vektorhalmazai, vagyis
L 1L §2. Miel6tt tigy értelmeznénk az affin részterek merélegességét, hogy irdanytereik meréleges
vektorhalmazok legyenek, nézziik meg két merdleges sik példajat is. Legyen az 81 normalvektora
n1 és az 8o sik normalvektora ny. A térmértanban az 81 és 8o sikok merdlegesek egymasra, ha
n1 L ny. Az 8§ sik gl iranytere olyan vektorokbol all, amelyek merélegesek az n; normaéalvek-
torra, az S sik gg iranyterének vektorai mer6legesek no-re. Ekkor az X euklideszi vektortér gl
és 8y részhalmazai nem merdlegesek egymasra. Példaul, ha ni(1,0,0)p és n2(0,1,0)s, akkor
$1 = ((0,1,0)g,(0,0,1)B) és 83 = ((1,0,0)s, (0,0,1)g), ahol B az X egy ortonormélt bézisa.
Ekkor gl és gg nem merdlegesek egymasra, mert (0,1,0)g € gl ﬂgz. Az 81 és 82 merdleges sikok
esetén fennall az (81)F = (n1) C (no)t = 8y, illetve (S)+ = (ng) C (n1)+ = 81 bennfoglalasok.
Ugyanakkor az X euklideszi vektortér A és B merGleges részhalmazai esetén is teljesiil, hogy
A C Bteées B C AL Tgy L1 és Lo merdleges egyenesek esetén is fennallnak a 51 - (Lﬁg)L
és 52 C (El)J-, valamint merGleges L1 egyenes és 8o sik esetén is igaz, hogy Z)l C (gz)J‘ és

gg C (Z‘:l)L. Ezek alapjan affin részterek merslegességét a kovetkezdképpen értelmezziik.

x3 T3 Dy
AN
Do
Lo = Do / > T2 /—> To
x1 1
x3 €3
AN AN
Oxoxs So

_____________________ .

! Al S

! /, (81) : ’,

y T2 e > T2
’ll ’ |
’ ! — ‘ I

. 1 1 .
00 (82) RO
_____ R _——— |- —-—_———- |
— 1
Oz = S, Rt SAEECEE LT EEEEEE '
X1 1

10.5. Ertelmezés
Egy X affin tér Y; és Yo valodi affin részterei merdlegesek egymdsra (jelolés: Y1 L Ys), ha az
irdnytereikre fennallnak az 131 - (‘E}'g)L vagy (%)L C 91 relaciok az X euklideszi vektortérben.
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—————————— > L2

12
Do
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10.6. Megjegyzés
Az Yy L Yy értelmezésében szerepls 91 (’jg) bennfoglalas egyenértéki az 91 1 92 relacidval,
mig az (EQ)J- C 91 = ((Hl) )+ bennfoglalds egyenérték az (Ql)l 1 (H})L relacioval. Tehat

—

Y LYy < Yy LYsvagy (Y1)* L (Yo)t. (10.1)

&

Merdleges affin részterek parhuzamos eltoltjai is mer6legesek egymasra, mivel az irdnyterek
nem valtoznak meg parhuzamos eltolas soran.
Be fogjuk latni, hogy egyenesek és hipersikok esetén a merélegesség hasonlé médon leirhato,

mint térben egyenesek és sikok esetén.

10.1.2. Egyenesre valé merdlegesség

Két affin résztér merdlegessége egyszeriibben megfogalmazhato, ha az egyik résztér egy egyenes.
Ebben az esetben az egyenes iranyvektora (az iranytér egy béazisvektora) merdleges kell legyen a

mésik résztér iranyterére.

10.7. Tulajdonsag

Legyen AB egy egyenes és Y egy valodi affin résztér az X euklideszi affin térben. Ekkor AB 1
Y akkor és csakis akkor, ha E 1 9. Sajatosan, az AB és P(Q) egyenesek pontosan akkor
merdlegesek egymaésra, ha E i ]@

Bizonyitds. Ertelmezés alapjan AB 1 Y azt jelenti, hogy az iranyterekre fennall, hogy D(AB) =

<E> C (Y)+ vagy (Y)+ € D(4AB) = E Az elsé feltétel egyenértéki az AB L Y relacioval. A
masodik esetben, mivel Y legfeljebb hipersik, ezért X=Ya (%J) egyenl@ség miatt (’é)L legalabb
1-dimenzios. Igy a (Y)+ C D(AB) = E ) bennfoglalésbol kivetkezik, hogy (Y)+ = D(AB),
ahonnan ﬁ 1 Y. Ezek alapjan az AB és PQ egyenesek pontosan akkor merdlegesek egymaésra,
ha E 1 D(PQ) = Pﬁ ), amely egyenértéki az 1@ 1L f@ relacioval. O

Egy 4-dimenzios X valos affin tér egy #Z = (O;B) ortonormélt koordinata-rendszerében egy £

egyenes egyenlete
1 —4 1+ 1 T3 T4+ 2

5 3 2 -1




10.1. AFFIN RESZTEREK MEROLEGESSEGE 241

és egy affin résztere Y = t((v1(—1,2,2,5)B,v2(1,-2,1,1)B), (1,0,0,1)%,). Ekkor az L egyenes
merdleges az Y affin résztérre, mert az £ egyenes u(5,3,2, —1)p irdnyvektora meréleges az 9’
irdnytérre. Valoban, u-v; = (5,3,2,—1)(—1,2,2,5) = 0 és u-vy = (5,3,2,—1)(1,—-2,1,1) = 0,

ezért u L vy és u L vy, ahonnan u L (vi,v9) =Y.

10.1.3. Hipersik normalvektora

Legyen X egy n-dimenzios euklideszi affin tér és #Z = (O;B) egy ortonormalt koordinata-
rendszere. Ha H az X egy hipersikja, akkor a H iranytér (n — 1)-dimenzios és a 9.13. Ko-
vetkezmény alapjan (IJ:'C)L egy 1-dimenzios altere az X iranytérnek, igy egyetlen bazisvektora
van. Tehat létezik ny € X vektor tgy, hogy (UTC)J- = (ny). Hav L H, akkor létezik A € R
gy, hogy v = Angc. Az ngc vektort a H hipersik normdlvektordnak nevezziik. A normélvektorok
csak egy nem nulla skalarral valo szorzas erejéig vannak meghatéarozva, vagyis ha A € R\ {0},
akkor Ang¢ is egy normalvektora H-nak. A hipersik normalvektora leolvashaté egy ortonormalt
koordinéta-rendszerben felirt egyenletébdl hasonléan, mint térben a sik normalvektora. Az is-
meretlenek egyilitthatoi lesznek a normalvektor komponensei az irdnytér ortonormélt bazisaban.

Ha a H hipersik egyenlete az # ortonormélt koordinata-rendszerben a1x1+- - -+anx,+b =0
alaku, akkor n(ay, ..., a,)B egy normalvektora H-nak. Valoban, ha P(pi,...,pn)% a H hipersik
egy pontja, akkor a hipersik egyenlete atirhaté aq(z1 —p1)+- -+ an(zy, —pn) = 0 alakba. Innen
adodik, hogy minden M (z1,...,x,)% € H pont esetén a H iranytér PM (1 —p1,...,%n — Dn)B
vektorai esetén n-m =0, vagyis n L ]3]\_>4, minden M € H pont esetén, ezért n L 9_{, azaz
n € (H)*. Mivel n(ai,...,a,)s nem a nullvektor, ezért a H hipersik egy normélvektora.

10.1.4. Hipersikra valé merd&legesség

A hipersikra valo merdlegesség egyszertibben megfogalmazhaté normélvektor segitségével. Ha Y
egy valodi affin résztér, akkor az Y L H merdlegesség egyenértéki a (U_{)L cy bennfoglalassal,
amely pontosan akkor all fenn, ha ng € Y.

Sajatosan, Y hipersik esetén Y 1 H pontosan akkor, ha g € Y, vagyis ng L (g)L = (ny),
amely egyenértéki az ny L ngc relacioval. Tehat két hipersik pontosan akkor meréleges egymasra,
ha a normaélvektoraik merd&legesek egymésra.

Az Y egyenes esetben pedig Y L H akkor és csakis akkor, ha ng € Y= (dy), amely egyenértékii
ady || ng relacioval. Tehat egy egyenes és egy hipersik pontosan akkor merélegesek, ha az egyenes

irdnyvektora parhuzamos a hipersik normaéalvektoraval.

Egy 4-dimenzioés X euklideszi affin tér egy #Z = (O; B) ortonormaélt koordinata-rendszerében egy
H hipersik egyenlete x1 — 2z9 + Txs + 13z4 + 7 = 0 és egy affin résztere

H = t(<’l]1(—1, 27 2a 5)B7 ’02(1, _27 17 1)B>a (L 07 07 1)?2)

Ekkor a H hipersik mergleges az Y affin résztérre, mert a hipersik 7(5, 3,2, —1)g norméalvektora
parhuzamos az g iranytérrel. Valoban, n(1,—-2,7,13)g = 2v1(—1,2,2,5)g + 3v2(1,-2,1,1)B,
ahonnan 7 € (v, v2) = Y.
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10.1.5. Hipersikkal val6 parhuzamossag

A hipersikkal valo parhuzamossag is atfogalmazhato a normaéalvektor segitségével. Legyen Y az
X egy valodi affin résztere, mely parhuzamos a H hipersikkal. Mivel dimY < dimH, igy az
Y || H egyenértéki az JyCH bennfoglalassal, ahonnan kapjuk, hogy g1 (17_%)l = (ng), vagyis
9 1 ngc. Abban az esetben, ha 9 = (v1,...,vx), akkor elég ellendrizni, hogy v;+ng¢ = 0, minden
i=1,...,k esetén.

Sajatosan, Y hipersik esetén Y || H pontosan akkor, ha Y L ng, amely egyenértékd az my || Mg
relacidval. Tehat két hipersik pontosan akkor parhuzamos egyméssal, ha a normélvektoraik
parhuzamosak.

Az Y egyenes esetben pedig Y || H akkor és csakis akkor, ha dy L 7, ahol dy az Y egyenes
irAnyvektora, vagyis Y= (dy). Tehat egy egyenes és egy hipersik pontosan akkor parhuzamosak,

ha az egyenes iranyvektora mergleges a hipersik normalvektorara.

Egy 4-dimenzioés X euklideszi affin tér egy Z = (O; B) ortonormaélt koordinata-rendszerében egy
H hipersik egyenlete bx1 + 3z + 223 — x4 + 7 = 0 és egy affin résztere

y = t(<’l]1(—1, 27 21 5)]37 ’02(1, _27 17 1)B>a (11 07 07 1)9’)

Ekkor a H hipersik parhuzamos az Y affin résztérrel, mert a hipersik 7(5,3,2,—1)g normaél-
vektora merdleges az y iranytérre. Valoban, n-v; = (5,3,2,—1)(—1,2,2,5) = 0 és n-ve =
(5,3,2,-1)(1,-2,1,1) = 0, ezért n L v1 és n L v, ahonnan n L (vy,v9) = y.

10.2. Merdleges vetités és tiikrozés

Analitikus térmértanban egy pont vetiilete egy sikra tgy is kiszdmolhat6, hogy megszerkesztjiik
a ponton atmend és a sikra merdGleges egyenest, majd kiszamoljuk ennek az egyenesnek a sikkal
valé metszetét. A kapott pont az adott pont vetiilete a sikra. Egy pont vetiiletét egy egyenesre is
hasonléan szdmolhatjuk ki. Megszerkesztjiik az adott ponton d&tmené és az egyenesre meréleges
sikot, majd kiszamoljuk a kapott sik és egyenes metszetét. A kapott pont az adott pont vetiilete
az egyenesre.

A 6.6. alfejezetben targyaltuk egy affin résztérre valo vetitést egy adott irany vagy résztér
mentén. Be fogjuk latni, hogy egy adott affin résztérre valé meréleges vetités is hasonléan adhato

meg azéltal, hogy megszerkesztiink egy merdélegesen kiegészits affin részteret.

10.2.1. Merdlegesen kiegészité affin részterek

10.11. Ertelmezés
Egy X euklideszi affin tér Y, és Yo valddi affin részterei merdlegesen kiegésziték vagy ortogondlisan

komplementerek (jelolés: Y1 O Ya), ha 131 = (132)%

Tehat merdlegesen kiegészit$ affin részterek olyan affin részterek, melyek merdlegesek egymaésra
és kiegészit6 dimenzidsak. Lineéris alterekkel ellentétben nem beszélhetiink egy affin résztér

merdleges kiegészit§jérsl, mivel nem csak egy létezik beldle.
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10.12. Tulajdonsag
Legyen Y; egy valodi affin résztere az X euklideszi affin térnek és legyen P € X egy rogzitett
pont. Ekkor egyetlen olyan Yo affin résztér létezik, amelyre P € Yo és Y1 (D Yo.

Bizonyitds. Egyértelmiiség. FElGszor feltételezziik, hogy létezik az Yo affin résztér és igazoljuk
az egyértelmiiségét, majd utana belatjuk a létezését. Az Y1 D) Yo feltételbsl kovetkezik, hogy
92 = (gl)L, tovabba P € Yo, ezért Yo = t((gl)L,P) alaku kell legyen, tehat Yo egyértelmiien
meghatarozott.

Létezés. Veégiil az Yo = t((gl)l, P) egy jol értelmezett affin résztér, igy Yo létezik is. O

Affin részterek iranytere nem valtozik meg parhuzamos eltolas soran, ezért merélegesen Kki-
egészits affin részterek parhuzamos eltoltjai is merdlegesen kiegészitGk maradnak. Merélegesen

kiegészits affin részterek mindig egyetlen pontban metszik egymaést.

10.13. Tulajdonsag
Legyenek Y és Yo valodi affin részterek egy X euklideszi affin térben. Ha Y1 D Ys, akkor az
Y1 N'Ys metszet egyetlen pontbdl all.

T3

A

L1 > L2

vd

I

10.1. abra. Merd&legesen kiegészit§ affin részterek.

Bizonyitds. Az Y1 D) Yo értelmezés szerint egyenértékd az Y = (132)L egyenl@séggel, ahonnan
a 9.11. Tulajdonsag (iv) alpontja alapjan kovetkezik, hogy X = 91 @ (’g)ql)L = 91 D 92. Innen
kovetkezik a 3.41. Tulajdonséag (iii) alpontja alapjan, hogy az 91 N 92 metszet egyetlen pontbol
all. O

Tekintsiik az R* valos vektorteret a standard skalarszorzattal. Irjuk fel az
L =(-5,6,3,8)+((1,2,0,-1),(-3,0,2,1))
lineéris varietasnak azt az £’ merdlegesen kiegészitGjét, amely atmegy a P = (—3,7,1,2) ponton.

Megoldds. A P ponton dtmend merélegesen kiegészits L' = P + (Z‘:)L alaka. Az £ linearis vari-

otas £ = (v1 = (1,2,0,—1),v2 = (=3,0,2,1)) iranyterének a merdlegese a 9.12. Kovetkezmény
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alapjan (L)1 = {v1,vo}L, és amely az

r1+ 229 — 24 =0

—3x1 +2x3+ x4 =0

homogén linearis egyenletrendszer megoldashalmaza. Ennek a rendszernek a megoldésai
r=(a+p,a,6,3a+p) =«(1,1,0,3) + 5(1,0,1,1), «,5€R

alakiiak, ahonnan (E)L =((1,1,0,3),(1,0,1,1)). Tehat az keresett mer&legesen kiegészits line-
aris varietas

L=(-3,7,1,2)+{((1,1,0,3),(1,0,1,1)).

~~

P (E)L
O
Tekintsiik az R* valos vektorteret a standard skalarszorzattal. Legyen az £ linearis varietés a
201 — 310 +4x3 — 224 =6
(10.2)

x1 — 229 + Tx3 — 614 = 13

egyenletrendszer megoldashalmaza. Irjuk fel az £ linearis varietas vektorialis egyenletét és azt a

merGlegesen kiegészitd linearist, amely atmegy a P = (4,9, 11, —2) ponton!
Megoldds. A (10.2) inhomogén linearis egyenletrendszer megoldasai

x = (—274 13a — 143, —20 + 10 — 108, at, B)
= (—27,-20,0,0) + (13,10,1,0) + B(—14,-10,0,1), a,B€R

alaktak, ahonnan £ = (—27,-20,0,0) + ((13,10,1,0), (—14,-10,0,1)).

A P ponton atmend, az L-lel merélegesen kiegészits linearis varietas £’ = P + (E )+ alak.

Az L =((13,10,1,0),(—14,—10,0,1)) és ebbdl felirhato a kovetkezd homogén linearis egyenlet-

rendszer a (£)+ altérre:

(13,10,1,0)-(x1, x2,x3,24) =0 1321 + 10z9 + 23 =0
—
(—14, —10,0, 1)-(371,.%‘2,1‘3,1'4) =0 —14x1 — 1029 + 24 =0

)

amit megoldva kapjuk, hogy L= (Zf)L =((2,-3,4,-2),(1,—2,7,—6)). Tehat
L= (4,9,11,-2) + (2, -3,4,-2), (1,~2,7, —6)).

Mivel £ egy lineéris egyenletrendszer megoldéshalmaza, ezért az (/3 ) merélegest egyszertb-
ben, szamolas nélkiil is megkaphatjuk. Ehhez azt kell tudni, hogy L a (10.2) inhomogén linearis
egyenletrendszerbdl kapott

2x1 — 3xo +4x3 — 224 =0
1 2 3 4 (10.3)
r] — 2x9 + Tx3 — 624 =0
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homogén lineéris egyenletrendszer megoldashalmaza. Tovabba ez az egyenletrendszer azt fejezi

ki, hogy a megoldashalmaza
L£=1(2-34-2),(1,-2,7-6))"
= Lt=(((2-3,4,-2),(1,-2,7,—6))) " = (2 — 3,4,-2),(1,-2,7,—6)).

Az L1 vektortér generatorait leolvashatjuk az egyenletrendszer ismeretlenjeinek egyiitthat6ibol.
Tehat £ = P+ (£)+ = (4,9,11, —2) + ((2,-3,4,-2), (1, —2,7, —6)). O

Egy 4-dimenzios X euklideszi affin tér egy #Z = (O;B) ortonormaélt koordinata-rendszerében
adott egy P(2,—1,4,6) pont, egy

1 x2—17x3+17x4+4
6 0 -1 2

egyenlet £ egyenes és az 3z — 229 + 8x3 — 7wy — 4 = 0 egyenletii Ho hipersik. Irjuk fel a P

ponton atmend és az L1, illetve Hy hipersikkal merdlegesen kiegészits affin résztereket!

Megoldds. Az L1 egyenessel merGlegesen kiegészité affin résztér egy H; hipersik, melynek az
irdnytere H; = (fl)J- = (u(6,0,—1,2)g)", ahol u az £ egyenes iranyvektora. Az H(; atmegy a
P ponton, igy az egyenlete

6(.%‘1—2)—(1‘3—4)—!—2(%‘4—6):0 < 6x1 — 3+ 224 — 20 =0.

A Ho hipersikkal merdlegesen kiegészits affin résztér egy Lo egyenes, melynek az iranytere
Ly = (Fo)t = ((n(3,-2,8,—7)B)H)* = ((3,—2,8,—7)B, ahol i a Hy hipersik normélvektora.
Az Lo atmegy a P ponton, igy az egyenlete
r1—2 x29+4+1 x3—4 w24—6
3 -2 8 -1

10.2.2. Pont merdleges vetiilete affin résztérre

10.17. Tulajdonsag
Legyen Y az X euklideszi affin tér egy affin résztere és P € X egy pont tgy, hogy P ¢ Y. Ekkor
létezik egyetlen () € Y pont ugy, hogy PQ L Y.

Bizonyitds. Létezés. ElGbb igazoljuk, hogy létezik olyan Q) € Y pont, hogy PQ L Y. A 10.12. Tu-
lajdonsag alapjan létezik egyetlen Z affin résztér, amely tartalmazza a P pontot és Y D Z.
A 10.13. Tulajdonsag szerint ekkor az Y és Z affin részterek egyetlen pontban metszik egymaést,
amelyet Q-val jeloliink. Mivel P, Q € Z, ezért 1@ €= (E)L7 ami a 10.7. Tulajdonsag alapjan
azt jelenti, hogy PQ 1 Y. .
Egyértelmiiség. Ha Vanﬂe;)g egy Q' €Y pont ugy, hogy PQ" L Y, akkor PQ" 1. Y a 10.7. Tu-
lajdonsag alapjan. Ekkor QQ’' = PQ' — ]@ € (Y)+ (mivel (Y)* linearis altere az X irdnytérnek),
de Q,Q" € Y, tehat Cﬁ € Y. Azt kaptuk, hogy QQ' € (Q)L Ny = {6}, ezért Q—d = 0, azaz
Q=0q" O
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o—————————————a"U

Y

10.2. abra. Pont vetiilete affin résztérre.

10.18. Ertelmezés
A 10.17. Tulajdonsagban szereplsé @@ pontot a P pont Y affin résztérre es6 merdleges vetiiletének

nevezziik. Ha P € Y, akkor értelmezés szerint a () = P pontot tekintjiik a merdleges vetiiletnek.

A P pont Y affin résztérre valo ) merdleges vetiilete jellemezhets a fﬁ 1 Y relacioval.
A 10.17. Tulajdonsag bizonyitasa alapjan kijelenthetjiik a kovetkezdt.

10.19. Kovetkezmény
Legyen Y az X euklideszi affin tér egy affin résztere és P € X egy tetszSleges pont. Ha Y a
P ponton atmend és az Y résztérrel merdlegesen kiegészitd affin résztér, akkor a {Q} =YnY

metszéspont a P pont mergleges vetiilete az Y affin résztérre.

Tekintsiik az R* valos vektorteret a standard skalarszorzattal. Szamitsuk ki a P = (—3,7,1,2)

pont merdleges vetiiletét az £ = (—5,6,3,8) + ((1,2,0,—1),(—3,0,2,1)) linearis varietéasra.

Megoldds. Legyen L' = P + (E)J- a P ponton atmeng és az L-lel merGlegesen kiegészits linearis
varietas. Ekkor a P pont merdleges vetiilete az £ lineéris varietasra a {Q} = £ N L' metszéspont.
A 10.14. Példéban az £’ kiszamolasa sorén lattuk, hogy £ = (£)+ az

121 +2-294+0-234+(—1)-24=0
! 2 3t (1) o (10.4)
(—3)-.%14—0-(132—}—2'1'3—!-1-1'4:0

homogén egyenletrendszer megoldashalmaza (az egyenletek egyiitthatoi az £ irdnyterét kifeszitd
vektorok egytitthatoi). Ez alapjan felirhatjuk az £'-t, mint egy egyenletrendszer megoldashal-
maza. Az L' dtmegy a P = (—3,7,1,2) ponton és az irdnytere a (10.4) a megoldashalmaza,

ezért
1-(x1+3)+2-(x2—7)+0-(z3—1)+(=1)- (24 —2) =0
(—3)'(1'1—|-3)—|-0'($2—7)+2'($3—1)+1-(:L‘4—2):0
T1+ 209 —24—9=0

(10.5)
—3x1+2rx3+x4—13=0
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megoldashalmaza az £’ linearis varietas. Ekkor az £ N £’ metszet pontjai pontosan az £ azon
pontjai, amelyek kielégitik a (10.5) egyenletrendszert. Ennek kiszdmolasahoz felirjuk az £ para-

méteres egyenletét:

1= -5+ A1 — 3\
To = 6+ 2\
? ! ) )\17 )\2 € Ra
r3 = 3+ 2/\2
T4 =8— A+ A2
majd behelyettesitjiik a (10.5) egyenletrendszerbe
(—5+)\1—3)\2)+2(6+2>\1) — (8—)\14-)\2) —-9=0 10 = 61 — 49
<~
=3(=54+ A —3X) +2(3+2X2) + (8= A1+ A2)—13=0 —16 = —4X; + 14X,
Megoldva az egyenletrendszert kapjuk, hogy A1 = %—? és Ao = —}—‘71. Ezeket visszahelyettesitve
kapjuk a @) metszéspont koordinatéit:
(:1: o
1= 717
Tro = %
T3 = %g
zg =13

\

Tehat Q = (—%, %, %?7’, %) a P=(-3,7,1,2) pont merdleges vetiilete az £ linearis varie-

tésra. OJ

Egy 4-dimenzios X euklideszi affin tér egy #Z = (O;B) ortonormalt koordinéata-rendszerében
adott egy P(2,—1,4,6) pont és egy

E_$2—1_$3+1_l’4—|—4
6 0 -1 2

egyenleti £, egyenes. Szamitsuk ki a P pont merdleges vetiiletét az £1 egyenesre!

Megoldds. A 10.21. Példaban meghataroztuk a P ponton atmend és az £ egyenessel merglegesen

kiegészit6 H; hipersik 6x1 — x5 + 2x4 — 20 = 0 egyenletét. Felirjuk az £ egyenes

x1:6)\

x9 =1

2 AER
1‘3:—1—)\

Ty = —4 42X

paraméteres egyenletét és behelyettesitjiik a H; hipersik egyenletébe

2
6(6A) — (=1 — A) +2(—4+2)) —20 =0 < A:ZI.

A kiszamolt paramétert visszahelyesitjiik az £, egyenes paraméteres egyenletébe, igy kapva meg

a vetiilet koordinatait. Tehat Q (%2, 1, —%, —%)% a P pont vetiilete az £1 egyenesre. ]



10.2. MEROLEGES VETITES ES TUKROZES 248

Egy 4-dimenzios X euklideszi affin tér egy #Z = (O;B) ortonormalt koordinata-rendszerében
adott egy P(2,—1,4,6)% pont és egy 3x1 — 2x9 + 8x3 — Txy — 4 = 0 egyenletdd Ho hipersik.

Szamitsuk ki a P pont mer6leges vetiiletét az Ho hipersikral

Megoldds. A 10.21. Példaban meghataroztuk a P ponton atmend és az Ho hipersikkal merdlege-
sen kiegészit6 Lo egyenes
1 — 2 o+ 1 r3—4 x14—06
3 -2 8 -1
egyenletét. Felirjuk az L9 egyenes

1 =243\
To = —1—2\ AER
x3 =448\
Ty =6—"TA
paraméteres egyenletét és behelyettesitjiik a Ho hipersik egyenletébe
(24 30) — 2(—1 —20) + 8(4+8)) —T(6—TA) —4 =0 —=> A— 2%
A kiszamolt paramétert visszahelyesitjiik az Lo egyenes paraméteres egyenletébe, igy kapva meg
a vetiilet koordinatait. Tehat Q (%, —%, %, %) 4 @ P pont vetiilete az Hy hipersikra. ]

10.2.3. Merdleges vetités és tiikrozés

A 10.19. Kovetkezmény alapjan az Y affin résztérre valo merdleges vetités (tiikrozés) megegyezik
az (g)l mentén az Y-ra valo vetitéssel (tiikrozéssel). Képletet adunk affin résztérre valo merdleges
vetités és szimmetria egyenletére. Targyaljuk az egyenes és hipersikra valo vetités és tiikrozés

sajatos eseteit.

10.2.4. Gram-matrix és determinans

Bevezetjiikk a Gram-matrixt és determinanst, amely szerepet fog jatszani a vetités és tiikkrozés

egyenletének felirasaban, illetve szerepelni fog a pont és affin résztér tavolsagképletében.

10.23. Ertelmezés (Gram-matrix és Gram-determinéans)

Egy (V, ) euklideszi vektortér vy, ..., v, € V vektoraihoz rendelt Gram-mdtriz
V1+U1 U122 ... V1V
V2+V1 V2°Vy ... V9V
M(Ul,...,Uk): . EMR(R)a
VU1 VgV ... UpVUk
ahol v;-v; a v; és v; vektorok skalarszorzata a V térben. A vy, ..., vy vektorokhoz rendelt Gram-
determindns
V1V V1V ... V1*Uk
V2+U1 V2V ... V9 Vk

VU1 VgV ... UpUg
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A Gram-determinans rendelkezik a kévetkezd pozitivitasi tulajdonséggal, amely segitségével
determinans szamolassal is megéallithatd vektorok lineéris fliggetlensége euklideszi vektorterek-

ben.

10.24. Tulajdonsag (Gram-determinans tulajdonsagai)

Legyen (V, -) egy euklideszi vektorteér.

(i) A Gram-determinans nem negativ, azaz G(v1,...,v;) > 0, minden vy, ..., v € V vektorok
esetén. A G(vi,...,v;) = 0 akkor és csakis akkor, ha a vi,...,v; vektorok linearisan
fliggsek.

(ii) A Gram-determinans nem fiigg a vektorok sorrendjétsl:

G(vl,...,vi,viﬂ,...,vk) :G(Ul,...,vi+1,’0i,...,’Uk), Vi = 1,...,]45*1.

Bizonyitds.
(i) Ha a wy,...,v; vektorok linearisan fiiggSek, akkor léteznek by,...,br € R, nem mind
nulla egyiitthatok gy, hogy bjv1 + - - - + byvy, = 0. Mindkét oldalt rendre skalérszorozva a

v1, ...,V vektorokkal a kovetkezs egyenletrendszerhez jutunk:

(v1+v1)b1 + (vi-v2)ba + -+ -+ (vi+vg)bp =0
(112-1}1)171 + (02-1}2)62 R (’Ug'vk)bk =0

(Uk-vl)b1 + (Uk-vg)bg + -+ (Uk-vk)bk =0
amelyet dtirhatunk matrix alakba:

V1+U1 U1*U2 ... V1V bl 0 b1 0

VU1 V2V ... V2 Vk bz 0 b2 0

VgVl Vg*V2 ... UpUg| |bk 0 by 0

Mivel a b1, ..., b egylitthaték nem mind nullék, ezért
G(vy,y...,v,) = det(M(vy,...,v5)) = 0.

Ha a vy,...,v; vektorok linearisan fliggetlenek, akkor a W = (v1,...,vg) linearis altér
k-dimenzios, és legyen (eq,...,ex) egy ortonormélt bazisa (a vy,...,v; bazisvektorokra
alkalmazzuk a Gram-Schmidt eljarast). A v; vektorokat felirhatjuk ebben az ortonormaélt

béazisban:

k
vZ:Zaweg, Ve=1,...,k.

Ezen Osszefiiggés mindkét oldalat skalarszorozva a v; vektorral kapjuk, hogy

k k

k E ok
(vi+vj) <§ :azpep) <§ :ajqeq) = E :E :aipajq(ep‘eq § :E :azpajq pq = § :awaﬂv
q=1

p=1g=1 p=1g=1
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ahonnan az M (vy,...,v;) Gram-matrix felirhato, mint
k k k
v1°vU1 V1*U2 ... V1*Ug Ef:l a1eaie Z@Zl aeQ2e - .- Zgzl A1¢0ke
k k k
Vgrv]  U2eV2 ... VU D1 020010 D g G220 .. Y p_q G20Cks
k k k
VgVl Ug*U2 ... Up-Ug Do QkeG1e D g1 G200ke - Dy QlrQig
a1 a2 ... Q| |@i1 a1 ... Qg1
=1 . ] =A- A
ar1 Ak ... Al alr a2k ... Al
A At

Innen kévetkezik, hogy
G(vy,...,v;) = det(M(vy,...,v;)) = det(A- AY) = det(A) det(A?) = det(A)? > 0.
De det(A) # 0, mivel vy, ..., v linearisan fiiggetlenek, tehat G(vy,...,vg) > 0.

(ii) A v; és vi11 vektorok felcserélése a Gram-determinansban az i-dik és (i 4+ 1)-dik oszlopok

(1) és sorok (1) felcserélést jelenti

V1+U1 V1°U; V1*Vi41 V1V
V;*U1 Vi*U; Vi Vi+1 V;* Vg
G(vl, ey Uiy Uity e e s ,’Uk) =
Vi+1*U1 -+ Vi+1°V; Vi41*Vi4+1 ... Vip1°Vg
Vi * U1 VE* Uy Vi *Vi4+1 Vk Uk
V1°V1 V1 Vi+1 V15 V1V
(_) _ Vi*U1 Vi Vj+1 V;*U; ViV
Vit+1°V1 -+ VUi41*Vir1 Vi41°V; ... Vi41°Vg
VE U1 Vk*Vi+1 VE* Uy Vi * Uk
V1°V1 V1 Vi1 V1°0; V1 Vg
1) (_1)2 Vit1°V1 -+ Vipl1*Vigl Vi41°Vi ... Uipl*Ug
VU1 Vi *Vi+1 Vi U; Vi* Uk
VU1 Vk*Vi+1 VE* Uy VE UV
= G(’Ul, ey Vi1, U4y oy ’Uk).

Az R vektortérben adottak a v1 = (1,-2,7,5,1), vo = (2,4, -2,2,-3), v3 = (—1,2, -4, -3,2)

vektorok. Linearisan fiiggetlenek-e ezek a vektorok?
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Megoldds. Megvizsgaljuk, hogy a vektorok G(v1,vs,v3) Gram-méatrixa nulla vagy sem. Ehhez

felirjuk a vektorok egymassal vett skalarszorzatat és beirjuk ket egy determinansba

V1+V1 U1V 7V1°U3 80 —13 —46
G(vl,UQ,Ug) = |U2°U1 V2°:V2 V2°V3| — —13 37 2 = 18674 75 0,
V3+V] V3+U2 UV3-U3 —46 2 34
tehat a megadott vektorok linedrisan fiiggetlenek. O

10.2.5. Merdleges vetités egyenlete

10.26. Tulajdonsag (Merdleges vetités egyenlete)
Az X n-dimenzids euklideszi affin térben legyen Z = (O; B) egy ortonormaélt koordinata-rendszer.

Legyen az Y valodi affin résztér egy pontja A(ai,...,a,)s és irdnytere

y = <vl(/Ull) cee 7vln)B7~ . 'avk(vkh' . 'avkn)B>‘

Az Y affin résztérre valo my € End(X) merdleges vetités egyenlete

[my(P)le = |l --- [o]B| M(v1,-.., o) |[oilg ... [oklB| ([Plz — [Ale) + [Alz —
—1
U1 11 .. VEk1 V11 V12 ... V1V vir ... Vin r1 — al ai
Y2 _ v12 ... VE2 V2+U1 V2V ... V2Vl V21 ... Von Tro — a9 a9
Yn Uin ... Ukn Vi*UV1 VUV ... UpUg V1 -+ Ukn Ty — Ap Ay,
minden P(z1,...,2,)% € X pont esetén.
Bizonyitds. Legyen P(x1,...,xn)q egy tetszGleges pont. A P pont merdleges vetiiletének kisza-

mitasdhoz vessziik azt a Z affin részteret, amely atmegy a P ponton és merdlegesen kiegészits

az Y-nal. A Z algebrai egyenlete (y1,...,y, ismeretlenekben)

vit(y1 — 1) + -+ vin(yn —xn) =0 Yo vy —xi) =0

vt(y1 — 1) + - + Ve (yn — ) =0 Yo vki(yi — i) =0

Ebbe az egyenletbe behelyettesitjiik az Y paraméteres egyenletét:

[Qlz = [Alz + Mi[vi]B + -+ + Ai[vr]B
Y1 = a1 + \vi1 + -+ AgUpr
— : (10.6)
Yn = ap + )\lvln + -+ )\k’vkn
1= a1+ Yy A
= : J AL, A ER,

Yn = o+ 51 AjUjn
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igy jutva a kovetkezs egyenletrendszerhez (A1, ..., A\; ismeretlenekben):
n k
Sy i@+ 205 Ajuji — i) =0
: (10.7)
>ie vki(ai + Zle Ajvji — i) =0

Y N o vjivn + Yy vrilai — ) = 0

— :
SR A S vk + Yoy via(a; — x) = 0
Z?:l Ajvjevr + vl-P—1>4 =0
= : (10.8)
Z§=1 Ajvj-vg + vk~P—z>4 =0
V1AL + - U U AR = ﬁ'Ul
<~
VgUIAL + -+ Vg Up A = ﬁ-vk
V1] ... U1Ug —/\1 ﬁ-vl
— : : = : (10.9)
VU] ... Uk*Uk _)\k ﬁ-vk
)\1_ ﬁ-vl
= M(vi,...,v0) | : | =| (10.10)
)\k_ ﬁ-vk
A1 ﬁ-vl
— || =Mv,..., )" :
Ak ﬁ'vk
[\ >y vii(Ti — a;)
= || =My, :
Ak >y Ui — ag)
_)\1_ V11 ... Uln T — a1
= = M(vy,...,v5) "
_)\k_ Vi1 Vkn | | Tn — Qn
A
= || =M e . le] (Ple-[Ale). (011)
Ak |
A (10.6) alapjan lathato, hogy az Y paraméteres egyenlete atirhato
v11 V12 ... Uin| M1 A1

Qlz=[Alz+ | : | = Qlz=1Alz+ |l ... [w]B

Vgl Vg2 - Ukn| [k Ak
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alakba. Ebbe visszahelyettesitve a (10.11) eredményt megkapjuk a vetiilet koordinatait:
@z = |[vi]s - [wls| M(vr,...,o) ™ [wi]e ... [w]s| ([Ple —[Alz) + [Al2,
ahonnan adoédik a merdleges vetités egyenlete. O

10.27. Megjegyzés

Ha a 10.26. Tulajdonsagban a vy, ..., v, vektorok az !l irdnytér egy ortonormalt bazisat alkotjak,
akkor M(vy,...,v;) = I és az Y affin résztérre valo merdleges vetités egyenlete a kovetkezore
egyszertsédik:
t
my(P) = [[oils - [owl] [lols - [ds] (IPle — [Al) + [l
o

Tekintsiik az R* valos vektorteret a standard skalarszorzattal. Irjuk fel az
L =(-5,6,3,8)+((1,2,0,-1),(-3,0,2,1))

linearis varietasra valo merdleges vetités egyenletét és hatarozzuk meg a P = (—3,7,1,2) pont

merdleges vetiiletét az £ linearis varietésra.

Megoldds. Az R* affin térben tekintjikk az & = (O = 0; E) kanonikus ortonormélt koordinata-
rendszert. Az L lineéris egy pontja A(—5, 6,3, 8)¢ és az iranyterének bazisvektorai v1(1,2,0, —1)g,

v2(—3,0,2,1)g. Kiszamoljuk a vy és vg vektorok Gram-matrixat

101 1)1-112] _ [(1,2,0,—1)(1,2,0,—1) (1,2,0,—1)(—3,0,2,1)] _ [6 —4]

M(vy,v9) =
( ! 2) [ (_3> O>27 1)(172707_1) (_370727 1)(_3707271) -4 14

V2-V1 U2°V2

1
_ 6 —4 1 (7 2
M (v1,v2) 1=[_4 14] 234[2 3].

A 10.26. Tulajdonsag alapjan a merdleges vetités egyenlete:

és az inverzét

1 -3 1+ 5 -5
Y2 2 0 i 7 2 1 2 0 —1f |z0—6 n 6
Y3 0 2 3412 3 -3 0 2 1 3 — 3 3
Ya -1 1 T4 — 8
Y1 11 1 -7 —4 T 1
— Y2 _ i 1 14 4 -5 ) n 3
Y3 17 | -7 4 6 1 T3 -2
Ya —4 -5 1 3 T4 7
— ———
[mc(M)le (M]e

A P(-3,7,1,2)s pont vetiilete az £ linearis varietasra:

111 -7 —4||-3 1 -
111 14 4 -—5|]|7 3 140
Qe = — + = . |

17(-7 4 6 1 1 ) %
103

-4 -5 1 3 2 7 103

24 140 23 103
ahonnanQ: (_T?’T77ﬁ7T7) D
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10.2.5.1. Egyenesre valé merdéleges vetités egyenlete

10.29. Tulajdonsag
Az n-dimenziés X euklideszi affin tér egy #Z = (O; B) ortonormaélt koordinata-rendszerében egy
L egyenes egyenlete

ry—ar LTy — An

U1 Unp,

Az L egyenesre valo 7z € End(X) merdleges vetités egyenlete az # ortonormalt koordinata-

rendszerben
re(P = Lo il B ] e
c(P)lz e E—— % i %
Y1 u% uiu2 ... UlUp r1 — aq al
Y2 B 1 U2U1L u% coe U2Up To — a2 as
Cup Ul | : : : 2k
Un UpUl  UpUo ... u% Ty — Ay, an
minden P(z1,...,2,)% € X pont esetén, és ahol A(aq,...,a,)s € £ az egyenes egy pontja.

Bizonyitds. Az L egyenes egy pontja A(ay, ..., an)s és irdnytere L= (u(u,...,un)B). A10.26. Tu-
lajdonsag alapjan az £ egyenesre valé merSleges vetités egyenlete az Z ortonormalt koordinata-

rendszerben

[me (P = [ulsM (u) " [ulg([Plz — [Al#) + [Al2

U
Y22 2\—1 _ 4 A
= [Pl =| | (Wit tu) " jur o un| ([Plz = [Alz) + [Al2
Up
u% uju ... UL Uy,
2
1 UguU1 Us co. U2Up
= P)lez = —[A A
me(Ple = e 7 (Pl 141 + ()
UnU1 Upu2 ... ui

Az R? euklideszi affin térben irjuk fel az

x1—2_@_a}3+7
0 3 =5

egyenletl £ egyenesre valo merdleges vetités egyenletét (a kanonikus koordinata-rendszerben).

Megoldds. Az L egyenes egy pontja A(2,0,—T7)s és iranyvektora u(0,3, —5)g. Igy a 10.29. Tu-

lajdonsag alapjan az £ egyenesre valo 7 vetités egyenlete a kanonikus koordinata-rendszerben:

2
-1 3 [0 3 —5} Pls— o] |+
5 _7 7

1

[me(P)e = 02 + 32 + (—5)
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Y1 ) 0 0 0 T ) 68
<— yo| = 31 0 9 —15| [x9 +371 - | =105
Y3 0 —15 25 T3 —63
—— ——
[mc(P)le [Ple

Egy 4-dimenzios X euklideszi affin tér egy #Z = (O;B) ortonormalt koordinata-rendszerében
adott egy P(2,—1,4,6) pont és egy

T To — 1 3+ 1 T4+ 4

%0 -1 2

egyenlet £; egyenes. Irjuk fel az £, egyenesre valo merdleges vetités egyenletét és szamitsuk ki

a P pont merdleges vetiiletét az L1 egyenesre!

Megoldds. Az L4 egyenes egy pontja A(0, 1, —1, —4)4 és iranyvektora u(6,0,—1,2)g. A 10.29. Tu-

lajdonsag alapjan az £ egyenesre valo 7z, vetités egyenlete az & koordinata-rendszerben:

Y1 6 1 [0
Y2 1 0 o — 1 1
= 6 0 —1 2 +
U3 62+ (—1)24+22 | -1 r3+1 -1
Y4 2 x4 +4 —4
Y1 36 0 —6 12] [z 12 ]
1170 0 O 0 1 41
— || = -
ys| 41 |—=6 0 ~2| |as| 41| 48
" 12 0 -2 4| | ~150
A P(2,—1,4,6)4 pont vetiilete az L1 egyenesre:
36 0 —6 12 2 42 162
1 0 0 O 0 -1 1 41 1 41
41 (-6 0 1 2| | 4 41 | —48 41 | —68
12 0 -2 4 6 —150 —110
ahomnan Q (4, 1, 31, —47) »- =

10.2.5.2. Hipersikra val6é merdleges vetités egyenlete

10.32. Tulajdonsag

Az n-dimenzios X euklideszi affin tér egy #Z = (O; B) ortonormalt koordinata-rendszerében egy
H hipersik egyenlete ajxy + -+ + apx, +b = 0. A H hipersikra valo 79 € End(X) merdleges
vetités egyenlete az # ortonormaélt koordinata-rendszerben

[m3c(P)] % = (fn Lo 2 +H+1 — “”]) ([Pl — [Alz) + [Al2

2
U1 aj aiaz ... aian T — aq

2
Y2 1 as2a1 a3 PN ¢ 2 Yo 7% T — Q9 + (6%)
. )

Yn anG1 GpQ2 ... a Ty — Oy ay,
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minden P(z1,...,2,)% € X pont esetén, és ahol A(aq,...,ay)s € H a hipersik egy pontja.

Bizonyitds. A H egyenlete alapjan ngc(ai,. .., a,)B ahipersik normalvektora. Legyen (vy, ..., vp—1)
a hipersik H irdnyterének egy ortonormalt bézisa és legyen v, = H%H Ekkor B’ = (v1,...,vp-1,0p)
az X irAnytér egy ortonormalt bazisa. Legyenek v;(v;1,...,vin)B, minden ¢ = 1,...,n esetén.

A mq¢ vetités nyomanak matrixa a B’ ortonormalt bazisban

[ ... 0 0]
01 ... 00
[TaclBr = il
0 1 0
_O 0 0 0_

ahonnan

[75)B = Tep [F3|p Te'B = BB [F3|B Thn = Tep (In + [Fxln — In) T

=Tee T + T ([Fxlp — In) The = In — Tee (I — [T ) The

V11 e Un—11 Uni 0 ... 0 0 V11 e Vin—1 VUln
=1, —
Uln—-1 .- Un—In-1 YUnn—1 0 ... 00 Un—-11 -+ Un—-1n-1 Un—1n
| Yin ... Un—1n Unn 0 ... Unl - - - Unn—1 Unn
0 0 om vl Vlp—1  Vln
=1, — :
0 0 Unn—1 Un—11 Un—1n—1 Un—1n
L 0  vpn Un1 Unn—1 Unn
B 2
Un1 Un1Un2 cee Un1Unn
=1, —
Unn—1Unl Unn—-1Un2 ... Unn—1Unn
2
L UnnUnl VUnnUn2 e Unn
_ ) _
as ajaz ... aiay
al1an a% e a0y,
1
= In - ’
af+---+a2
ap—-1a1 Ap—-102 ... Qap—-10n
anal ana2 e CL?L

mivel v,; = \/ﬁ, minden i = 1,...,n esetén.
Minden A € H pontra my(A) = A, ezért [A]lg = [1y(A)]z = [Tx]|B[A]% + [73(0)]%, ahonnan

[m9¢(O)) 2 = —[73|B[Al% + [Al 2- O

Az R? euklideszi térben irjuk fel az x1 — 2x9 + 3z3 + 4 = 0 egyenletti H sikra valé meréleges

vetités egyenletét (a kanonikus bazisban).
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Megoldds. A megadott stk normélvektora (1, —2,3)g, amelyre ||| = 12 + (=2)2 + 32 = 14. A

mgc merdleges vetités g nyomanak matrixa a kanonikus bézisban

0

o o = o o

1
0
0
1
0

S

0

13
2
-3 6

0
1
o
0
1

2
10

6
)

1
9 -[1 ) 3}
3
(1 -2 3
2 4 —6
3 —6 9

A J sik egy pontja A(0,2,0)s, igy a H sikra valo mgc vetités egyenlete a kanonikus koordinata-

rendszerben

[m3c(P)]e =
Y1

> |¥Y2
Y3

13 2 -3

2 10 6

-3 6 5
13 2
-3 6

minden P(x1,2,23)s € R? pont esetén.

0

[Ple — + |2

0

=3 =1 -2
6 To| + = 4 } ,

9 T3 —6

Egy 4-dimenzios X euklideszi affin tér egy #Z = (O;B) ortonormalt koordinata-rendszerében

adott egy P(2,—1,4,6),4 pont és egy 3z1 — 22 + 8x3 — Txg — 4 = 0 egyenletii Hy hipersik. Irjuk

fel a Ho hipersikra valé merdleges vetités egyenletét és szamitsuk ki a P pont mer6leges vetiiletét

a Ho hipersikra!

Megoldds. A megadott sik normalvektora 7(3, 2,8, —7)p, amelyre ||n||?> = 32 + (-2)? + 82 +

(=7)% = 126. A g, merdleges vetités 7y, nyomanak métrixa a kanonikus bazisban

[T, 1B

'c o o =~

o O O =

0

o O = O O O =

126

o R O O O = O O

117

0

= o O

— o O O

122

1

~To5

~ o6

16

3
-2

g [3 -2 8 =7
-7

9 -6 24 =21
—6 4 —-16 14
24 —-16 64 —56
-21 14 =56 49
21

—14

56

77
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A K sik egy pontja A(0, —2,0,0)4, igy a H sikra valo mq¢ vetités egyenlete a kanonikus koordinéta-

rendszerben

n 117 6 -24 21 1 0
w|_ 1 |6 122 16 -14f ;42| |2
ys| 126 |-24 16 62 56 3 0
m 21 —14 56 77 4 0
n 117 6 —24 21| [a] 12

w1 |6 12 16—l fm) 1 |8
ys| 126 |—24 16 62 56 | |x3| 126 | 32
Yi 21 —14 56 77 | |m —28

A P(2,—1,4,6)4 pont vetiilete az Hy hipersikra:

117 6 —24 21 9 12 45
Ol = 1 6 122 16 —14| -1 L2 -8 —23
Z7126 |—24 16 62 56 4 126 [ 32| 21| 92|’
21 —14 56 77 6 —928 119
45 23 92 119
ahonnan @ (ﬁ, —57 515 T)@ Il

10.2.6. Merdleges tiikrozés egyenlete

A 6.7.1. alfejezet alapjan egy X tér egy Y valodi affin részterére valo oy tiikrozés kiszamolhato a

my meréleges vetités segitségével: oy = 2my — 1. Ezek alapjan kapjuk a kdvetkez6 tulajdonsagot.

10.35. Tulajdonsag (Merdleges tiikrozés egyenlete)
Az n-dimenzios X euklideszi affin térben legyen Z = (O; B) egy ortonormaélt koordinata-rendszer.

Ha az Y valodi affin résztér egy pontja A(ay,...,a,)s és irdnytere

Y= (01(V11, -, V10)Bs - - - » Uk (Vs - - > Uk ) B,

akkor az Y affin résztérre valo oy € End(X) merdleges tiikrozés egyenlete

[ay(p)]:<2 (s - fods] Mo [ols [vk]Br—In) ([Pl — [Al2) + [Ala-

10.2.6.1. Egyenesre valo tiikrozés

10.36. Tulajdonsag
Az X euklideszi affin tér egy #Z = (O;B) ortonormalt koordinata-rendszerben egy £ egyenes
egyenlete

Iy —ar _ Tp — Qp
Uy Up
Az L egyenesre valo oz € End(X) tiikrozés egyenlete az # ortonormalt koordinata-rendszerben

minden P(z1,...,T,)% € X pont esetén

7 (P)la = (2 b 2 T

- In> ([Plz — [Alz) + [Alz <~
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Y1 u% ULUY ... ULUp 1 0 ... O T — a ai
Y2 92 U2UL u% cee UUp 01 ... 0 To — a2 as
= — +

uf 4+ ud : : : - : : :

Yn Up U1 u% coou? 00 ... 1 Ty — G an

ahol A(aq,...,a,)% € L az egyenes egy pontja.

Az R3 euklideszi térben irjuk fel az

x1—2_x2_x3+7

0 3 -5
egyenleti £ egyenesre valo tiikrozés egyenletét (a kanonikus bazisban).
Megoldds. Az L egyenes egy pontja A(2,0, —7)e és iranyvektora u(0, 3, —5)g. Igy a 10.36. Tulaj-

donsag alapjan az £ egyenesre valo o tiikrozés egyenlete a kanonikus koordinata-rendszerben:

minden P(x1,72,23)s € R? pont esetén

5 1 00
- o5 o1 ol {1
[0:(P)]e ErEa e |30 B[00 [Ple = {0 ||+
-5 1 01 -7 -7
U1 1 —17 0 0 I 1 68
<~ |y2| = ﬁ : 0 -8 —15 To| + ﬁ - | —105
Ys 0 —15 8 | |3 63

10.2.6.2. Hipersikra val6 tiikrozés egyenlete

10.38. Tulajdonsag
Az n-dimenzios X euklideszi affin tér egy #Z = (O; B) ortonormalt koordinata-rendszerében egy
H hipersik egyenlete a1z + -+ + apx, + b = 0. Az H hipersikra valo mg¢ € End(X) tikrozés

egyenlete az #Z ortonormalt koordinata-rendszerben: minden P(x1,...,z,)% € X pont esetén

[al an]t[al an]
ai +---+a?

[osc(P)s = <In 2

2
v ai aiay ... a10Gp Tr1 — 01 a1
2
Y2 2 a2a1 ay ... Q20n T2 — O a9
. = In - 2 2 . + 9
: ai+---+a2 :
2
Yn ana] Qanpa2 ... a, Tn (07% (679

ahol A(aq,...,an)% € H a hipersik egy pontja.

Az R3 euklideszi affin térben irjuk fel az 1 — 2xo + 323 +4 = 0 egyenletii I sikra valoé meréleges

tiikrozés és vetités matrixat (a kanonikus koordinata-rendszerben).
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Megoldds. A megadott stk normélvektora (1, —2,3)g, amelyre ||| = 12 + (=2)2 + 32 = 14. A

H sikra valé og¢ mer6leges tiikrozés dq¢ nyomanak matrixa a kanonikus bézisban

1ool [t
Gode =0 1 0f - —2~[1 9 3}
0 0 1 3
(1 0 0 2'1—23
—lo 1 o|-5 |2 4 -
0 0 1] '3 6 9
6 2 —3
N R

~7
3 6 -2

A H sik egy pontja A(0,2,0)4, igy a H sikra valo og¢ tiikkrozés egyenlete a kanonikus koordinata-

rendszerben
. 6 2 -3 0 0
[o3¢(P)]s = 7 2 3 6 [Ple — |2 + (2
-3 6 -2 0
Y1 ) 6 2 —-3| [ ) —4
— |Y2| = = 2 3 6 xo| + ? : 8 s
Y3 -3 6 2| |z3 —12
minden P(z1,x2,23)s € R3 pont esetén. OJ

10.3. Affin részterek tavolsaga

10.3.1. Metrika vagy tavolsagfiiggvény

Metrika megadasaval értelmezziik egy halmaz elemei kozti tavolsagot.

10.40. Ertelmezés
Egy A nemiires halmaz esetén a 6: A x A — R fiiggvény metrika (tavolsagfiiggvény), ha

(i) (pozitivitas) 6(x,y) > 0, minden z,y € A esetén, és d(z,y) = 0 akkor és csakis akkor, ha
z =y
(i) (szimmetria) 6(x,y) = 6(y,x), minden z,y € A esetén;
(iii) (haromszog-egyenldtlenség) d(x,y) < d(x, z) + 0(z,y), minden z,y, z € A esetén.

Az (A, ) part metrikus térnek nevezziik.

(i) Az intutiv sik esetén beszéliink tetszSleges két pontjanak téavolsagarol. Ez egy metrikat

értelmez a sikon.

o 1, haz#y
(ii) Minden A nemiires halmaz esetén a §: A x A — R, d(x,y) = fliggvény egy
0, haz=y

metrikat értelmez.
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(iii) Ha 'V valos vektortéren ||—| egy norma, akkor a §: V x V — R, d(vi,ve) = |lvg — va]
fiiggvény egy metrikat értelmez. Tehat minden norméaval ellatott valos vektortér egyben

metrikus tér is.

10.3.2. Affin tér pontjainak tavolsaga

Minden euklideszi vektortéren a skalarszorzat megad egy normat. A kdvetkezs tulajdonsagban
azt latjuk be, hogy minden euklideszi affin tér egyben metrikus tér is, igy beszélhetiink a pontok

tavolsagarol.

10.42. Tulajdonsag

Az X euklideszi affin téren a
§: X x X = Rsq, 8(A,B) = ||AB| (10.12)

leképezés egy metrika (tavolsagfiiggvény), ahol || —|| a skalarszorzat altal szarmaztatott norma

az X irdnytéren.

Bizonyitds.

(i) A norma pozitivitasa alapjan 6(A, B) = HEH > 0, minden A, B € X pontok esetén, és

5(A,B) = |AB| =0 — AB=0 < A=B.

— BA
(ii) Szmten a norma tulajdonsaga alapjan 6(A, B) ||EH | - BA|| = | —1] - ||BA| =
HBAH = 6(B, A), minden A, B € X pontok esetén.
(iii) A norméra vonatkozd haromszog-egyenlStlenség alapjan
= |AC|| = | AB + BC| < |[AB|| + | BC| = §(A, B) +5(B,C),
minden A, B,C € X pontok esetén.
O
10.43. Ertelmezés
Egy X egy euklideszi affin tér esetén az A, B € X pontok tdvolsiga alatt a 6(A, B) ||ﬁ|]
szamot értjiik, ahol || —|| a skalarszorzat altal szarmaztatott norma az X iranytéren. Jelolés:

|AB| = §(A, B) = | AB]|.

A tavolsag értelmezése alapjan az A és B pontok tavolsaga megegyezik az E vektor hosszé-
val. Az [AB] szakasz hossza alatt az A és B pontok tavolsagat értjiik.

10.3.3. Szogek mértéke

Euklideszi affin terek esetén értelmezhetjiik szogek mértékét is. Az ABC sz0g mértéke (radianban

i AB-BC
m(ABC) = arccos <||A W ||> :

Sajatosan, az ABC derékszog pontosan akkor, ha E 1 B? .

kifejezve)

(10.13)
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10.44. Tétel (Pitagorasz-tétel)
Az ABC haromszdg a B csticsban derékszogti akkor és csakis akkor, ha |AC|? = |AB|? + | BC|?.

Bizonyitds. A B sz6g pontosan akkor derékszogii, ha ﬁ 1L B? . A szakaszok hosszanak értelme-
zése alapjan az |AC|? = |AB|?> + |BC|? egyenértéki a Hﬁ“Q = HEHz + HB?\P egyenlgséggel.
Igy a 9.20. Tétel alapjan kovetkezik az allitas. O

[v1-vg]
lvall[va]l

Az L1 és Lo egyenesek szoge alatt az m(L/l,\Lg) = arccos( ) szoget értjik, ahol

v € L 1 68 vy € Eg nem nulla vektorok. Ez az értelmezés fiiggetlen a vy és vy vektorok megva-

lasztésatol.

10.3.4. Pont tavolsaga affin résztértsl és a merdleges vetiilet

10.45. Ertelmezés
Egy affin tér egy P pontjanak és egy Y affin részterének tdvolsdga

5(P,L) 2 inf{§(P,A) | A€ L}.

A merdleges vetiilet a kovetkezd minimalizal6 tulajdonséggal rendelkezik. Egy P pont merdleges
vetiilete egy Y affin résztérre az a QQ € Y pont az Y pontjai koziil, amelynek a téavolsaga P-t6] a
legkisebb.

10.46. Tulajdonsag
Legyen Y az X affin tér egy nem iires résztere és P € X egy pont. Ekkor létezik egyetlen @ € Y

pont tgy, hogy
I(P,Q)=46(PY) (10.14)

és ez a Q pont a P vetiilete az Y résztérre (vagyis Q € Y és PQ L Y).

Bizonyitds. Legyen Q a P pont vetiilete az Y résztérre. A 10.17. Tulajdonsig alapjan ]@ € 9,
igy minden A € Y pont esetén ]% L @, mivel @ €Y. A Pitagorasz-tétel (9.20. Tétel) alapjan
|PA? = | PGI2 + 1QAII2, vagyis 5(P, A)? = 6(P,Q)? + 5(Q, A)2, ahonnan 3(P, A) > (P, Q)
és egyenlgség csak akkor all fenn, ha Q = A. FEzzel belattuk a (10.14) osszefiiggést és a Q

egyértelmiiségét is. O
A 10.3.6. alfejezetben levezetjiik egy pont affin résztértdl valo tavolsaganak (10.20) képletét.

10.3.5. Két affin résztér tavolsaga

A pont és résztér tavolsagahoz hasonloan értelmezhetjiik két affin résztér tavolsagat is.

10.47. Ertelmezés

Egy affin tér Y, és Yo affin résztereinek tdavolsdagdn a
3(Y1,Y2) o inf{6(A1,A2) | A1 € Y1, Az € Ya}

szamot értjik.
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Két affin résztér tavolsaga visszavezethetd egy pont és egy affin résztér tavolsagara. Igy két

affin résztér tavolsagat kiszamithatjuk a pont és résztér tavolsagara vonatkozo (10.20) képlettel.

10.48. Tulajdonsag
Legyen Yy = t(gl, Ay) és Yo = t(%, Ag) az X euklideszi affin tér két résztere. Ekkor az Y1 és Yo

részterek tavolsaga egyenld az A; pont és az Sy = t(Asg, ’JI + 92) résztér tavolsagaval, vagyis

d(Y1,Y2) = 0(A1, 82). (10.15)

Bizonyitds. A P € Y1 és Py € Yo tetszbleges pontok esetén

(P, Py) = ||P P = ||PLA1L + A1 As + Ao Po|| = [[A1As + PLA + Ao Py, (10.16)

— 2 == o —_— 5
ahol PiA] € Yy és APy € Y2, mivel Al,Pl € Yy és Ay, Py € Yo. Tehét PiA| + APy € 89 =
Y1 + Y, igy létezik Q € 85 gy, hogy A>Q = P A; + AP,

Osszegezve, a (10.16) alapjan barmely Py € Y; és Py € Yo pontokra létezik Q € 8o gy, hogy

5(P1, Py) = ||A1 Ay + Ay + APy = || Ay A3 + 4G = | A1Q]| = 6(As, Q)

ahonnan kovetkezik, hogy
{5(P1,P2) ‘ PreYy, e 132} - {5(141,@) | Qe 82} (10.17)

Forditva, ha @ € 8o, akkor Ag@ =u+ug € gg = 131 + 92, ahol u; € 91 és ug € 92. Ekkor
Iy Y .
kell léteznie P, € Y1 és Py € Yo pontoknak tugy, hogy PLA; = uy és As Py = uo. Osszegezve,
minden Q) € 8s esetén létezik olyan P; € Yq és Py, € Yo 1gy, hogy

5(A1, Q) = ||A1Q|| = [|A1A2 + A2Q|| = ||A1 A3 + PLAL + Ay Po|| = | PLP|| = 6(Py, ),

ahonnan kovetkezik, hogy

{6(A1,Q) | Q € 82} C{6(P1, P2) | P € Y, P2 € Ya}. (10.18)
A (10.17) és (10.18) bennfoglalasokbol kovetkezik a tavolsaghalmazok egyenlGsége
{0(P1, B) | Pr €Y1, Po€ Y2} =1{0(A1,Q) | Q € 82}, (10.19)

vagyis az Y1 és Yo pontjait 0sszekots szakaszok tavolsdgainak halmaza megegyezik az Ay pontot
az 89 résztér pontjaival Osszekots szakaszok tévolsdgainak halmazéval. A (10.19) egyenlSség

mindkét oldalanak infimuméat véve kapjuk a (10.15) egyenlSséget. O

10.3.6. Pont és affin résztér tavolsaganak képlete

Analitikus térmértanban adtatok képletet egy pont és egy egyenes, illetve egy pont és egy sik

tavolsdgara. Ezeknek a képleteknek az altalanositasa a kovetkezd.

10.49. Tulajdonsag (Pont és résztér tavolsagképlete)
Az X euklideszi affin térben tekintiink egy P pontot és egy Y valddi affin részteret, amelynek egy

pontja A és az y iranytérnek egy bézisa (v1,...,v;). Ekkor a P pont tavolsaga az Y résztértsl
G(ﬁ Viy.ony Vk)
o(P,Y) = L 10.20
( ) \/ G(Ul,...,vk) ( )

ahol G a Gram-determinénst jeloli.
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U1 Y

U2

10.3. 4bra. Pont tavolsaga affin résztértdl.

A bizonyitas el6tt bevezetjiik a kovetkez6 jeloléest. Minden wg, ..., up, w1,...,wy € X vekto-

rok esetén legyen

t
[ul u ... up} ° |:’w1 wo ... wq] =
ul Ul-w1 uUirwy ... ul-wq
(5 U2*W1 U*wWy ... U2 Wq
= . : [wl wy ... wq} =
Uy Up W Up W2 ... Up-Wy
. . t
Sajatosan, ezzel a jeloléssel M (vy,...,vg) = |:’U1 . vk} . [Ul . vk} .

Bizonyitds. Legyen @) a P pont meréleges vetiilete az Y résztérre. Ekkor a 10.46. Tulajdonsag
alapjan 6(P,Y) = H]@H A 10.26. Tulajdonséig bizonyitasa soran azt kaptuk, hogy

Q=A+X v+ -+ A\ < 1@:)\17}1—1—‘--4—)%%, (10.21)
t t
ahol M (vy,...,vg) [)\1 )\k} = {ﬁ-vl ﬁvk} (lasd a (10.10) egyenlGséget). In-
nen a Cramer-szabaly alapjan kapjuk, hogy minden ¢ = 1,..., k esetén
v1U1 ... V1°V;—1 Ul-zﬁ% V1*UVi4+1 -~ V1V
vV2U1 ... V2°V;—1 'UQ'A V2 V41 -~ V9 VL
VgVl ... Uk*Ui—1 Uk-ﬁ Vi Vigl .. Uk Uk

det(M(vy,...,vx))

det([vl vkr°{v1 Co. Vi1 zﬁ Vigl .- vk])

G(viy...,vk)

(_1)i1det([vl vk]t'[ﬁ L P vk]>

G(v1,...,vk) ’

ahol a v; azt jeloli, hogy v; hianyzik a felsorolasboél. Végiil

IQP|* = QP-QP = (AP — AG)-QP = AP-QP — AQ - QP
D AB.QP = AP-(AP — AQ) = AP-AP — AP-AQ
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(10521) ﬁﬁ - fﬁ'(/\lvl + -+ )\kvk)

t
k det | |vg vg| - zﬁ v, U Vg
— AP AP + Y (1) ( | G(Eq - Dﬁ.m
=1 AP
v1*v1 ... U1°UL B vl-ﬁ v ... m V1 Vg
AP-AP| : +Z(—1)iﬁ-w E
_ v1*v1 ... U1V = ’Uk-ﬁ ViUV ... m v UpeUr
N G(vi,y ..., vg)
AP-AP AP, ... APy
Ul-ﬁ V1°V1 V1 Vg
@ Uk-A—}}) VE U1 VE VU
N G(vi,y ..., vg)
7G(ﬁ,vl,...,vk)
N G(vl,...,vk) ’

ahol a (1) egyenlségben felhasznéltuk, hogy z@ 1 Q?, ezért @Cﬁ = 0; a () egyenlSségben

pedig az G(AP,v1,...,v;) Gram-determinans elsg sora szerinti kifejtését hasznaltuk. O

10.50. Megjegyzés
A (10.20) képletnek a kovetkez jelentése van. A szamlaloban 16vé \/ G (ﬁ, hi, ..., hg) kifejezés
az ﬁ, hi,..., hi vektorok &ltal kifeszitett (k + 1)-dimenzios paralelepipedon térfogata, aminek

az egyik k-dimenzios lapja a hi,..., h; vektorok altal kifeszitett k-dimenzios paralelepipedon.
Ez utobbi oldal térfogata a nevezében szerepls /G (hy, ..., hy). Ez 2-dimenziéban tgy néz ki,
hogy a P pont tavolsaga a Y egyenestdl (az APC B paralellogrammaban az P(@Q) magassag hossza)

egyenls az APC B paralelogramma teriilete osztva az |AB| = ||h1|| oldalhosszal.
C
P -7 K
hl /I
B
Q
A

&

Kiemeliink két sajatos esetet. Az els§ esetben kiilon felirjuk pont tavolsagét egyenestdl, mig a
mésodik esetben vizsgaljuk pont tavolsagat hipersiktol. Ez utobbi esetben hasonl6 képlet adhato

mint térmértanban a pont siktol valo tavolsaganak képlete.
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10.3.6.1. Pont tavolsaga egyenestdl

Az n-dimenzios X euklideszi affin tér egy #Z = (O; B) ortonormalt koordinata-rendszerében egy

L egyenes egyenlete
xr1 — ay T — Qp

Uy Unp

A P(p1,...,pn)% pont tavolsiga az L egyenestdl:

AP-AP AP-u
U'ﬁ u-u

(S P, L - )
(P, L) —
ahol A(al, ceey an)% S L az egyenes egy pontja és u(ul, ey Un)B az egyenes irényvektora.

10.3.6.2. Pont tavolsaga hipersiktol

10.51. Tulajdonsag

Azn-dimenzios X euklideszi affin tér egy Z = (O; B) ortonormalt koordinata-rendszerében egy
H hipersik egyenlete a1z + -+ + apxy, +b = 0. Egy P(p1,...,pn)% € X pont tavolsaga a H
hipersiktoél

_ awpy + -+ anpn + 0|

5(P. %
( ) al+-+a?

Bizonyitds. Legyen @ € H a P pont (merdleges) vetiilete a 3 hipersikra és legyen 1y € X aH
normalvektora. Ekkor Q? 1 ?C, amely egyenértéki a Q? || n9¢c relacioval. Tehat létezik A € R
skalar tgy, hogy Q? = Ang¢, ahonnan

5(P,36) = QP = |\l - el (10.22)

Legyen C(cq,...,cn)z € H egy rogzitett pont. Mivel C,Q € H, ezért C@ € J?C, ezért C@ L nge,
azaz C@'T]}( = 0. Ekkor

CPeny = (@ + Q?)'??}c = CQemy + QPemae = QPorye = A(mscmac) = A [,

ahonnan kapjuk, hogy A = C\ED)TIWI%( Ezt visszahelyettesitve a (10.22) 6sszefiiggésbe adodik, hogy
_ |CPny _ [CPensl _
6(P,H) = —5 el = ——— =
[[ns¢l] [l
_ e —c) 4+ an(pn—cn)| _ lapr £+ + anpn + |
[l [ ’
mivel C' € H miatt b = —ajc; — - — anCp.- O

10.3.6.3. Példak

Tekintsiik az R* valos vektorteret az standard skalarszorzattal. Szamitsuk ki a P = (—3,7,1,2)
pont tévolsagat az Y = (—5,6,3,8) 4+ ((1,2,0,—1),(—3,0,2,1)) linearis varietastol.
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Megoldds. A (10.20) képletet fogjuk hasznalni. Tekintjiik az A = (=5, 6, 3, 8) pontot az Y linearis
varietasrol, amelyre ﬁ = (2,1,—-2,—6). Tovabba v; = (1,2,0,—1) és vo = (—3,0,2,1) az g
iranytér béazis vektorai. Kiszamoljuk ennek a harom vektornak az egymaéssal vett skalarszorzatait:
. ‘ ﬁ vy U9
AP | 45 10 —16
vy | 10 6 —4
vy | =16 —4 14

Ez alapjan

45 10 —16
GAP,v1,0) = |10 6 —4|=1404,  G(h1,ho) = 6 =4 _ ,
16 -4 14 —4
és ahonnan
vl,uQ 140 35 f
G(v1,v2) 17

Tekintsiik az R* valos vektorteret a standard skalarszorzattal. Szamitsuk ki az Y; = (=5,6,3,8)+
((1,2,0,-1),(-3,0,2,1)) és Y2 = (—3,7,1,2) + ((1,1,0,0)) linearis varietasok tavolsagat!

Megoldds. A 10.48. Tulajdonsagot és a (10.20) képletet fogjuk hasznalni. Vesziink az A4; =
(—5,6,3,8) pontot az Yq-16l és felirjuk az

82 - y? + gl - (_37 77 17 2) + <(]-7 ]-7 07 0)) + <(17 27 07 _]-)7 (_37 07 27 1)>
= (737 77 17 2) + <(1’ 1’ 07 O)a (]—7 2’ O’ 71)7 (737 07 2a 1))

sikot. Ekkor a 10.48. Tulajdonséag alapjan §(Y1,Y2) = d(A41,82). Ez utobbi tavolsagot a 10.20
—

képlettel szamoljuk ki. Legyen Ay = (—3,7,1,2) pont az So-r6l, ahonnan A4; 43 = (2,1, -2, —6).

Tovabba hy = (1,1,0,0), he = (1,2,0,—1) és hg = (=3,0,2,1) az Sy iranytér béazisvektorai.

Kiszamitjuk ezeknek a vektoroknak az egyméssal vett skalarszorzatait:

m hi  ha h3

A1 Ay 45 3 10 -—16
h1 3 2 3 -3
ho 10 3 6 —4
hs | —16 —3 —4 14

Innen felirhatjuk, hogy

45 3 10 -16

— 3 2 3 -3
G(A1A2, hi,ha, h3) = 0 3 6 A = 36, G(h1,h2,h3) =3 6 —4|=28,

-3 —4 14
-16 -3 —4 14
ahonnan
G(A1As, hy, ho, h3) 36 3 3T
d(Y1,Y2) = 0(A1,82) = =\ ===
G(h1, ha, h3) 28 7 7



11. fejezet

Izometriak és hasonlésagok

Ebben a fejezetben az euklideszi affin tér tavolsagmegbrz6 endomorfizmusairél, illetve hasonlésa-
gairdl lesz sz6. ElGbb atismételjiik linearis algebrabdl a lineéris izometria és ortogonalis transzfor-
maéciok fogalmat, majd igazoljuk, hogy egy n-dimenzids euklideszi vektortér minden ortogonalis
transzforméacioja felirhato legfeljebb n darab (n—1) dimenzios linearis altérre valé mergleges tiik-
rozés Osszetételeként. Ezutén ratériink euklideszi affin terek esetén az izometria értelmezésére.
Megmutatjuk, hogy euklideszi affin terek kézott minden tavolsagmegérzd fliggvény (izometria)
affin is egyben. Igazoljuk, hogy euklideszi affin terek kozotti fliggvény pontosan akkor izometria,
ha a nyoma linearis izometria. Ertelmezziik egy euklideszi affin tér izometriacsoportjat, és amely
felbomlik az eltolasok és az irdnytér ortogonalis transzformacioinak féldirekt 6sszegére. Igazoljuk,
hogy egy n-dimenzios euklideszi affin tér minden izometridja felbonthaté legfeljebb (n+1) darab
hipersikra valé meréleges tiikrozés Osszetételére. Targyaljuk az izometriacsoport altal szadrmazta-
tott ekvivalenciarelacio és a haromszogek kongruenciaja kozotti kapcesolatot. Végiil vizsgaljuk az
euklideszi affin tér hasonlosagait is, amelyek altal szarmaztatott ekvivalenciarelécié altaldnositja

a haromszogek hasonlésagat.

11.1. Linearis algebrai kitér6: linearis izometridk és ortogonalis

transzformaciok

Legyen (V,{(—, —)v) és (W, (—, —)w) két euklideszi vektortér. Az alabbi értelmezés szerint euk-

lideszi vektorterek kozotti linearis fliggvény izometria, ha megérzi a skalérszorzatot.

11.1. Ertelmezés

Az f:V — W linearis fliggvény linedris izometria, ha minden vi, v € V vektorok esetén

(f(v1), f(v2))w = (v1,v2)v.

A linearis izometria megdrzi a vektorok hosszat. Valoban, ha f: V — W egy linearis izomet-

ria, akkor

1F @)l = V(F ), FW))w = V(v,0)v = [[vllv. YveD. (11.1)

Ebbél kivetkezik, hogy minden lineéris izometria injektiv fiiggvény. Valoban, ha f(v) = Oy,
akkor |[v]ly = ||f(v)|lw = ||Ow|w = 0, ahonnan kapjuk, hogy v = Oy a norma tulajdonsaga

268
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alapjan. Tehat ker(f) = {6V}, ezért f injektiv. Megjegyezziik, hogy minden bijektiv linearis
izometria inverze is linearis izometria.
A lineéris izometria megérzi a vektorok szdgének mértékét. Valoban, ha f: V — W egy

izometria, akkor minden vy, vy € V nem nullvektorok esetén

(f(v1), f(v2))w (v1,v2)v

1fwollw - 1 (w2)llw Tlorllv - [lvallv’

ahonnan kovetkezik, hogy m(f(vl/),?(vg)) = m(01,v2) a (10.13) alapjan.
A kovetkezd tulajdonsag azt mondja, hogy barmely két n-dimenzids euklideszi vektortér

izomorf egy linearis izometria altal.

11.2. Tulajdonsag
Legyen (V,(—,—)y) és (W, (—, —)w) két n-dimenzios euklideszi vektortér. Ekkor létezik olyan
®: V — W bijektiv linearis izometria.

Bizonyitds. Legyen B = (f1,...,08,) a V, illetve B’ = (54,...,0,) a W euklideszi vektortér egy
ortonormalt béazisa. Ilyen bazisok léteznek az Gram-Schmidt-tétel alapjan. A 3; — S, minden
i = 1,...,n esetén kiterjeszthets egy ®: V — W, ®(x101 + -+ + xp,8n) = 2108 + -+ + x5,
linearis fiiggvénnyé. Ez a fliggvény lineéris izometria, mert minden x = 1681 + - - + 08, € V

ésy=uy101+ -+ yYnfBn €V vektorok esetén

(®(x), @(y)w = (€18 + -+ zuB, y1B1 + -+ + YnBn)w
(9.9)

=T+t Tnln

(9.9)

= (114 + TnBn, 1B+ -+ YnBn)v
= (z,y)v

Mivel @ izometria, ezért injektiv, tovibba V és W azonos dimenzids véges vektorterek, ezért a ®

linearis izometria egyben izomorfizmus. O

11.3. Ko6vetkezmény
Barmely n-dimenzios V euklideszi vektortér izomorf az R™ euklideszi vektortérrel (a standard

skalarszorzatot tekintve rajta) egy linearis izometria altal.

11.1.1. Ortogonalis transzformaciok

Legyen (V, ) egy n-dimenzios euklideszi vektortér. Vizsgaljuk a V vektortér azon endomorfiz-

musait, amelyek linearis izometridk.

11.4. Ertelmezés
Egy f € End(V) endomorfizmus ortogondlis transzformdcio, ha f linearis izometria. A 'V eukli-

deszi vektortér ortogonélis transzformacioinak halmazat O(V)-vel jeloljik.

Minden f ortogonélis transzforméacié bijektiv. Val6ban, korabban belattuk, hogy minden
izometria injektiv, tovibba minden injektiv linearis endomorfizmus izomorfizmus. Mivel izo-
metridk Osszetétele is izometria, ezért egy V euklideszi vektortér ortogonélis transzformécioi az

osszetétellel csoportot alkotnak, tehat (O(V),o) az (Aut(V), o) egy részcsoportja.
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Legyen B = (f1,...,0,) a V euklideszi vektortér egy ortonormalt bazisa. Az f € O(V)

ortogonalis transzformacio6 [f]g € O,(R) métrixa ortogonalis, azaz [f][f]B = I,. Valoban,

slfls = [(FB0le .. FBe] [1FB)le .. [F(B)e

[FB)BIFBIB - (BB (BB
[f(ﬁg)]tB[f(ﬁl)]B - [f(B2)]Blf(Bn)]B

VB - [fBn)lBlf(Bn)B

[f(Bn)lB [f(
FB)-f(B) f(Br)-f(B2) - f(B1)-f(Bn)
0.9) | f(B2)- f(ﬁl) f(B2)-f(B2) .. f(B2)-f(Bn)

f(ﬁn)'f(ﬁ1) fBn)-f(B2) - f(Bn)-f(Bn)

BB BiB2 ... P1Bn 1
t | BB B2B2 ... B2fBn 0

ﬁn'ﬁl BnﬁQ ,Bnﬂn 0o 0 ... 1
:Ina

ahol a (T) egyenlgségben felhasznéltuk, hogy f izometria.

11.5. Tulajdonsag
Ha U az n-dimenzios V euklideszi vektortér egy (n — 1)-dimenzios lineéris altere, akkor az U

linearis altérre vald sy : V — 'V merdéleges tiikrozés egy ortogonélis transzformacio.

Bizonyitds. Legyen B egy ortonormélt bazisa a V euklideszi vektortérnek és legyen v € V egy

nemnulla vektor gy, hogy v+ = {x € V | z L v} = U (v az U egy normalvektora). Ekkor

(= 2 s (els) )
(sule) = (1 - 1+ oln - (vln)')
= (1) = oz - (1)) - (el

=h—@%ﬁ@«mmt

= [SU]B-

Mivel sy egy tiikrozés, igy sy o sy = 1y, ezért

([sul)" - [sulB = [sulB - ([sulB)" = [sulB - [sulB = [su © sulB = [Lv]B = In.

11.6. Megjegyzés
Egy valodi linearis altérre valé merdleges vetités nem ortogonélis transzformacié, mivel nem

injektiv. o
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11.1.1.1. Ortogonalis transzformacidk felbontasa meréleges tiikrozések osszetételére

11.7. Tétel (Cartan-Dieudonné)
Ha (V, ) egy n-dimenzios euklideszi vektortér, akkor minden ortogonalis transzforméacioja felir-
hato legfeljebb n darab hiperaltérre ((n — 1)-dimenzios linearis altérre) valé merdleges tiikrozés

osszetételeként.

Bizonyitds. A bizonyitasban a Householder-algoritmust fogjuk hasznalni, amely egyben meg is
mutatja, hogyan lehet felbontani egy ortogonalis transzforméciét hiperaltérre valé merdleges
tiikrozések Osszetételére.

Legyen B = (B1,...,0,) a V euklideszi vektortér egy ortonormalt bazisa. Ha f(51) # pi,
akkor legyen w; = M €Vés s = s, a wi = {v € V| v L wp} hiperaltérre valo
merdleges tiikrozés, kiilonben legyen s; = 1y. Belatjuk, hogy az s; tiikrozés az f(81) vektort a
81 vektorban képezi, és forditva. Az s; tiikkrozés a wi vektort az ellentettjébe képezi, ezért

s1(f(B1) —s1(B1) _ Br — f(B1)

al(wl) = W) <~ B) 9 . (11.2)

Mivel f ortogonalis, igy

fB)+B1  f(B) =B f(B)+B1  f(Br)-f(B1) — BB _0
1 .

.

2 2 2

f(B1)+61
2

Tehéat wy L M, igy az s tiikrozés fixen hagyja az vektort, vagyis

s1(f(B) +51(81) _ f(B) + B
2 2 )

(11.3)

A (11.2) és (11.3) Osszefiiggéseket osszeadva, illetve kivonva egymasbol kapjuk, hogy s1(f(51)) =
b1 és s1(B1) = f(B1). Legyen fo = sy 0 f, amely szintén egy ortogonélis transzformacio. Ekkor
f2(B1) = s1(f(B1)) = Bi, vagyis fa fixen hagyja a B1 vektort.

Tegyiik fel, hogy megszerkesztettiink egy fr € O(V) ortogonélis transzforméciot, amely fi-
xen hagyja a fB1,...0_1 vektorokat. Mivel fj ortogonalis transzformécid, ezért ortonormélt
béazist ortonormaélt bazisba képez, igy (fx(81) = Biy-- - fu(Br—1) = Br—1, fx(Br)s-- -, [x(Bn)) a
V vektortér egy ortonormélt bazisa. Sajatosan f3; L fr(Bk), minden i = 1,..., k — 1 esetén.

Ha fr(Br) # Bk, akkor legyen wy, = M és s = Syt @ w,ﬁ ={v €V |v L wg} hiperalt-
érre vald merdéleges tiikrozés, kiilonben legyen si = 1y. Az sy tiikrézéshez hasonloan belathato,
hogy si tiikrozés az f(Bx) vektort a By vektorba képezi, és forditva, igy fri1 = sk o fr a Bk
vektort fixen hagyja, vagyis fi(8k) = Br. Mivel g; L By és f(B;) L f(Bk), ezért B; L wg, minden
i=1,...,k—1 esetén. Igy s, és fi is fixen hagyjak a f1,..., S vektorokat. Tehat megszer-
kesztettiik az fr11 € O(V) ortogonalis transzforméaciot, amely a f1,. .., O béazisvektorokat fixen
hagyja.

Ezt az eljarast folytatva hiperaltérre valo tiikrozések segitségével megszerkeszthets az f,+1 €
O(V) transzformacio, amely a B bazis vektorait fixen hagyja, ezért f,41 = ly. Tehat léteznek
S1,- .., Sy tikrozések vagy identikus fliggvények tgy, hogy 1y = fr+1 = sp 0...51 o f, ahonnan

f=810---08,, mivel s;08; = 1y, minden ¢ = 1,...,n esetén. O

Legyen f € End(V) linearis endomorfizmus, amelynek méatrixa egy B = (81, B2, 83) ortonormalt
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béazisban
) 8 —1 4
[f]B=§ 4 4 -7
1 -8 —4

Az f endomorfizmus ortogonalis, mivel ortonormalt bazisbeli matrixa ortogonalis: [f][f]k = I3.
A 11.7. Tétel algoritmusa szerint az elsé vektor és norméajanak négyzete:

8 1 -1
_ BB -8B _ 1 1 1 5 1
il = 2 AN N T N L TS
1 0 1
A wi altérre valo tiikrozés matrixa:
5 100 26 -1
e R B R (R
[s1]lB = I3 ||w1||2[w1]3[w1],3 01 0l —qgz | 4] |1 41
0 0 1 1
1 00 1 1 -4 -1 . 8 4 1
2010—9—1164:§4—7—4
0 0 1 -1 4 1 1 -4 8
Az fo = s1 o f ortogonalis transzformécié matrixa:
) 8 4 1 . 8 —1 4 1 0
[ols=[sslfl=5 (4 ~7 —4/-5|4 4 -7/ =]0 0 1
1 -4 8 1 -8 —4 0 -1 0
Az algoritmus kovetkez6 lépésében a mésodik vektor és norméajanak négyzete:
F(Ba)le ~ Bals _ el ~ 8l _ 1| | _1[)|_1]"
R e A A E T S E R PR
-1 0 -1
A wy hiperaltérre valo tiikrozés métrixa:
1 00 0
2 : 4
[82]B=I3—W[w2]B[w2]B= 010 ~1 -1 {0 -1 —1}
0 0 1 -1
1 00 0 00 1 0 0
=0 1 0|—f0 1 1|{=f0 0 -1
0 0 1 0 1 1 0 -1 0
Az f3 = s9 o fo ortogonélis transzforméacié matrixa:
10 0 1 0 0 10
[fslB=[s2]Blf2lB=]0 0O —1]-|0 0O 1[=1]0 1 0
0 -1 0 0 -1 0 0 0 —1
Az algoritmus kovetkezd 1épésében a harmadik vektor és normajanak négyzete:
0 0 0
— 1 1
[wg]B: [f(/83)]132 [53]B :i 0 _5 1l=10], ||w3||2:1'

-1 0 -1
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A ws hiperaltérre valo tiikrozés métrixa:

5 100 5 0
_ t
0 0 1 -1
100 00O 10 O
=0 1 0|—(0 0 Ol=1(0 1 O
0 01 0 0 2 0 0 -1
Az f; = s3 o f3 ortogonalis transzforméacié méatrixa:
1 0 0 1 0 0 1 00
[fidB=IsslslfslB=10 1 0]-|0 1 0|=1]0 1 0
0 0 —1 00 —1 0 0 1

Tehat a megadott ortogonélis transzformacio felirhatoé f = s o s9 0 s3 alakba, azaz

[flB = [s1 052 0 s3]B = [s1]B[s2]B[S3]B <=

) § -1 4 ) 8§ 4 1 1 0 0 10 O
9 4 4 -7 = 9 4 -7 —4(-|10 0 -1 01 0
1 -8 —4 1 -4 8 0 -1 0 0 0 -1

11.2. Izometria euklideszi affin térek kozott

11.9. Ertelmezés

Az X és Y euklideszi affin terek kozotti f: X — Y fiiggvény izometria, ha megdrzi a tavolsagot,
vagyis d(f(A), f(B)) = §(A, B), minden A, B € X pontok esetén.

A tavolsag értelmezése szerint az f: X — Y fiiggvény pontosan akkor izometria, ha

IF (A (B = |ABlly, VA BeX, (11.4)

ahol a normék az iranytéren adott skalarszorzatok altal vannak szarmaztatva. Az értelmezés és
a metrika tulajdonsagai alapjan koévetkezik, hogy minden izometria injektiv. Valéban, ha egy f
izometria esetén f(A) = f(B), akkor 0 = §(f(A), f(B)) = §(A, B), ahonnan kovetkezik, hogy
A=B.

Ertelmezés szerint nem koveteljiik meg, hogy affin terek kozotti izometria affin fiiggvény

legyen. A kovetkez6 tételben azt latjuk be, hogy ez a tulajdonsag automatikusan teljesiilni fog.

11.10. Tétel (Affin terek kozti izometridk affin fiiggvények)
Az X és Y euklideszi affin terek kozotti f: X — Y izometria affin fiiggvény, amelynek f nyoma

egy linearis izometria az X és Y euklideszi vektorterek kézott.

Miel6tt a tételt igazolnank bizonyitjuk a kdvetkezs sajatos esetet, amelyben azt latjuk be,
hogy ha euklideszi vektorterekhez rendelt euklideszi affin terek kozotti izometria a nullvektort

nullvektorba képezi, akkor linearis.
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11.11. Lemma
Legyenek (V,(—,—)vy) és (W, (—, —)w) euklideszi vektorterek. Ha egy h: 'V — W fliggvényre
teljesiil, hogy h(0Oy) = Oy és

Hh(vl) — h(’l)g)HW = HUI — 'UQHV, VU1,1}2 S V, (11.5)
akkor h egy linearis izometria.

Bizonyitds. A h fiiggvény megérzi a normét, mivel v; = v és v9 = 0 valasztas esetén a (11.5)
feltétel alapjan
[h(0)llw = [[v]lv, YoveW. (11.6)

A 'V euklideszi vektortérren a skalarszorzat kifejezhetd a norma segitségével. Minden vy, ve € 'V

vektorok esetén
(v1 — v, v1 — v2)y = (v1,v1)y + (V2,V2)y — 2(v1,V2)y

= v — o2l = lvall + lo2ll3 — 2(ve, va)v

o1l + [[v2ll3 — llor — vall3

<~ <U1,U2>V: 9 (11.7)
Hasonléan a W euklideszi vektortéren
h(v) |20 + [|h(v2) |25 — ||h(v1) — h(vy)][?
(o), b = W+ TRy = (o) = h s

Felhasznélva, hogy a h fliggvény megérzi a normat, illetve a (11.5) feltételt, a (11.7) és (11.8)
Osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy

(h(v1), h(v2))w = (v1,v2)y, Vwi,v2 €V, (11.9)

vagyis h meg6rzi a skalérszorzatot.

A h fiiggvény additiv, ha minden vy, vy € V vektorok esetén
h(m =+ ’Ug) — ]’L(’Ul) — h(vg) = 6
< (h(vi 4+ v2) — h(vi) — h(v2), h(v1 + v2) — h(v1) — h(v2))yy =0
< <h(1)1 + v2), h(?)l + U2)>w + (h(’Ul), h(m))w + <h('l)2), h(v2)>w
—2<h(1}1 + 1}2), h(’Ul)>w — 2<h(1)1 + ’UQ), h(02)>w + 2<h(1}1), h(’Ug)> =0 =<

(v1 + v2,v1 + v2)y + (V1,v1)y + (v2,v2)y — 2(v1 + v2,v1)y — 2(V1 + V2, V2)y + 2(v1, v2)y =0

(11.8)

= <U1+'U2—'U1—U2,U1+’U2_'U1—U2>V:O,

ami teljestil.
A h fliggvény homogén, ha minden v € V vektor és A € R skalar esetén

—

h(Av) — Ah(v) =0
& (h(dw) = A(v), h(Av) = Ah(v))w =0
= (h(M), h(Av))w + A (h(v), h(v)w — 2X(h(Xv), A(v))w = 0

B2y = (v, \)y + A2 {(v,v)y — 2X(\v,v)y = 0,

ami teljestil.

Osszegezve, a h fiiggvény linearis és megérzi a skalarszorzatot, tehét linearis izometria. [
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A 11.10. Tétel bizonyitdsa. Legyen O € X egy rogzitett pont. Ekkor minden v €
létezik egyetlen M € X pont ugy, hogy v = OM. Ertelmezziik az X =9, f(OM) =
F(O)F(M) fiiggvényt.

Az M = O esetben kapjuk, hogy O? O; = Ow. Minden v; = O—]\>4 eX
és vy = 0_1\? € X vektorok esetén

| F(v1) = Flua)llg = || F(OR) - ﬁm—uf )F (M) — FO)F(NS g

— IFV) FMS )iy L | Nl = |OM — ON |l

= |lv1 — vallg,

ahol a (}) egyenlGségben felhasznaltuk, hogy f izometria. Tehét teljesiilnek a 11.11. Lemma
feltételei az f fliggvényre, igy az f fliggvény lineéris izometria. Innen koévetkezik a 6.6. Lemma

alapjan, hogy az f fiiggvény affin és a nyoma f egy linearis izometria. O

11.12. Tulajdonsag
Ha az X és Y euklideszi affin terek kozotti f: X — Y affin fiiggvény f X =Y nyoma lineéris

izometria, akkor az f fiiggvény egy izometria.

Bizonyitds. Minden M, N € X pontok esetén

S(f(M), f(N)) = Hf(M)f(NWg = || F(MIN) Hy D M|z = 5(M, N),

ahol a (1) egyenlgségben felhasznaltuk, hogy a (11.1) alapjan az f linearis izometria megérzi a

normaéat. O]

A 11.12. Tulajdonséag és a 11.10. Tétel alapjan kapjuk a kovetkezs jellemzést.

11.13. Kovetkezmény
Legyenek X és Y euklideszi affin terek. Az f: X — Y fiiggvény pontosan akkor izometria, ha az
f fiiggvény affin és nyoma f X =Y egy linearis izometria.

Egy linearis endomorfizmus pontosan akkor izometria, ha ortonormalt béazisban a fiiggvény
métrixa ortogonélis, igy egy affin fiiggvény nyoménak matrixa segitségével eldonthets, hogy az

affin fliggvény izometria-e.

11.14. K6évetkezmény
Legyen Z = (O; B) a véges dimenzios X euklideszi affin tér egy ortonorméalt koordinata-rendszere.
Az f: X — X fiiggvény akkor és csakis akkor izometria, ha affin és a nyomanak matrixa a B

ortonormaélt bazisban ortogonélis.

Egy X euklideszi affin tér esetén az f: X — X izometriat az X tér izometridjanak nevezzik.

Az X tér izometridinak halmazat Izo(X)-szel jeloljik.

11.15. Tulajdonsag
Egy X euklideszi tér izometriai az 6sszetétellel csoportot alkotnak, (I1zo(X), o) az (Aut(X),o) egy

részcsoportja.
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Bizonyitds. Az izometridk Osszetétele is izometria. Valoban, ha f,g € Izo(X), akkor minden
A,B € X pontok esetén 8((f o g)(A), (f 0 9)(B)) = 6(f(9(4)), f(a(B)) L 5(g(4),9(B)) ¥
d(A, B), ahol a (1), illetve (1) egyenlGségekben felhasznaltuk, hogy f, illetve g izometria.
Izometridk inverze is izometria. Legyen f € Izo(X) egy izometria. A 11.10. Tétel alap-
jan f affin és a 11.12. Tulajdonsig alapjan az f nyom egy linearis izometria, ezért f bijektiv.
A 6.17. Tulajdonség (iii) alpontja alapjan f is bijektiv. Minden A’ = f(A) és B’ = f(B) pontok
esetén §(A', B") = §(f(A), f(B)) = 6(A,B) = 6(f~1(4"), f~1(B")), mivel f izometria. Tehat

f~1 is izometria. O

Legyen Z = (O; B) az n-dimenzios X euklideszi affin tér egy ortonormalt koordinata-rendszere.
A 6.51. Kévetkezmény 6 : Aut(X) = M, 1 (R)xGL(R), 32(f) = ([f(0))%, [f]B) csoportizomor-
fizmusa az Izo(X) részcsoportot az M, 1(R) x O, (R) részcsoportba képezi, ezért az (Izo(X), o)
izometriacsoport izomorf az M, 1(R) x O, (R) féldirekt szorzattal, ahol O, (R) = {A € M,,(R) |

AA = I,,} az (n x n)-es ortogonalis matrixok csoportja.
Minden ¢, € T(X) transzlacié izometria, mert a nyoma t, = 1y egy linearis izometria.

Az n-dimenziés X euklideszi affin tér tetszéleges k-dimenzios Y valodi affin részterére valé oy me-
r6leges tlikrozés izometria. Valoban, ha Z = (O; 31, ..., By) egy olyan ortonormalt koordinata-
rendszer, hogy O € Y és (B1,...,0k) az y egy ortonormalt bézisa, akkor a oy egyenlete az %

koordinata-rendszerben

1 0 0 0
0
oyPla= |0 0 Pl
: 0
0 0 0 -1
[FylB

ahol a fgalton k darab 1-es és (n — k) darab (—1)-es szerepel. A nyom métrixa a B ortonormalt

bazisban ortogonalis, ezért a 11.14. Kovetkezmény alapjan oy izometria.

11.2.1. Izometridk felbontasa tiikrozések Osszetételére

11.18. Tétel
Legyen X egy n-dimenzios euklideszi affin tér. Minden f € Izo(X) izometria felbonthaté legfeljebb

(n+ 1) darab hipersikra valo tiikrozés Osszetételeként.

Bizonyitds. Ha az f leképezésnek van egy O € X fixpontja, vagyis f(O) = O, akkor tekintjiik az
X affin tér O pontban vett TpoX érintSterét. A 6.9. Tulajdonsag alapjén az f fiiggvény szarmaztat
egy Tof: ToX — ToX, Tof(A) = A linearis fliiggvényt. Tehat az f fiiggvény tekinthets a TpoX
vektortér egy linearis endomorfizmusanak.
Tekintjitk a ToX vektortéren a (O, —): TpX

altal szarmaztatott skalarszorzatot: (A, B)r,x =

4,0(0 —)(A) = OA lineéris izomorfizmus

H
O—> 7> minden A4, B € ToX esetén. Ekkor
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) — )
az A € ToX normaja ||A|| = [|OA]| = §(O, A), tovabba minden A € TpX esetén

[To f(A)] = lF (Al = 6(0, F(A)) = 6(f(0), F(A)) = 6(0, A) = [|Al|.

Tehat a Tp f linearis fliggvény megdrzi a normat, ezért a 11.11. Lemma alapjan megérzi a ska-
larszorzatot is, igy To f a ToX érintStér egy ortogonélis transzformécidja. A 11.7. Tétel alapjan
Tof felbonthato legfeljebb n darab hiperaltérre vald tiikkrozés Osszetételére. A TpX érintStér
hiperalterei (n — 1)-dimenzios linearis alterek, amelyek a 3.14. Tulajdonsag alapjan az X affin tér
O ponton atmend hipersikjainak felelnek meg. Osszegezve, ha az f izometrianak van fixpontja,
akkor felbonthato6 legfeljebb n darab hipersikra valé tiikkrozés Gsszetételeként.

Ha az f izometridnak nincs fixpontja, akkor legyen O € X egy rogzitett pont és legyen P € X
az [Of(0)] szakasz felezSpontja, vagyis P = £(O + f(O)).

Legyen Z a P ponton atmend és a v = O f(O) vektorra merdleges hipersik, vagyis P € Z és
2 =0l = {w € X | w L v}, illetve legyen oy a Z hipersikra valé merdleges tiikrozés. Ekkor
o2(f(0O)) = O, tehat a g = oy o f izometrianak O a fixpontja, igy felbonthato legfeljebb n darab
hipersikra valo tiikrozés Osszetételeként. Végiil f = a% o f = oy 0g felbonthato legfeljebb (n+1)

darab hipersikra valo6 tiikrozés Osszetételeként. ]

Minden t,, v # 0 eltolas felbonthato két Fy és Ho hipersikra val6 tiikrozés Osszetételére, ahol
J?Cl = fffg = ’UL és g‘fg = tv/z(j{l).

A sikban egy O pont koriil, 6 szoggel valo forgatas felirhato két egyenesre valo tiikrozés Osszeté-

teleként, ha a két egyenes az O pontban metszi egymast és az altaluk bezart szog g.

11.2.2. Iranyitasmegdrzs izometriak

Egy cukrasz kérésre egy haromszog alaku tortat készitett, melynek oldalai a > b > ¢ > 0
hosszusaguak voltak. Mivel nem volt ilyen alaktt doboza, ezért telefonon rendelt egyet lediktalva
a méreteket. Mire kész lett a torta arra a doboz is megérkezett. Bar a doboz méretei megegyeztek
a tortdéval, de csodalkozva vette észre, hogy mégsem tudja beletenni a tortdt. Ahhoz, hogy
beletegye a tetejével lefele kellene beletegye a tortat, ami szaméra nem megoldas. A cukrasz azt
allapitotta meg, hogy a doboz a tortajanak tiikorképe, ezért nem tudja belehelyezni a tortat.

Legyen X egy n-dimenzios euklideszi tér. Az f € Aut(X) affinitds megdrzi az irdnyitdst
(vagy drdnyitdstartd), ha az f nyoméanak [ f |B matrixa az X irdnytér valamely B bazisaban
pozitiv determinénssal rendelkezik. Ha egy affinitds nem 6rzi meg az irdnyitést, vagyis nyoma
matrixanak determinansa egy bazisban negativ, akkor irdnyitdsvdltonak nevezzik.

Ha az f € Izo(X) izometria irdnyitismegdrzé (vagy irdnyitdstarto), akkor a nyoma matri-
xanak determinansa 1 egy ortonormélt bazisban, mig ha nem &6rzi meg az iranyitast (vagyis
irdnyitdsvadlto), akkor a determinans —1.

Az irdnyitasmegrz6 affinitasok halmazat Aut™ (X)-szel jeldljiik és az (Aut(X), o) affinitas cso-
port egy részcsoportjat alkotjak. Hasonloan, az iranyitdsmegérzd izometridk halmazat Izo™ (X)-

szel jeloljiik és az (Izo(X), o) izometriacsoport egy részcsoportjat alkotjak.

A hipersikra valo tilikrozések iranyitasvaltok. Valoban, ha H az n-dimenziés X affin tér egy
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hipersikja, akkor legyen B = (f31,. .., Bn—1, On) az X irdnytér egy olyan ortonormaélt bazisa, hogy

(Biy.-yPn-1) a H irdnytér egy bazisa. Ekkor a 3 hipersikra val6 oq¢ tiirkozés nyomanak méatrixa
a B bazisban
1 0 O
OxlB=1|" =~ |,
0 ... 1 0
0O ... 0 —1
ezért det([dy]p) = —1. Hasonloan belathato, hogy ha Y az X affin tér paros kodimenziods

affin résztere, vagyis codimy = dimX — dimY paros, akkor az Y résztérre valdo oy tiikrozés
irdnyitastartd, mig codimyY = dim X — dim Y pératlan esetben iranyitasvalté. Sajatosan a térben
sikra (1-kodimenzios) vagy pontra (3-kodimenzids) vald tiikrozés iranyitasvalto, mig egyenesre
(2-kodimenzios) valo tiikkrozés iranyitastarto. A sikban egyenesre (1-kodimenzids) valo tiikrozés
iranyitasvalto, mig pontra (2-kodimenzios) valé tiikrozés iranyitastarto.

Minden f € Izo(X) izometria felbonthat6 legfeljebb 1+4dim X szamu hipersik szerinti tiikrozés
osszetételére. Ezek koziil azok lesznek irdnyitastartok, amelyek paros szdmu hipersikra vald
tiikrozésre bonthatok fel, illetve azok lesznek iranyitasvaltok, amelyek paratlan szamira. A

sikban a pont kortili forgatésok és az eltoldsok iranyitastarté izometriak.

11.2.3. Izometria és kongruencia kapcsolata

Legyen 8 egy 2-dimenzids euklideszi affin tér. Az § sikban hdrom nem kollineéaris pont haromszo-
get alkot. Azt mondjuk, hogy az 8§ stk ABC és A’ B'C" haromszogei kongruensek (egybevdgdak),
ha a megfelels oldalak egyenls hossztiak, |AB| = |A'B’|, |BC| = |B'C’|, |CA| = |C"A'|.

11.22. Tulajdonsag
Az 8 stk ABC ¢és A’B'C’ haromszogei akkor és csakis akkor kongruensek, ha létezik egyetlen
f € Izo(8) izometria ugy, hogy f(A) = A’, f(B) =B’ és f(C) =C".

11.23. Lemma

Legyen B = (B1,...,08,) a V euklideszi vektortér egy bézisa és legyen h € End(V) linearis
endomorfizmus. Ha ||h(8;)]| = ||Bil| és ||h(B; — Bj)|| = ||Bi — B;l|, minden ¢,5 = 1,...,n esetén,
akkor h egy ortogonalis transzformécio, vagyis h € O(V).

Bizonyitds. A h linearitasa és a feltevés alapjan minden 4,7 = 1,...,n esetén

1(Bi) — h(B)I = [[h(B: = Bl = 118 — B;I- (11.10)
Minden 1 < i # j < n esetén

112 12 A2 (2 N2 — A |12
iy = W VAP 18 = P i IO MBS I8 = WD _ 3535,

tehat a h megdrzi a bazisvektorok skalarszorzatat. Legyen v =Y " | v;3; és w = Z?:l w;B; a’V

vektortér két tetszGleges vektorra. Ekkor

h(v)-h(w) = h <Z Uiﬁi) D[ D wiB | = <Z UM(@')) | D wih(8))
i=1 j=1 i=1 j=1
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Z Ule (Bi)- BJ L 10 Z UZwJ/BZ BJ (Z%&) ) ijﬂj
i=1 Jj=1

3,j=1 3,j=1

= v.w.
Tehat h egy ortogonalis transzformacio. O

11.24. Lemma
Legyen & = (Ao, A1,...,A,) az X euklideszi affin tér egy affin koordinata-rendszere. Ha f €
End(X) egy olyan affin endomorfizmus, amely megérzi az A; és A; pontok tavolsagat, minden

1,7 =1,...,n esetén, akkor f egy izometria.

Bizonyitds. Mivel of = (A, A1, ..., A,) az X tér egy affin koordinata-rendszere, ezért a 4.18. Tu-

lajdonsag alapjan B = (ApAy, ..., AgAy) az X irdnytér egy bazisa. Mivel f meg6rzi az affin

koordinata-rendszer pontjainak tavolsagét, ezért minden 4,5 = 0,...,n esetén

IFCAAD] = I (AT A = 6(F(Ai). F(A)) = 6(Ai, A7) = | AAj .

Innen kapjuk, hogy hai=0¢és 1 < j < n, akkor

—

1 (AoAj)ll = [[ Ao, (11.11)
illetve ha 1 <4, j < n, akkor
o S
1F(A0d; — LAl = | FAADI = | A4 | = | A0A; — ApAsl. (11.12)

A (11.11) és (11.12) alapjan az f nyom megérzi a B bazis vektorainak, illetve kiilsnbségeiknek a
hosszat, ezért a 11.23. Lemma alapjan f € O(X) egy ortogonalis transzformacio, igy a 11.13. Ko-

vetkezmény alapjén az f fliggvény izometria. O
A 11.22. Tulajdonsdg bizonyitdsa.

Tegyiik fel, hogy a két haromszog kongruens. Az A, B,C harom nem kollinearis pont
az 8 sik egy &7 = (A, B,C) affin koordinata-rendszerét alkotjak, és a 6.14. Tulajdonsag
alapjan létezik egyetlen f: 8 — 8§ affin fliggvény ugy, hogy f(A) = A', f(B) = B’ és
f(C) = C". A feltevés szerint az f fliggvény megérzi az A, B, C pontok kozti tavolsagot,

ezért a 11.24. Lemma alapjin izometria.

Tegyiik fel, hogy az f egy olyan izometria, amelyre f(A) = A', f(B) = B' és f(C) = C".
Az f megérzi a tavolsagot, ezért |AB| = 6(A, B) = §(f(A), f(B)) = §(A",B") = |A’'B|.
Hasonloan belathato, hogy |AC| = |A'C’| és |BC| = |B'C’|. Tehat az ABC és A'B'C’

haromszogek kongruensek. O

Az izometridk (Izo(8), o) csoportja hat az 8§ sik pontjain az 1.9. Példaban tekintett csoport-
hatas altal. Ez a hatéas az (Izo(8),0) csoport egy hatasat szarmaztatja az 8 sik haromszogein
(lasd az 1.22., illetve 1.23. Példakat). A 11.22. Tulajdonséag szerint ezen csoporthatéas altal szar-
maztatott ekvivalenciarelacié a hdromszogek halmazin megegyezik a kongruenciarelacioval.

Az izometridk csoportjanak hatasa a sikon szarmaztat egy csoporthatast a sik nemiires rész-

halmazain is (lasd az 1.2.1.4. alfejezetet). Ezen hatas altal szarmazatott ekvivalenciarelacid
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lehet6vé teszi, hogy a sik més alakzatainak kongruenciajat is értelmezziik. Az izometria csoport
segitségével egy euklideszi affin tér nemiires részhalmazainak kongruencidja a kévetkezSképpen

értelmezhetd.

11.25. Ertelmezés
Egy X euklideszi affin tér P és Q nemiires részhalmazai kongruensek, ha létezik f € Izo(X)

izometria ugy, hogy f(P) = Q.

Az igy értelmezett relacié egy ekvivalenciarelacid és altalanositja a haromszogek kongruencidjat
euklideszi affin terek nemiires részhalmazaira. Ez lehet&vé teszi, hogy sikban példaul értelmezziik
gorbék kongruenciajat, vagy térben testek kongruenciajat.

A cukrasz szaméara lényegesebb fogalom az iranyitastarté kongruencia, amely a kovetkezd-

képpen értelmezhetd.

11.26. Ertelmezés
Egy X euklideszi affin tér P és Q nemiires részhalmazai iranyitdstartéan kongruensek, ha létezik

f € Izo™ (X) irdnyitastarto izometria tgy, hogy f(P) = Q.

Ahhoz, hogy a cukrasz a dobozba be tudja tenni a tortat, a doboz a tortaval iranyitastartéan
kongruens kell legyen. A sikban az irdnyitastarté izometridk a forgatasok és eltolasok, és amelyek
megvalosithatok folytonos mozgasként. Igy a cukrasz beletudja forgatni és cstsztani a tortat a

dobozba anélkiil, hogy felemelné azt az asztalrol.

11.3. Hasonlésagok

11.27. Ertelmezés

Az X és Y euklideszi affin terek kozotti f: X — Y fliggvény egy k-ardnyid hasonldsdg, ahol k > 0,
ha minden A, B € X pontok esetén 6(f(A), f(B)) = k-0(A,B). Az f: X — Y fiiggvény egy
hasonldsdg, ha létezik k > 0 agy, hogy f egy k-aranyd hasonlosag.

A téavolsag értelmezése szerint az f: X — Y fliggvény pontosan akkor k-aranyta hasonlosag,

ha
IFAF(BS| = k- |AB|, VA BeX, (11.13)

ahol a normék az irdanytéren adott skalarszorzatok altal vannak szarmaztatva. Az értelmezés és
a metrika tulajdonsigai alapjan kévetkezik, hogy minden f hasonlosig injektiv. Valoban, ha f
egy k-aranyu hasonlosag, amelyre f(A) = f(B), akkor 0 = 6(f(A), f(B)) = k-J(A, B), ahonnan
kovetkezik, hogy A = B.

11.28. Lemma
Legyen O az X euklideszi affin tér egy rogzitett pontja és k > 0 egy tetszbleges szam. Ekkor

minden h € End(X) k-aranya, O kézépponti homotétia egy k-ardnyi hasonlosag.

Bizonyitds. Mivel h egy k-aranyi, O kozépponti homotétia, ezért minden A € X pont esetén
—
Oh(A; =k -OA. Tehat minden A, B € X pontok esetén

W(A)(B) = Oh(B) — Oh(A) = k- OA — k- OB = k - AB.
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Tnnen adédik, hogy minden A, B € X pontok esetén |[2(A)h(BY|| = ||k - EH =k- HzﬁHa mivel
k> 0. O

Az izometridk és hasonlosagok kozott a kovetkezd kapesolat all fenn.

11.29. Lemma
Legyen k > 0 egy rogzitett szam és h € End(Y) egy k-aranyd, O € Y kozépponti homotétia. Az
f: X — Y fiiggvény egy k-ardnyi hasonlosag akkor és csakis akkor, ha létezik g: X — Y izometria

ugy, hogy f=hog.
Bizonyitds.

Tegyiik fel, hogy f egy k-ardnyt hasonlosag és legyen g = h=' o f. Ekkor h~! egy (k71)-
aranyt, O kozéppontt homotétia, igy minden A, B € X pontok esetén

\

[T o AT o HB) = W (FADR (FB)] =

1) k‘lllmﬂ W k‘%HEH = IIEH,

ahol a (1) egyenléségben felhasznaltuk, hogy a 11.28. Lemma alapjan h=! egy (k~!)-ardnyt

hasonlosag, és a (1) egyenlségben pedig, hogy f egy k-aranyu hasonlosag. Tehét g egy

izometria.

Tegyiik fel, hogy létezik g: X — Y izometria gy, hogy f = h o g. Ekkor minden A, B € X

pontok esetén

Ithog)(A)to HBII| = 1 hlg@)naB)I L k- lg(AgB]| L k- 148

ahol a () egyenlségben felhasznaltuk, hogy a 11.28. Lemma alapjan h egy k-ardnyua

hasonlosag, és a (1) egyenlGségben pedig, hogy ¢ egy izometria. Tehéat f egy k-ardnyu

hasonlésag.

Hasonléan igazolhat6 a kovetkezd lemma is.

11.30. Lemma

Legyen k > 0 egy rogzitett szam és h € End(X) egy k-ardnyi, O € X kozéppontu homotétia.
Az f: X — Y fiiggvény egy k-aranyt hasonlésig akkor és csakis akkor, ha létezik g: X — Y
izometria ugy, hogy f = go h.

11.31. Kovetkezmény
Az X és Y euklideszi affin terek esetén minden f: X — Y hasonlosag affin fiiggvény.

Bizonyitds. A 11.29. Lemma alapjan f felirhaté egy izometria és egy homotétia Gsszetételeként,

tehat felirhato két affin fiiggvény Osszetételeként, ezért affin. O
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11.32. Lemma
Ha f € &nd(X) egy k-aranyt hasonlosag és g € End(X) egy l-aranyu hasonlosag, akkor g o f
egy (k - [1)-aranyt hasonlosag. Sajatosan egy k- és egy (k~!)-aranyt hasonlosig Osszetétel egy

izometria.

Bizonyitds. Minden A, B € X pontok esetén

lgo NA g0 HBII = la(FAN(FBI =1~ I FAF B =1k |AB| = (1-k)- | AB|.

tehéat g o f egy (k - l)-aranyu hasonlosag.
Hal = k!, akkor minden A, B € X pontok esetén ||(g o f)(A)(go f)(B)| = (kk‘l)HEH =
HEH, tehat g o f egy izometria. O

11.33. Lemma
Ha f € End(X) egy k-aranyt hasonlosag, akkor f bijetkiv és f~1 egy (k~!)-ardnyt hasonlosag.

Bizonyitds. A 11.29. Lemma alapjan f felirhato egy k-aranyu, O kézéppontu h € Aut(X) homo-
tétia és g € Aut(X) izometria Osszetételeként, f = h o g. Tehat f két affinitas osszetétele, ezért

L izometria és

affinitas, sajatosan bijektiv. Tovabba f~' = ¢~ ' o h™!, tehat f~! felirhato egy g~
egy (k—1)-aranyt homotétia dsszetételeként, ezért a 11.30. Lemma alapjan f~! egy (k=1)-aranyt

hasonlésag. O

Egy X euklideszi affin tér esetén az f € End(X) hasonlosagot az X tér hasonlosaganak ne-
vezzik és az X tér hasonlosigainak halmazat Has(X)-szel jeloljiik. A 11.32. és 11.33. Lemméak

alapjan adodik a kovetkezs tulajdonsag.

11.34. Tulajdonsag
Egy X euklideszi affin tér hasonlésagai csoportot alkotnak az Osszetétellel. Az (Izo(X),o) izo-

metriacsoport részcsoportja a (Has(X), o) csoportnak.

11.3.1. Hasonl6sagok kapcsolata a hasonlosagi relaciéval

Legyen 8 egy 2-dimenziés euklideszi affin tér. Azt mondjuk, hogy az 8§ stk ABC és A’B'C’
haromszogei hasonloak, ha a megfelel§ oldalak aranyosak,

AB| |BC| |CA

|AB| — |BC|  |CA|"

11.35. Tulajdonsag

Az 8 sik ABC és A’ B'C’ haromszogei akkor és csakis akkor hasonloak, ha létezik egy f € End(8)
hasonlosag agy, hogy f(A) = A’, f(B) =B’ és f(C)=C".

Bizonyitds.

Tegyiik fel, hogy az ABC és A’ B'C’ haromszogek hasonloak. Ekkor

A'B'| _|B'C'| _|C'AY| _
|AB|  |BC|  |CA|

k>0,
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ahonnan |A'B'| = k|AB|, |B'C'| = k|BC|, |C'A'| = k|CA|. Legyen h egy (k—!)-aranyt
és O € 8 kozéppontu hasonlosag és legyenek A” = h(A'), B" = g(B'), C" = g(C").
Mivel h egy (k~!)-aranyu hasonlésag, ezért |[A"B”| = k=1 . |A’B'| = |AB| és hasonléan
|B"C"| = |BC]|, |C"A"| = |CA|. Tehat a h o g affin fiiggvény az ABC haromszog csicsait
a vele kongruens A” B”C” haromszog csicsaiba képezi, igy a 11.22. Tulajdonsag alapjan

ho g egy izometria és f = h™! o g egy k-aranyt hasonlosag.

Legyen f € End(8) egy k-aranyu hasonlosag ugy, hogy f(A) = A', f(B) =B, f(C)=C".
Ekkor

A'B| = |AB| = | (A (B = k- ||AB| = k- |AB],

hasonloan |B'C’| = k- |BC| és |C'A'| = k- |C A|. Tehat

|A/B/’ B |B/C/| B |C,A/| B

= = =k
|AB| |BC| |CA| ’

ezért az ABC haromszog hasonlé az A’ B’C’ haromszoggel.
O

A hasonlosagok (Has(8), o) csoportja hat az 8 sik pontjain az 1.9. Példaban tekintett csoport-
hatas altal. Ez a hatas a (Has(8),0) csoport egy hatasat szarmaztatja az 8 sik haromszogein.
A 11.35. Tulajdonség szerint ezen csoporthatas altal szarmaztatott ekvivalenciarelacié a harom-
szogek halmazan megegyezik a hasonlésagi relacidval.

A hasonlésigok csoportjanak hatasa a sikon szarmaztat egy csoporthatast a sik nemiires
részhalmazain is (lasd az 1.2.1.4. alfejezetet). Ezen hatéas altal szarmazatott ekvivalenciarelacio
lehetsvé teszi, hogy a sik méas alakzatainak kongruenciajat is értelmezziik. A hasonlésiagesoport
segitségével egy euklideszi affin tér nemiires részhalmazainak hasonlosaga a kovetkezdképpen

értelmezhetd.

11.36. Ertelmezés

Egy X euklideszi affin tér P és Q nemiires részhalmazai hasonldak, ha létezik f € Has(X) hason-

losag ugy, hogy f(P) = Q.

Az igy értelmezett relacié egy ekvivalenciarelacio és altaldnositja a haromszogek hasonlosagi

stz

értelmezziik gorbék hasonlésagat, vagy térben testek hasonlésagat.



12. fejezet

Masodrendi sikgorbék kanonikus

alakra hozasa

Ebben a fejezetben masodrendi sikgdrbékkel fogunk foglalkozni. Ezek olyan gorbék, amelyek
kétvaltozods polinomidlis egyenlettel irhatok le. A célunk osztélyozni ezeket a gorbéket kong-
ruencia erejéig. A gorbék, mint ponthalmazok osztélyozésa helyett az Gket leird egyenleteket
osztalyozzuk azaltal, hogy megkeressiik azt az ortonormalt koordinata-rendszert, amelyben az
egyenlet a legegyszertibb alakd. Ezt a koordinata-rendszerek forgatasaval és eltolaséaval érjiik
el. Kereslink olyan invaridnsokat, amelyeket az masodrendii polinomialis egyenlet egyiitthato-
ibol kiszamolhatunk és kiilonbséget tud tenni a kiilonb6z6 osztalya sikgorbék kozott, tovabbé

segitségiikkel felirhato a sikgdrbe kanonikus alakja.

12.1. Masodrendii sikgorbék

Legyen X egy 2-dimenzios valos euklideszi affin tér és Z = (O;1,j) egy ortonormalt Descartes-féle

koordinata-rendszer az X sikban.

12.1. Ertelmezés
Azon M(z,y)4 € X pontok v halmazat, amelyek teljesitik az

flz,y) = anz? + 2a122y + azny® + 2a10z + 2a20y + agy = 0 (12.1)

egyenletet kiupszeletnek nevezziik, ahol az a11, a1, ase, a1g, asg, agy egyltthatok valds szamok és

masodfoki tagok aq1, aio, ase egyiitthatéi nem mind nullak.

A kupszelet pontjai pontosan azok a pontok, amelyek koordinatéi teljesitik a gorbe egyenletét:
v={M(z,y)% € X | f(z,y) = 0}.
A kipszeletek altalanos egyenlete atirhaté matrix alakba is:

a1 a2 ai x
flz,y) = [95 Yy 1} “lae az ax| - |y| =0.
ailp a ago 1

284



12.2. KUPSZELET CENTRUMA 285

Bevezetjiik az

i a ailr a2 Qi
11 a12 )
A= és A:= |aia a2z ag

a2 a2

aio @20 aoo
jeloléseket. Megjegyezziik, hogy az A és A méatrixok szimmetrikus valés matrixok.

Célunk a kupszeletek osztalyozéasa. Fzt olyan ortonormalt koordinata-rendszer megtalélasa-
val érjiik el, amelyben a gorbe egyenlete a legegyszertibb alaki, igy a kipszelet konnyen abra-
zolhatd, illetve kiillonb6z6 osztalya sorolhatd. Ennek a koordinata-rendszernek a megtalélasara
mutatunk egy algoritmust, s melyet a kupszeletek kanonikus alakra hozdsnak neveziink. Az algo-
ritmus sorén a koordinata-rendszereinket iranyitastarto izometridk (pont koriili forgatas és eltolas
osszetétele) segitségével transzformaljuk. Ezzel egyenértékii az a probléma, hogy megtalaljuk az
Z koordinata-rendszerben megadott kipszelettel irdnyitdstartéan kongruens kiapszeletet, amely
ugyanabban a koordinata-rendszerben kanonikus alakt. Emlékeztetiink, hogy izometria olyan
transzformécidja a siknak, amelyek meg6rzik a tévolsagot és szoget. Tehat az izometria nem
torzitja a kapszelet alakjat.

A gorbék (pontok halmaza) helyett a gorbéket leiro egyenleteket osztalyozzuk, hozzuk egy-
szertibb alakra. Olyan esetek is lesznek, ahol a pontok halmaza iires halmaz, mégis kiilonbo6zé
osztalyba soroljuk 6ket az egyenlet alakja miatt. Példaul képzetes ellipszis, illetve két képzetes
egyenes esetén is a pontok halmaza iires halmaz.

Az osztalyozas utan a kovetkezd tipusa kipszeleteket kapjuk: ellipszis, hiperbola, parabola,
két metsz6 egyenes, két parhuzamos egyenes, két egybeest egyenes, képzetes ellipszis, két képzetes
egyenes (metszetiik valos pont), két parhuzamos képzetes egyenes.

Erdekelnek olyan invaridnsok, amelyek segitségével el tudjuk dénteni, hogy melyik esettel van
dolgunk a felsorolt kipszeletek koziil és amely invaridnsokat kiszamithatjuk az egyiitthatokbol
(lasd a 12.1. tablazatot) anélkiil, hogy elvégeznénk a kanonikus alakra hozast.

A kupszeleteket két csaladra osztjuk: centralis kupszeletek és parabola tipusu kipszeletek.
A két csalad esetén kiilonb6zs algoritmust hasznalunk a kanonikus alakrahozasnal. Centralis
kupszeletek esetén el@szor eltolast, majd forgatast végziink, mig a parabola tipusi kipszeletek

esetén elgbb forgatast, majd eltolast végziink.

12.2. Kuapszelet centruma

A kipszelet centruma a kupszelet egy szimmetria-kézéppontja.

12.2. Ertelmezés
Az My € X pont a v # () kupszelet centruma, ha a v kupszelet szimmetrikus az M pontra nézve,
vagyis minden M € «y esetén o, (M) = 2Mo — M € .

Az f(z,y) = 0 egyenlettel megadott kupszeletnek My(xo,yo)% a centruma, ha

f@o+a"y0+y)=0 < flao—2",y0—9y)=0

egyenértékiiség teljesiil, minden (z',7') € R? esetén.

Lehetséges, hogy egy kupszeletnek nincs centruma vagy akar tobb (végtelen sok) is van.
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(i) Az 2% + 2y? = 1 ellipszisnek egyetlen centruma van (az My(0,0) pont).
(ii) Az y? = 2x parabolanak nincs centruma.

(iii) Az y? = 0 dupla egyenesnek végtelen sok centruma van (az My(x,0) alakd pontok, ahol
z € R).

12.4. Tulajdonsag
Legyen v az % ortonormalt koordinata-rendszerben a (12.1) egyenlettel megadott kupszelet. Ha

%(9007 Yo) =0 a11xo + ai2yo +ap =0

%(CEO, yo) =0 a2 + agyo + a0 =0

(12.2)

akkor az My(xo,yo)% pont a v kupszelet centruma.

Bizonyitds. Legyen M (x,y) € v a kupszelet egy tetszdleges pontja, vagyis
f(z, y) = a11x2 + 2a122y + a22y2 + 2a10 + 2a20y + agg = 0.
Legyenek 2’,y" € R ugy, hogy

¥ =x—xg r=uxz9+
—
v =v—1 y=vo+y

Ekkor

flzo+ 2,90 +v) = ann(zo + 1?/)2 + 2a12(z0 + 2')(yo + ') + as(yo + y’)2
+ 2a10(z0 + 2") + 2a20(yo + ') + aoo
= CLH(.Q?/)2 + 2a12x’y' + a22(y,)2

+ 22/ (a1120 + a1290 + a10) 2y’ (a22y0 + a1220 + azo)

0 0

+ Cblla}g + 2a12x0yo + agzy% + 2a10T0 + 2a20Yy0 + ago

abo=Ff(z0,y0)
= a11(2")? + 2a122"y + asa(y')? + afy

= 0.
A fenti szamolasba z’, illetve y helyett (—z’)-t, illetve (—y’)-t helyettesitve kapjuk, hogy
flmo— 2,90 —¢') = ann (2')? + 20122y + a2 (y')* + ago = 0,

ezért a v kapszelet tetszbleges M (xo+12', yo+y' )% pontjanak M’ (xg—1x', yo—1y') % szimmetrikusa
is rajta van a ~y kupszeleten, tehat az My (o, y0)% pont a v kipszelet centruma. O

Azokat a kiupszeleteket, amelyeknek egyetlen egy szimmetria-kdzéppontjuk van centralis kip-

szeletnek fogjuk hivni. Ezekre a kovetkezd, a gyakorlatban hasznalhatobb értelmezést adjuk.
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12.5. Ertelmezés
A (12.1) egyenlett v kupszelet centrdlis, ha a (12.2) egyenletrendszernek egyetlen egy megoldasa
van, vagyis

§ = det(4) = | M2 2o,

a12 Q22

Centralis kapszeletek az ellipszis, képzetes ellipszis (pontok halmaza iires halmaz) a hiperbola,
két metszS egyenes, két képzetes metsz6 egyenes (egy pont). Példaul a képzetes ellipszis esetén
a pontok halmagza iires, igy nincs szimmetria-koézéppontja.

A nem centralis tipust nemiires kiipszeletek azok, amelyeknek nincs szimmetria-kozéppontja
vagy tObb szimmetria-kozéppontja is van. Ezeket parabola tipust kupszeleteknek nevezziik és a

kovetkezs értelmezést adjuk rajuk.

12.7. Ertelmezés
A (12.1) egyenletii v kupszeletet parabola tipusi, ha nem centrélis, vagyis

a1l a2

0 =det(A) = =0.

a12 Q22

Parabola tipusa kupszeletek a parabola (nincs centruma), két parhuzamos vagy két egybeesd

egyenes (végtelen sok centrumuk van).

12.3. Centralis kupszeletek

Tekintsiik az Z = (O;1,]) ortonorméalt koordinata-rendszerben az

f(z,y) = a112” + 2a122y + azy® + 2a107 + 2a20y + ago = 0 (12.3)
. e air a2 .
egyenletd v centralis kupszeletet. Ekkor 6 = det(A4) = # 0, vagyis a (12.2) egyen-
a2 a2

letrendszernek egyetlen egy Moy(zo,yo) megoldasa van. Meg akarjuk talalni azt a koordinata-

rendszert, amelyben a kiipszelet egyenlete a legegyszertibb alakd.

12.3.1. Eltolas

Eltoljuk az # koordinata-rendszert, hogy az 1j %’ koordinata-rendszer origoja keriiljon az M

pontba. Az # = (0;1,]) koordinata-rendszerrdl az #' = (O’ = Mjy;i,j) koordinata-rendszerre

i

Mlz Mg [Molz

val6 attérés egyenlete:

/ Zo

Yo

+ (12.4)

/

Y
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Y
Yy
Yo 0" = My .
N ';7/
0O x0 i

12.1. abra. Az Z = (O;1,j) és Z' = (Moy;1,]j) koordinata-rendszerek.

12.9. Megjegyzés

Az eddigi szokasunktol eltérden (lasd a (4.7). képletet) a régi koordinatékat irjuk fel az aj ko-
ordinatak segitségével. Ennek két haszna van. ElGszor is konnyd felirni a kupszelet egyenletét
az 1j koordinata-rendszerben, mivel csak végre kell hajtani a (12.4) koordinata-cserét a kupsze-
letet megado f(z,y) = 0 egyenletben. Masodszor pedig 1j koordinatakban megadott pontokat
konnyt abrazolni a régi koordinata-rendszerben, a (12.4) jobb oldalara behelyettesitve az j

koordinatakat megkapjuk a régieket. o

A kovetkezd tulajdonsidg azt mondja, hogy az 1j %’ koordinata-rendszernek megfelels koor-
dinatakban a kupszelet egyenlete tigy irhato fel, hogy megmaradnak a masodfoka tagok egytitt-
hatoi, elttinnek az elséfoku tagok és a szabadtag % = f(zo,y0) lesz, ahol M (xo,yo)s a kipszelet

centruma.

12.10. Tulajdonsag
Az # koordinata-rendszerben a (12.3) egyenlettel megadott v kupszelet 2’ = (0" = My;1,j)

koordinata-rendszerbeli egyenlete

A
CLH(:U’)2 + 2a127"y + agg(y')Q + 5= 0 (12.5)

alakira egyszertisodik, ahol

ail aiz2 aio
A= det(zzl) = |a12 G22 a2 és 0= det(A) =

@10 G20 apo

aip ai2

a2 a2

Bizonyitds. Az M(xo+ 2',y0 +y')% € X pont akkor és csakis akkor van rajta a v kupszeleten,
ha f(xo+2',y0 +v') = 0. A 12.4. Tulajdonsagban 1év6 szamolas alapjan ez egyenértéki az

an (¢)? + 2a192"y’ + aza(y')? + f(w0,90) = 0
egyenlGséggel, ahol

f(zo,0) = anl“% + 2a1270y0 + a22y8 + 2a1070 + 2a20y0 + aoo

= x0 (a1120 + a12Y0 + a10) +yo (@210 + ag2yo + a20) +ai10xo + a20Yo + aoo

0 0
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= a10Zo + a20Y0 + Goo, (12.6)

mivel az (xo,yo) teljesiti a (12.2) egyenletrendszert. A (12.6) és (12.2) dsszefiiggések felhaszna-

lasaval alkothatjuk a kovetkezs (homogén) linearis egyenletrendszert

a11x + aizy + ajpz =0
a12 + azy + apz =0

a10x + a0y + (aoo — f(xo,yo)>2 =0

Ennek az egyenletrendszernek egy nemnulla megoldasa az (z,y, z) = (xo, yo, 1), tehat a rendszer
determinénsa 0 kell legyen:

ai; a2 aio

aig a2 a0 =0.

aio az aoo — f(wo,Yo)

Az utolsé oszlop szerint két részre bontva a bal oldali determinanst kapjuk, hogy

air a2 app| |a1r a2 0 air a2 G
ail a2
aia ax axp|— a2 a2 0 =0 < |ai2 ax ax|— f(x0,90) =0
aiz  ag
ajo ax aogo| |ao a2 f(xo,Yyo) aijp a ag| e
R — 5
A

= A—6- f(wo,y0) =0 <= f(x()ay()):%'

12.11. Megjegyzés

A (12.5) egyenlet felirasdhoz nem sziikséges kiszamolni az My centrum koordinatait. A felada-
tokban az abrazolashoz sziikséges ismerni a centrum koordinatait, ezért a (12.5) szabadtagjat
konnyebb kiszamolni a % = f(xo,Y0) = a10To~+a20yo~+apo Osszefiiggés altal (egy 3 x 3-as determi-
néns kiszamitasa helyett elég behelyettesiteni a centrum koordinatait egy masodfoku kifejezésbe,

vagy akar egy linearis kifejezésbe). o

12.3.2. Forgatas

A ~ kapszelet Z' koordinata-rendszerbeli (12.5) egyenlete atirhaté a kovetkezd alakba:

{x’ y’} ann app| |2
ajg 22 y’
N —

A

+ % = 0. (12.7)

Hogy tovabb egyszertsitsiik a (12.7) egyenletet, elforgatjuk az #’ koordinata-rendszert az origdja
koriil gy, hogy a forgatas utan a vegyes tag egyiitthatoja 0 legyen, vagyis diagonalizaljuk az A

matrixot.

. ail a2 , . . L s ,
Legyenek A1 és Ao az A = ] valos szimmetrikus matrix sajatértékei. A A\ és Mg
a2 Q22

valos szamok az A matrix

“A
det(A—\-I) =0 = |1 2

=0 <= M -Tr(4)-A+det(4) =0
a1z G —
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karakterisztikus egyenletének gyokei, ahol az A matrix nyoma Tr (A) = a11 + agz és det(A) = 6.
Megjegyezziik, hogy a sajatértékek nem nullak, mivel 6 = det(A) # 0 (y centralis kupszelet).

A sajatértékek sorrendjét a kovetkezdképpen valasztjuk meg:

e ha a két sajatérték azonos elGjelii vagy a szabadtag % = 0, akkor legyen A\; a kisebbik
abszolut értéki és Ao a nagyobbik abszolit értékd sajatérték, vagyis
[Ar] < [Aal;
e ha a két sajatérték ellentétes elGjeld és a szabadtag % # 0, akkor a A9 sajatérték és a %
szabadtag elGjele legyen megegyezs6, vagyis

A
AQ'F

> 0.

12.12. Megjegyzés

Ha nem tessziik meg a fenti valasztésokat, akkor az eljaras végén nem jutunk kanonikus alaku
egyenletekhez, példaul az ellipszis vagy a hiperbola fékuszai a mésodik tengelyen lesznek az
elsé helyett. Ilyen esetben még sziikség van a koordindta-rendszer egy 90°-os elforgatésara. A
kovetkez6 példakon mutatjuk meg, hogy ez miért fordulhat elé.

Ha a kipszelet egyenlete az %' koordinita-rendszerben 3(z')? + 2(y/)? — 1 = 0, akkor az

30
A= [ ] méatrix 2 és 3 sajatértékei azonos elGjeltiek. A Ay = 3 és Ao = 2 valasztés esetén a

" " " " (x”)z (y//)z
3" +20")? —-1=0 < 32" +2(¢)? =1 < VIRV
(5 ()

alakt egyenlethez jutunk, amely nem kanonikus egyenletii ellipszis, mivel az (z”)? nevez&jében
(%)2 kisebb, mint az (y")? nevezéjében 1évé (%)2, igy az ellipszis az els6 tengely mentén lapult
a masodik helyett.

Ha a kipszelet egyenlete az %' koordinita-rendszerben 3(2')? — 2(3/)? + 1 = 0, akkor az
3
0 -2
és Ao = —2 valasztas esetén, amikor g - % <0, a

A=

] matrix —2 és 3 sajatértékei ellentétes elGjeliek és a szabadtag % =1 AXN=3

32" -2 +1=0 < -3")2+20")? =1 = —

alaku egyenlethez fogunk jutni, amely szintén nem kanonikus alaki, mivel a fokuszai a mésodik

tengelyen helyezkednek el az els6 helyett. o
Az A matrix diagonalizélasahoz két esetet megkiilonboztetiink meg.
(i) Ha a sajatértékek kiilonbozéek, A1 # Ao, akkor legyen v1 = (v11,v12) a A1, illetve v =

(va1,v22) a A2 sajatértékhez tartozo sajatvektor, amelyet az

ain — A1 ao vir| |0 : ain —A2 a2 var| |0
= , illetve =
a2 az — A1 | |vi2 0 a12 a2 — A2 | |v22 0
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egyenletrendszerekbdl szamitunk ki. Megjegyezziik, hogy a vy és vy vektorok csak egy
nemnulla szammal val6é szorzas erejéig vannak meghatarozva. Megjegyezziik, hogy a kii-

16nb6z6 sajatértékekhez tartozo vy és vo vektorok merdlegesek egymasra, azaz a standard

skalarszorzatuk 0. Beirjuk a ”Z—in és H%II normalizalt vektorokat egy matrix oszlopaiba

V11 v21
\/“%1 +“%2 \/“51 +U§2
v1 va | _
[llle Hv2\|} v ’
12 v22

2 .2 2 2
\/”11+”12 \/”21+”22

majd az oszlopokban az elGjelet megcseréljiik tgy, hogy a f6atlon 1évs elemek ne legyenek

a —b
b a
alakt méatrixot, ahol a® +b% = 1 és a > 0. Az utébbi két feltétel miatt létezik 6 € [—E E]

272
szog gy, hogy a = cosf és b = sinf. Tehat S a 6 = arctg(%) = arctg(%) szoggel valo

negativak, igy kapva egy
S =

forgatas matrixa, vagyis

S:

cosfl —sin 0]

sinf cosf

Legyen #" = (0" = My;1",j") az #' = (Moy;1,j) koordinata-rendszer elforgatotja az My
pont koriil 0 szoggel:

o 2" |cosf —sinf| 2"
g y'|  |sin®  cos6 | |y
~—~— ~ —_——
[M] gpr Tgrg [M] gpr

Y4 "
Yy
Y
1
1
1
1
s
\ V2
1
1
! N
T 7
! M,
———————— R R e e
0 "

12.2. dbra. Az %' = (O’ = My;1,j) és Z" = (0" = My;i”,j”) koordinatarendszerek

Az A matrix diagonalizalhatd az S ortogonélis méatrix segitségével, azaz

A—g. [)\1 0] st
0
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és a v kipszelet Z” koordinata-rendszerbeli egyenlete felirhat6, mint

! A
oo = _
[:c y] A y 5 0
A0 ! A
= [a:’ y’}-S- ' st T+ 2 =0
0 A2 Y 0
A0 " A
— [x" y"] ! * +—==0
0 Ao Y’ 0
11\2 11\2 A
<:>)\1(ac) +)\2-(y) —|—§ 0.

(ii) Ha a sajatértékek megegyeznek, \; = Ao = A, akkor az A méatrix diagonalis és a y kupszelet
egyenlete az %' koordinata-rendszerben A-(2/)2+\-(y')? + % = 0 alaku. Hogy egységesebb
legyen a targyalas ebben az esetben legyen " = %' és (2", y") = (2/,y'), vagyis 6 = 0°-kal
forgatunk.

Osszegezve a 0 szoggel valo forgatas utan az 2" koordinata-rendszerben a + kipszelet egyen-
lete
A

A (@) 4+ - (¥ + 5= 0 (12.8)

alaku lesz.

12.3.3. Centralis kupszeletek targyalasa

A (12.8) egyenletti v kupszelet tipusat a A1, Az, % elGjele szerint targyaljuk, amelyeket az alabbi
megjegyzés alapjan az eredeti egyenlet egyiitthatoi alapjan is targyalhatunk.

12.13. Megjegyzés

A )\ és Ay az A matrix sajatértékei:

DA (A dg) =0 = [17A @2 |

alz  az — A

A2 — ()\1 + )\2) A+ A A =0 <— A2 — ((111 + CLQQ) A+ (a11a22 — a%Q) =0,

Tr(A) 5

ahonnan a megfelel§ egyiitthatokat azonositva kapjuk a kovetkezs Gsszefiiggéseket:
A Ay =0 =det(A) és A+ Xy =Tr(A) = a1 + age.
Igy a A1 és A2 (nemnulla) sajatértékek pontosan akkor azonos el6jeltick, ha § > 0:
e A\, >0 <= 0>0¢s Tr(A) >0,
e A\, <0 <= 0>06ésTr(A4) <0.

A X1 és A2 (nemnulla) sajatértékek ellentétes elGjeltick pontosan akkor, ha § < 0. o

Tehat centralis kipszelet (6 # 0) esetén a kovetkezd 6t eset allhat fenn.

1. ‘5 >0ésTr(4)-A<0 ‘, vagyis A1, Ag azonos elGjeltek és % veliik ellentétes elGjeli:

@y Wy

A
A ()2 - (V) + =0 =

:1,
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y,\ y/zs y//
\
\ M re
7\_}\ x//

12.3. 4bra. Ellipszis.

ahol a? = —ﬁ, b = —% és a® > b%, mivel |A\1| < |\2|. Ebben az esetben a v kiipszelet

egy ellipszis (sajatosan egy kor, ha Ay = Ay), amelynek fokuszai az x”-tengelyen talalhatok.

Ha 2 (2")2 43 (y")? — 5 = 0, akkor a kanonikus alak () 4+ W 22 =1.

W5 (V3)
I1. ‘5 >0és Tr(A)-A>0 ‘, vagyis A1, A9 és % azonos elGjeltiek:

(x//)Q (y//)Z
+5 =1

A
M- (@) 4+ N ()2 + 5= 0 <~ e

ahol a? = ﬁ, b2 = % és a® > b2, mivel |A\1| < |\2|. Ebben az esetben a v kipszelet egy

képzetes ellipszis. (Valos pontok halmaza iires).

Ha 2-(2")?2 4+ 3 (y")? + 5 = 0, akkor a kanonikus alak (x”): -

Vi V)

NG

I11. ‘5 >0ésA=0 ‘, vagyis A1, Ag azonos elGjeliiek:

@ (y//)2

A1 ($U)2 + Ao - (y//)2 =0 <= 22 + P2

=0,

ahol a? = ’/\% , b2 = ’%2’ és a® > b?, mivel |A\1| < |X2|. Ebben az esetben a v kiipszelet két

képzetes metszd egyenes (a ~y egy pontbol all, az My pontbdl).

Ha 2 - (2”)? + 3 (y")? = 0, akkor a kanonikus alak @+ WP o
WD WY

IV. ‘5 <0ésA#0 ‘, vagyis A1 és Ao ellentétes elGjeltiek:

(l’”)Q (y//)2

A
2 2
AL (") + X () + 5= 0 — = =

ahol a? = —% >06sb? = % > 0, mivel \o és % azonos elGjeltinek volt valasztva. Ebben

=1,

az esetben a ~ kupszelet egy hiperbola, amelynek fokuszai az z”-tengelyen talalhatok. A

hiperbola aszimptotai: y” = j:g 2.
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12.5. abra. Hiperbola.

Ha 2- (2")? =3 (y")? — 5 = 0, akkor a kanonikus alak @ Wy

W5 ()
V. ‘5 <0éA=0 ‘, vagyis A1 és Ag ellentétes elGjeltiek és a szabadtag 0:

(:C”)2 B (y//)Q

a? b2

M@+ X (YY) =0 = =0,

ahol a? = ’/\%’, v = ‘%2‘ és a® > b?, mivel |A\1| < |X2|. Ebben az esetben a v kiipszelet két

metszd egyenes, az Yy’ = gx” ésy = —g:c” egyenletii. A két egyenes z”-tengellyel bezart

szoge kisebb vagy egyenld, mint 45°.

112

Ha 2 (2)? —3- (y")? = 0, akkor a kanonikus alak @) W (. Ebben az esetben

VD) (VD)

a két egyenes y”’ = i\/g -~

A sik (2-dimenzids vald affin tér) adott & ortonormalt Descartes-féle koordinata-rendszeréhez
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12.6. dbra. Két metsz§ egyenes.

viszonyitva egy kiipszelet egyenlete 1722 — 12zy + 8y? — 222 — 4y — 7 = 0. Hatarozzuk meg a

kipszelet kanonikus egyenletét, tipusat, majd abrazoljuk a kipszeletet.

Ebben az esetben ay; = 17, a9 = _712 = —6, a2 = 8§, ajg = _722 = —11, agy = _74 = -2,
ago = —7. Alkotjuk a kovetkezs méatrixokat:
a a a 17 -6 -—11
4 ars 17 _6 / B 11 @12 410
A= = é¢s A= laip axn ap|=|-6 8 -2
aiz a9 -6 8
ajp a0 aopo —11 -2 -7

Mivel § = det(A) = 17-8 — (—6) - (—6) = 100 # 0, ezért a kupszelet centréalis.

A kupszelet centrumat a (12.2) egyenletrendszer segitségével szamoljuk ki, amelyet matrix
alakba is irhatunk: -
air ai2f |Zo| _ (a0
[au a22] [yo] a 1 420 | .
Ennek a megoldasa

Zo ai| _ —1 a2  —ai2 _a10_ -1 (8 6 —11 |1
Yo a0 anazz—a% —aiz a1l asg 100 |6 17 -9 1]’

tehat My(1,1)4 a kapszelet centruma (szimmetria-kzéppontja).

= AL

Az % koordinata-rendszert eltoljuk, hogy az 1j #’ koordinata-rendszer kozéppontja keriiljon

az My(1,1)4 pontban. Ennek a koordinata-cserének az egyenlete:

T x’ 1 r=a4+1
= , + <—
Yy Yy 1 y=y +1
N
Ml [M]g

Az eltolt koordinata-rendszerben a kupszelet egyenlete
an1(2')? + 2a122"y' + a2 (y')* + f(zo,yo) =0

alaku, ahol f(z,y) = 1722 — 122y + 8y? — 222 — 4y — 7, igy f(1,1) = —20. Tehat a kupszelet

egyenlete az %’ koordinata-rendszerben

17(2")? — 122"y + 8(y')* — 20 = 0.
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17 —6
A forgatéshoz kiszamoljuk az A = g matrix sajatértékeit és a hozzajuk tartozé sajat-

vektorokat. Ehhez felirjuk az A matrix karakterisztikus egyenletét

17—-X -6
-6 8—-A

]:0 = XN —(17+8)-A+100=0 < X2 —25-\+4 100 = 0,

amelynek 20 és 5 gyokei az A matrix sajatértékei. Mivel a két sajatérték azonos elGjeld, ezért
legyen \; = 5 (a kisebbik abszolut értéki sajatérték) és Ao = 20 (a nagyobb abszolut értéki
sajatértek).

A A\ = 5 sajatértékhez tartozo (egy nemnulla) sajatvektort az

17=-5 - 1201, — 6019 = 0
(A= D)v =0y <~ =5 6| [vir| _ |0 — v11 — 6v12
—6 8 —5| |vig 0 —6vy1 + 3v1e = 0

egyenletrendszerbdl szamolunk ki. Az egyenletrendszer hatarozatlan, 6sszefiiggd, tovabbé egyen-

értékd a 2v17 — v12 = 0, vagyis vie = 2v171 egyenlettel. Példaul v1; = —1 esetén kapjuk, hogy
-1

vi2 = —2 kell legyen, tehat v = 5 egy nemnulla A; = 5-hoz tartozo sajatvektor.

A Ay = 20 sajatértékhez tartozo (egy nemnulla) sajatvektort az

(A= Alp)vy =02 < 17 =20 6| joar| _|Op v21 — 6v22
-6 8 — 20| [vog 0 —6uyy — 12099 = 0

egyenletrendszerbdl szamolunk ki. Az egyenletrendszer hatarozatlan, 6sszefiiggd, tovabbé egyen-

értéki a vo1 + 290 = 0, vagyis va] = —2wvoe egyenlettel. Példéul vao = —1 esetén kapjuk, hogy

2
vo1 = 2 kell legyen, tehéat vo = ) egy nem nulla Ay = 20-hoz tartozo6 sajatvektor.

—2 —1 -2 —1

VEDPE(2? (/2412 VERE

xot. A matrix oszlopaiban megcseréljiik tgy az elGjeleket, hogy a f6atlon nemnegativ szamok

! 2 -1 2
A normalizalt sajatvektorokbol alkotjuk a VEDTHER V22| [\/g ‘/5] maétri-

1 =2
legyenek, igy kapva az S = [\ég ‘{5] forgatési matrixot, ahol a forgatés szoge 6 = arctg % A
Vs B

kovetkez6 koordindtacserét végezziik

1 -2 ;o x—2y"

2 1 Vi , 2I"+y”

Vs val Y v="7

[M] g1 [M] ggrr
A koordinata-csere utan a kipszelet egyenlete

@

A
(@) + Ay + = 1

5

amely egy kanonikus alaku ellipszis egyenlete.

=0 < 5(2")° +20(y")* ~20=0 <= +)? =1,

Megjegyezziik, hogy ha nem 5-6t valasztjuk A\j-nek, hanem 20-at, akkor az (y")? + =

1
I// 0 _ 1 "
nem kanonikus egyenlet ellipszishez jutunk, és ekkor sziikség van mégegy | | = L0
Y
($///)2

90°-os forgatésra, hogy végre a kanonikus egyenletd ““ - + (y")? = 1 ellipszishez juthassunk.
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12.7. abra. Az 1722 — 122y + 8y? — 22x — 4y — 7 = 0 egyenlet kipszeletet abrazolasa.

A kapott ellipszist a kovetkezdképpen abrazoljuk, feltiintetve a kdztes koordinata-rendszereket
is (lasd a 12.7. abrat). Megrajzoljuk az # ortonormalt Descartes-féle koordinata-rendszert és
felvessziik benne az My(1,1)4 pontot. Ezen a ponton keresztiil parhuzamosokat huzunk a tenge-

lyekkel, igy kapva az eltolt %’ koordinata-rendszert. Az %’ koordinata-rendszerben felvessziik az

1 =2 1

- 21N

[\ég ‘{‘?’] [ ] = [‘f’] koordinataju pontot (a forgatas matrixanak elss oszlopa). Ez a pont az
vl 10 195

Z'" koordinata-rendszer x”/-tengelyének egy pontja, ezért az My-n és ezen a ponton keresztiil egye-

nest huzva kapjuk meg az %" koordinata-rendszer z”-tengelyét. Hasonléan, az %’ koordinata-

1 -2 —2

rendszerben felvessziik az [‘ég ‘{5] [(1)] = [\{5] koordinataju pontot (a forgatds matrixdnak

N V5

méasodik oszlopa). Ez a pont az %" koordinata-rendszer y”-tengelyének egy pontja, ezért az My-n

és ezen a ponton keresztiil egyenest hizva kapjuk meg az #” koordinata-rendszer y”’-tengelyét.

(Az #Z" koordinata-rendszer az %' koordinata-rendszerhez képest 6 = arctg 2 ~ 63.44°-os szoggel
(

van forgatva el.) Végiil az #” ortonormalt koordinata-rendszerben abrazoljuk a %)2 +(y")? =1

kanonikus egyenlett ellipszist.

12.4. Parabola tipusi kiipszeletek

A centralis kupszeletek esetén elGszor eltolast, majd forgatast hajtottunk végre, hogy megkapjuk
azt a koordinata-rendszert, melyben a kupszelet kanonikus alakt. Parabola tipusi kipszeletek

esetén forditva jarunk el, elGszor forgatast, majd eltolast hajtunk végre.
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Legyen ~ egy parabola tipusit kapszelet, amelynek egyenlete az # koordinata-rendszerben
CL11$2 + 2a127y + 022y2 + 2a10x + 2a29y + agp = 0. (129)
A ~ kupszelet pontosan akkor parabola tipusi, ha

§=" "M _ 0 = a2, = ar1am. (12.10)

a12 a22

Ebbdl kovetkezik, hogy a1, ase > 0 vagy a1, as < 0. Feltehetjiik, hogy
ai,aze > 0,

kiilénben a kupszelet (12.9) egyenletét megszorozzuk (—1)-gyel.

12.4.1. Forgatas

ailr a2
Az A=

a2 G22
rix diagonalizalhato (speciélis) ortogonalis matrixok segitségével. Az A matrix karakterisztikus

] matrix valos egytlitthatos és szimmetrikus, ezért sajatértékei valosak és a méat-

egyenlete

a1 — A a2

a12 a2 —

‘ =0 <= A —Tr(A)\+det(4) =0

= N -Tr(AA=0 < A\ —Tr(A)) =0,

ahonnan a sajatértékek A\; = 0 és Ao = Tr(A) = a1 + a2 # 0. Ha a11 = a2 = 0, akkor
nem kell forgatni, ezért feltételezhetjiik, hogy ai1a10 # 0. Egy, a A\; = 0 sajatértékhez tartozo
nemnulla sajatvektor v; = (aj2, —a11), mig egy, a Ay = a1 + age sajatértékhez tartozé nemnulla

sajatvektor v = (a11,a12) . Beirjuk a normalizélt sajatvektorokat egy matrix oszlopaiba

ai2 ail

2 |2 2 2
[ v1 v2 } — \/a11+‘112 \/a11+a12

ol o2l —aiy a1o ’

2 2 2 2
\/an t+ai, \/au +ai,

igy kapva egy forgatési matrixot. A méatrixot megszorozzuk egy € € {41} szammal a kovetkezd

szabély szerint:
1 ha 2a10 2&20 V1 = 2&10&12 - 2@20@11 S 0
. )L ha(200,2a) ’ (12.11)
—1, ha (2(110, 2&20)’01 = 2a19a12 — 2a90a11 > 0.
Erre azért van sziikség, hogy a koordinata-csere utan az z’ egyiitthatoja ne legyen pozitiv. Igy

kapunk egy

_Eall 6@12 :
e i sinf@ cosf
11 12 11 12

forgatéasi matrixot. Legyen az Z' = (O; 1,j’) koordinata-rendszer az Z = (O;1,]) koordinata-

caip ca1y 0 00
2 |2 2 2 —
S = \/“11"‘“12 \/‘111“’“12 — [COS Sl ]

rendszer elforgatasa az O pont koriil 8 szoggel trigonometrikus iranyba:

9 - 9 ’ £ai2 £ail /
x| _ Cf)S —sinf| |z Tl | e rad, ol rdd, | |2
Y sinf  cos#f Y

~~ ~—~

y —can a1z
[M]z S [M] g S

2 2 2 2
\/a11+a12 \/a11+a12
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12.8. abra. Az #Z = (0;1,j) és Z' = (0;1,]’) koordinatarendszerek.

r—c- a12-z'+a11-y’

e " Vehtd (12.12)

y=¢c- —a11-z' +aiz-y
Vaiitai,
A maésodfoku tagok a kovetkezSképpen valtoznak meg a forgatas utan:

ai; ai2| |x
aiz2 a2 |y

CL11$2 + 2a122y + a22y2 = |z y]

= x y]A z
= | y|sas ”;:

— _x/ y/}

M O |2
0 Xf |V
= () + Xa(y)?
= (a11 + a22)(3/)2-

A (12.9) egyenleten elvégezve a (12.12) koordinata-cserét kapjuk, hogy

a11m2 + 2a107y + a22y2 + 2a107 + 2a920y + agg = 0

10012 — a20011 a10011 + az0012

"2 '
<~ (a11 +a2)y ) +2¢- > =7’ +2¢- 5 =Y + a0 =0
L AL Vi, T

" aiy + afy aiy + afy »

a. Ve
2 20/ 2(1’ 00
10 20
= ap(y)? + 2ai97" + 2a50y" + agy = 0 (12.13)
ahol
€ai2 cail
2 2 2 2
/ ai;{+a ay,+a /
Q9p = a11 + a22, |:a/10 a/201| = |:a10 ago] \/—1ala11 12 \/ 51;12 2 gy = Apo-
Vi +d3, /a3 +dd,
S

Az £ megvalasztasa miatt az o’ egylitthatoja a}, < 0 lesz. Ha nem figyeliink az ¢ szam megva-

lasztasara, akkor a végén sziikség lehet egy 180°-0s forgatasra, mivel el6fordulhat, hogy példaul

2

az (y")? = 22" kanonikus egyenlett parabola helyett az (y”)? = —22"” nem kanonikus egyenlet,

de vele kongruens paraboldhoz jutunk.
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12.20. Megjegyzés
Késobb sziikségiink lesz az (a)y)?, (abg)? és (a)g)? + (aby)? kifejezésekre az eredeti egyiitthatok

fliggvényben:

2
2 2 2 5 o
())? = [ e ajoa12 —agar \  (aipa1z —agoann)?  ajyai, — 2ai0az0a11012 + a3gai;
! o 2 2 - 2 2 = o) 3
ayy + agy ayy +ay, a2, + a2,
(12.10) ajgaiiaze — 2a10a20011a12 + 307,  Gfa22 — 2a10G20012 + 50011
afy + anaz al + a2

. (12.14)

2

2 2 2 2 2

(a )2 _ 010011 + 20012 _ (a10a11 + aza12) _ 31001y + 2aypagpa11012 + a53a7y
2 2

Ve, +aqy

2 2 2 2
ai; + afy ai; + af,
2 2 ) 2 2 2 2
(12.10) ajpaj; + 2a10a20a11012 + a5(G11a22  A7p011 + 2a10020012 + A5(G22

: = . (12.15)
aiy + aiiage apl + agz
ahonnan
/N2 /N2 a%Oazz — 2aypaz0a12 + a%oan afoan + 2a10a0a12 + agoazz 2 2
(a19)” + (ag)” = + = ajo + ay-
a1l + azn a1 + a2

(12.16)
&

12.4.2. Eltolas és parabolikus kupszeletek targyalasa

:L,/ — :,U” _|_ :L,/

A célunk olyan O koordinata-csere végrehajtésa, amely utan az y” egyiitthatoja

v =y"+
és a szabadtag is 0 lesz. A szabadtag akkor tehetd nullava, ha az 2’ egyiitthatoja af, # 0. Ha
kiszamitjuk a A determinanst, felhasznalva, hogy § = 0, akkor kapjuk, hogy

aip a2 aio
aj; a2 ay; @12 ai2 a2
A= |a12 axp ax|=awp —agp + aio
a2 a2 aip a0 aip a0
aip a0 apo —_——
5

2 2
_ G50a11 — 2a10a20012 + afya22
ail + ag2

= - (a%o&n — 2a1pa20012 + a%gazz) = - (a11 + az2)

12.14
iz —(aho)* (a1 + az), (12.17)

tehat
alp=0 < A=0. (12.18)

A kovetkezd eseteket kiilonboztetjiik meg.

Ekkor aj, # 0 és a v kupszelet %’ koordinata-rendszer szerinti (12.13) egyenlete a kovet-
kezSképpen alakithatd at:

ahy - (¥)? + 2aj2’ + 2ah0y" + agy =0

2
/ N2 49 a,20 / a,20 2 2 / (a/20)2 -0
= ahy - |(Y)T+ 'T'y+ . + 2a10T" + agg — .
22 22 22

al 2 al (a/ )2
<:>a,22'<y,+/20> —|—2a’10~<az'+0,0— /201 )ZO‘
) 207 2a35a9

y// .Z’”
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Innen adédik, hogy a kovetkezé eltolast végezziik:

/ 1 \2
o al )2 Qoo __ (asq)
2" 7! 00 _ (/20)/ 2! 2" a, 24’ al,
a 2a’ 5 a 0 0
— + 10 “%10%:2 — — _
7 / a / 1" /

Y Y a/207 Yy Yy 20
S~~~ 22 ~—~— ~—— aby’
Mar Mar  _on,, Mz (M o

o = 2“60“’2/2*@,20)2
2a7gag,
M
!
/ " a
y =y -

tehat az Z' = (O;1, ') koordinata-rendszer origojat eltoljuk az O”(zf, y{)% pontba, ahol

/ / 7 \2 /

I 2ahpa99 — (a20) )

(0, %0) = | — -
0> J0 2 ~a ) / ’

a10%22 Qo9

igy kapva meg az Z" = (0”;1,j') koordinata-rendszert.

) /

12.9. abra. Az Z' = (0;1,j') és Z" = (0";1,') koordinatarendszerek.

Az eltolas utan a ~y kapszelet egyenlete

ayy - (y")? + 2a} - 2" =0

— ( /1)2 _ _2@1,//
y - a/
22
—A
— 11\2 — 2 7
N—_——
p

(y//)Q — 2]?1’//,

alakba irhato at, ahol p = ﬁ > 0. Tehat a v ktpszelet egy parabola.

Ekkor a}, = 0 és a 7 kupszelet (12.13) egyenlete a kovetkezdre redukalodik:

ahy (y')? + 2a50y" + agy =0

a a 2 (a/ )2
e |42 20 () gy - 1
D) P) P)
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N
4
<

~

()//

> T
@)
! 2
. /0

fL'/

12.10. abra. Parabola.

/ 2 o 7 \2
a Agotae — (@
— a’22- <y' a/zo) 0092 — (ag) 0,

/
22 oY)
y//
Ebben az esetben az
Jf, 33” 0 .'LJ — x//
y/ - y// + ai@ P ahy
@22 vy =y aby
~—~—

(Mg [M]gn

eltolast hatjuk végre (ha ab, = 0, akkor nem kell eltolast végrehajtani), ahol az 0j #Z" =

(O";1,j) koordinata-rendszer origdja O” ( ’_%)J . Ez a koordinata-csere utan a ~ kap-
22 ) o/

12.11. abra. Az %' = (0;1,j') és 2" = (0";1,}') koordinatarendszerek

szelet egyenlete

ats - al, — (a/ )2
a/22 . (y//)Q + 22 02/ 20/ _ 0
22
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2 (alzo)Q — Ay - a60

— al22 : (y”) = al

22

1

— (y//)Q = (ahy)? : [(a’20)2 - a’zz : 060]

22 ~~

D
D
— (y')’ = CnE (12.19)

alakra hozhato, ahol D = (abg)? — dby - afy. A A = 0 esetben a D szamot is ki lehet fejezni
az eredeti egylitthatok segitségével a kovetkezSképpen:
2
D = (a)* — ajs - agy
(A=0) A /I \2 / /
= ——+(a — Qg - @,
a11 + dz (az) 22 * Qoo
=" (o) + (ahg)? — abs - agg
=" ajy + a3y — (a11 + az)ago
=K.
Tehét a kipszelet egyenlete 12.19 egyenlete atirhatod

K

(y")? = (AR (12.20)
alakba.

A K= a%o + a%o — (a11 + a22)agp elgjele szerint harom alesetet kiilonboztetiink meg.

. , . " o__ K 4
- 2 )
(i) a -y kupszelet 2 parhuzamos egyenes (y £,/ TR (A)] parhuzamos egyenesek

lasd a 12.12a. abrat).

(ii) a 7 kupszelet 2 egybeesd egyenes (v az y” = 0 egyenes, lasd a 12.12b. abrat).

(iii) a v kupszelet 2 pdarhuzamos képzetes egyenes ((y")? = [ﬁa)]Q, ezért v =10, a
gorbének nincs valos pontja).

A sik (2-dimenzios valo affin tér) adott % ortonormalt Descartes-féle koordinata-rendszerhez
viszonyitva egy kipszelet egyenlete x2 — 4xy + 4y? — 16z + Ty + 14 = 0. Hatarozzuk meg a
kiipszelet kanonikus egyenletét, tipusat, majd abrazoljuk.

Ebben az esetben a1 = 1, a2 = _74 = —2, a09 = 4, ajp = _Tlﬁ = —8, a9y = %, apo = 14.

a;; aiz| |1 =2
al2 a2 -2 4|
Mivel § = det(A) =1-4 — (=2) - (—2) =0, ezért a kupszelet parabola tipusi.

Elsszor forgatést, majd eltolast hajtunk végre. Az A maétrix sajatértékei Ay = 0, illetve

Alkotjuk a kovetkez6 métrixot:

A:

Ao = Tr(A) = 1+ 4 = 5, tovabba a hozzajuk tartozo egy-egy nemnulla sajatvektor v; =
(ag2, —a12) = (4,2), illetve va = (a12,a22) = (—2,4) (az A matrix utolsoé oszlopa). Ezeket a

vektorokat normalizalva beirjuk egy méatrix oszlopaiba:

4 —2
VA2422 /42422 | _
2 4

VA2422 (/42422

S-S
S Gl
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T
\ O// \ O//

& : &
\\ 19 \\
x// x//
\, l,
(a) Két parhuzamos egyenes (b) Két egybeess egyenes
12.12. 4bra

Megvizsgaljuk, hogy elGjelet kell-e valtani ebben a matrixban:
(alo, ago)’ul = (—16, 7) (4, 2) =—-64414 <0,
igy a (12.11) alapjan € = 1 és nem kell elGjelet valtani a fenti matrixban. Tehat a forgatas

g_ [\35 &%] B !cos@ —sin@]

sinf cos#,

matrixa

ahol 0 = arctg (%) ~ 26.56°.
Elforgatjuk az #Z = (O;1i,j) koordinata-rendszert az O origo koriil = arctg (%) ~ 26.56°

szoggel, igy kapva az #' = (O; 1,j’) koordinata-rendszert:

2 =1 [ o= 22—y

[ff — [\/5 \/5] ["E] — V5 (12.21)
1 2 / _ x'42y ’

i vl y="7

A kupszelet egyenletét az Z koordinata-rendszerben ugy kapjuk meg, hogy az
2 —dzy+4y® — 162 +Ty+14=0
egyenletbe végrehajtjuk a (12.21) valtozocserét:

2 —dzy+ 42 — 16 +Ty+14=0

CC/
= Tr(A)(y)* +2 [am a20} S y +ag =0
2 =1 2
= 5(y’)2+[—16 7} [\{5 Vj] | +14=0
Vs val LY
2x/_y/ xl+2y/
<~ 5(y)?—16- +7- +14=0
(v) 7 7
30

—25
< 5(y/)2 + %x/ + %yl +14=0
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— 5(y)? + —5v52' 4+ 6v5y + 14 = 0.

LL'/ — x// + J}/
Ezutan egy olyan O koordindta-cserét végziink, hogy utana az " tag egyiitthatoja

v =y9"+y
és a szabadtag 0 legyen.

5(y")% — 5v5x' 4+ 6V5y +14 =0

3 32
<~ 5 ’2+2-’+<) —5VB2' +14—-9=0
') Vit 7
3\? VB
— 5 ’+) —5V52' +5=0
<y NG
<:>5(y’+3>25\/5<x’1)20

V5 V5
N—— N——

y// m//
— 5(y")? - 5V5a" =0
— (yl/)2_2<\g5> //7

——
p
ahol
/A o =z + L / 7 1
Y = a VERPEE e R Vs
y//:y/_{_i y/:y//_i y' y" _% '
V5 V5
(O]

Az Z#' koordinata-rendszert eltoljuk, hogy az uj #” koordinata-rendszer origoja keriiljon az

04 (%, — %)g;/ pontba. Azt kaptuk, hogy a kiipszeletiink egyenlete az #” koordinata-rendszerben

(y")? =2 <§) 2, amely egy (kanonikus egyenletii) parabola (lasd a 12.13. abrat).

12.5. Kupszelet tipusanak meghatarozasa az egyilitthaték segitsé-
gével
Ha a « kupszelet egyenlete ajx? + 2a197y + a22y2 + 2a10% + 2a20y + ago = 0, akkor legyenek

a1l a2 aio

all a2 2 2
. A=lap ax ay|, Tr=an+aw, K=ajj+ayy —apl(a + a2).

6:

a12  a22

aip a0 aoo

Megjegyezziik, hogy a d, A, Tr mennyiségek nem véltoznak eltolas és forgatas sorén, igy ¢k a
kipszelet invaridnsai. A K nem véltozik forgatés, csak az eltolas soran, igy 6t félinvaridnsnak
hivjuk. Ezek segitségével eldonthets, hogy milyen kupszelettel van dolgunk (lasd a 12.1. tabla-
zatot).

A centralis kupszeletek targyalasahoz a 0, A és Tr = Tr (A) szamokra volt sziikség, amelyek
meghatarozhatok a kupszelet eredeti egyenletébdl. A parabola tipusa kupszeletek targyalasa a
A = det(A) és K kifejezések segitségével torténtek.

A 12.1. tablazatban Gsszefoglaltuk a kupszeletek osztalyozasat az invariansok alapjan.
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Invariansok Kupszelet tipusa Kupszelet kanonikus egyenlete
. . P 3 X2 Y2
A=0 2 képzetes metszG egyenes e == 0, (a2 > b2)
(7 egy pont) ‘
5 >0 . . . X2 Y2
TrA >0 képzetes ellipszis = 1, (a2 > bz)
a b
(v=0)
. . X2 Y2
Te-A <0 ellipszis — + == 1, (a2 > b?)
(v egy ellipszis) @
76 5 X2 y?
A—o0 2 metsz6 egyenes - =0, (a2 > b2)
a b2
5<0 (v két metsz6 egyenes)
. X2 Y2
A £0 hiperbola r 7 = 1
(v egy hiperbola) ¢
parabola 9
A#0 Y*=2pX, (p>0)
(v egy parabola)
. Y2
K0 2 parhuzamos egyenes = —1
5=0 (v két egyenes)
A — O P
K—0 2 egybeess egyenes V2 —0
(v egy egyenes)
2 parhuzamos,
Y2
K <0 képzetes egyenes 2 —1
(y=10)

12.1. tablazat. Kupszelet tipusdnak meghatarozasa az egyiitthatok segitségével
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/

Yo

"

12.13. dbra. Az x? — 4wy + 4y? — 162 + Ty + 14 = 0 egyenlet kipszelet.

Néhany példa esetén bemutatjuk hogyan hasznélhatdé a 12.1. tablazat kupszeletek tipusanak
meghatarozéisara.

(i) A 222 — 62y + 10y? — 8z + 12y + 2 = 0 kipszelet esetén

s 2 -3 —4
= Yl=11, A=|-3 10 6|=-66, Tr=2+10=12,
-3 10
—4 6 2

tehat 6 > 0 és Tr-A < 0, ezért a kipszelet egy ellipszis.

(i) A 722 — 8xy + 9% — 6x + 6y + 1 = 0 kupszelet esetén

. 4 7T -4 =3
0= =-9, A=|-4 1 3|=-9,
-4 1
-3 3 1

tehat 6 < 0 és A # 0, ezért a kupszelet egy hiperbola.

(iii) A 422 — day + y? — 2z — 14y + 7 = 0 kipszelet esetén

L o 4 -2 -1
5= =0, A=|-2 1 —7|=-2925
-2 1
-1 -7 7

tehat 6 = 0 és A # 0, ezért a kiapszelet egy parabola.
(iv) A 922 + 12xy + 4y? — 242 — 16y + 3 = 0 kupszelet esetén
9 6 —12

=0, A=|6 4 -8|=0,
-12 -8 3

9 6
6 4

5 =
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K = (—12)% + (—=8)* +3(9 + 4) = 169,

tehat 6 =0, A =0, K > 0, ezért a kupszelet két parhuzamos egyenes.

12.6. Példak

A sik (2-dimenzios valo affin tér) adott Z ortonormalt Descartes-féle koordinata-rendszeréhez
viszonyitva egy kupszelet egyenlete 522 — 2zy + 5y? — 14x + 22y 4+ 25 = 0. Hatéarozzuk meg a
kiipszelet kanonikus egyenletét, tipusat, majd abrazoljuk.

-1
= 24 # 0, ezért a kupszelet

Megoldds. Megvizsgaljuk a kupszelet tipusit. Mivel § = ‘

centralis. Kiszamoljuk a kipszelet centrumét (szimmetria-kozéppontjat):

SR R I S A v R

ahonnan a centrum My(1, —2)y. Az %' az # koordinata-rendszer eltoltja, és amelynek origdja
O = My(1,-2)5. A két koordinata-rendszer kozotti attérési képlet

x ! 1 r=12+1
=1, + —
Yy Y —2 y=y —2
-~ =~
Mlz Mg

Az %' koordinata-rendszerben a kiipszelet egyenletét a kovetkezéképpen szamoljuk ki. A mé-
sodfoku tagok egyiitthatoi valtozatlanok, nincsenek elssfoku tagok és a szabadtag f(1,—2) =
(=7)-1411-(—=2) +25 = —4, ahol f(z,y) = 5z — 2zy + 5y — 14z + 22y + 25. Ez alapjan a

kupszelet egyenlete az #’ koordinata-rendszerben
5(2')? — 22"y’ +5(¢)2 —4=0.

5 -1

A forgatéshoz kiszamoljuk az A = matrix sajatértékeit. A matrix karakterisztikus

egyenlete A\ — 10\ + 24 = 0, amelynek gyokei 4 és 6. Mivel a sajatértékek azonos elGjeltek, ezért
A1 = 4 (a kisebbik abszolut értéki) és Ao = 6. Kiszamoljuk egy-egy nemnulla sajatvektorukat.

A A\ = 4 sajatértékhez tartozo sajatvektort a

5—-4 -1 V11 0 v11 —v12 =0
= <~
~1 5—4||v| |0 gy 4 vgp = 0
egyenletrendszerbdl szamoljuk ki, melynek megoldéasai v1 = (vi1,v12) = (@, @), @ € R alakuak.

Példaul « = 1-et valasztva v = (1,1) egy nemnulla sajatvektora a Ay = 4 sajatértéknek.

A )9 = 6 sajatértékhez tartozo sajatvektort a

5—6 -1 V21 0 —v21 — U922 =0
= <
—1 5—06 V22 0 —V21 — V92 = 0
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egyenletrendszerbdl szamoljuk ki, melynek megoldéasai vy = (va1,v92) = (8, —f), B € R alakuaak.
Példaul 8 = 1-et valasztva vy = (1,—1) egy nemnulla sajatvektora a Ao = 6 sajatértéknek.
(Figyeljiik meg, hogy a vy és vy vektorok merdlegesek egymaésra a standard skalarszorzat szerint.)

A sajatvektorokat normalizalva beirjuk egy métrix oszlopaiban:

1 1
T
loall (o2l 1 =1

V2 V2

Ebbdl a matrixbol egy forgatas matrixat kapjuk, ha az oszlopokban az elGjelet tgy valasztjuk

meg, hogy a f6atlon nemnegativ szdmok legyenek:

11 1 - 0 _sing
S _ \/5 \/5 _ \/5 \/5 _ COS — Sin '
% —\7—% % \% sinf cosd
Az Z koordinéata-rendszert elforgatjuk az origo koriil § = arcsin % = 45°-kal, igy kapva az Z"

koordinata-rendszert. A koordinata-csere képlete

ahol (2/,y') az #'-beli, illetve (z”,y") az #Z"-beli koordinatak. Az elforgatott %" koordinata-
rendszerben a kipszelet egyenlete (a vegyes tag eltiinik, a masodfoku tagok egyiitthatoi a sajat-

értékek lesznek, a szabadtag nem valtozik):
W

(V3)

Az abréazolashoz az % koordinata-rendszerben felvessziik az My(1,—2)4 pontot, amely az

4(x")2+6(y”)2—4:0 — (.7:”)2+

egy ellipszis kanonikus egyenlete.

eltolt #’ koordinata-rendszer origbja. A forgatashoz az #’ koordinata-rendszerben felvessziik az

1o 1 L =1 -1
11|y a1 11| 1
V2 V2 V2 V2 V2 V2

pontokat, amelyek az #Z” koordinata-rendszer z”-, illetve y”-tengelyein 1év6S egységbeosztasokat

[\

jelolik. Az My-bol egyeneseket hiizva ezeken a pontokon keresztiil megkapjuk az %" koordinata-
rendszer x”'-, illetve y”-tengelyét. Az Z" elforgatott koordinata-rendszerben abrazoljuk a kano-

nikus egyenletii ellipszist (lasd a 12.14. &brat). O

A sik (2-dimenzids valo affin tér) adott & ortonormalt Descartes-féle koordinata-rendszeréhez
viszonyitva egy kipszelet egyenlete 5% — 2zy + 5y? — 14z + 22y + 29 = 0. Hatarozzuk meg a
kipszelet kanonikus egyenletét, tipusat, majd abrazoljuk.

-1
= 24 # 0, ezért a kupszelet

Megoldds. Megvizsgaljuk a kupszelet tipusat. Mivel 6 = ‘

centralis. Kiszamoljuk a kupszelet centrumét (szimmetria-kozéppontjat):

o e e g S B e A
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12.14. dbra. Az 52% — 2zy + 5y? — 14x + 22y + 25 = 0 egyenletii kupszeletet abrazolasa.

ahonnan a centrum Mj(1, —2)4.
Az #' az # koordinata-rendszer eltoltja, és amelynek origdja My(1, —2)4. A két koordinata-

rendszer kozotti attérési képlet

ik

Az %' koordinata-rendszerben a kiipszelet egyenletét a kovetkezéképpen szamoljuk ki. A mé-

' r=12 +1
+ <~

/

Y

sodfoku tagok egyiitthatoi valtozatlanok, nincsenek elssfoku tagok és a szabadtag f(1,—2) =
(=7)-1+11-(=2) +29 = 0, ahol f(z,y) = 522 — 2zy + 5y® — 14x + 22y + 29. Ez alapjan a
kiipszelet egyenlete:

5(2')? — 22"y +5(y)? = 0.

5 -1

A forgatéshoz kiszamoljuk az A = matrix sajatértékeit. A matrix karakterisztikus

egyenlete A2 — 10\ +24 = 0, amelynek gyokei 4 és 6. Mivel a sajatértékek azonos eljeltiek, ezért
A1 = 4 (a kisebbik abszolut értéki) és Ao = 6. Kiszamoljuk egy-egy nemnulla sajatvektorukat.

A A\ = 4 sajatértékhez tartozo sajatvektort a

5—4 -1 V11 0 v11 —v12 =0
= <~
~1 5-4| lva| |0 11+ v = 0
egyenletrendszerbgl szamoljuk ki, melynek megoldasai v; = (v11,v12) = (@, @), a € R alakuak.

Példaul a = 1-et vélasztva v = (1,1) egy nemnulla sajatvektora a A\; = 4 sajatértéknek.
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A X9 = 6 sajatértékhez tartozo sajatvektort a
5—6 -1 V21 0 —V21 — V22 = 0
= =
-1 5—6 V22 0 —UV21 — V22 = 0
egyenletrendszerbdl szamoljuk ki, melynek megoldasai vy = (va1,v22) = (5, —0), B € R alakuak.

Peéldaul g = 1-et valasztva ve = (1, —1) egy nemnulla sajatvektora a Ao = 6 sajatértéknek.

A sajatvektorokat normalizalva beirjuk egy méatrix oszlopaiban:

1 1
e =2 7
floall 2]l 1 =1-

V2 V2

Ebbdl a matrixboél egy forgatas méatrixat kapjuk, ha az oszlopokban az elGjelet ugy valasztjuk

meg, hogy a f6atlon nemnegativ szamok legyenek:

11 1 - 0 _sing
o_ | Vil _|va V| _ |cost —sinb]
% _% % % sinf® cosé

Az Z koordinata-rendszert elforgatjuk az origé koriil 0 = arcsin % = 45°-kal, igy kapva az Z#"

koordinata-rendszert. A koordinata-csere képlete

/ 1 =1 "
/ 1 1 nl’
Yy 2 2 Yy

ahol (2/,y') az #'-beli, illetve (z”,y") az #"-beli koordinatak. Az elforgatott %" koordinata-
rendszerben a kipszelet egyenlete (a vegyes tag eltiinik, a masodfoku tagok egyiitthatoi a sajat-
értékek lesznek, a szabadtag nem valtozik):

11\2 N2 12 (y//)2 _
42" +6(y") =0 <= (") + ——== =0,

2
2
(v3)
két képzetes metszs egyenes egyenlete (v = {Mp}) A kupszeletet és a hozzatartozo koordinata-

rendszereket a 12.15. abran abrazoltuk. OJ

A sik (2-dimenzi6s valo affin tér) adott % ortonormalt Descartes-féle koordinata-rendszeréhez
viszonyitva egy kitpszelet egyenlete 522 — 2xy + 5y — 142 + 22y + 30 = 0. Hatarozzuk meg a
kipszelet kanonikus egyenletét, tipusat, majd abrazoljuk.

-1
= 24 # 0, ezért a kipszelet

Megoldds. Megvizsgaljuk a kapszelet tipusit. Mivel § = ‘

centralis. Kiszamoljuk a kipszelet centrumét (szimmetria-kozéppontjat):

o A I B R E

ahonnan a centrum Mj(1, —2)4.
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/! 1

12.15. dbra. Az 52?2 — 2zy + 5y? — 14x + 22y + 29 = 0 egyenletii kupszeletet abrazolasa.

Az #' az # koordinata-rendszer eltoltja, és amelynek origoja My(1, —2)4. A két koordinata-

rendszer kozotti attérési képlet

ik

Az %' koordinata-rendszerben a kiupszelet egyenletét a kovetkezSképpen szamoljuk ki. A maé-

! r=a+1
/

Y -2

y=y —2

sodfoku tagok egyiitthatoi valtozatlanok, nincsenek elssfoku tagok és a szabadtag f(1,—2) =
(=7)-1+11-(=2) +30 = 1, ahol f(z,y) = 522 — 2zy + 5y? — 142 + 22y + 30. Ez alapjan a
kiipszelet egyenlete:

5(z")2 — 22"y +5(y)2+1=0.

5 -1

A forgatashoz kiszamoljuk az A = matrix sajatértékeit. A maéatrix karakterisztikus

egyenlete A2 — 10\ + 24 = 0, amelynek gyokei 4 és 6. Mivel a sajatértékek azonos elgjeltiek, ezért
A1 = 4 (a kisebbik abszolut értéki) és A2 = 6. Kiszamoljuk egy-egy nemnulla sajatvektorukat.

A A\ = 4 sajatértékhez tartozo sajatvektort a

5—4 -1 V11 0 v11 —v12 =0
= —
-1 5—4| [vig 0 —v11 +vi2 =0
egyenletrendszerbgl szamoljuk ki, melynek megoldasai v; = (v11,v12) = (@, @), a € R alakuak.

Peéldaul a = 1-et valasztva v; = (1,1) egy nemnulla sajatvektora a A; = 4 sajatértéknek.

A X9 = 6 sajatértékhez tartozo sajatvektort a

5—6 -1 V21 0 —V21 — V92 = 0
= —
-1 5—6 V22 0 —V21 — V22 = 0
egyenletrendszerbdl szamoljuk ki, melynek megoldéasai vy = (va1,v22) = (8, —f), B € R alakuaak.

Példaul g = —1-et valasztva vy = (—1,1) egy nemnulla sajatvektora a Ay = 6 sajatértéknek.
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A sajatvektorokat normalizalva beirjuk egy méatrix oszlopaiban:

1 -1
e wal-[3 3
lodll vzl IS U

V2 V2

Ebbdl a matrixboél egy forgatas méatrixat kapjuk, ha az oszlopokban az elGjelet ugy valasztjuk

meg, hogy a f6atlon nemnegativ szdmok legyenek:

> — 7 0 —sind

g |v3 V3| _ |cos sing|

\}5 % sinf  cosf

Az Z koordinata-rendszert elforgatjuk az origé koriil 0 = arcsin % = 45°-kal, igy kapva az Z#"

koordinata-rendszert. A koordinata-csere képlete

/ 1 =1 "
/ 1 1 nl’
Yy 2 2 Yy

ahol (2/,y') az #'-beli, illetve (z”,y") az #"-beli koordinatak. Az elforgatott %" koordinata-
rendszerben a kipszelet egyenlete (a vegyes tag eltiinik, a masodfoku tagok egyiitthatoi a sajat-

értékek lesznek, a szabadtag nem valtozik):

42" +6(y")+1=0 <=

amely egy képzetes ellipszis kanonikus egyenlete (v = 0). O

A sik (2-dimenzios valo affin tér) adott % ortonormalt Descartes-féle koordinata-rendszeréhez
viszonyitva egy kupszelet egyenlete 522 —12zy — 522 — 24y — 160 = 0. Hatérozzuk meg a kipszelet
kanonikus egyenletét, tipuséit, majd abrazoljuk.

—6
Megoldds. Megvizsgaljuk a kupszelet tipusat. Mivel § = = —36 # 0, ezért a kupszelet

centralis. Kiszamoljuk a kipszelet centrumét (szimmetria-kozéppontjat):

CL Bl R R

ahonnan a centrum My(—2, —6)z.
Az %' az Z koordinata-rendszer eltoltja, és amelynek origoja Mo(—2, —6)4. A két koordinata-

rendszer kozotti attérési képlet

ik

Az %' koordinata-rendszerben a kupszelet egyenletét a kovetkezSképpen szamoljuk ki. A mé-

r=2a -2

/

Y

sodfoku tagok egytitthatoi valtozatlanok, nincsenek elséfoku tagok és a szabadtag f(—2,—6) =
—26 - (=2) — 12 (—6) — 160 = —36, ahol f(z,y) = bz? — 122y — 52z — 24y — 160. Ez alapjan a

kupszelet egyenlete az #’ koordinata-rendszerben:

5(2')? — 122y — 36 = 0.
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5 —6
A forgatéshoz kiszamoljuk az A =

] matrix sajatértékeit. A matrix karakterisztikus

egyenlete A2 — 5\ — 36 = 0, amelynek gyokei —4 és 9. Mivel a sajatértékek ellentétes elGjeltiek,
ezért megnézziik, hogy melyik elGjele egyezik meg a —36 szabadtag elGjelével s abbdl lesz a As.
Tehat Ay =9 és Ay = —4. Kiszamoljuk egy-egy nemnulla sajatvektorukat.

A A\ = 9 sajatértékhez tartozo sajatvektort a

5—9 —6 V11 0 —4v11 — 6v12 =0
= <~
—6 0—9]| |vi2 0 —6v11 — v =0
egyenletrendszerbgl szamoljuk ki, melynek megoldésai v1 = (vi1,v12) = (38, —208), 8 € R alaku-

ak. Példaul g = 1-et valasztva v; = (3, —2) egy nemnulla sajatvektora a A\ = 9 sajatértéknek.

A Xy = —4 sajatértékhez tartozo sajatvektort a

544 —6| |voy 0 g1 — 6vgg =0
— P
—6 4 V22 0 —6v91 + 4vee =0

egyenletrendszerbdl szamoljuk ki, melynek megoldasai vo = (va1,v22) = (20, 3x), o € R alakuak.

Példaul « = 1-et valasztva vy = (2,3) egy nemnulla sajatvektora a Ao = —4 sajatértéknek.

A sajatvektorokat normalizalva beirjuk egy métrix oszlopaiban:

—2 3

3 2
[ v v } _ [m m] .
V13 V13
Ebbdl a matrixboél egy forgatas méatrixat kapjuk, ha az oszlopokban az elGjelet ugy valasztjuk

meg, hogy a f6atlon nemnegativ szamok legyenek:

g [\/31—3 \/21—3] B [cos& —sin@]

—2 3 sinf@ cosf

V13 V13

Az Z koordinata-rendszert elforgatjuk az origd koriil § = — arcsin \/Qfs ~ —33.69°-kal, igy kapva

az %" koordinata-rendszert. A koordinita-csere képlete

/ 3 2 ”
/ =2 3 ||
4 vis visd LY
ahol (2/,y') az #'-beli, illetve (z”,y") az Z"-beli koordinatak. Az elforgatott %" koordinata-

rendszerben a kipszelet egyenlete (a vegyes tag eltiinik, a masodfoku tagok egyiitthatoi a sajat-

értékek lesznek, a szabadtag nem valtozik):

9(z")? —4(y")? - 36 =0 —

hiperbola kanonikus egyenlete.
Az &brazolashoz az % koordinata-rendszerben felvessziik az My(—2,—6)4 pontot, amely az

Z' koordinata-rendszer origoja. A forgatashoz az %’ koordinata-rendszerben felvessziik az

2 210 3 2 21 2
=2 3 |10 -2 |’ =2 3 1 3

Vi3 Vi3 Vi3 Vi3 V13 Vi3
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pontokat, amelyek az %" koordinata-rendszer z”-, illetve y”-tengelyein 1é6v6 egységbeosztaso-
kat jelolik. Az My pontbdl egyeneseket hiizva ezeken a pontokon keresztiil megkapjuk az %"
koordinata-rendszer z”’-, illetve y”-tengelyét. Az %" koordinata-rendszerben megrajzoljuk az
(x;;)2 - (y:;# = 1 kanonikus egyenlet( hiperbolat és az y” = £32"” aszimptotait (ldsd a 12.16. 4b-
rat). O

!

<

"

12.16. dbra. Az 5% — 122y — 522 — 24y — 160 = 0 egyenletii kupszeletet abrazolasa.

A sik (2-dimenzios valo affin tér) adott % ortonormalt Descartes-féle koordinata-rendszeréhez
viszonyitva egy kiipszelet egyenlete 52 — 122y — 52z — 24y — 88 = 0. Hatarozzuk meg a kipszelet

kanonikus egyenletét, tipuséat, majd abrazoljuk.

5 —6

Megoldds. Megvizsgaljuk a kupszelet tipusat. Mivel 6 = = —36 # 0, ezért a kupszelet

centralis. Kiszamoljuk a kupszelet centrumat (szimmetria-kozéppontjat):

CL Bl R R

ahonnan a centrum My(—2, —6)z.
Az #' az X koordinata-rendszer eltoltja, és amelynek origoja My(—2, —6) 4. A két koordinéata-

rendszer kozotti attérési képlet

ik

Az #' koordinata-rendszerben a kiipszelet egyenletét a kovetkezéképpen szamoljuk ki. A mé-

:L,/

/

Y

= —2
+ =

—6

y=y —6

sodfoku tagok egyiitthatoi valtozatlanok, nincsenek elsgfoku tagok és a szabadtag f(—2,—6) =
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—26 - (—=2) — 12 - (—6) — 88 = 36, ahol f(x,y) = 5x? — 122y — 527 — 24y — 88. Ez alapjin a

kupszelet egyenlete az #’ koordinata-rendszerben:
5(2')? — 122y’ 436 = 0.

5 —6
A forgatéshoz kiszamoljuk az A =

] matrix sajatértékeit. A matrix karakterisztikus

egyenlete A2 — 5\ — 36 = 0, amelynek gyokei —4 és 9. Mivel a sajatértékek ellentétes elGjeltiek,
ezért megnézziik, hogy melyik elGjele egyezik meg a 36 szabadtag elGjelével és abbdl lesz a As.
Tehat Ay = —4 és Ay = 9. Kiszamoljuk egy-egy nemnulla sajatvektorukat.

A A\ = —4 sajatértékhez tartozd sajatvektort a

5+4 —6| |v11 0 9v11 — 6v19 =0
= —
—6 4 V12 0 —6v11 +4v12 =0

egyenletrendszerbdl szamoljuk ki, melynek megoldasai v; = (vi1,v12) = (2, 3a), o € R alakuak.

Peéldaul a = 1-et valasztva v; = (2,3) egy nemnulla sajatvektora a A\; = —4 sajatértéknek.

A Ao =9 sajatértékhez tartozo sajatvektort a

5—9 —6 V91 0 —4v91 — 6v9g = 0
= —
—6 0—9]| |vog 0 —6v91 — 9u9g =0
egyenletrendszerbdl szamoljuk ki, melynek megoldésai vy = (va1,v22) = (38, —20), B € R alaku-

ak. Példaul 8 = —1-et valasztva vy = (3, —2) egy nemnulla sajatvektora a Ay = 9 sajatértéknek.

A sajatvektorokat normalizalva beirjuk egy métrix oszlopaiban:

3 —2

V13 V13

Ebbdl a matrixbdl egy forgatas méatrixat kapjuk, ha az oszlopokban az elGjelet tgy valasztjuk

meg, hogy a f6atlon nemnegativ szamok legyenek:

g_ [\/21—3 —\/31—3] B [cosﬁ —sin&]

3 2 sinf  cos@

Vi3 Vi3

Az Z# koordinata-rendszert elforgatjuk az origoé koriil 6 = arcsin \/ifs ~ 56.3%-kal, igy kapva az

Z" koordinata-rendszert. A koordinata-csere képlete

/ 2 _ 3 1"
/ 3 2 "’
Y vis v 1l
ahol (2/,y') az #'-beli, illetve (z",y") az #Z"-beli koordinatak. Az elforgatott %" koordinata-

rendszerben a kupszelet egyenlete (a vegyes tag eltiinik, a masodfoku tagok egyiitthatoi a sajat-

értékek lesznek, a szabadtag nem valtozik):

—4(z")? +9(y")? +36 =0 < - =1,

hiperbola kanonikus egyenlete (lasd a 12.17. abrat).
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12.17. abra. Az 52 — 122y — 522 — 24y — 88 = 0 egyenlet kipszeletet abrazolasa.

Az abréazolashoz az Z koordinata-rendszerben felvessziik az My(—2, —6) pontot, amely az %Z’

koordinata-rendszer origdja. A forgatashoz az Z’ koordinata-rendszerben felvessziik az
2 =3
[m m]

1 2 2 =317Tp =3
3 2 0o 3 {7 3 2 1|1 2
V13 V13 V13 V13 V13 V13

pontokat, amelyek az %" koordinata-rendszer z”-, illetve y”-tengelyein 1évS egységbeosztasokat

jelolik. Az My-bol egyeneseket hizva ezeken a pontokon keresztiil megkapjuk az #” koordinata-

11\2 11\2
rendszer x”-, illetve y”-tengelyét. Az #Z” koordinata-rendszerben megrajzoljuk az % — % =
1 kanonikus egyenlett hiperbolat és az y” = i%m” aszimptotait.

O]

A sik (2-dimenzids valod affin tér) adott & ortonormalt Descartes-féle koordinata-rendszeréhez
viszonyitva egy kupszelet egyenlete 522 —12zy — 52z — 24y —124 = 0. Hatérozzuk meg a kipszelet
kanonikus egyenletét, tipusat, majd abrazoljuk.

—6

Megoldds. Megvizsgaljuk a kupszelet tipusat. Mivel § = = —36 # 0, ezért a kupszelet

centralis. Kiszamoljuk a kupszelet centrumét (szimmetria-kozéppontjat):

I P R B N R

ahonnan a centrum My(—2, —6)z.

)

Az #' az Z koordinata-rendszer eltoltja, és amelynek origdja My(—2, —6)4. A két koordinéta-

rendszer kozotti attérési képlet pedig

r=2a -2

y=y —6
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Az %' koordinata-rendszerben a kiipszelet egyenletét a kovetkezéképpen szamoljuk ki. A mé-
sodfoku tagok egyiitthatoi valtozatlanok, nincsenek elsgfoku tagok és a szabadtag f(—2,—6) =
—26 - (—2) — 12 - (—6) — 124 = 0, ahol f(x,y) = 522 — 120y — 52z — 24y — 124. Ez alapjan a

kupszelet egyenlete az #’ koordinata-rendszerben:
5(z')? — 122y = 0.

5

A forgatéshoz kiszamoljuk az A =

—6
0 ] matrix sajatértékeit. A matrix karakterisztikus

egyenlete A2 — 5\ — 36 = 0, amelynek gyokei —4 és 9. Mivel a sajatértékek ellentétes elGjeltiek,
de a szabadtag 0, ezért \; = —4 (a kisebbik abszolut értékii) és Ay = 9. Kiszamoljuk egy-egy
nemnulla sajatvektorukat.

A A\ = —4 sajatértékhez tartozd sajatvektort a

544 —6| [v1 0 9v11 — 6v192 =0
= <
—6 4 V12 0 —6v11 +4v12 =0

egyenletrendszerbdl szamoljuk ki, melynek megoldasai v1 = (v11,v12) = (2, 3a), o € R alakuak.

Példaul o = 1-et vélasztva v = (2,3) egy nemnulla sajatvektora a A\; = —4 sajatértéknek.

A X9 = 9 sajatértékhez tartozo sajatvektort a

5—9 —6 V91 0 —4v91 — 6v99 = 0
= <~
—6 0—9]| |vog 0 —6v91 — 9u9g =0
egyenletrendszerbgl szamoljuk ki, melynek megoldésai vo = (ve1,v22) = (38, —203), # € R alaku-

ak. Példaul g = 1-et valasztva vy = (3, —2) egy nemnulla sajatvektora a Ay = 9 sajatértéknek.

A sajatvektorokat normalizalva beirjuk egy méatrix oszlopaiban:

3 —2

2 3
[ v vy } _ [\/ﬁ m] _
V13 V13
Ebbdl a matrixboél egy forgatas méatrixat kapjuk, ha az oszlopokban az elGjelet tgy valasztjuk
meg, hogy a f6atlon nemnegativ szamok legyenek:
2 =3 0 ino
S:[\/ﬁ \/ﬁ]:[COS —sm].

3 2 sinf@ cosf

V13 V13

Az Z# koordinata-rendszert elforgatjuk az origod koriil § = arcsin \/% ~ 56.3°-kal, igy kapva az

Z" koordinata-rendszert. A koordinata-csere képlete

2 2 =3 "
_|\vs sl |®
/ 3 2 "’
Y vis vl Y
ahol (2/,y') az #'-beli, illetve (z”,y") az #Z"-beli koordinatak. Az elforgatott %" koordinata-

rendszerben a kupszelet egyenlete (a vegyes tag eltiinik, a masodfoku tagok egyiitthatoi a sajat-

értékek lesznek, a szabadtag nem valtozik):

—4(2")? +9(") =0 — - =0,
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/1

12.18. abra. Az 52 — 122y — 522 — 24y — 124 = 0 egyenlet(i kipszeletet dbrazolasa

amely két metsz§ egyenes kanonikus egyenlete.
Az &brazolashoz az % koordinata-rendszerben felvessziik az My(—2,—6)4 pontot, amely az

Z' koordinata-rendszer origdja. A forgatdshoz az #’ koordinata-rendszerben felvessziik az

2 =87 2 2 =30, =3
= Vol Y TE VERRYE e

pontokat, amelyek az %" koordinata-rendszer z”-, illetve y”-tengelyein 16v6 egységbeosztaso-
kat jelolik. Az My pontbdl egyeneseket hiizva ezeken a pontokon keresztiil megkapjuk az %"
koordinata-rendszer z”-, illetve y”-tengelyét. Az %" koordinata-rendszerben megrajzoljuk az
y = i%x’ metszd egyeneseket (lasd a 12.18. abrat).

Megjegyezziik, hogy 5% — 12xy — 522 — 24y — 124 = (2 + 2)(5z — 12y — 62). O

A sik (2-dimenzios valo affin tér) adott % ortonormalt Descartes-féle koordinata-rendszeréhez
viszonyitva egy kipszelet egyenlete z2 — 6xy + 9y? — 5x + 35y — 20 = 0. Hatarozzuk meg a

kiipszelet kanonikus egyenletét, tipusat, majd abrazoljuk.

-3
Megoldds. Megvizsgaljuk a kapszelet tipusat. Mivel § = = 0, ezért a kapszelet para-
bola tipusu. ElGszor forgatast, majd eltolast hajtunk végre.
1 -3
Diagonalizaljuk az A = 9 matrixot. Ehhez kiszamoljuk a sajatértékeit és a hozzajuk

tartozo sajatvektorokat. Mivel det(A) = 0, ezért Ay = 0 és Ao = Tr(4) = 14+9 =10 a
két sajatérték. A Ay = 0-hoz tartozo, egy nemnulla sajatvektor v; = (3,1), mig a Ao = 10-
hez tartozo, egy nemnulla sajatvektor v = (—1,3). A normalizalt sajatvektorokat beirjuk egy

matrix oszlopaiba gy, hogy egy forgatas matrixat kapjuk (a matrix ortogonalis és a determinansa
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1 legyen):

3 -1 3 —1

[\/32+12 \/32+12] — [\/10 \/10]

1 3 1 3 |-
V32412 /32412

Megvizsgaljuk, hogy elGjelet kell-e cserélni a matrixban: —5-34+35-1 =20 > 0, ezért ¢ = —1

V10 V10

és a fenti matrixban elGjelet kellcserélni, hogy megkapjuk a forgatés métrixat.

g [\;13—0 \/11—0] B [cos@ —sin9]

1 -3 .
76 Vio sinf@ cosf

Elforgatjuk az # koordinata-rendszert az O origd korill § = 180° + arcsin —= ~ 198.43°

=

szoggel, igy kapva az #’ koordinata-rendszert:

=3 1 / T = =3z’ +y/

H _ [\/11*0 \/1;0] F] — vio (12.22)
_ _ / 2 —3y

Y vio viod LY y= Wgy

A kupszelet egyenletét az Z koordinata-rendszerben tgy kapjuk meg, hogy a kupszelet egyenle-
tébe végrehajtjuk a (12.22) valtozocserét:

10(y')2 + [—5 35}

l'/ — fL'// + x/

Ezutan egy olyan O koordindta-cserét végziink, hogy utana az y” tag egyiitthatoja
v =y9"+y

és a szabadtag 0 legyen.

2 11
AV / /
——z ——=y —2=0
&) V10 V10

11 11 \? 2 121
— ’2—2-’+(> SRS By |
[(y ) 9/10° 24/10 V10 40

— (’— U >2— 2y 2,
Y 2410 v10 40

(, 11>2 2<,+201>
— L I VI
Y V10 V10 8v/10
N—— N —
y// Z‘U

0

— (y//)Z _ Q?” =0
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ahol
"no__ 0 201 I 201 / 7 201
r = + == r=x — == T T — ==
810 — 810 — — + sﬁ/ﬁ )
y// _ . _ 11 y/ _ y// + 11 y’ y” 310
2v/10 2v/10 N -
(0] g1

Az #' koordinata-rendszert eltoljuk olyan médon, hogy az #” koordinata-rendszer origdja keriil-

jon az O” (—%, 2\1/11—0) o pontba. Azt kaptuk, hogy a kupszeletiink egyenlete az #” koordinata-

rendszerben (y")? = 2 (i) a2, amely egy (kanonikus egyenletti) parabola (lasd a 12.19. ab-

V10
rat). O
201
y 8V/10
AN O,/
> T
(@) 1
ZE/

/!

&3\
2
o

Neag

/

Y

12.19. abra. Az 22 — 6xy + 9y? — 5z + 35y — 20 = 0 egyenletii kupszeletet abrazolasa.

A sik (2-dimenzios valo affin tér) adott % ortonormalt Descartes-féle koordinata-rendszeréhez
viszonyitva egy kupszelet egyenlete z2 — 6zy + 9y? — 10z + 30y — 20 = 0. Hatéarozzuk meg a

kiipszelet kanonikus egyenletét, tipusat, majd abrazoljuk.

1 -3
Megoldds. Megvizsgaljuk a kiapszelet tipusat. Mivel § = 3 9 ‘ = 0, ezért a kapszelet para-
bola tipust. ElGszor forgatast, majd eltolast hajtunk végre.
1 -3
Diagonalizaljuk az A = 9 matrixot. Ehhez kiszamoljuk a sajatértékeit és a hozzajuk

tartozo sajatvektorokat. Mivel det(A) = 0, ezért Ay = 0 és Aoa = Tr(A) =149 = 10 a
két sajatérték. A A; = 0-hoz tartozo, egy nemnulla sajatvektor v; = (3,1), mig a Ao = 10-
hez tartozo, egy nemnulla sajatvektor v = (—1,3). A normalizalt sajatvektorokat beirjuk egy

matrix oszlopaiba tigy, hogy egy forgatas matrixat kapjuk (a matrix ortogonalis és a determinansa
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1 legyen):

3 =1
:[m m]
3 1 3 |-

V3ZH1Z /32412 V10 V10
Megvizsgaljuk, hogy elGjelet kell-e cserélni a matrixban: —10-3+30-1=0 <0, ezért € = 1 és

a fenti matrixban nem kell elGjelet cserélni, hogy megkapjuk a forgatas métrixéat.

3 -1
[\/32+12 \/32+12]
1

g [\/31—0 \711—0] B [COSO —sin9]

\/11—0 \/31—0 sinf  cosd
Elforgatjuk az # koordinata-rendszert az O origd koriil § = arcsin \/% ~ 18.43° szoggel, igy
kapva az %' koordinata-rendszert:
ST =L [ o= 3=y
[]—l@ @1[1@@ Vo (12.23)
—_ -2 x
I o vl Y e NT]

A kupszelet egyenletét az # koordinata-rendszerben gy kapjuk meg, hogy az kupszelet egyen-

letébe végrehajtjuk a (12.23) valtozocserét:
3 =1 /
1 3 /
Vo viod LY
/

3’ —y '+ 3y
= 10(y')* - 10~ +30- -20=0

v) 10 v 10

@:10(’)%EE '—20=0
Yy /10 Yy

— (y) +V1oy —2=0.
x/ — :B” + m‘/
Ezutan egy olyan O koordinata-cserét végziink, hogy utdna az y” tag egyiittha-

y =y +
toja és a szabadtag 0 legyen.

(v)? +V10y —2=0
N (m>2 10

— [(y)?+2- —2-—==0
(y)"+2- = 5 1
2
V10 9
— |[y+—] —==0
<+ 2 2
. V10?9
=Vt ) 73
——
y//
9
m2 _ 2
= ) =
3
— ' =+—
G
ahol
x// — :L,/ — x/ — x// - SU/ B IJ/ + 0
y' =y + Y30 y =y — Y0 v —0
~——
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Az %' koordinata-rendszert eltoljuk olyan modon, hogy az tj %" koordinata-rendszer origoja

keriiljon az O” (0, — ‘/F) o pontba. Azt kaptuk, hogy a ktpszeletiink egyenlete az %" koordinata-

rendszerben y” = :I:%, amely két parhuzamos egyenes (lasd a 12.20. 4bréat). O
y/
/! y
Yy ] 2
V2 / / 2!
> T
(0] 1
O/
V10
2
3
— V2

12.20. abra. Az z? — 6xy + 9y? — 102 + 30y — 20 = 0 egyenletti kiipszeletet abrazolasa.

A sik (2-dimenzios valo affin tér) adott % ortonormalt Descartes-féle koordinata-rendszeréhez
viszonyitva egy kupszelet egyenlete z2 — 6zy + 9y? — 10z + 30y + 25 = 0. Hatéarozzuk meg a

kiipszelet kanonikus egyenletét, tipusat, majd abrazoljuk.

-3
Megoldds. Megvizsgaljuk a kupszelet tipusat. Mivel § = ' = 0, ezért a kipszelet para-
.. . . . L 1 -3
bola tipust. ElGszor forgatast, majd eltolast hajtunk végre. Diagonalizaljuk az A = -

métrixot. Ehhez kiszamoljuk a sajatértékeit és a hozzajuk tartozo sajatvektorokat. Mivel
det(A) = 0, ezért A\ = 0 és Ao = Tr(A) = 1+ 9 = 10 a két sajatérték. A A\ = 0-hoz tar-
tozo, egy nemnulla sajatvektor v; = (3,1), mig a Ay = 10-hez tartozo, egy nemnulla sajatvektor
vy = (—1,3). A normalizalt sajatvektorokat beirjuk egy matrix oszlopaiba gy, hogy egy forgatas

matrixat kapjuk (a méatrix ortogonalis és a determinansa 1 legyen):

3 —1 3 =1
[\/32+12 \/32+12] — [\/ﬁ \/E]
1 3 1 :
V10 V10

3
\/32+12 \/32+12
Megvizsgaljuk, hogy elGjelet kell-e cserélni a matrixban: —10-34+30-1=0 <0, ezért € =1 ¢és
a fenti matrixban nem kell elGjelet cserélni, hogy megkapjuk a forgatas métrixéat.
3 =1 0 _sind
S — Vi0o V10 _ COS Sin ‘

L 3 sinf cos6

V10 V10

Elforgatjuk az # koordinata-rendszert az O origd koriil § = arcsin \/% ~ 18.43° szoggel, igy

kapva az %' koordinata-rendszert:

3
1
Y /10

(12.24)

a\
+
w0
@\

2
| I
1
)
[
&
|
o
&\
f
Ol
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A kupszelet egyenletét az #Z koordinata-rendszerben tugy kapjuk meg, hogy a kupszelet egyenle-
tébe végrehajtjuk a (12.24) valtozocserét:

3 =1 /
10(y)? + [~10  30) [VP V?}T)] “le2s=o0
Vio viod LY
31,/ _ y/ $/ + 3y/
< 10(y')* - 10~ +30 - +25=0
) v 10 v 10
100
= 10- () *+—=y +25=0
) i Y
)
= (¥)*+V10y + 5 =0
:L,/ — ZU” _|_ :L,/
Ezutan egy olyan O koordinata-cserét végziink, hogy uténa az y" tag egyiitt-

v =y"+
hatoja és a szabadtag 0 legyen.

2
/10 /10 5 10
— N2 42 [ = Z_— =0
W) +2- v+ | 5 2 4
2
— |y + vio 510 0
¥y 2 1
yll
— (y//)2 - 07
ahol
' =2 x =" ! 2"
— — = + .
y' =y + @ y =y’ — Y10 Y y" — Yo
——
(0" g

Az %' koordinata-rendszert eltoljuk olyan modon, hogy az tj %" koordinata-rendszer origoja
keriiljon az O” (0, —@) o pontba. Azt kaptuk, hogy a kupszeletiink egyenlete az %" koordinata-
rendszerben (y”)? = 0, amely két egybeess egyenes (lasd a 12.21. abréat). O

A sik (2-dimenzios valo affin tér) adott % ortonormalt Descartes-féle koordinata-rendszeréhez
viszonyitva egy kupszelet egyenlete z2 — 6zy + 9y? — 10z + 30y + 50 = 0. Hatéarozzuk meg a

kiipszelet kanonikus egyenletét, tipusat, majd abrazoljuk.

1
Megoldds. Megvizsgaljuk a kiapszelet tipusat. Mivel § = ' ‘ = 0, ezért a kapszelet para-

1 -3
-3 9
matrixot. Ehhez kiszdmoljuk a sajatértékeit és a hozzajuk tartozé sajatvektorokat. Mivel
det(A) = 0, ezért Ay = 0 és A2 = Tr(A) = 14+ 9 = 10 a két sajatérték. A A\ = 0-hoz tar-

tozo, egy nemnulla sajatvektor v; = (3,1), mig a Ao = 10-hez tartozo, egy nemnulla sajatvektor

bola tipust. Elgszor forgatist, majd eltolast hajtunk végre. Diagonalizaljuk az A =
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12.21. abra. Az z? — 6zy + 9y — 10z + 30y + 25 = 0 egyenletii kupszeletet dbrazolasa.

vy = (—1,3). A normalizalt sajatvektorokat beirjuk egy matrix oszlopaiba gy, hogy egy forgatas

matrixat kapjuk (a méatrix ortogonalis és a determinansa 1 legyen):

3 —1 3 -1
[\/32+12 \/32+12] — [\/10 \/10]
1 3 1 3 |
V32412 /32412 V10 V10

Megvizsgaljuk, hogy elGjelet kell-e cserélni a matrixban: —10-3+30-1=0 <0, ezért € = 1 és
a fenti matrixban nem kell elGjelet cserélni, hogy megkapjuk a forgatas méatrixéat:

g [\/31—0 \/11—0] B [COSO —sin9]

L 3 sinff cos6

V10 V10
Elforgatjuk az Z koordinata-rendszert az O origo koriil # = arcsin —— ~ 18.43° szoggel, igy

V10 —
kapva az %' koordinata-rendszert:
3 =1 / r = 3=y
H _ [VITO VSTO] [x] — Vio (12.25)
L3 / "+3y’
vl s el Y y= /0

A kupszelet egyenletét az #’ koordinata-rendszerben ugy kapjuk meg, hogy a kupszelet egyen-
letébe végrehajtjuk a (12.25) valtozocserét:

3 =1 /

10+ (y/)? + [-10 30| [“fo @0] “l450=0
Vio viod LY
r / '

e 10 ()2 =102 =Y 450, 3 50—

V10 V10

100
= 10-(y¥)’+—= ¢y +50=0

V10
— (¥)?>+V10y +5=0.

‘,L,/ — x// + ‘,L,/

Ezutéan egy olyan O koordinata-cserét végziink, hogy utdna az y” tag egyiitthatoja
v =y"+

és a szabadtag 0 legyen (teljes négyzetet alakitunk ki).

(v)? + V10y' +5=0
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<~
ahol
o
y// _ y/ + @
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x" 0

o T _vio |

Y 2
——
(O] g

Az #' koordinata-rendszert eltoljuk olyan modon, hogy az 1j #” koordinata-rendszer origoja

keriiljon az O” (0, — \/E)%, pontba. Azt kaptuk, hogy a kiupszeletiink egyenlete az %#” koordinéta-

2
2 _ _5

rendszerben (y")* = —3, amely két parhuzamos képzetes egyenes (y = ). O



A. fuggelék
Jobb oldali csoporthatas

Nem fogjuk hasznalni, de megemlitjiik, hogy létezik jobb oldali csoporthatés is. Legyen (9, -)

egy csoport, amelynek semleges eleme e € G és legyen X egy nemiires halmaz.

A.1. Ertelmezés
At:X x G — X fliggvény egy jobb oldali csoporthatds az X halmazon, ha

(i) t(t(x,g1),92) = t(x,g1 - g2), minden g1,g2 € G és x € X esetén,

(ii) t(x,e) = x, minden = € X esetén.

A tomorebb z x g = t(x, g) jelolést is szoktak hasznéalni. Ebben az esetben az értelmezés két

feltétele a kovetkezSképpen fog kinézni:
(i) (x*g1)*g2 =x* (g1 9g2), minden g1,g2 € G és x € X esetén,
(ii) x * e = x, minden x € X esetén.

A.2. Megjegyzés

Egy hatas nem attol lesz jobb oldali, hogy a csoport elemeit a jobb oldalra irjuk. Az értelmezés
els§ pontjat szoban gy tudjuk kifejezni, hogy ha a g; - go szorzattal hatunk az z-re az ugyanaz
mintha elébb a g;-gyel (a szorzat bal oldali vagy els6 tényezdjével) hatunk z-re, majd go-vel (a
szorzat jobb oldali vagy els§ tényezgjével) hatunk az eredményre. Tehét a bal oldali hatashoz

képest forditott sorrendben hatunk a g; - go szorzat tényezgGivel. o

Aev: X xSy = X, ev(z, f) = f~ (=) fiiggvény egy jobb oldali Sy-hatast eredményez az X
halmazon, ahol Sy az X nemiires halmaz szimmetrikus-csoportja.

Jobb oldali csoporthatéas esetén is teljesiilni fog az 1.28. Lemma megfelelGje.

A.4. Tulajdonsag
Hat:X x § — X egy jobb oldali csoporthatas, akkor

(i) tg =t(—,g) : X = X bijektiv, minden g € G esetén, vagyis t, € Sy,

(ii) (tg)~' =t,~1, minden g € G esetén.

Az 1.29. Tulajdonsag megfelelGje jobb oldali csoporthatas esetén a kdvetkezd.
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A.5. Tulajdonsag

At:XxG — X fiiggvény egy jobb oldali csoporthatéas pontosan akkor, ha T : § — Sy, T'(g) = t,
ahol t; = t(—,g) : X = X egy anti-csoportmorfizmus vagyis T'(g1 - g2) = T(g2) o T(g1), minden
g1, 92 € G esetén.

Megemlitjiik a kovetkezs jobb oldali csoporthatasokat.

Legyen X = M, ,(R) az (m x n)-es valés matrixok halmaza és § = GL,(R) az (n x n)-es

invertalhaté valés matrixok csoportja a szorzasra nézve. A
%t My n(R) X GLp(R) = My n(R), AxU:= AU
egy jobb oldali csoporthatas.

Legyen X = M, »(R) az (m x n)-es valos matrixok halmaza és § = GL,,(R) az (m x m)-es

invertalhato valos matrixok csoportja a szorzasra nézve. A
*: Mypn(R) X GLy(R) = My n(R), AxU:=U"'A
egy jobb oldali csoporthatas.

Legyen X = M,,(R) az (n X n)-es négyzetes valos matrixok halmaza és § = GL,(R) az (n x n)-es

invertalhato val6s matrixok csoportja a szorzasra nézve. A
% : Mp(R) X GLp(R) = M, (R), AxU:=U"1AU

konjugalés egy jobb oldali csoporthatés.

A.1. Kapcsolat jobb és bal oldali csoporthatasok kozott

Mivel egy (nem kommutativ) G csoport esetén (g1-g2) ™1 = gy L ' 1 ezért a kdvetkezs kapesolat
all fenn a jobb és bal oldali hatésok kozott.

A.9. Tulajdonsag
(i) Ha ¢ : G x X — X egy bal oldali csoporthatas, akkor

Y:AxG=X, U9 =0¢g ")

egy jobb oldali csoporthatas.
(ii) Ha ¢ : X x § — X egy jobb oldali csoporthatas, akkor

q§:9><DC—>Z)C, ¢(97$):¢($79_1)

egy bal oldali csoporthatas.

A jobb oldali és bal oldali csoporthatast az kiilonbozteti meg, hogy egy g1-gs szorzat esetén milyen

sorrendben hatunk a halmaz elemeire a szorzat tényezdivel (lasd az 1.3. és A.2. Megjegyzéseket).
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Ezért kommutativ csoport esetén nincs lényegi kiilonbség a jobb és bal oldali csoporthatas kozott,
csak annyi a kiilonbség, hogy a bal oldali csoporthatast megadé fliggvényben az értelmezési
tartomany G x X, mig jobb oldali esetén X x §. Emiatt § kommutativ csoport hatasa esetén

egyszertien csoporthatast mondhatunk.

A.10. Tulajdonsag
Legyen (9,-) egy kommutativ csoport és X egy nemiires halmaz. Egy jobb oldali csoporthatés
egyben bal oldali csoporthatas is, és forditva. Pontosabban,
(i) ha ¢ : G x X — X egy bal oldali csoporthatas, akkor ¢ : X x § — X, (z,g) = ¢(g,x) egy
jobb oldali csoporthatés;

(ii) ha ¢ : X x § — X egy jobb oldali csoporthatés, akkor ¢ : G x X — X, ¢(g,z) = ¢(z, g) egy

bal oldali csoporthatés.



B. fiiggelék
Miiveletek vektorterek részhalmazaival

Egy V K-vektortér részhalmazaival a kovetkezd miiveleteket értelmezziik.

B.1. Ertelmezés

Az a €V vektor és a P C 'V nemiires részhalmaz 6sszege
a+P={a+pecV|pecP}
A P CVésaQCV nemiires részhalmazok Gsszege
P+Q:={p+qeV|pe?P qe}.
A P CV nemiires részhalmaz szorzésa a A € K skalarral
ANP={peV]|pe?P}

sajatosan —P := (—1) - P.

B.2. Megjegyzés
Altalaban P + P # 2P, csak 2P C P + P. Példaul, P = {0,1} C R esetén P+ P = {0,1,2}, de
2.9 ={0,2}. o

B.3. Tulajdonsag

(i) 0-P = {0}, minden P C V nemiires részhalmazra.

)
(i) (v1,...,0n) + (Wi, W) = (V1o vy Upy W1y« ooy W)
(iii) Ha U linearis résztere V-nek és A € K*, akkor A - U = U.
)

(iv) Ha U és W linearis részterei V-nek, akkor A - U + p - W is linearis résztere V-nek, minden
A, 1€ K skalar esetén. Sajatosan U+U=Ués U — U = U.

(v) Ha U linearis résztere V-nek, P C U egy nemiires részhalmaza és u € U eleme, akkor
P+H+U=Uesu+U=TU.

(vi) minden nem iires P, Q, 8 C V részhalmaz esetén P+ (Q+8) = (P+Q)+8 és P+Q=Q+P.
Bizonyitds. (i) Mivel 0-p = 0 minden p € V esetén, ezért 0-P = {0-p|p e P} = {0}.
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(ii) Ha
u:(vl,...,vn>:{k1v1+...knvn|k;l,...,kneK},
W:<w1,...wm):{h1w1+---+hmwm ‘ hl,...,hmEK},
Z=(V1,...,Un,W1,..., W)
={kv1 + -+ kpvn + hiwi + - + hpwm | k1, ..o kny by oo by € K}
akkor

U+W:{k:1v1+...k:nvn|k:l,...,kneK}+{h1w1—|—---+hmwm|h1,...,hm€K}
:{(kwl+.../€nvn)+(h1w1+---+hmwm)|k1,...,kn,h1,...,hmeK}
= Z.

(iii) Mivel U linearis résztere V-nek, ezért minden u € U és A € K esetén A\ - u € U, tehat
AU CU. Forditva, U=1-U= A" -U=X-(A"1-U) C A-U. Tehat, ha A € K*, akkor
U=\ U

(iv) Mivel U és W linearis részterei V-nek, ezért 0 € Ués0 € Weés 0= A-0+p-0 € X-U4pu-W,
tehat A-U+pu-W £ 0. Havy = Alup+p-wy € X-U+pu-Wés vy = Xug+p-we € X-U+p-W,
akkor

ki-vi+ko-vo=Fk - (A ur+p-w)+ka (A ug+ p-ws)
=X (krug + kaug) + p - (krwy + kaws)
ex-U+p-W,
mert kiui + kouo € U és kiwy + kowe € W, mivel U és W linearis részterei V-nek. Tehat
A- U+ p-W lineéris résztere V-nek.

Mivel U linearis résztere V-nek, ezért minden uq,us € U esetén uq +ug € U és ug —ug € U,
tehat U +U C U és U — U C U. Tovabba, 0 € U, illetve minden u € U esetén u = u + 0 és
u:u—ﬁ, ezért UCU+UésUCU—-U. Tehat U+U=Ués U - U = U.

(v) Mivel U linearis résztér és P C U, ezért az el6z6 alpont alapjan P+U C U+ U = U. Mivel
P £ 0, ezért létezik p € P C U. Minden u € Uesetén v/ =u—peU—-P CU—-U= U,
ezttt u=p+(u—p)=p+u € P+ U, igy U C P+ U. Tehat P+ U="1U.

A P = {u} esetben megkapjuk az u 4+ U = U esetet.

(vi) A nemiires részhalmazok Osszeadasa kommutativ és asszociativ, mert a V' vektortérben az

Osszeadas asszociativ és kommutativ:

P+(Q+8)={p+(q+s)|pe?P qgeQ, se8}
={lp+q +s|pe? qcQ, sc8}
— (P+Q)+8,

és

P+0={p+q|pe?® qeQ ={qg+p|qeQ peP}=0+7.
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