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Introducere

impreuné cu celebra D. Hilbert si P. Bernays, Grundlagen der Mathe-
matik' lucrarea D. Hilbert si W. Ackermann, Grundziige der theoretischen
Logik (prima editie 1928°) reprezinta cercetari fundamentale in domeniul
logico-matematic, care au avut un impact considerabil asupra rezultatelor
de astazi.?

Orice cititor avizat al textului original al lucrarii Principuile Logicii
Matematice (PLM) va constata insa anumite diferente intre conceptu-
alizarea din PLM si cea devenitd intre timp (cvasi)standard. Intrucét
terminologia logico-matematica actuala manifesta un grad mai inalt de
precizie si concizie in raport cu perioada in care textul a fost initial ela-
borat, anumite devieri de la textul original au fost necesare. Acestea
privesc atat conceptele fundamentale cat si unele demonstratii care, in
acord cu criticismul elaborat intre timp, s-au aratat a fi incomplete sau
chiar gresite.

Toate aceste modificari*, precum si o privire de ansamblu asupra
continutului volumului, sunt consemnate explicit, pe capitole, in studiul
introductiv de fata.

1Cf. D. Hilbert, P. Bernays, Grundlagen der Mathematik, Berlin, Verlag von Julius
Springer, [1934] (vol. 1), [1939] (vol. 2).

>Traducerea de fata, cu titlul Principiile Logicii Matematice, s-a facut dupa editia
a doua revizuita, i.e., D. Hilbert, W. Ackermann, Grundzige der theoretischen Logik,

zweite, verbesserte Auflage, Dover Publications, New York, 1946.
%E.g. S.C. Kleene [1952], Introduction to Matemathematics, Amsterdam: North

Holland; New York: Van Nostrand; a patra retip. [1964], p. VL.
4Traducatorul isi asuma intreaga responsabilitate pentru interventiile in textul

original.
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Capitolul 1. Calculul propozitional (Cp)

Calculul propozitional reprezinta partea cea mai simpla a ceea ce
numim logica simbolica sau logica matematica, al carei obiect il consti-
tuie analiza principalelor concepte sintactice si semantice proprii aces-
tui nivel de constructie, e.g., conectori (operatori) logici, functii de
adevar, validitate, satisfiabilitate, forme normale, dualitate, axiomatica
Cp, consistenta, independenta si completitudinea sistemului axiomatic
al Cp.

In mod uzual,® prin validitatea unei formule 2 a Cp intelegem ca for-
mula respectiva ia valoarea de adevar "adevarat” pentru orice interpre-
tare (i.e., asignare de valori de adevar) facuta variabilelor propozitionale
pe care le contine. De exemplu, daca 2 este formula (X&Y') — X, atunci
pentru toate cele patru categorii de asignari facute variabilelor X si Y
pentru 2 vom obtine valoarea ”adevarat”. Asadar, 2 este o formula va-
lida, numita si tautologie sau formula logic adevarata (simbolic: F 2A).
Formula B : X — Y, in schimb, nu este una valida, deoarece pentru
X =154 Y = 0 B este falsa. B poate fi insi adevarata pentru celelalte
trei categorii de asignari, motiv pentru care se numeste satisfiabila. In fine
¢ : X&X nu poate fi adevirati pentru nicio interpretare facuti lui X;
ea este asadar o formula intotdeauna falsa, si este numita nesatisfiabila.

In terminologia din PLM aceste concepte si conceptele aferente
definirii lor sunt redate dupa cum urmeaza. Referirile la conceptul
"formula” autorii PLM le fac prin urmatoarele expresii: ”Grunda-
ussage” (formula/ propozitie elementara), ”Aussagenvariable” (varia-

bila propozitionala), ”Aussagenverkniipfung”/ ” Aussagenverbindung”

®Le., in terminologia logico-matematica actuald.
6Aici si In cele ce urmeaza, 1 si 0, fara alte specificari, inseamna ”adevarat”,

respectiv "fals”.
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(combinatie sau conexiune propozitionala), ” Ausdruck” (expresie), ”lo-
gische Grundformeln” (formule logice primitive sau axiome), ”Aussa-
geformel” (formuld propozitionald).” Conceptul ”formula valida” apare
redat, echivalent, prin urmatoarele formulari: ”eine immer richtige For-
mel” (o formula intotdeauna adevarata), ”eine allgemeingiiltige Formel”
(o formula universal valida). Tar conceptul ”formula nesatisfiabild” este
redat prin expresia "immer falsche Formel”. Cum intentia traducerii a
fost aceea de a pastra pe cat posibil modul specific de conceptualizare al
autorilor germani, n-am recurs la o nivelare (standardizare) a concepte-
lor de mai sus, motiv pentru care, in traducere, am pastrat formularile
mentionate, cu urmatoarele doua exceptii: expresiile ”immer richtige For-
mel” gi 7immer falsche Formel” au fost redate cel mai adesea prin ”for-
mula logic adevarata”, respectiv ”formula logic falsa”.®

Campul tematic dezvoltat in Cp acopera esential intregul cadru
conceptual propriu acestui registru al analizei,” concepte tematizate in
interrelatiile lor. Sa consemnam sistematic acest lucru.

1. Conceptul formelor normale, cu cele doua forme ale sale, forma
normala conjunctiva (fn.c.) si forma normala disjunctiva (fn.d.), este
unul central in consideratiile din PLM. El se bazeaza pe completitudinea
functionala a multimii de operatori formata din conjunctie (&), disjunctie
(V) si negatie (7 ), numiti si operatori booleeni, i.e., pe faptul ca orice
formula a Cp se poate reda echivalent printr-o formula care contine strict
cei trei operatori logici (cf. §§1-3). Relevanta logico-matematica a acestor

constructii rezida in urmatoarele:

"Tot ”formule” sunt numite si acele expresii care sunt demonstrate din axiome
(cf. enumeratia din Cap. 1, §11), nume inlocuit in traducere cu ”teorema”.

8In terminologia din Hilbert-Bernays [1934], §3, 54-55, aceste concepte sunt redate
prin ”identisch wahr” (identic adevarata), respectiv ”identisch falsch” (identic falsa).

9El este dezvoltat, cu anumite mutatii conceptuale, in Hilbert-Bernays [1934],
§3, dar si in Hilbert-Ackermann [1972], Grundziige der theoretischen Logik, Sechste
Auflage, Springer-Verlag, Cap. 1.
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(a) Reprezinta un elegant procedeu de decizie, in urmatorul sens: f.n.c.
ne permit sa stabilim daca o formula data este sau nu logic adevarata,
respectiv f.n.d. ne permit sa decidem daca formula este sau nu logic falsa.

Ele pot fi insa aplicate complementar, fie in stabilirea adevarului lo-
gic al unei formule 2, fie in stabilirea falsitatii logice a formulei, fie, in
fine, in stabilirea satisfiabilitatii formulei sau a negatiei ei, fapt bazat pe

urmatoarele echivalente: B
(Eql) 2 este logic adevarata ddaca'® A este logic falsa, respectiv

(Eq2) A este logic adevirata ddaca 2 este logic falsi.

(Eq1*) 21 nu este logic adevarata ddacd 2 nu este logic falsi; rezulta
din (Eql).

(Eq2*) 2 nu este logic adevarata, ddaca 2 nu este logic falsd; rezulta

din (Eq2).
Rezumativ, formele normale permit solutionarea completa a proble-

mei deciziei in Cp.*!

(b) Intr-o formid particulard a ei, forma normald conjunctiva per-
fecta (f.n.c.p.) (i.e., o forma normala conjunctiva in care fiecare conjunct
contine toate variabilele formulei), permite decuparea varietatii formu-
lelor care pot fi construite cu variabilele propozitionale X1, ..., X,,. Pur
combinatoric, numarul total al functiilor de adevar care pot fi construite
cu cele n variabile este 22"). Tar acest numar coincide cu numaérul total
al conjunctiilor partiale ale formei normale conjunctive a expresiei

(X1&X 1) V...V (X,&X,)
(daca acest numar include gi conjunctia vida), numar care coincide cu
numarul total al conjunctiilor partiale ale formei normale conjunctive
perfecte a expresiei de mai sus.'? (PLM, §7).

107 Qdaci” este o abreviere pentru ”dacs si numai daci”.

Uprin problema deciziei (Entscheidungsproblem) in logicd se intelege problema
stabilirii validitatii universale a formulelor sale, respectiv problema duala a stabilirii
satisfiabilitatii formulelor.

2Pentru detalii, comp. si H. Scholz — G. Hasenjacger [1961], Grundzige der
mathematischen Logik, Springer-Verlag, Berlin, §§26, 27, D. Hilbert, W. Ackermann
[1972], Cap. 1, §7.
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(c) Forma normala conjunctiva perfecta permite derivarea tuturor
consecintelor din premise (axiome) date. Pentru aceasta se construieste
conjunctia tuturor premiselor iar formula astfel obtinuta este adusa in
fn.c.p. Asa cum demonstratia ne arata (cf. §9), constituie consecinta a
premiselor date orice conjunctie de conjuncti din f.n.c.p.

Sa remarcam totodata faptul ca urmatoarea echivalenta are loc:
B este consecinta logica a premiselor Aj,...,A, ddaca formula
(A& ... &A,) — B este una logic adevarata.'?

2. Conceptul dualitatii reprezinta un instrument esential in marirea
stocului formulelor valide. Daca 2l este o formula care contine doar ope-
ratorii &, V si ~, atunci duala lui A, A%, este formula care rezulta din 2A
prin inlocuirea reciproci a operatorilor & si V.4

Mai intai, sa remarcam urmatorul lucru: negatia unei formule 2, care
contine strict operatorii &, V si ~, se poate obtine prin inlocuirea ope-
ratorilor binari cu dualii corespunzatori si a variabilelor propozitionale
cu negatiile lor, fapt sugerat de altfel de formulele De Morgan: A&B
eq AV B 51 AV DB eq A&DB, unde "eq” este echivalenta logicd.'® Apoi,
modul in care din formule logic adevarate derivam alte formule logic
adevarate via dualizare este redat prin urmatoarea teorema: Daca 2 si
B sunt formule care nu contin decat operatorii &, V si —, atunci au loc:

(1) 2 este logic adevirati ddaca 2A° este logic adevirata.
(2) 2 — B este logic adevaratd ddaca B° — 20 este logic adevi-

rata.

13 Acest rezultat este cunoscut sub numele de Teorema normalitatii pentru Cp.
Pentru detalii gi demonstratii, comp. V. Draghici [2023], Mathematical Logic, Presa
Universitara Clujeana, Ch. 1, Sect. 2.6.

14Cum ugor se poate vedea, ca functii de adevar conjunctia si disjunctia stau
in urmétoarea relatie (de dualitate): matricea uneia se obtine din matricea celeilalte
inlocuind reciproc, peste tot, valorile de adevar.

I5Numit# si echivalenti tautologicd; i.e., A eq B ddaci formula A ~ B este logic
adevirati. In schimb, A ~ B este echivalenta materiald si care nu este o formula logic

adevarata.
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(3) A ~ B este logic adevarata ddaca A° ~ B° este logic adevi-
< 16
a

rata.

Demonstratia teoremei se poate face aplicand remarca de mai sus cu
privire la constructia negatiei unei formule (cf. §5). Mai notam faptul ca
aceasta remarca se poate aplica in constructia formei normale disjunctive
a unei formule 2, in urmatorul mod: (1) se neaga 2, (2) se construieste
forma normald conjunctivd a formulei 2, si (3) se construieste negatia
formulei obtinute prin (2), in acord cu remarca de mai sus (cf. §6).

3. Awziomatica calculului propozitional (§§10-13) reprezinta un alt
mod de organizare a Cp decat cel reprezentat prin teoria functiilor de
adevir. Insd aga cum constructia formelor normale in teoria functiilor de
adevar se baza, aga cum am mentionat, pe completitudinea functionala
a multimii de operatori {&,V, ™}, tot astfel gi organizarea axiomatica
se bazeaza pe acest fapt, intr-un sens chiar mai restrans, respectiv pe
completitudinea functionala a urméatoarelor multimi de operatori {&, 7},
{V,7}, {—,7}, {/}, unde ”/” este conectorul incompatibilitate ("bara”
lui Sheffer). Fiecare dintre aceste multimi indica o posibilitate de ela-
borare a unui sistem axiomatic al Cp,'” la care se adauga si alte posi-
bilitati de constructie, respectiv introducerea de la bun inceput a mai
multor operatori'® sau constructii in care locul axiomelor este preluat de
”Schlufiguren” (figuri de inferente).'

16 Autorii PLM mentioneazi doar forma (3) (si doar intr-o formi conditionald) pe
care o numesc Principiul Dualitatii. Pentru detalii §i demonstratii pentru toate cele
trei forme, comp. V. Draghici [2023], Ch. 1, Sect. 2.5. Ideea de dualizare poate fi insd
extinsa gi cu referire la ceilalti operatori binari ai Cp; pentru detalii comp. A. Church
[1956], Introduction to Mathematical Logic, Princeton University Press, Vol. I, §16.

1Pentru detalii, comp. e.g., Hilbert-Ackermann [PLM], §10; Hilbert-Ackermann
[1972], Cap. 1, §9; Hilbert-Bernays [1934], §3, 64-65.

BHilbert-Bernays [1934], §3, 66; S.C. Kleene [1964], §19.

19Cf. G. Gentzen [1934-5], ” Untersuchungen iiber das logische Schliessen”, Ma-
thematische Zeitschrift, vol. 39, 177-210, 405-431.
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Sistemul axiomatic din PLM (§10) este, In esenta, sistemul din Princi-
pia Mathematica,?® format din patru axiome sau formule logice primitive
(logische Grundformeln) si doua reguli primitive de deductie a formulelor
adevarate (Grundregeln zur Ableitung richtiger Formeln). Chiar daca in
formularea axiomelor apare operatorul —, el trebuie inteles ca o abre-
viere, i.e., X — Y inseamni X VY, aga c& operatorii logici primitivi
al axiomaticii Cp sunt strict V si —. Regulile primitive de deductie sunt
Regula Substitutiei si Regula Detagirii.?! Cele dous reguli ”constituie
analogonul formal al celor mai simple inferente intuitive, cea a deductiei
de la general la particular ("dictum de omni”) gi cea a deductiei de la
temei la consecinta ("modus ponens” al inferentei ipotetice)”.??

Cu privire la termenul german Ableitung, acesta apare cu urmatoarele
sensuri: (a) cu referire la cele doua reguli de deductie, a si 3, (b) deductia
sau derivarea din axiome de noi formule ale limbajului obiect al logicii, caz
in care vorbim despre formule demonstrate sau teoreme, sensul sau fiind
identic cu cel al demonstratiei (Beweis), si (¢) deductia de reguli derivate
(abgeleitete Regeln), altele decat a si 5. Acestea sunt reguli auxiliare, ne-
necesare constructiei axiomatice ca atare, dar a caror utilizare simplifica
demonstratiile teoremelor.??

Acest aparat formal permite derivarea tuturor formulelor universal
valide ale Cp.

20Comp. B. Russell si A.N. Whitehead [1910], Principia Mathematica, Vol. I,
Ed. I, Cambridge.

21Atat in PLM cat si Hilbert-Bernays [1934], §3, aceastd reguld este numits
”Schlufischema” (schema implicatiei). In Hilbert-Ackermann [1972], 29, regula apare
sub numele Abtrennungsregel (regula detasarii), nume pe care l-am preluat aici.

22Cf. Hllbert-Bernays [1934], §3, 63.

231 utilizarea lor curentd, cei doi termeni ” deductie” si ”demonstratie” se core-
leaza astfel: deductia este o demonstratie din n premise (altele decit axiomele siste-
mului) iar demonstratia este o deductie din zero astfel de premise (i.e., o deductie
doar din axiomele sistemului). Iar ”teorema” Inseamna atit o formuld demonstrabila
a limbajului obiect, cat si o "reteta” (reguld) prin care din formule demontrate de o
anumitd forma se conchide ca alte formule sunt de asemenea demonstrabile (stricto

sensu, acestea sunt metateoreme).
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Problemele care se ridica in legatura cu organizarea axiomatica a Cp
sunt: consistenta acestui calcul, independenta axiomelor gi completitudi-
nea Cp.

Demonstrarea consistentei Cp autorii PLM o fac printr-o interpretare
aritmetica, in urmatorul sens: X,Y, Z, ... sunt variabile aritmetice (care
iau valorile 1, 0), X V'Y este produsul aritmetic, iar 0 = 1 ¢i T = 0. In
aceasta interpretare, cum usor se poate arata, toate axiomele au propri-
etatea de a fi identic 0 iar regulile de deductie conserva aceasta proprie-
tate. In acest fel, toate formulele derivate din axiome (i.e., teoremele) au
proprietatea de a fi identic 0. Acum, fiindca doua formule contradictorii
nu pot avea aceeasi valoare aritmetica, rezulta ca daca una este teorema
(si deci are proprietatea de a fi identic 0), atunci cealalta nu are aceasta
proprietate si este deci nedemonstrabila. Ceea ce inseamna ca sistemul
axiomatic este consistent.

Printr-o interpretare aritmetica similara este demonstrata si
independenta axiomelor, i.e., niciuna din axiome nu este derivabila din
celelalte.

Completitudinea sistemului axiomatic din PLM se poate defini in
doua moduri: completitudinea semantica, potrivit careia orice formula
universal valida este demonstrabila, si cea sintactica, i.e., adaugarea
unei formule nedemonstrabile in sistem ca o noua axioma genereaza o
inconsistenta. Sistemul axiomatic al Cp din PLM este complet in ambele
sensuri.

In primul caz, dat fiind faptul ca atat regulile de constructie a for-
mei normale conjunctive a unei formule, cat si regulile pe baza carora
decidem asupra validitatii formulei aplicand formele normale conjunctive
sunt requli derivabile in sistemul ariomatic, demonstrabilitatea unei for-
mule 2 in sistemul axiomatic se reduce la a arata ca fiecare conjunct al
formei ei normale conjunctive contine o variabila impreuna cu negatia ei.

In al doilea caz, argumentul completitudinii este urmétorul (cf. §13).
Daca 2 este o formula nedemonstrabila, atunci nici forma ei normala

conjunctiva ‘B nu este demonstrabila. Si deci 8 are un conjunct € in



1X

care nicio variabila nu apare impreuna cu negatia ei. Acum, daca in € in
locul fiecarei variabile nenegate vom pune X iar in locul fiecarei varia-
bile negate vom pune X, ceea ce vom obtine este o disjunctie de forma
XV XV...VX, echivalent X. Acum, daca formula nedemonstrabila 2(
ar fi adevarata, atunci gi B, € i astfel si X ar fi adevarate. De unde, prin

substitutia lui X pentru X ar rezulta ci si X ar fi adevarata. Imposibil.

Capitolul 2. Calculul clasial

In constructia PLM calculul clasial este un calcul combinat "in care
simbolurile logice &, V, ~ sunt utilizate In parte pentru conectarea
propozitiilor, in parte pentru conectarea predicatelor” (Cap. 2, §2). Pe
scurt, lucrurile stau astfel: X reprezinta clasa complementars clasei X,
X&Y reprezinta intersectia celor doua clase X si Y, iar X VY repre-
zinta reuniunea celor doua clase. Acesti conectori clasiali pot fi desigur
combinati 1n varii feluri, insa utilizand doar &, V si — nu avem posibilita-
tea construirii unor propozitii despre clase. Pentru aceasta sunt introduse
doua relatii: X — Y (o abreviere pentru X VY), cu semnificatia ” X este
o subclasa a clasei Y, si X ~ Y (o abreviere pentru X VY&Y V X) cu
semnificatia ” X este identica cu Y”. Prin introducerea unui simbolism
adecvat pentru redarea cuantificatorilor, cele patru tipuri de propozitii
categorice din silogistica aristotelicd sunt redate astfel: A : |X V Y],
I:|XVY], E:|[XVY|siO:|XVY], unde barele verticale sunt

introduse pentru eliminarea ambiguitatilor cu privire la interpretarea

constructiilor simbolice. Cu cele doua relatii clasiale (— si ~), la care
se adauga interpretarea celor cinci simboluri (&, V, ~, —, ~) in sensul
calculului propozitional, posibilitatile constructiei de propozitii in calcu-
lul clasial se amplifica considerabil. Utilizand acest aparat formal din cele
19 moduri valide ale logicii aristotelice,* calculul clasial valideaza doar
15. Nu sunt validate: darapti, bamalip, felapton, fesapo.

24Din cele 24 moduri valide ale silogisticii moderne, din lista nu fac parte cele 5

moduri subalterne (barbari, celaront, cesaro, camestrop gi camenop).



Sursa acestei discrepante si posibilitatea recuperarii modurilor neva-
lidate sunt usor sesizabile daca apelam la editia a VI-a a lucrarii celor doi
autori germani.?® Aici modul elaborarii calculului clasial este unul mo-
dern. Locul conectorilor clasiali (&, Vv, 7) din editia a II-a este preluat de
operatiile intersectie (N), reuniune (U) si complementara (), iar locul
relatiilor "subclasa” (X — Y) i ”identitate” (~) este preluat de sim-
bolismul uzual o C [ (relatia de incluziune) si a = § (relatia de identi-
tate). Sunt introduse variabile pentru clase, sunt apoi definite conceptele
"termen clasial” si "expresie a calculului clasial”. Respectiv, un termen
clasial este orice constructie simbolica generata strict prin urmatoarele
reguli: 1. Orice variabila clasiala este un termen clasial, 2. Daca a este
un termen clasial, atunci @ este un termen clasial, si 3. Daca a si b sunt
termeni clasiali, atunci a U b si a N b sunt termeni clasiali. Iar o expresie
a calculului clasial este definita strict prin urmatoarele reguli: 4. Daca a
si b sunt termeni clasiali, atunci a C b gi a = b sunt expresii, 5. Daca
2 este o expresie, atunci =2 este o expresie (unde ”—=" este simbolul
negatiei logice), si 6. Daca 2 gi B sunt expresii, atunci 2 A B, AV B,
A — B si A + B sunt expresii (unde "A” este simbolul conjunctiei
iar "¢ este simbolul echivalentei?®). Cu acest simbolism cele 4 tipuri
de propozitii categorice sunt redate astfel: A : ¢ C w, I : =(0 C 7),
E:ocC7sgiO:—=(0c Cmn), unde o si 7 sunt clasele care corespund ter-
menilor logici "subiect”, respectiv "predicat”. La acest aparat sintactic
minimal se adauga definitia conceptului semantic ”expresie universal va-
lida”: 7O expresie se numeste universal valida daca ea este valida in orice
domeniu nevid de indivizi, i.e., in orice domeniu de indivizi care contine
cel putin un element. lar aceasta inseamna ca pentru orice domeniu de

acest fel, prin inlocuirea variabilelor clasiale cu clase arbitrare, construite

25D, Hilbert, W. Ackermann [1972], Cap. 2, §3. Spre deosebire de editia a Il-a,

aceasta editie exceleaza prin eleganta in tratarea acestui subiect.

26— A si <+ corespund simbolurilor —, & si ~ din PLM.
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cu elemente din acest domeniu, expresia trebuie sa se transforme intr-o
propozitie adevarata.”?”

Acum, decuparea modurilor valide ale silogisticii traditionale este
mult mai eleganta. Testarea tuturor combinatiilor posibile de trei
propozitii (doua premise si o concluzie) care formeaza un mod silogistic
se face printr-o "translatie” a modului respectiv intr-o expresie a calculu-
lui clasial. Modul considerat este unul valid daca si numai daca expresia
care-i corespunde este una universal valida. De exemplu, daca o, 7 si
i sunt clasele care corespund termenilor logici "subiect”, ”predicat” si
"termen mediu”, atunci modului cu premisele y C 7w, ¢ C p si concluzia
o C m 1i corespunde expresia (formula) universal valida a calculului cla-
sial (a C b) A (¢ C a) — (¢ C b). Acest mod este deci unul valid, el este
tocmai modul "barbara”. Un asemenea formalism, similar celui adoptat
in editia a II-a, valideaza doar 15 din cele 19 moduri ale logicii aristo-
telice. Din nou, modurile aristotelice ”darapti”, ”felapton”, ”bamalip” si
"fesapo” nu sunt validate, deoarece niciuna din expresiile clasiale care co-
respunde acestor moduri nu este universal valida. De exemplu, modului
”darapti”, cu premisele u C 7, u C o si concluzia =(o C 7) ii corespunde
expresia (a C b) A (a C ¢) — —(c C b), care nu este universal valida. La
fel gi pentru celelalte trei moduri. Discrepanta fata de silogistica aristote-
lica rezida in faptul ca interpretarea aristotelica a propozitiilor universal
afirmative nu coincide cu interpretarea clasiala de mai sus o C m, deo-
arece la Aristotel o propozitie de forma ”Toti S sunt P” este adevarata
doar daca exista obiecte care sunt S, pe cand ¢ C 7 are loc si daca o
este clasa vida.

Insd cele 4 moduri “redevin” valide dacd premiselor lor 1i se adauga
o expresie care reda ideea neviditatii unui termen logic. In cazul modului
"darapti” e vorba despre neviditatea termenul mediu. Si deci daca celor
doua premise ale lui "darapti” li se adauga inca o premisa, redata prin
—(p C 1), atunci modul este validat de calculul clasial.

2D. Hilbert, W. Ackermann [1972], 49. Sapte teoreme fundamentale redau o
excelentd analiza facuta conceptului validitatii in calculul clasial.
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Capitolul 3. Calculul restrans al predicatelor (CP)

Ceea ce numim ”calculul restrans al predicatelor” reprezinta o varie-
tate de constructii logico-matematice. Cea uzuala astazi, cunoscuta si sub
numele de logica de ordinul intai, este o extensie a Calcului propozitional.
Sintactic, calculul restrans al predicatelor contine urmatoarele clase
de simboluri: (1) simboluri pentru operatorii Cp (negatie, conjunctie,
disjunctie,...), (2) simboluri pentru cuantificatori (V — cuantificato-
rul universal, 3 — cuantificatorul existential), (3) simboluri pentru
variabile individuale: (z,y, z,...), (4) simboluri auxiliare (parantezele),
(5) simboluri pentru predicate (P, @, R, ...), (6) simboluri pentru functii
(f,9,h,...)si (7) simboluri pentru constante (a,b,c,...,c1,ca,...). Ulti-
mele trei clase de simboluri ((5), (6) si (7)), laolalta, constituie limbajul
logicii de ordinul intai (L). Cu ajutorul simbolurilor de mai sus sunt de-
finite doua clase de entitati sintactice: termeni si formule. Prin ”termen”

intelegem clasele (3) si (7) de mai sus la care se adaugad constructiile

sintactice de forma f(¢y,...,t,), unde f este un simbol functional (i.e.,
apartine clasei (6)), iar t1,...,t, sunt termeni arbitrari. Prin ”formula”
intelegem constructii sintactice de forma P"(t1,...,t,), unde P™ este un

simbol predicativ n-adic (i.e., cu n locuri pentru argumente), A, unde 2A
este o formula, A&B, AV B, A — B, etc., unde A si B sunt formule si,
in fine, Vo2l gi 2%, unde 2 este o formula.

Semantic, calculul restrans al predicatelor contine, inainte de toate,
definitiile principalelor concepte semantice: model al limbajului L, i.e.,
M = (D, i), unde D este un domeniu nevid de elemente iar i este functia
interpretare care (a) asigneaza fiecarui simbol predicativ n-adic P™ o
relatie®® (P")" (simbolul predicativ P?, de exemplu, prin interpretare
poate fi relatia (P?)": "mai mic decat” etc.), (b) asigneaza fiecarui simbol
functional n-ar f o functie (f™)" (de exemplu, (f%)" poate fi 7+ (i.e.,

aditia), si (c) asigneaza fiecarui simbol constantd ¢ un element ¢ € D.

28Numita si predicat; i astfel un simbol predicativ (neinterpretat), prin functia 4
capata semnificatie.
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Variabilele individuale sunt interpretate printr-o functie distincta:
asignarea p (ca functie de la multimea variabilelor individuale la do-
meniul D al modelului). Evident, daca functiile i si 1 sunt date, atunci
valoarea oricarui termen poate fi calculata. Apoi, pe baza conceptului
de model sunt definite alte trei concepte fundamentale ale semanticii
calculului restrans al predicatelor: satisfiabilitatea unei formule A intr-o
asignare p in M, adevarul formulei A in M (i.e., A este adevarata in M
ddaca A este adevarata in orice asignare in M) si validitatea formulei A
(i.e., A este valida dac# si numai daca A este adevarata in orice model).?

In raport cu prezentarea mai sus facuta calculului restrans al predi-
catelor, facem urmatoarele mentiuni. Multimile (5)-(7) pot fi finite sau
infinit numérabile. Insd (6) si (7) pot fi chiar multimi vide, caz in care
putem vorbi tot despre un calcul restrans al predicatelor. Multimea (5),
in schimb, trebuie sa contina cel putin un element. Daca (6) si (7) sunt
vide, atunci multimea termenilor nu contine simboluri pentru functii si
nici simboluri pentru constante, si deci prin "termen” intelegem strict
multimea (3) (simboluri pentru variabile individuale). In acest caz vor-
bim despre calculul pur al predicatelor de ordinul intai, agsa cum este
cazul constructiei din PLM (Cap. 3).

»_»

In fine, distinctia "restrans”—"extins” cu referire la calculul predicate-
lor inseamna urmatoarele. Un exemplu de calcul restrans al predicatelor
este cel mai sus prezentat (si eventualele lui variante). Intr-un calcul ez-
tins, numit si logica de ordinul doi (mai general, de ordinul n), intalnim si
urmatoarele cazuri: simbolurile predicative au alte simboluri predicative
drept argumente sau sunt constructii simbolice in care sunt admise cu-
antificari peste predicate sau functii. Un exemplu de astfel de constructii
este cel care face obiectul analizei din Capitolul 4.

Expunerea autorilor PLM n-are gradul de precizie al conceptu-
alizarilor recente, insa toate conceptele fundamentale ale calculului
restrans al predicatelor igi gasesc corespondentul lor in PLM. Mai intai,

distinctia simboluri predicative — predicate (relatii), mai sus mentionata,

29Pentru detalii, comp. V. Driighici, [2023], Ch. 2, Sect. 2.1.
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in PLM apare formulata in termenii urmatori: variabile predicative (sau
simboluri functionale cu locuri pentru argumente) — predicate individuale
(sau predicate speciale sau predicate definite).>” Modul in care cele dous
niveluri ale constructiei CP (sintactic i semantic) se conecteaza este
urmatorul. Fie P? un simbol predicativ diadic, fie x, y doua variabile
individuale. Atunci P(xz,y) este o formula (elementara), si care devine
o propozitie prin interpretare. Le., daca prin P? intelegem relatia "mai
mic decat” (simbolic: <), atunci formula devine expresia @ < y si care,
desigur nu este o propozitie. Insd daci in locul lui z si ¥ vom pune (nume
de) obiecte, 2 si 3, sa zicem, atunci expresia 2 < 3 devine o propozitie
adevarata, iar pentru 7 si 4 obtinem o propozitie falsa. Asadar, valoarea
de adevar a propozitiei derivate din z < y depinde de asignarile facute
variabilelor z si y.

Intr-o formuls, de exemplu VP (x,y), subformula P(z,y) se numeste
domeniul de actiune al cuantificatorului universal ”Vz”, variabila = (in
cele doua ocurente ale sale) se numeste variabila legata (prin cuantifica-
torul universal), iar variabila y se numeste libera. lar daca toate variabi-
lele individuale ale unei formule sunt legate, atunci formula se numeste
inchisa sau propozitie. E.g., formula Vz3y x < y (unde z si y sunt numere
reale) reprezinta, simplu, propozitia: ”pentru orice numar real z exista
un numar y astfel incat x < y”.

Modul in care sintaxa gi semantica se conecteaza poate fi ilustrat prin
definitia conceptului waliditatii universale (Allgemeingiltigkeit). O for-
mula a CP se numeste universal valida daca pentru orice domeniu de indi-
vizi are loc: daca pentru variabilele propozitionale se substituie propozitii
definite, pentru variabilele individuale libere se substituie (nume de)

3ODistinc‘gie uzuald in unele constructii logice si in forma wvariabile predicative —
constante predicative; aga cum distinctia variabile individuale — obiecte individuale

(nume proprii) este redatd in termenii variabile individuale — constante individuale.
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obiecte din domeniul de indivizi iar pentru variabilele predicative se sub-
stituie predicate definite in domeniul de indivizi, atunci formula devine
intotdeauna o propozitie adevarata.®!

Similar constructiei calculului propozitional, si aici avem un sistem
axiomatic (cf. Cap. 3, §5) si care este o extensie a sistemului cores-
punzator din Cp (cf. Cap. 1, §10). Una din regulile sistemului axiomatic
al CP este 1nsa formulata incomplet, necontinand o clauza esentiala cu
privire la variabilele legate.?® Aceasta clauza este insa continuta in editia
a VI-a a lucrarii ca parte a Teoremei XIII si este urmatoarea: ”Apoi,
locurile pentru argumente ale lui F' in formula 2l nu pot fi ocupate in
nicio ocurenta de variabile care in B(xy, ..., z,) apar in forma legata”.?
Acest text a fost introdus in formularea Regulii a3) si este marcat prin
punerea lui in paranteze patrate.

Acest aparat formal permite derivarea (deductia) din axiome a tu-
turor formulelor valide.®* Aidoma sistemului axiomatic al Cp, formulele
astfel derivate se numesc teoreme, derivarea fiind propriu-zis demonstratia
teoremei respective. Din nou, similar sistemului din Cp, o serie de reguli
derivate de deductie faciliteaza demonstratia de noi teoreme (§6).

Dualitatea in CP. Avand in vedere faptul ca & si V sunt operatori
duali si relatia dintre cuantificatorii V si 3 cu, respectiv, & si V, era de

31T editia a VI-a autorii definesc mai intai validitatea formulei intr-un domeniu
de indivizi ( Giiltigkeit in einem Individuenbereich), in modul mai sus definit, iar apoi
validitatea universald a formulei ca validitate in orice domeniu nevid de indivizi; cf.
Hilbert-Ackermann [1972], 75-76. Conceptul validitatii, respectiv conceptul satisfiabi-
litatii, cu referire la un domeniu de indivizi sunt analizabile In termenii ” k-validitate”
(k-zahlig identisch), respectiv ”k-satisfiabilitate” (k-zahlig erfillbar), unde k repre-
zint& numadrul cardinal (finit sau transfinit > 0) al domeniului considerat; comp. D.
Hilbert gi P. Bernays [1934], §4, 119-121; H. Scholz si G. Hasenjaeger [1961], §77; S.C.

Kleene [1964], §36, 171-172.
32Remarca facuti de A. Church [1944], Introduction to Mathematical Logic, Part 1,

Princeton, 63. Este vorba despre regula substitutiei variabilelor predicative cu formule
ale CP (Regula a3)).
33Cf. D. Hilbert, W. Ackermann [1972], 90.

340biect al Teoremei completitudinii sistemului axiomatic (cf. Cap. 3, §10).
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agteptat ca perechii de operatori duali din Cp (&, V), sa-i adaugam in
CP perechea (V, 3). Acum, corespunzator Cp, constructia contradictoriei
unei formule care nu contine decat operatori booleni si cuantificatori se
face prin inlocuirea operatorilor V, 3, & si V cu, respectiv, 3, V, V si &
(i.e., prin constructia dualei) si a formulelor elementare® cu negatiile lor.
Aplicand acest rezultat, toate cele trei echivalente privitoare la dualizare,
mentionate mai sus cu privire la Cp, sunt demonstrabile si aici.

Formele normale in CP, similar celor din Cp, sunt constructii sintac-
tice de un tip special. Doua astfel de forme fac obiectul analizei: forma
normala prenexa si forma normala Skolem. O formula 2 a CP se afla
in forma normala prenexa daca 2 are forma II*3 unde II contine toti
cuantificatorii formulei, nenegati, iar B este o formula care nu contine
cuantificatori; mai mult, domeniile de actiune ale cuantificatorilor din
IT se extind pana la capatul formulei. IT se numeste prefizul formulei A
iar B matricea ei. Formula 2 se afla in forma normala Skolem daca 2
este in forma normala prenexa si toti cuantificatorii existentiali preced
cuantificatorii universali.

In legatura cu aceste forme normale urmatoarele rezultate au loc:

(1) Pentru orice formula 2 a CP se poate gasi o formula 2* in forma
normala prenexa, astfel incat in sistemul formal considerat urmatoarea
echivalenta este demonstrabila: 2 = 2A*.

(2) Pentru orice formula 2 a CP se poate gasi o formula 2** in forma
normala Skolem, astfel incat urmatoarea echivalenta are loc:

2 este demonstrabild ddaca 2A** este demonstrabild.>®

Remarcam mai intai deosebirea dintre cele doua relatii, continute in
(1), respectiv (2). In primul caz cele dous formule, A si A*, sunt de-
monstrabil echivalente, in cel de-al doilea, in schimb, 2 si A** sunt co-

deductive, in sensul ca "din 2, in acord cu regulile calculului predicatelor

3 Formulele elementare in PLM sunt asadar variabilele propozitionale si
constructiile de forma P(z1,...,z,), unde P este o variabila predicativi n-adica iar

Z1,...,T, sunt variabile individuale.
36 Acesta este si continutul Teoremei XXII din D. Hilbert, W. Ackermann [1972],
96.



XVvil

este deductibild formula [**] iar din [21**] este deductibild 2”.37 Cum
usor se poate vedea, cele doua relatii sunt distincte, prima fiind mai tare
decat a doua. De exemplu, formulele (z) si Va2((x) sunt co-deductive,
fara ca A(z) = Va(z) sa fie demonstrabila.

Rezultatul din (2), privitor la Teorema lui Skolem, este valabil nu
numai in formularea deja data, i.e., ca rezultat sintactic, ci si ca rezultat
semantic (2*) lucru care nu figureaza in editia a II-a (care face obiectul
traducerii de fata), dar care figureaza explicit ca Teorema XXIII din
editia a VI-a.®

Demonstrarea echivalentei (2%) (i.e., Teorema XXIII: 2 este universal
valida ddaca ** este universal valida) presupune demonstratia corecti-
tudinii sistemului formal, demonstratie care se rezuma la a arata ca toate
axiomele sistemului sunt formule valide iar regulile de deductie conserva
(in concluzie) validitatea premisei (premiselor).?? Aceastd demonstratie,
via demonstratia Teoremei lui Skolem (forma (2)), permite ca in
demonstratia pentru (2) sa inlocuim peste tot ”. . . este demonstrabila” cu
”.. . este valida”,** obtinand astfel co-extensivitatea (2*): 2 este universal
valida daca gi numai daca forma ei Skolem 2** este universal valida.

Mentiunea facuta cu privire la forma (2*) a Teoremei lui Skolem este
esentiala unei demonstratii corecte a teoremei completitudinii CP. Po-
trivit autorilor PLM, "In acord cu cele expuse la finele §8, pentru orice
formula a calculului predicatelor se poate gasi o formula in forma normala
Skolem, astfel incat ambele formule sunt demonstrabile sau niciuna nu
este demonstrabila. Si deci [in demonstratia completitudinii] ne putem
limita la a arata ca toate formulele identice [universal valide] in forma

normala Skolem sunt si demonstrabile.”*! Cum a remarcat insi Quine,

37Ct. D. Hilbert, P. Bernays [1934], 149. Pentru detalii cu privire la cele dous
concepte metalogice ”echivalenta demonstrabild” (Uberprdfbarkeit) si ”co-deducti-
bilitate” (Deduktionsgleichheit), comp. [1934], 132-133, 149.

38Cf. D. Hilbert, W. Ackermann [1972], 103-104.

39Dem0nstra‘gie data in paginile anterioare ale editiei a VI-a (cf. §4, 78-79, 100).

40T acord cu indicatiile demonstratiei Teoremei XXIII din ed. a VI-a, 104.

4Ed. germ. [1946], 76-77.
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aceasta ”limitare” nu este suficienta, deoarece ”Daca 2l este identica iar
2** nu este identica, atunci derivabilitatea tuturor formulelor identice in
forma normala Skolem n-ar implica derivabilitatea formulei 2. Formula-
rea de mai sus a teoremei de reductie a lui Skolem trebuie redata intr-o
forma mai tare, In urmatorul sens: ”Pentru orice formula identica. . . se
poate gasi o formuls identica...”.”4?

Intrucat echivalenta Teoremei XXIII este esentiald formei in care
teorema completitudinii a fost demonstrata, am recurs la urmatoarele
interventii in textul original. La finele §8 am introdus echivalenta seman-
tica a Teoremei XXIII, laolalta cu indicatia privitoare la demonstrarea
ei. lar in §10 (Completitudinea sistemului axiomatic), textul ” In acord
cu cele expuse la finele §8, pentru orice formula a calculului predicate-
lor se poate gasi o formula in forma normala Skolem astfel incat ambele
formule sunt demonstrabile sau niciuna nu este demonstrabila” a fost
inlocuit, corespunzator, in acord cu observatia lui Quine, cu urmatorul
text, care reda continutul echivalentei semantice a Teoremei XXIII, res-
pectiv: ” In acord cu cele expuse la finele §8, pentru orice formula a calcu-
lului predicatelor se poate gasi o formula in forma normala Skolem, astfel
incat ambele formule sunt universal valide sau niciuna nu este universal
valida”.

Ambele interventii in textul original sunt marcate prin punerea tex-
telor nou introduse in paranteze patrate.

Completitudinea CP

Aga cum am vazut In consideratiile asupra axiomaticii calculului
propozitional, completitudinea se poate defini in doua feluri: comple-
titudinea sintactica si cea semantica. Un sistem axiomatic este sintactic

42W . V.0. Quine [1938], ”D. Hilbert and W. Ackermann, Grundziige der theore-
tischen Logik (Review)”, Journal of Symbolic Logic, Vol. 3, No. 2, 83-84. Strict in
sensul lui Quine, formularea ar fi urmatoarea: Pentru orice formula identica se poate
gasi o formuld identica in forma normala Skolem, astfel incat ambele formule sunt
demonstrabile sau niciuna nu-i demonstrabild. Aici am introdus, simplu, versiunea

semantica a Th. Skolem, redata prin Th. XXIII a celei de-a sasea editii.
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complet daca adaugarea la axiomele sistemului a unei formule nedemon-
strabile in sistem genereaza o contradictie. In acest sens sistemul axioma-
tic de calcul al predicatelor nu este unul complet, deoarece adaugarea unei
formule nedemonstrabile ca o noua axioma, e.g., (Fz)F(x) — VaF(x),
F(y) — VYzF(x), F(x) V F(y), nu genereazi o inconsistentd. Evident,
aceste formule sunt nevalide si deci, prin corectitudinea sistemului con-
siderat, ele nu sunt demonstrabile. Intr-un sens mai tare, cel semantic,
un sistem formal este complet daca orice formula valida este demonstra-
bild in sistem. In acest sens, sistemul axiomatic de logica a predicatelor

t.43 Prezentam mai jos, schematic, versiunea Hilbert-

este unul comple
Ackermann a teoremei godeliene a completitudinii.

Pentru motivele specificate cu privire la forma semantica (2*) a Teo-
remei lui Skolem, in demonstratia completitudinii este suficient sa consi-

deram formule in forma normala Skolem, i.e., formule de forma

(Exy) ... (Exg)(y1) - ()M @y, oo T Y1y -5 YL)-

Fie xg, x1, x9, ... sirul infinit numarabil al variabilelor individuale. Fie
En o enumeratie a tuturor k-tuplilor care pot fi construiti cu aceste vari-
abile. Fie B, formula 2A(z,,, ..., Tn; Tty - - Tpr), Unde Tp,, ..., Tp,
este cel de-al n-lea k-tuplu in En. Pentru orice n, fie €, disjunctia
B,V By, V...V B, Evident, €, este o formula care nu contine cu-
antificatori, componentele sale fiind formule elementare (i.e., variabile
propozitionale gi variabile predicative insotite de argumente). Acum,
daca in €, inlocuim toate formulele elementare, altele decat variabilele
propozitionale, cu variabile propozitionale distincte de cele care apar deja
in €, si distincte intre ele (daca formulele elementare pe care le inlocuim
sunt distincte), atunci din formula logicii predicatelor €, vom obtine
formula propozitionala &,. Si deci girul de formule €;, €, €3, ... devine

¢, C, E5, ...

43Prima demonstratie de completitudine a fost datd de K. Godel [1930], "Die
Vollstandigkeit der Axiome des logischen Funktionenkalkiils”, Monatshefte fiir Ma-
thematik und Physik, 37, 349-360.
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Vom avea strict urmatoarele doua cazuri:

1. Exista un n astfel incat €, este o formula logic adevarata a calcu-
lului propozitional.

2. Pentru niciun n €, nu este o formula logic adevarata a calculului
propozitional.

Corespunzator, vom avea urmatoarele alternative: (A) formula data
(in forma normala Skolem) este derivabila in sistemul axiomatic consi-
derat (i.e., demonstrabila), si (B) negatia formulei date este satisfiabila
intr-un domeniu de indivizi format din numerele naturale. Demonstratiile
pentru (A) si (B) conduc la doua teoreme fundamentale:

Teorema de completitudine (Gddel). Orice formula universal valida a
CP este demonstrabila in sistemul axiomatic specificat.

Teorema lui Lowenheim. Daca o formula a CP este universal valida
intr-un domeniu infinit numarabil de indivizi, atunci ea este universal
valida in orice domeniu de indivizi.

In acord cu criticismul lui Church,* demonstratia din textul original
al PLM contine erori, motiv pentru care aceasta demonstratie a fost
partial modificata. Textul nou introdus este o versiune a demonstratiei
date in traducerea engleza.*

Problema decizier in C'P. Calculul elaborat de autorii PLM este calcu-
lul pur al predicatelor, i.e., un calcul in care formulele nu contin simboluri
individuale. In acord cu §4 (Cap. 3), o formula este o expresie construita
strict din variabile propozitionale, variabile individuale, variabile pre-
dicative si conectorii &, V, =, —, ~, plus cuantificatorii (V,3). Intr-o
constructie axiomatica a CP, strict derivarea din axiome a noi formule
prin aplicarea regulilor formale de deductie, este ceea ce se are in vedere,
fara sa conteze in vreun fel semnificatia acestor constructii. Trecerea de

44¢f. A. Church [1944], 75 si urm., revizuita in recenzia din Journal of Symbolic
Logic, vol. 10, 1945, 20.

45Comp. D. Hilbert, W. Ackermann [1999], Principles of Mathematical Logic,
AMS Chelsea Publishing, 97-99.
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la derivarile pur sintactice la constructe cu semnificatii (planul seman-
tic) are loc prin interpretarea intuitiva (inhaltliche Deutung). O astfel
de interpretare presupune urmatoarele: o multime nevida de obiecte D
(numita domeniu de indivizi), substitutia variabilelor propozitionale cu
propozitii definite, substitutia variabilelor individuale libere cu nume de
obiecte din D, gi a variabilelor predicative cu predicate individuale de-
finite pe D. Procedand astfel, ceea ce se obtine este o propozitie, care
poate fi adevarata sau falsa. Daca pentru orice domeniu de indivizi D si
pentru orice substitutii propozitia astfel obtinuta este adevarata, atunci
formula data este universal valida. O formula se numeste satisfiabila daca
exista un domeniu D de indivizi, astfel incat prin substitutiile mai sus
mentionate formula devine o propozitie adevarata. Modul in care cele
doua concepte, validitatea universala si satisfiabilitatea, se coreleaza este

redat de urmatoarele echivalente:

(Eq) A este universal valida daca si numai daca 2 nu este satisfiabila,
respectiv, echivalent, prin
(Eq*) 2 nu este universal valida daca si numai daca 2 este satisfiabild
(din (Eq)).

Prin problema deciziei se intelege problema stabilirii validitatii uni-
versale a formulelor, respectiv, problema duala a stabilirii satisfiabilitatii
formulelor. Aceasta problema este considerata problema centrala a logicii
matematice.

Chiar daca pentru anumite cazuri speciale ale CP (cf. §12) aceasta
problema a fost solutionata (e.g., pentru domenii finite de indivizi, pen-
tru calculul predicatelor monadice, pentru formule cu anumite tipuri de
prefixe), ca problema generald a calculului predicatelor ea ramane una
insolvabila.

Desigur, daca avem in vedere atat corectitudinea cat si comple-
titudinea sistemului axiomatic al calculului predicatelor, vom deriva

urmatoarea echivalenta

(EQ) O formula 2 a CP este universal valida daca si numai daca 2

este demonstrabila in sistemul axiomatic considerat.
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Cu alte cuvinte, multimea formulelor universal valide gi multimea te-
oremelor sistemului axiomatic coincid. Aceasta echivalenta nu ajuta insa
in niciun fel la solutionarea problemei deciziei pentru calculul restrans al
predicatelor, deoarece nu avem o procedura generala de decizie cu privire
la derivabilitatea unei formule in sistemul axiomatic.*8

Nedecidabilitatea CP este subiectul unui rezultat fundamental al lo-
gicii matematice, cunoscut sub numele de Teorema lui Church. Lucra-
rea autorilor germani, PLM, nu detaliaza acest subiect. Data fiind insa
relevanta lui logico-matematica, in directa legatura cu continutul PLM,

" in aceastd prezentare a PLM.

l-am introdus intr-o expunere concisa,*
Nedecidabilitatea CP

Mai intai, este convenabila o usoara schimbare de notatie. In lo-

2 2

cul simbolului 7 = 7 din PLM vom introduce simbolul "=" (cu exact

aceeagi semnificatie: negatia logica). Bara” — 7, in schimb, pusa deasu-
pra unui simbol, e.g., @ sau g, va denota numeralul (sau numele formal al)
numarului respectiv, n sau g. Notatii precum 7 F A sau 7 ¥ A Inseamna
ca formula A este, respectiv nu este demonstrabila (deductibila) in 7.
Simbolul ”=" are exact sensul operatorului ”~” din PLM.

Fie T o teorie de ordinul intai, i.e., o teorie in care predicatele nu
contin ca argumente ale lor alte predicate si in care nu se cuantifica
pe predicate si functii. Singurele entitati pe care se cuantifica sunt deci
variabilele individuale. Teorii de ordinul intai sunt, de exemplu, calcu-
lul predicatelor (fie in forma expusa mai sus (p. xii), i.e., al carui limbaj
contine toate cele trei clase de simboluri (pentru predicate, pentru functii
i pentru constante), fie in forma calculului pur al predicatelor, in sen-
sul mai sus specificat), sistemul axiomatic al Aritmeticii Peano (PA),
sistemul axiomatic Robinson (Q) (un subsistem al PA).

461 termeni tehnici, multimea teoremelor sistemului nu este recursivi.
47Cititorul nefamiliarizat cu conceptele fundamentale ale teoriei recursiei poate

omite, la o prima lectura, comentariile faicute pe aceasta tema.
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T se numeste recursiv nedecidabila daca si numai daca multimea Thy
a numerelor Godel ale teoremelor sale nu este recursiva.*® T este esential
recursiv nedecidabila daca si numai daca orice extensie consistenta a lui
T este recursiv nedecidabila. T se numeste aziomatizabila daca i numai
daca exista o multime recursiva M de propozitii (formule inchise), astfel
incat 7 = {A | M + A} (i.e., T consta strict din toate formulele deriva-
bile din M). Daca M este finita, atunci T se numeste finit aziomatizabila.
Sistemul axiomatic () este un exemplu de teorie finit axiomatizabila. T
se numeste decidabila daca si numai daca multimea Tht este recursiva.

Acum, insolvabilitatea problemei deciziei pentru calculul pur al pre-
dicatelor inseamna a arata ca multimea Thcp nu este decidabila (re-
cursiva).® Schematic,’® derivarea Teoremei lui Church are loc pe baza
urmatoarelor rezultate teoretice:

Ry. Fie T 2 Q (i.e., T este o extensie consistenta a teoriei Q). Atunci
multimea T'hs nu este recursiva.

Demonstratia pentru R; se bazeaza pe co-extensivitatea concepte-
lor ”exprimabilitate formala a unei multimi M In 77 si "recursivitatea
multimii M7, plus lema diagonalizarii, potrivit careia daca A(x) este
o formula cu z libera a L (i.e., a limbajului teoriei 7), atunci exista o
propozitie G a L astfel incat 7 F G = A(g), unde g este numarul Godel
al lui G, iar g este numeralul corespunzator. Propozitia G se numeste
punct fix al formulei A(z). Iar M este exprimabila formal in 7 daca si
numai daca exista o formula A(x) a L astfel incat pentru orice n au loc

48Teoria T poate fi redats fie in forma axiomatics (axiome + reguli de deductie),
fie ca multimea tuturor teoremelor sale (caz in care axiomele sunt ele insele teoreme).

49Acesta este continutul Teoremei lui Church [1936], ”A note on the Entschei-
dungsproblem”, Journal of Symbolic Logic, vol. 1, 40-41; Correction 101-102.

50Pentru detalii, comp. E. Mendelson [1964], Introduction to Mathematical Logic,
D. van Nostand Company, Inc., Princeton, Ch. 3, Sect. 6; G. Boolos, J.P. Burgess,
R.C. Jeffrey [2002], Computability and Logic, Fourth Ed., Cambridge Univ. Press,
Ch. 17; S.C. Kleene [1964], §76, Theorem 54; A.M. Turing [1936-7], ”On computable
numbers, with an application to the Entscheidungsproblem”, Proc. Lond. Math. Soc.,
ser. 2, vol. 42, 230-265, A correction, vol. 43. 1937. 544-546.
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(1) Daca n € M, atunci - A(n).
(2) Daca n & M, atunci - —A(n).

(Reductio) Presupunem ca Thy este exprimabila formal in 7 prin
formula ©(x), cu z libera. Fie acum formula =O(z). Prin lema diagonala,
—O(z) are un punct fix G, i.e.,

(*y THG=-6(7).

Un argument simplu ne arata ca in acest setting avem 7 F G. Caci
daca T ¥ G, atunci g ¢ Thy si deci, prin (2), T F —O(g). Si astfel,
prin (*) F G. Asadar, T F G (prin reductio). Si deci g € Thy, de unde,
prin (1), 7 F O(9); i.e., T este inconsistenta (contra ipoteza). Asadar,
multimea Th7 nu este exprimabila formal in 7 si deci Ths nu este re-
cursiva. Asadar, T este recursiv nedecidabila. Si astfel, ) este recursiv
nedecidabila. Mai mult, fiindca 7 este o extensie consistenta arbitrara a
lui @, rezulta ca @) este esential recursiv nedecidabila.

R,. Fie Ty, 75 doua teorii axiomatizabile, formulate in limba-
jul Aritmeticii Peano (Lpa). Fie M; multimea axiomelor lui 77 iar
My, = M, U {A,..., A,} multimea axiomelor lui 7;. Atunci, daca T
este recursiv nedecidabila, atunci 7; este recursiv nedecidabila.

Argument. Fie B o teorema a 7. Atunci, avem 75 - B daca si numai
daca T{U{A;,..., A} F B daca si numai daca T - (A4:& ... &A,) — B
(prin Th. Herbrand si Log. Prop.). Fie m numarul Gédel al formulei
A& ... &A, iar b numarul Godel al formulei B. Atunci, evident

b € Thy, ddacd m x2¥ xb € Thy,

unde ”*” este functia recursiva a concatenarii,”! iar k este numarul Godel
al simbolului ”—". Fie f functia concatenarii. Si deci b € Thy, ddaca
f(b) € Thy,. Fiindca f este recursiva, rezulta ca daca Thy, ar fi recursiva,
atunci si Thr, ar fi recursiva si deci 75 ar fi recursiv decidabila, contra
ipotezal

51Pentru detalii, comp. S.C. Kleene [1964], §46, 230-231.
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Fie PRED calculul predicatelor formulat in Lp 4, fie PRED* calculul
predicatelor al carui limbaj contine simboluri pentru functii si constante,
fie CP calculul pur al predicatelor, din PLM.

Rs. PRED este recursiv nedecidabil.

Argument. Intrucas () este consistent (pentru ca are modelul PA),
PRED U@ = Q. Intrucat Q@ este o extensie finita a PRED, rezulta ca
PRED este recursiv nedecidabil (prin R; si Rs).

R;. PRED" este recursiv nedecidabil.

Argument. Observam mai Intai ca prin corectitudinea si completitu-

dinea calculului predicatelor, are loc
PRED F A ddaca PRED* - A,

deoarece avem: PRED + A ddaca F A si PRED* - A ddaca E A. Ceea
ce Inseamna ca Thprep = Thprep+ §i deci daca Thprgp+ ar fi recursiva,
atunci si Thprgp ar fi recursiva, si astfel PRED ar fi o teorie recursiv
decidabila, contra Rj.

R4. Fie A o formula arbitrara a Lprgp+, fie @ numarul ei Godel. Exista
o functie recursiva f astfel incat f(a) este numarul Godel al unei formule
A’ si are loc: PRED* - A ddaca CP - A’.%2

Teorema lui Church. CP este o teorie recursiv nedecidabila.

Argument. Prin Ry avem: a € Thprgp- ddaca f(a) € CP. Si deci,
fiindca f este recursiva, daca Thcp ar fi recursiva, atunci si Thprgp+ ar fi
recursiva, contra 5. Asadar, calculul pur al predicatelor este nedecidabil.
De unde, prin Teorema corectitudinii si cea a completitudinii CP, rezulta

insolvabilitatea problemei deciziei pentru CP, in modul mai sus formulat.

Capitolul 4. Calculul extins al predicatelor

In esenta, calculul extins al predicatelor inseamna introducerea cu-
antificarii pe variabile predicative, si deci introducerea distinctiei libere-

legate si cu referire la acest tip de variabile. Conceptul ”formula” va fi

52pentru demonstratie comp. E. Mendelson [1964], Cap. 3, Sect. 6, Lemma 3.46.
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deci extins corespunzator, rezultatul constructiei fiind un calcul al predi-
catelor de ordin superior (doi, trei,...). Un astfel de calcul are o posibili-
tate sporita de expresie; e.g., principiul inductiei matematice, relatia de
identitate, problema eliminarii isi gasesc aici reprezentarea lor simbolica.

Spre deosebire insa de calculul restrans al predicatelor, sistemul axio-
matic de calcul extins al predicatelor este unul incomplet.® insé, similar
celui restrans, acest calcul este unul nedecidabil. Iar rezultate fundamen-
tale privitoare la calculul restrans al predicatelor, cu modificarile aferente
sunt valabile si aici, e.g., teoremele privitoare la regula inlocuirii, princi-
piul dualitatii, forma normala prenexa, constructia contradictoriei unei
formule.

Esential in constructia calculului extins este faptul ca simbolurile pre-
dicative pot figura ele insele ca argumente in constructia formulelor, caz
in care vom obtine expresii de un gen anume: predicatele de predicate.
O prima aplicatie a acestui calcul rezida in analiza logica a conceptului
de numar, introdusa initial de Frege. Numarul nu este un obiect ci trebuie
inteles ca o proprietate a acelui concept sub care sunt reunite obiectele
numarate. De exemplu, faptul ca numarul minunilor lumii antice este opt
este o proprietate a predicatului ”minune a lumii antice”, si nu inseamna
ca opt revine fiecarei minuni. Un numar specificat este asadar un predi-
cat de predicate cu anumite proprietati. Acest tip de reprezentare a unui
numar deschide posibilitatea redarii simbolice a numerelor. Predicatul de
predicate 71”7, de exemplu, poate fi redat astfel:

1(F) : 3a(F(x) AVY(F(y) = © = ).

Mai mult, de un real interes se bucura redarea si demonstrarea axio-

melor teoriei numerelor, utilizand acest aparat conceptual.®

93Cf. K. Godel [1931], ?Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathe-
matica und verwandter Systeme I”, Monatshefte fiir Mathematik und Physik, vol. 38,
173-198; retip. in K. Godel [1986], Collected Works, vol. I, Oxford University Press,
144-195.

54Comp. inter alia A.N. Whitehead si B. Russell [1910-1913], Principia Mathema-
tica, Cambridge; B. Russell [1920], Introduction to Math. Philosophy, sec. ed., London.
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Aga cum orice multime poate fi definita printr-un predicat, respec-
tiv predicatele pot fi intelese ca multimi, tot astfel un predicat monadic
de predicate se poate interpreta ca proprietare a multimilor. Si, aferent,
relatia dintre multimi si predicate trimite la relatia dintre multimi de
multimi si predicate de predicate. Pe aceasta cale toate conceptele te-
oriei multimilor 1si gasesc expresia lor simbolica in calculul extins al
predicatelor, e.g., submultime, reuniune, intersectie, ordonare, axioma
extensionalitatii.

Paradozuri. Intrucat in calculul extins al predicatelor simbolurile pre-
dicative pot fi ele insele argumente ale simbolurilor predicative, acest cal-
cul nu exclude posibilitatea unor constructii de forma P(P) sau =P (P),
ca predicate de P. Formulele de forma —P(P) nu sunt insa deloc ino-
fensive, deoarece conduc la aga-numitele paradoxuri. Un astfel de pa-
radox este Paradoxul lui Russell,®® din teoria multimilor. Schematic,
multimea tuturor multimilor se divide in doua multimi: multimea tuturor
multimilor care se contin ca element, (e.g., multimea tuturor multimilor
care au mai mult de 10 elemente) gi multimea tuturor multimilor care nu
se contin ca element (e.g., multimea tuturor numerelor pare). Simbolic:
M={x|x€x}si N={z]|z ¢z} Neintrebam acum: se contine
N ca element? Din modul in care N a fost definita rezulta urmatoarea
inconsistenta: N € N ddaca N ¢ N. Uneori acest paradox este redat in
termenii ”proprietatii” si nu in termenii multimii.’® Pe scurt, paradoxul
este generat astfel. Un adjectiv se numeste autologic daca are propri-
etatea pe care o denota (exprima) (e.g., "polisilabic”, "romanesc”), in

caz contrar se numeste heterologic (e.g., “monosilabic”, ”"Romanian”).

55Mentionat pentru prima dati in Gottlob Freges Briefwechsel, Felix Meiner Ver-
lag, Hamburg, 1980, 59-60 (Russell an Frege, 16.6.1902); este un paradox set-teoretic.

56Este cunoscut ca ” Paradozul lui Grelling” sau ”Paradoxul Heterologic”; cf. K.
Grelling, L. Nelson [1908]; ” Bemerkungen zu den Paradoxien von Russell and Burali-
Forti”, Abhandlungen der Fries’schen Schule II, Gottingen, 301-334. De altfel, cele
trei paradoxuri (Russell, Grelling si Paradoxul lui Epimenide) sunt reciproc reduc-
tibile; pentru detalii, comp. S. Kripke [1996] Elementary Recursion Theory and its
Applications to Formal Systems, 54-56 (draft).



XXVIil

Ne intrebam acum, este "heterologic” heterologic? Un argument simplu
ne trimite la urmatorul paradox ” heterologic” este heterologic ddaca ™ he-
terologic” nu este heterologic.

Sa procedam mai formal. Constructia =P(P) este un predicat de
P, care exprima proprietatea unui predicat de a nu-i reveni lui insusi.
Sa numim acest predicat ®(P). Si deci pentru un predicat arbitrar P,
®(P) este o propozitie adevarata daca si numai daca P nu revine lui
insugi. Pe modelul exemplului simplu de mai sus, sa luam pentru P chiar
predicatul ®. Asadar obtinem constructia ®(®). Derivarea paradoxului
are loc astfel. Presupunem ca ®(®) este o propozitie adevarata. Deducem,
prin definitia lui ®, cd ¢ nu revine lui insusi, si deci ®(P) este falsa. lar
daca ®(P) este falsa, atunci, tot prin definitia lui ®, este fals ca ¢ nu
revine lui ® si deci @ revine lui @, i.e., &(P) este adevarata. Asadar ¢(P)
este adevarata ddaca ®(P) nu este adevarata.

Ceea ce ne arata paradoxurile este urmatorul lucru: utilizarea
nediferentiata a conceptului de ”predicat” conduce, in anumite circum-
stante, la generarea paradoxurilor. De altfel, Russell va utiliza versiunea
set-teoretica a paradoxului sau tocmai pentru a demonstra inconsistenta
principiului comprehensiunii din teoria naiva a multimilor. Exprimat sim-
bolic, acest principiu arata astfel: Compr IyVe(zr € y = A(x)), unde
A(z) este o formula arbitrara a limbajului teoriei multimilor, cu z va-
riabila libera gi in care y nu apare. Daca pentru A(z) luam formula
x ¢ x, atunci derivam Vz(z € y = = ¢ x). De unde, pentru z = y
derivam y € y = y ¢ y. Pentru evitarea acestor constructii paradoxale
s-a apelat la diferite strategii, e.g., introducerea distinctiei nete intre lim-
bajul unei teorii [matematice] si metalimbajul ei,’” conversia structurilor
paradoxale in rezultatele teoretice consistente cunoscute sub numele de

teoremele incompletitudinii,®® fie in forma sistematica a teoriei tipurilor

57Cf. A. Tarski [1935], "Der Wahrheitsbegriff in den formalisierten Sprachen”,
Studia Phil., Vol. 1, 261-405; also in A. Tarski [1956], Logic, Semantics, Metamathe-
matics, Oxford.

98Cf. K. Godel [1931]; comp. si D. Hilbert, P. Bernays [1939], §5.; S.C. Kleene
[1964], §42.
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logice.%® Potrivit acestei teorii, argumentele unui predicat trebuie sa fie
intotdeauna de ordin mai mic decat predicatul insusi. Aceasta Inseamna
introducerea urmatoarei ierarhizari: indivizi (obiecte) ale caror nume fi-
gureaza ca argumente de predicate, predicate de indivizi, ale caror locuri
pentru argumente sunt ocupate de nume de indivizi; acestea sunt pre-
dicate de ordinul intai. Un predicat de ordinul doi este un predicat in
care cel putin un loc pentru argumente este ocupat de un predicat de
indivizi iar celelalte locuri sunt ocupate de nume de indivizi. Si astfel
putem continua cu predicate de ordinul trei, patru etc. Aceasta ierarhi-
zare a predicatelor o intalnim in teoria simpla a tipurilor logice, teorie
utilizata de Hilbert in investigatiile sale privitoare la fundamentele ma-
tematicii. In prima editie a celebrei Principia Mathematica gasim insa si
o teorie ramificata a tipurilor logice, cu o ierarhizare mai complexa a pre-
dicatelor, teorie elaborata in vederea eliminarii paradoxurilor semantice.
Mentionam doar ca aceasta teorie este complet dispensabila in raport
cu intentia elaborarii sale, daca se adopta strategia tarskiana mai sus
mentionata, cea a deosebirii intre limbaj obiect si metalimbaj in analiza
limbajelor formale.

Consideratiile de mai sus cu privire la calculul extins al predicatelor
stau la baza unei constructii axiomatice a acestui calcul, similara axioma-
tizarii calculului restrans, in raport cu care calculul extins este, in esenta,
o extensie. Data fiind inglobarea ideii ierahizarii predicatelor, calculul ex-
tins, astfel obtinut, se mai numeste si calculul de ordin w. Cum spuneam
mai sus, acest calcul are o putere de expresie marita in raport cu calculul
restrans. O aplicatie a calculului extins in analiza fundamentelor teoriei
numerelor reale ilustreaza, in fine, in mod exemplar acest lucru in PLM.

Prin campul tematic investigat, prin definirea riguroasa a concepte-
lor sintactice si semantice, prin bogatia de teoreme demonstrate, toate
acestea fac din Principiile Logicii Matematice, elaborata de D. Hilbert si
W. Ackermann, o creatie remarcabila in domeniul logico-matematic.

V.D.

Cf. A.N. Whitehead, B. Russell [1910-1913].
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Prefata la prima editie

Cartea de fata trateaza logica matematica (numita si logica simbo-
lica, calcul logic sau algebra logicii), intr-o forméa pe care am dezvoltat-o
si utilizat-o in prelegerile mele universitare despre principiile fundamen-
tale ale matematicii ( Principiile Matematicii, semestrul de iarna 1917/18;
Calcul Logic, semestrul de vara 1920; Fundamentele Matematicii, semes-
trul de iarnd 1921/22). In pregitirea prelegerilor mentionate am fost in
mod substantial sprijinit si sfatuit de colegul meu P. Bernays. Tot el este
si cel care a redactat, in modul cel mai ingrijit posibil, aceste prelegeri.
Prin utilizarea si completarea materialului astfel constituit, W. Acker-
mann, un student de-al meu, care intre timp s-a evidentiat prin lucrari
importante, elaborate autonom, in domeniul fundamentelor matematicii,
a realizat structurarea de fata si forma definitiva a intregului continut.

Cartea de fata va servi totodata pregatirii si facilitarii intelegerii unei
alte carti, pe care P. Bernays si eu intentionam s-o editam cat mai curand
si care trateaza fundamentele matematicii prin acele metode pe care eu
(de asemenea sub activa cooperare a lui P. Bernays) le-am expus intr-o
serie de studii (Neubegrindung der Mathematik, Abhandlungen des ma-
thematischen Seminars der Hamburgischen Universitat, Vol. 1, p. 157,
1922; Die logischen Grundlagen der Mathematik, Math. Ann., Vol. 88, p.
151, 1922; Uber das Unendliche, Math. Ann., Vol. 95, p. 161, 1925).

Gottingen, 16 Tanuarie 1928
Hilbert






Prefata la editia a doua

La cea de-a doua editie a Principiilor Logicii Matematice s-au pastrat
integral structura si forma primei editii. Insi progresele stiintifice care s-
au facut intre timp au facut necesara o revizie riguroasa si includerea
diferitelor imbunatatiri si adaugiri, fara ca prin aceasta cadrele fixate
pentru carte sa fi fost depasite.

Capitolele 1 si 2 au ramas esential neschimbate, abstractie facand
de o scurta considerare a investigatiilor recente cu privire la axiomatica
calculului propozitional, expuse in Capitolul 1. S-a renuntat totusi la o
extensie a prezentarii calculului clasial in Capitolul 2, care ar fi fost de
dorit prin ea insasi, intrucat, la urma urmei, acest calcul, in arhitecto-
nica de ansamblu a cartii, ocupa o pozitie izolata. In Capitolul 3, inainte
de toate, a fost imbunatatita formularea regulilor de inferenta pentru
calculul predicatelor, a caror formulare de pana acum nu era suficient
de precisa. Demonstratii de independenta si completitudine a sistemului
axiomatic utilizat acolo au fost nou adaugate iar sectiunea despre pro-
blema deciziei a fost suplimentata prin considerarea unor rezultate noi.
Capitolul 4 a putut fi prescurtat, in masura in care un recurs la teoria
ramificata a tipurilor logice, a lui Russell gsi Whitehead, nu mai era ne-
cesar, dupa ce aceasta a fost abandonata la modul aproape general. In
acest fel constructia calculului de ordinul doi si cea a calculului de ordin
w au fost in mod considerabil imbunatatite si rotunjite.

Terminologia a fost adaptata la cea din Grundlagen der Mathematik,
de Hilbert si Bernays. De exemplu, expresia ”calcul functional” a fost
inlocuita peste tot cu ”calculul predicatelor”. In acord cu utilizarea logica
generala, expresiile ”suma logica” si "produs logic” au fost peste tot

>

schimbate cu ”conjunctie” si ”disjunctie”.



Domnului P. Bernays (Ziirich), care a si citit gpalturile, i sunt
indatorat in mod special pentru numeroasele sfaturi. Pentru diferitele
propuneri gi indicatii sunt recunoscator gi domnilor G. Gentzen (Géottin-
gen), care a gi examinat manuscrisul, Arnold Schmidt (Marburg) si H.

Scholz (Miinster). Tuturor acestora le ofer cele mai cordiale multumiri.

Burgsteinfurt, Noiembrie, 1937
W. Ackermann
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Introducere

Logica matematica, numita si logica simbolica, sau calcul logic, este
o extensie a metodei formale din matematica in domeniul logicii. Ea
foloseste pentru logica un limbaj formal similar celui uzual de multa
vreme pentru exprimarea relatiilor matematice. In matematici ar trece
astazi drept o utopie intentia de a se folosi doar de limba obignuita
in constructia unei discipline matematice. Marile progrese care au fost
facute in matematica, de exemplu in algebra, incepand cu antichitatea,
sunt conditionate In mod esential de faptul ca s-a izbutit gasirea unui
formalism utilizabil si eficient. Ceea ce prin limbajul formal s-a obtinut
in matematica trebuie sa fie realizat, prin acest limbaj formal, si in logica
matematica, gi anume o tratare stiintifica exacta a obiectului ei. Starile
de lucruri logice care exista intre judecati, concepte etc. isi gasesc repre-
zentarea lor prin formule a caror interpretare este libera de neclaritatile
care pot usor sa apara intr-o expresie a limbajului obignuit. Trecerea la
consecintele logice, aga cum survine ea prin inferenta, este descompusa
in elementele sale ultime si apare ca o transformare formala a formulelor
initiale in acord cu anumite reguli, analoge regulilor de calcul din algebra;
gandirea logica 1si afla imaginea sa intr-un calcul logic. Acest calcul face
posibila o atacare cu succes a problemelor in raport cu care gandirea
logica pur intuitiva da principial rateuri. Acestor probleme le apartine
de exemplu intrebarea cum se pot caracteriza propozitiile care pot fi de-
rivate din premise date. In ultimele decade calculul logic a dobandit o
semnificatie speciala, prin faptul ca s-a dezvoltat ca un instrument indis-

pensabil pentru cercetarea fundamentelor matematicii.
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Ideea unei logici matematice a fost formulata intr-o forma clara mai
intai de catre Leibniz. Primele rezultate au fost obtinute de A. de Mor-
gan (1806-1876) si G. Boole (1815-1864). Intreaga dezvoltare ulterioars
se origineaza in Boole. Dintre succesorii sai, W.S. Jevons (1835-1882)
si inainte de toate C.S. Peirce (1839-1914) sunt cei care au imbogatit
tanara stiinta. Diferitele rezultate ale predecesorilor sai au fost sistema-
tic organizate si completate de Ernst Schroder in a sa Vorlesungen tber
die Algebra der Logik (1890-1895), care reprezinta o anumita finalizare a
seriei dezvoltarilor care se origineaza in Boole.

In parte independent de dezvoltarea algebrei Boole-Schroder logica
simbolica a capatat un nou impuls prin aspiratiile matematicii spre o fun-
damentare exacta si o tratare axiomatica riguroasa. G. Frege a publicat
lucrarea sa Begriffsschrift (1879) si lucrarea Grundgesetze der Arithmetik
(1893-1903). G. Peano si colaboratorii sai au inceput in 1894 publicarea
acelei Formulaire de Mathématique, in care toate disciplinele matema-
tice au trebuit prezentate in termenii calculului logic. Aparitia acelei
Principia Mathematica (1910-1913) a lui A.N. Whitehead si B. Russell
reprezinta un punct culminant al acestei dezvoltari. Cel mai recent, intr-o
serie de lucrari si conferinte universitare Hilbert a utilizat calculul logic
pentru a ajunge pe o noua cale la o constructie a matematicii, care face
posibila recunoagterea consistentei postulatelor adoptate. Primul raport
cuprinzator despre aceste cercetari a aparut in primul volum al Grund-
lagen der Mathematik (1934) al lui D. Hilbert si P. Bernays.



CAPITOLUL 1

Calculul propozitional

O prima si indispensabila parte componenta a logicii matematice o re-
prezinta aga-numitul calcul propozitional. Printr-o propozitie se intelege
orice expresie despre care se poate afirma cu sens ca continutul sau
este adevarat sau fals. Propozitii sunt, de exemplu, ”Matematica este
o stiinta”, ”Zapada este neagra”, "9 este un numar prim”. In calculul
propozitional nu se intra in structura logica mai fina a propozitiilor, agsa
cum este ea expusa, de exemplu, in relatia dintre subiect si predicat, ci
propozitiile sunt considerate ca intregi in conexiunea lor logica cu alte

propozitii.

1. Introducerea conectorilor logici fundamentali

Propozitiile pot fi conectate (combinate) intr-un mod precis pentru
a forma noi propozitii. De exemplu, din cele doua propozitii "2 este mai
mic decat 3”7 si "Zapada este neagra” se pot forma propozitii noi: 72 este
mai mic decat 3 s zapada este neagra”, "2 este mai mic decat 3 sau
zapada este neagra”, Daca 2 este mai mic decat 3, atunci zapada este
neagra’. In fine, din ”2 este mai mic decat 3”7 se poate forma o noua
propozitie: "2 nu este mai mic decat 3”7, care exprima opusul logic al
primei propozitii.

Aceste combinatii de propozitii sunt redate lingvistic prin cuvintele:
7st”, " sau”, " daca—atunct’, " non”.

Vrem acum sa redam aceste combinatii fundamentale de propozitii
printr-un simbolism adecvat. Drept simboluri pentru propozitii vom folosi
majusculele latine X, Y, Z, U,.... Pentru redarea combinatiilor logice

de propozitii vom introduce urmatoarele cinci simboluri:
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1. X (se citeste "non-X") simbolizeaz# opusa sau contradictoria lui
X. X inseamna propozitia care este adevarata dacd X este falsa, si este
falsa daca X este adevarata.

2. X&Y (se citeste "X i Y”) simbolizeaza propozitia care este
adevarata daca si numai daca atat X, cat si Y sunt adevarate.

3. X VY (se citeste "X sau Y”) simbolizeaza propozitia care este
adevarata daca si numai daca cel putin una din cele doua propozitii X,
Y este adevarata.

4. X — Y (se citegte "daca X, atunci Y”) simbolizeaza propozitia
care este falsa daca si numai daca X este adevarata gi Y este falsa.

5. X ~ Y (se citeste "X este echivalent cu Y"), scrisa g1 X = Y sau
X < Y, simbolizeaza propozitia care este adevarata daca gi numai daca
X si Y sunt ambele adevarate sau ambele false. X ~ Y inseamna asadar
ca X si Y au aceeasi valoare de adevar.

Cu privire la 3, sa remarcam faptul ca "sau” in combinatia "X V Y”
nu trebuie confundat cu exclusivul ”sau”, in sensul latinescului aut—aut.
Acest "sau” are mai degraba semnificatia de "sau si”, in sensul latinescu-
lui vel; i.e., posibilitatea existentei simultane a lui X si Y fiind admisa.!

Relatia "daca X, atunci Y” nu trebuie inteleasa ca si cand cu aceasta
ar trebui simbolizat un raport dintre temei gi consecinta. Mai degraba,
propozitia X — Y este intotdeauna adevarata daca X este o propozitie
falsa sau daca Y este o propozitie adevarata.

Asadar, de exemplu, urmatoarele propozitii trebuie considerate ca
adevarate:

" Daca 2 ori 2 este egal cu 4, atunct zapada este alba”.

" Daca 2 ori 2 este egal cu 5, atunci zapada este alba”.

"Daca 2 ori 2 este egal cu 5, atunci zapada este neagra”.

Dimpotriva, propozitia "Daca 2 ori 2 este egal cu 4, atunci zapada
este neagra” ar fi falsa. Oricum, relatia X — Y si relatia dintre temei si

IDisjunctia exclusiva ”sau... sau” poate fi exprimati printr-o combinatie de sim-
boluri fundamentale. ”Sau X, sau Y este negatia echivalentei X ~ Y gi este redata
prin X ~Y.
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consecinta au comun faptul ca in cazul adevarului lui X — Y, din faptul
ca X are loc poate fi inferat faptul ca Y are loc.

Relatia X ~ Y nu are sensul ca X gi Y au aceeasi semnificatie; mai
degraba ea are loc intre oricare doua propozitii adevarate si intre oricare
doua propozitii false. E.g. propozitiile (2 plus 2 fac 4) ~ (zapada este
alba) si (2 > 3) ~ (zapada este neagra) sunt adevarate.

In fine, de o importantd speciali este urmétoarea remarca. Potrivit
definitiei noastre a conectorilor logici fundamentali, adevarul sau falsita-
tea uner combinatii propozitionale depinde doar de adevarul si falsitatea
propozititlor conectate, si nu de continutul lor. Daca in vederea abrevierii
o propozitie adevarata o vom simboliza cu A iar una falsa cu F', atunci,
de exemplu, conectorul — va fi caracterizat astfel: propozitiile A — A,
F — A, F — I sunt adevarate iar A — F este falsa. Pentru conectorul
&, A& A este adevarata; A&F, F&A, F&F sunt toate false. Apoi, AV A,
AV F, FV A sunt adevarate; F'V F este falsa. Conectorul ~ este caracte-
rizat prin faptul ca A ~ A §i F' ~ F sunt adevarate iar A ~ F gi F' ~ A,
dimpotriva, sunt false. In fine, T este falsd, F este adevirati. Suntem
agsadar indreptatiti sa consideram conectorii fundamentali ca functii de
adevar, i.e., ca functii definite pentru care ca argumente gi ca valori ale
functiilor doar A si F' intra in discutie.

Drept caracterizare formala a operatiilor introduse, trebuie remarcat
faptul ca negatia, X, este singura operatie unars, pe cand toate celelalte

sunt binare.

2. Echivalente; Dispensabilitatea conectorilor fundamentali

Printr-o aplicatie repetata a conectorilor fundamentali, din
propozitiile date se pot construi combinatii mai complicate de propozitii.
Astfel rezulta, de exemplu, din propozitiile elementare X, Y, Z propozitia
compusa (X — Y)&(Y — Z))&(X V Z). Orice astfel de combinatie de
propozitii reprezinta, exact ca in cazul conectorilor fundamentali, o anu-

mita functie de adevar. In cazul combinatiei propozitionale de mai sus,
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pentru X, Y, Z avem opt posibilitati de combinare a valorilor lor: T, T, T,
T F,T.FT,T,FF, F,\ T, T, F,T,F; F,F,T; F, F, F. Prin interme-
diul

(X = Y)&(Y = 2)&(X V Z)

fiecarei astfel de combinatii 1i corespunde fie valoarea T, fie valoarea F'.
De exemplu, combinatiei F, T, F' 1i corespunde F'; deoarece, in acord cu
definitia conectorilor fundamentali, pentru ((F' — T)& (T — F))&(F V
F) putem pune (T&F)&F, iar apoi (F&F) si deci, in fine, F.

De remarcat este faptul ca diferite combinatii de conectori fundamen-
tali pot avea aceeasi semnificatie, i.e., pot reprezenta aceeasi functie de
adevar. Astfel, X are aceeasi semnificatie ca X; dubla negatie este aceeasi
cu afirmatia. De fapt, ?, exact la X, da valoarea T" prin substitutia lui X
cuT, si F prin substitutia lui X cu F. Astfel de combinatii propozitionale
cu aceeasi semnificatie le vom numi, in cele ce urmeaza, ”echivalente”.

Abreviat, vom scrie
(1) X eq X.2

In cele ce urmeazd vom da o serie de alte echivalente. Mai intai, se
poate constata o analogie intre modul in care opereaza simbolurile & si
V si modul in care simbolurile + si - opereaza in algebra. Respectiv, au
loc urmatoarele echivalente:

(2) X&Y eq Y&X,

(3) X&(Y&Z) eq (X&Y)&Z,

(4) XVYeqY VX,

(5) XV VZ)eq(XVY)VZ,
(6) XV (Y&Z) eq (X VY)&(X V 2).

>Trebuie remarcat faptul ca abrevierea utilizata aici, "eq”, nu apartine simbolu-

rilor noastre logice.
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Asa cum rezulta deja din cele spuse mai sus, adevarul acestor
echivalente (si al tuturor celorlalte) se verifica in urmatorul mod: se iau
toate combinatiile posibile care se pot construi inlocuind propozitiile ele-
mentare cu T si F si ne convingem de faptul ca pentru fiecare combinatie
individuala ambele laturi ale echivalentei considerate dau, de fiecare data,
aceeasi valoare de adevar. Aceasta verificare o lasam in seama cititorului.

Din echivalentele (2)-(6) rezulta o lege a comutativitatii, a asociati-
vitater si a distributivitati. In virtutea acestei analogii cu algebra, X&Y a
fost numita si suma logica, iar X V'Y produs logic. Din legile mentionate
rezulta ca in cazul expresiilor logice, intr-un mod similar celui din al-
gebra, putem ”multiplica in afard”, respectiv putem scoate (afara) un
factor comun. De altfel, la fel de bine am fi putut numi X&Y produs
logic iar X VY suma logica, aceasta denumite fiind chiar una uzuala in
logica. Spre deosebire de algebra, este valabila insa si o a doua lege a
distributivitatii, respectiv

(7) X&Y'V Z) eq (X&Y) V (X&Z).

Un exemplu in vederea clarificarii celei de-a doua legi a distributi-
vitatii este cel care urmeaza. Fie urmatoarea prognoza a vremii: ” Astazi
va ploua iar maine sau poimaine va straluci soarele”. Aceeasi asertiune
se poate exprima si astfel: ” Astazi va ploua si maine va straluci soarele
sau astazi va ploua si poimaine va straluci soarele”.

7

Intrucat utilizarea limbii in logica, cu privire la termenii "suma’” si
"produs”, este fluctuanta, vom prefera in general sa evitam aceste expre-
sii. In schimb X&Y o vom numi conjunctia lui X ¢1 Y iar X VY o vom
numi disjunctia lui X i Y. Pentru X — Y numele uzual este implicatie.

Date fiind legile comutativitatii si asociativitatii, conjunctiile si
disjunctiile cu mai multi membri pot fi scrise fara paranteze. In continu-
are, pentru eliminarea parantezelor introducem urmatoarea conventie: V
leaga mai tare decat & iar & mai tare decat — si ~. Similar simbolului -

din algebra, simbolul V poate fi si omis.
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Pentru simplificarea conjunctiilor gi disjunctiilor, urmatoarele

echivalente sunt esentiale:

(8) X&X eq X,

9) XV XeqX.

Agadar, intr-o conjunctie sau disjunctie in care un membru apare
de mai multe ori, trebuie scris doar o data. De asemenea, urmatoarele
echivalente sunt adecvate pentru inlocuirea combinatiilor propozitionale

mai complicate cu unele mai simple.

(10) X&T eq X,

(11) X&F eq F.

Expresia (10) spune ca un membru adevarat al conjunctiei poate fi
intotdeauna omis, iar (11) ca o conjunctie in care apare o propozitie falsa
este falsa.

Corespunzator, pentru disjunctie vom avea:

(12) XVTeqT,

(13) XV FeqX.

Daca o disjunctie contine un membru adevarat, atunci ea este
adevarata. Intr-o disjunctie un membru fals poate fi omis.

Si pentru implicatie vom avea relatii asemanatoare:

(14) T — X eq X,

(15) F—XeqT.

O implicatie cu antecedent adevarat este echivalenta cu consecventul
ei. O implicatie cu antecedent fals reprezinta intotdeauna o propozitie
adevarata.

In fine, pentru relatia de echivalenta avem:

(16) X ~TeqX,



Calculul propozitional 15

(17) X~FeqX.
Pentru legatura negatiei cu & si V urmatoarea relatie este esentiala:
(18) X&Y eq X VY.

De exemplu, fie X asertiunea ”Triunghiul A este dreptunghic”, iar
Y 7"Triunghiul A este isoscel”. Atunci, combinatiei X&Y 1i corespunde
propozitia: " Triunghiul A este dreptunghic si triunghiul A este isoscel”.
Opusa ei contradictorie este: ” Triunghiul A nu este dreptunghic sau tri-
unghiul A nu este isoscel”, iar aceasti propozitie este redati prin X VY.
Are loc, de asemenea

(19) X VY eq X&Y.

De exemplu, la un examen in matematica se cere ca respectivul can-
didat sa fie bine pregatit in cel putin unul dintre domeniile aritmetica si
geometrie. Fie X propozitia: ”Candidatul este competent in aritmetica”
iar Y: 7Candidatul este competent in geometrie”. Cerinta examenului
este satisfacuta de candidat daca X VY este adevarata. Acum, daca can-
didatul cade la examen, atunci cazul opus al X VY are loc, iar acest
lucru inseamna: ”Candidatul nu este competent in aritmetica si nu este
competent in geometrie”, fapt redat prin X&Y.

Alte echivalente rezulta daca includem in analiza si simbolurile —
i ~.

Intrucat propozitia X — Y inseamna ca nu au loc simultan X
adevarata si Y falsa, vom avea

(20) X =Y eq X&Y',
Aplicand (18), X&Y poate fi scrisa si X V ?, iar prin (1) si X VY.
Agadar, are loc si

(21) X —=YeqXVY.

Daca in aceasta echivalenta se ia X in loc de X si se utilizeaza faptul
ca X eq X, atunci se obtine o noua relatie

(22) XVYeqX =Y.
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In acord cu (20), Y — X eq Y&X. Prin (1) pentru aceasta se poate
pune Y& X; iar prin (2) X&Y; iar prin (20) X — Y. Rezulta asadar:

(23) X —=YeqVY = X.

Apoi, daca ambele propozitii X — Y si Y — X sunt adevarate,
aceasta Inseamna ca nu avem simultan X adevarata i Y falsa si nici si-
multan Y adevarata si X falsa. Propozitia (X — Y)&(Y — X) inseamna
asadar ca X si Y au, ambele, aceeasi valoare de adevar. Cu alte cuvinte,
are loc echivalenta

(24) X~Yeq(X—=>Y)&Y — X).
Din semnificatia conectorului ~ rezulta nemijlocit ca au loc

(25) X~YeqY ~X,

(26) X~YeqgX~Y.

Apoi, din (19) si (18), daca in ambele laturi ale echivalentei se iau
contradictoriile i se aplica faptul ca, in acord cu (1), dubla negatie poate
fi omisa, se pot obtine:

(27) X VY eq X&Y,

(28) X&Y eq X VY.

In aceste echivalente se arata o diversitate in redarea combinatiilor
de propozitii cu ajutorul simbolurilor introduse. Se ridica firesc intrebarea
daca nu cumva unii dintre conectorii logici fundamentali sunt dispensa-
bili. Acesta este intr-adevar cazul. Mai intai, din (24) rezulta ca simbolul
~ este dispensabil, intrucat combinatia X ~ Y se poate reda prin — si
&. Apoi, din (20) si (27) rezulta ca si — si V sunt dispensabile; si deci ca
& si 7 sunt suficiente. De asemenea, din (21) si (28) rezulta ca si V si —
sunt suficiente. Tot astfel, — si ~ sunt suficiente, dat fiind faptul ca, prin
(28), mai intai & se poate exprima prin V si ~ iar prin (22) V se poate

exprima prin — gi ~.
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Frege a pus la baza formularea cu — si —, iar Russell formularea cu
V si ~ (prin utilizarea totusi a altor simboluri). Probabil cel mai natural
este sa se plece de la reprezentarea prin & si —, aga cum apare ea in teoria
lui Brentano a judecatii. Oportuna in mod special este utilizarea celor
trei simboluri, &, Vv, 7, Intrucat in virtutea echivalentelor (2)-(6) rezulta
o tratare remarcabil de simpla a calculului cu expresiile logice.

Nu toate combinatiile pot fi redate cu ~ gi —. Astfel, deja X&Y nu
poate fi redata cu aceste simboluri. Pentru demonstratie vom presupune
mai intai ca vom utiliza doar propozitiile elementare X si Y. Sa consi-

deram apoi urmatoarele 8 propozitii:
XYV, XV, X~X; X~X; X~Y; X~Y.

Daca se neaga una din aceste propozitii sau daca se conecteaza doua
din aceste propozitii prin ~, atunci se obtin, din nou, propozitii care
sunt echivalente uneia din cele 8 propozitii. De exemplu, (X ~Y) ~ Y
eq X; (X ~Y)~ (X ~Y)eq X ~ X gamd. Intrucat propozitiile
elementare X si Y apar ele insele printre cele 8 propozitii, rezulta ca orice
propozitie care este construita din X si Y doar prin utilizarea ~ gi ~ este
echivalenta uneia dintre aceste 8 propozitii. Insd X &Y nu este echivalenti
cu niciuna dintre aceste 8 propozitii. Daca ar exista o combinatie de
propozitii echivalenta cu X &Y si construita doar cu ~ si —, si care contine
in plus propozitiile elementare Z, U, ..., T, atunci echivalenta ar trebui
sa aiba loc si in cazul in care Z,U, ..., T sunt inlocuite toate cu X. Cu
aceasta ne intoarcem la cazul precedent.

Negatia este indispensabila in redarea combinatiilor de propozitii. De
exemplu, X nu poate fi redata fara folosirea negatiei. Céci toate expresiile
construite cu simbolul nedefinit X prin aplicarea &, V, —, ~ genereaza
doar propozitii care sunt adevirate daca X este adeviratii, pe cand X
are valoarea de adevar opusa valorii lui X.

De remarcat este faptul ca conectorul V poate fi exprimat doar prin
—, fara utilizarea negatiei. Respectiv, are loc

XVYeq(X—=Y)-Y.
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Pentru X&Y o expresie de acest fel nu este posibila.

Drept curiozitate sa mentionam faptul ca este suficient si un singur
simbol logic, agsa cum a aratat Sheffer. El utilizeaza ca singur conec-
tor fundamental X/Y, in cuvinte: X i ¥ nu sunt ambele adevarate”.
Atunci, X/X are aceeasi semnificatie cu X. (X/X)/(Y/Y) este echiva-
lentd cu X/Y, ie, X VY. Intrucat v si ~ se pot exprima prin bara lui
Sheffer, acest lucru este valabil si pentru restul conectorilor fundamentali.

Pentru reprezentarea relatiei ”a avea aceeasi valoare de adevar” vom

mentiona ca importante si urmatoarele echivalente:

(29) X~YeqXVY&Y VX,

(30) X ~Y eq (X&Y)(X&Y).

Expresia (29) rezulta din (24), prin exprimarea conectorului — in
termenii V §i 7, in acord cu (21). Expresia (30) rezulta imediat din

semnficatia conectorului ~.

3. Forma normala pentru expresiile logice

Pana acum am vazut cum din anumite propozitii elementare, pe care
le-am denotat cu X,Y,Z, ..., noi propozitii se pot forma prin una sau
mai multe aplicatii ale conectorilor &, V, —, ~. Echivalentele expuse in
paragraful precedent ne arata ca pentru combinatiile de propozitii ele-
mentare, echivalente intuitiv, exista o diversitate de expresii, astfel incat
de la una la alta se poate trece dupa cum dorim. De remarcat este acum
faptul ca orice combinatie de propozitii, prin transformari echivalente,
poate fi adusa la o anumita forma normala; respectiv, aceasta forma nor-
mala consta dintr-o conjunctie de disjunctii, in care fiecare membru al
disjunctiei este fie o propozitie elementara, fie negatia unei propozitii
elementare.

Pe baza echivalentelor expuse, vom stabili urmatoarele reguli pentru

transformarea expresiilor:
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al) Cu simbolurile & i V putem calcula asociativ, comutativ gi dis-
tributiv, ca in algebra.

a2) X poate fi inlocuita cu X.

a3) Pentru X&Y se poate scrie XV 7, ar pentru XVY se poate
scrie X&Y .

ad) X — Y poate fi inlocuitd cu X VY, dar X ~Y cu XY &Y X3

Intotdeauna, aici, este avutd in vedere si posibilitatea inlocuirii con-
verse.

Acum, transformarea are loc in urmatorul mod: mai intai, prin utili-
zarea Regulii a4), orice expresie poate fi inlocuita cu una echivalenta, dar
care nu mai contine simbolurile — si ~. Atunci, expresia rezultanta este
construita doar prin utilizarea a trei simboluri: &, V gi . Prin aplicatii
succesive ale Regulii a3) se poate ajunge apoi ca simbolurile negatiei sa
fie mutate succesiv in interiorul expresiei, pentru ca, in fine, acestea sa

stea doar deasupra propozitiilor elementare. De exemplu, din

(XY&Y) V (Z&Y)

vom avea mai intai

(XY&Y)&(Z&Y),
iar apoi, printr-o alta aplicatie a a3):
XYVY&ZVY
si, in fine B
(X&Y)Y&Z Y.

Atunci, expresia astfel rezultanta se compune din propozitii elemen-
tare negate si nenegate, conectate prin & si V. Se aplica acum legea

distributivitatii. In exemplul nostru se obtine astfel

XY&Y Y&Z Y.

In fine, daca prin a2) vom inlocui X cu X, X cu X g.a.m.d., atunci

expresia este adusa in forma normala.

3Aici gi in cele ce urmeazd vom utiliza frecvent notatia convenabild deja

mentionata, prin care simbolul V este omis.
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Ca un al doilea exemplu, vom considera expresia
(X =Y)~ (Y = X).
Daca, aici, prin a4) se elimind mai intai simbolul —, atunci se obtine

X.

=l

XY ~
Vom 1nlocui ? cuyY:
XY ~YX.

Daca repetam aplicarea Regulii a4), se obtine

(XY)Y X&(YX)XY,

(X&Y)Y X&(Y&X)XY  [prin a3)].
Vom inlocui X cu X:
(X&Y)Y X&(Y&X)XY.
Prin aplicarea legii distributivitatii vom avea atunci
XYX&YYX&Y XY&XXY.

Aceasta este forma normald a expresiei (X — V) ~ (Y — X).

Sa remarcam de altfel faptul ca forma normala apartinatoare unei
combinatii de propozitii nu este unica. De exemplu, pe de-o parte, prin
(29), expresiei X ~ Y ii apartine forma normai XY &Y X. Pe de alta
parte, daca se aplica legea distributivitatii la partea dreapta a (30), atunci

se obtine

XX&XY &Y X&YY.
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4. Caracterizarea combinatiilor logic adevarate de propozitii

Daca o combinatie de propozitii, care se compune intr-un anumit fel
din propozitiile elementare X, Xo,..., X, cu ajutorul simbolurilor lo-
gice &, V, —, ~, 7, este adevarata sau falsa, acest lucru depinde doar
de modul in care adevarul si falsul se distribuie propozitiilor elementare.
Valoarea de adevar a unei combinatii propozitionale ramane neschimbata
daca o propozitie componenta este inlocuita cu alta care are aceeasi va-
loare de adevar. De altfel, de aici rezulta ca simbolul ~ in calculul nostru
joaca un rol similar simbolului = din algebra.

Acum, prima sarcina a logicii este aceea de a gasi acele combinatii
de propozitii care sunt logic adevarate, i.e., sunt adevarate independent
daca propozitiile elementare reprezinta afirmatii adevarate sau false.

Intrucas pentru orice expresie logica putem gasi una echivalenta ei,
aflata in forma normala, solutia la aceasta problema se reduce la a decide
cand o expresie in forma normala reprezinta o combinatie propozitionald
logic adevarata. Constatarea acestui fapt are loc cu ajutorul urmatoarelor
reguli, usor de verificat:

bl) XX este logic adevirata.

b2) Daca X este adevarata iar Y denota o propozitie arbitrara, atunci
si XY este adevarata.

b3) Daca X este adevarata si Y este adevarata, atunci si X&Y este
adevarata.

Aceste reguli trebuie intelese in aga fel incat X si Y pot fi substituite
cu propozitii si combinatii propozitionale arbitrare.

In acord cu regulile bl), b2), b3) si al), toate expresiile caracterizate
prin faptul ca in fiecare disjunctie cel putin una din propozitiile elemen-
tare apare impreund cu negatia ei sunt considerate ca fiind adevarate.
Faptul ca o expresie de acest gen reprezinta o propozitie adevarata in-
diferent de continutul propozitiilor elementare rezulta si nemijlocit din
semnificatia negatiei gi cea a conectorilor ”gi” i "sau”. Acestea sunt insa
si singurele expresii care sunt logic adevarate. Caci daca intr-un membru

al conjunctiei unei forme normale, care are desigur forma unei disjunctii,



22 Capitolul 1

fiecare propozitie elementara apare ca factor fie doar nenegata, fie doar
negata, atunci aceasta disjunctie poate fi facuta o propozitie falsa, daca
pentru simbolurile propozitionale nenegate se substituie propozitii false
iar pentru cele negate propozitii adevarate. Atunci un conjunct al formei
normale reprezinta o propozitie falsa si astfel intreaga expresie trebuie
sa reprezinte o propozitie falsa, indiferent de ceea ce se substituie pentru
simbolurile propozitionale inca nedeterminate.

Prin cateva exemple vom arata cum se verifica propozitiile ca fiind
logic adevarate prin metoda mai sus indicata.

1. X ~ X.

Prin Regula a4) transformarea da urmatorul rezultat:

XX&XX.

Aceasta expresie, In forma normalad, contine in fiecare conjunct o
propozitie elementara si negatia ei, si este agadar adevarata.
2. X&Y — X.

Transformarea da urmatorul rezultat:

X&Y VX [prin ad)]

XYX [prin a3)].

Aceasta disjunctie contine X si X si este deci adevarata.
3. (X&(X —=Y))—Y.
Se obtine
X&XY VY [printr-o dubla aplicatie a a4)],
7(?&7)}/ [prin a3)],
X XY&X YY [prin al)],
XXY&X YY  [prin a2)].
Prima disjunctie contine X si X iar cea de-a doua Y si Y. Asadar,
(X&(X —Y)) = Y este o combinatie propozitionala logic adevarata.
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5. Principiul dualitatii

O importanta remarca cu privire la caracterizarea calculului nostru
priveste Regula a3). Din aceasta regula se poate conchide ca dintr-o ex-
presie care este formata doar din propozitii elementare si negatiile lor,
prin intermediul conectorilor conjunctie si disjunctie, se poate obtine con-
tradictoria ei prin schimbarea reciproca a simbolurilor & si vV si prin
inlocuirea propozititlor elementare cu negatiile lor.

De acest fapt ne putem prevala in urmatoarea aplicatie. Fie o expresie
de forma 2 ~ B, sau cum mai putem spune, o ecuatie logica, stabilita
ca fiind logic adevarata. (Vom folosi literele germane pentru a denota
combinatiile de propozitii a caror configuratie formala exacta este lasata
nedeterminata, cateodata si in vederea abrevierii.) Fiindca 2 ~ B este
echivalenta cu 2 ~ 9B, vom obtine din nou o expresie adevarata daci
construim negatia ambelor laturi ale ecuatiei. Acum, daca ambele parti
ale ecuatiei sunt formate din propozitii elementare gi negatiile lor doar
prin conjunctie i disjunctie, putem aplica regula tocmai mentionata.
Vom obtine astfel o formula care rezulta din ecuatia initiala 2l ~ 8 prin
inlocuirea reciproca a simbolurilor & si V si a propozitiilor elementare
cu negatiile lor. Intrucat aceastd formuld este logic adevarata, ea ramane
logic adevarata daca substituim fiecare propozitie elementara cu negatia
sa. Procedand astfel, anulam insa inlocuirea initiala a propozitiilor ele-
mentare cu negatiile lor.

In acest fel obtinem urmatorul Principiu al Dualitatii: Dintr-o for-
mula A ~ B, care este logic adevarata si ale carei ambe laturi sunt
formate din propozitii elementare s negatiile lor doar prin conectorii
conjunctie si disjunctie, se obfine o alta ecuatie adevarata prin inlocuirea
reciproca a & $i V.

Asa este, de exemplu,

X(Y&Z) ~ XY&XZ

o formula logic adevarata. Ea este formula primei legi a distributivitatii.

In acord cu principiul dualitatii, din ea se deriveaza formula
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X&Y 7 ~ (X&Y)(X&Z),

care este de asemenea adevarata gi care este o doua lege a distributivitatii.

In mod similar, formulei adevirate
(X&X)Y ~Y
1i este asociata, prin principiul dualitatii, formula de asemenea adevarata

XX&Y ~Y.

6. Forma normala disjunctiva pentru expresiile logice

De regula construirii negatiei se poate face uz intr-o importanta
aplicatie. Am vazut ca fiecare expresie logica poate fi adusa la o forma
normala. Aceasta forma normala consta dintr-o conjunctie de disjunctii,
unde fiecare membru al disjunctiei este o propozitie elementara negata
sau nenegata. Transformarea unei expresii in forma ei normala se face cu
ajutorul Regulilor al)-a4). Pe langa aceasta forma normala exista insa
si 0 a doua forma normala, care consta dintr-o disjunctie de conjunctii.
Fiecare membru al conjunctiei este o propozitie elementara negata sau
nenegata. Aceasta forma normala o vom numi ” disjunctivd’ iar cea pre-
cedenta ” conjunctivd”, pentru a le putea deosebi.

Transformarea unei expresii in forma normala disjunctiva se poate
executa In urmatorul mod: se neaga expresia originala, se aduce apoi la
forma normala conjunctiva si, in fine, se construieste din nou negatia
formulei astfel obtinute in acord cu regula noastra. Se poate apela si la
faptul ca, referitor la Regulile al)-a4), conjunctia i disjunctia sunt in
raport de dualitate.

Asa cum din forma normald conjunctiva se poate determina dacd o
expresie este logic adevarata sau nu, tot astfel cu ajutorul celei disjunctive
se poate decide daca ea este sau nu o falsitate logica. Iar acesta este cazul
daca si numai daca fiecare membru al disjunctiei contine o propozitie

elementara iImpreuna cu negatia ei.
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Demonstratia acestui fapt rezulta de-ndata, daca se are in vedere
faptul ca negatia unei forme normale disjunctive este redata printr-o
forma normala conjunctiva si ca o formula este logic falsa daca si numai
daca negatia ei este logic adevarata.

Drept exemplu pentru aplicarea formei normale disjunctive vom con-

sidera combinatia propozitionala
XY&Y Z&X&Z.

Prin aplicarea celei de-a doua legi a distributivitatii se obtine forma
normala

(X&Y &X&Z)V (X&Z&X&Z)V (Y&Y &X&Z)V (Y&Z&X&T).

Aici fiecare membru al disjunctiei contine o propozitie elementara si
negatia ei, primele doud X si X, atreia Y si Y iar a patra Z si Z. Asadar,
XY &Y Z& X &Z reprezinti o propozitie care este logic falsa.

Forma normala disjunctiva are avantajul unei claritati speciale.
Membrii individuali ai disjunctiei indica diferitele posibilitati in care
combinatia propozitionala data este adevarata. Astfel, de exemplu,
forma normala disjunctiva care apartine formulei X ~ Y se citeste
(X&Y)(X&Y), iar aceasta ne permite si recunoagtem ci X si Y tre-
buie sa fie ori ambele adevarate, ori ambele false pentru ca X ~ Y sa fie

adevarata.

7. Varietatea combinatiilor propozitionale care pot fi
construite din propozitii elementare date

O alta remarca importanta despre calcul se refera la varietatea
propozitiilor care pot fi construite prin combinatia unui numar finit de
propozitii elementare X, Xs,...,X,,. Aici vom considera ca distincte
doar acele propozitii care nu sunt echivalente logic. Sub aceasta asumptie
varietatea consta doar dintr-un numar finit de propozitii.

Asa cum am mentionat mai sus, o propozitie construita din
X1, X,,..., X, este echivalenta cu o alta propozitie de acest fel daca
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si numai daca ambele propozitii au aceeasi valoare de adevar pentru va-
lori arbitrare ale propozitiilor elementare X, Xs, ..., X,,. Mai intai, pen-
tru adevarul sau falsitatea propozitiilor elementare intra in discutie 2"
posibilitati, intrucat fiecare propozitie individuala X, X», ..., X,, poate
fi adevarata sau falsa. Acum, o propozitie compusa din Xy, X»,..., X,
este definita prin aceea ca pentru fiecare dintre cele 2" cazuri se poate
determina daci ea este adevarata sau falsia. Exista, asadar, exact 2(2")
propozitii diferite care pot fi compuse din Xy, Xo, ..., X,,.

Cele 4 propozitii diferite, construite doar cu X, sunt
X: X; XVX; X&X.
Cele 16 propozitii diferite, care se pot construi din X gi Y, sunt
XYV, X&Y: XVY; X>Y: VX X~Y: XVX
si negatiile lor
X;Y; XVY; X&Y; X&Y' Y&X; X ~Y: X&X.

Dintre cele 2") propozitii, dous au un statut special, si anume
propozitia logic adevarata, care este exprimabila, de exemplu, prin
X1V X, (sau X; ~ X)), si cea logic falsa, care se poate exprima prin
X, &X,.

O privire formala de ansamblu asupra propozitiilor distincte care se
pot construi cu Xy, Xo,..., X, se obtine prin urmatoarea teorema:

Orice expresie construita din propozitiile elementare X1, Xo, ..., X,
este echivalenta cu o conjunctie partiala a urmatoarei expresii dezvoltate

in acord cu prima lege a distributivitatii:
(X1&X 1) V (Xo&Xo) V...V (X,&X ).

O exceptie o constituite doar expresiile logic adevarate.

Insa gi conjunctia partiala improprie, care rezulta prin omisiunea tu-
turor membrilor ei, poate fi considerata ca o expresie logic adevarata.
Membrii conjunctiei expresiei de mai sus, odata dezvoltata, Schroder 1i

numeste constitueni lui Xy, Xo, ..., X,.
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Demonstratia pentru aceasta asertiune are loc in modul urmator: Mai
intai, expresia construita cu X, ..., X, se aduce la forma normala con-
junctiva. Intrucat valoarea de adevir a unei expresii ramane neschim-
bata daca un membru adevarat al conjunctiei este omis, atunci membrii
conjunctiei care contin un X si negatia sa X nu mai trebuie scrisi. Daci
se utilizeaza apoi regula ca in loc de X V X trebuie scris doar X, atunci
fiecare dintre conjunctii ramasi este o disjunctie cu membri distincti din
sirul X1,...,X,, X1,...,X,. Daca intr-o disjunctie lipseste atat X; cat
si X;, atunci aceasta disjunctie o putem extinde cu membrul logic fals
(X;&X;) si, din nou, aplicim prima lege a distributivitatii, fars ca valoa-
rea de adevar a intregii propozitii sa se schimbe. Atunci fiecare membru
al conjunctiei contine, pentru orice 4, fie X;, fie X;. Apoi, dintre membrii
conjunctiei care se deosebesc intre ei doar prin ordinea diferita a membri-
lor conectati prin V, va trebui sa scriem doar unul. Cu aceasta expresia
a obtinut forma dorita.

Pentru orice expresie construita din X, X, ..., X,, am obtinut astfel
o reprezentare printr-o forma normala conjunctiva "perfecta”.

Aceasta forma normala este unica (exceptie facand o permutare a
membrilor conjunctiei sau membrilor disjunctiei), in sensul ca doua
combinatii propozitionale echivalente sunt reprezentabile prin aceeasi
forma normald. Cici pentru Xy, ..., X, existd 2") expresii diferite in
forma normala, asadar, la fel de multe ca propozitiile diferite care se pot
construi din Xy, Xy, ..., X,.

Forma normala perfecta admite cele mai variate aplicatii. Mai intai,
ea poate uneori servi la gasirea unei reprezentari mai simple pentru o
combinatie propozitionala data. Pentru acest scop expresia data este
adusa In forma normala perfecta iar apoi, daca este cazul, se simplifica

prin aplicarea urmatoarei requli a eliminarii:
XALXY, ie., (X&X)VA

este echivalent cu 2.
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Drept exemplu, sa consideram combinatia de propozitii A&AB.
Pentru a obtine dezvoltarea in raport cu A si B, Inlocuim membrul A al
conjunctiei prin A V (B&B) si eliminam parantezele in acord cu prima
lege a distributivitatii. Daca membrul AB, care apare de doua ori, se

scrie o data, atunci se obtine forma normala perfecta:
AB&AB.

Dacé aici A se scoate ”factor comun”, atunci se obtine A(B&B), iar
in acord cu regula eliminarii, data mai sus, A. Asadar, A este cea mai
simpla reprezentare pentru A&AB.

Un alt exemplu este dat de expresia A&AB. Aici ca forma normala

se obtine:
AB&AB&AB.

Alci se pot aduce laolalta primul membru si al doilea, respectiv primul
si al treilea. Pentru a putea executa ambele eliminari, primul membru il

vom scrie de doua ori:
(AB&AE)&(AB&XB).

Prin eliminare obtinem A&B.

Sa mai remarcam faptul ca din forma normala perfecta, mai sus
utilizata, se poate observa daca o propozitie compusa din propozitiile
elementare X1, Xs,..., X, poate fi reprezentata fara utilizarea sim-
bolului negatiei. Acest lucru are loc daca si numai daca conjunctul
X;V Xy V...V X, nu apare ca membru in forma normald perfecta
a propozitiei considerate. Caci daca avem o propozitie care se com-
pune din X, Xo,..., X, fara negatie, atunci aceasta propozitie este
adevarata in cazul in care Xi, Xs,..., X, se substituie cu propozitii
adevarate. O propozitie care contine X,V XyV...V X, ca membru
al conjunctiei nu are insa aceasta proprietate. Asadar, conditia mai sus
mentionata este una necesara. Pe de alta parte, aceasta conditie este
si suficienta, deoarece orice membru al formei normale perfecte, care

nu este egal cu X; V Xy V...V X,, se poate exprima fira negatie.
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De exemplu, X; X, X3... X, se poate scrie ca (Xo& X3& ... &X,,) — Xi;
X172X374X576 ... Ca (XQ&X4&X6& .. ) — X1 \/Xg\/X5\/ . §amd
Prin urmare, exact jumatate din 2") propozitii care pot fi construite

din X, Xo,..., X, sunt exprimabile fara negatie.

8. Remarci suplimentare la problema validitatii universale
si a satisfiabilitatii

Forma normala perfecta data mai sus pentru o expresie care se com-
pune din propozitiile elementare X, Xs, ..., X,,, o vom numi, pe scurt si
dezvoltarea expresier in raport cu X1, Xo, ..., X,.

Fie acum data o combinatie de propozitii in care in afara de
X1, Xs,..., X, mai apar si propozitiile elementare Y7, Ys, ... Y,,. Siin
cazul unei expresii de acest gen putem vorbi, intr-un anume sens, de
dezvoltarea in raport cu X, X, ..., X,,. Respectiv, expresia se poate reda
ca o conjunctie in care fiecare membru al conjunctiei este disjunctia unei
expresii care depinde doar de Y1,Ys, ..., Y, st unul dintre constituentii
lui Xl,XQ, N ,Xn.

Demonstratia este foarte simpla. Trebuie doar sa dezvoltam expresia
in raport cu toate propozitiile elementare care apar, i.e., in raport cu

X, ..., X, Y1, ..., Y, iar membrii care contin aceiasi constituenti cu
referire la X1, X5, ..., X, 1i aducem laolalta.
Aceasta dezvoltare a unei expresii in raport cu Xi, Xo, ..., X,, ofera

anumite avantaje. Am vazut ca decizia asupra wvaliditatic universale a
unei expresii, i.e., problema de a decide printr-o procedura efectiva, fi-
nita, daca o expresie logica data este sau nu logic adevarata, este complet
solutionata in calculul propozitional. Raspunsul la aceasta intrebare se
poate gasi printr-o transformare in forma normala conjunctiva. Dualul
problemei validitatii universale este problema satisfiabilitatii, i.e., pro-
blema de a decide daca o expresie logica data este logic falsa sau daca

exista propozitii care o satisfac, i.e., pentru care ea este adevarata. Solutia
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acestei probleme poate fi gasita prin transformarea in forma normala dis-
junctiva sau, alternativ, negatia expresiei se poate aduce la forma nor-
mala conjunctiva. Cu aceste probleme ale validitatii universale, respectiv
satisfiabilitatii, se conecteaza acum si alte problematizari similare.

Fie data o expresie in care apar propozitiile elementare
X, ... X, Y1,....Y,. Fie Yi,...,Y,, simboluri care denota aici
propozitii definite fixate. Ne intrebam acum, ce conditie trebuie sa
satisfaca Y7,Ys,...,Y,, pentru ca expresia sa fie adevarata pentru o
alegere arbitrara a propozitiilor X7 Respectiv, sub ce conditii pentru
Y1,Ys,...,Y,, expresia este intotdeauna falsa?

Pentru raspunsul la aceste intrebari, in vederea simplificarii, sa pre-
supunem ca n este egal cu 2. Pentru n arbitrar solutia este una analoaga.
Fie dezvoltarea expresiei in raport cu X; si X, urmatoarea:

(A) @ (Y1,..., V) X1 Xo&®y (Y1, ..., Vi) X1 Xo&e

D3(Y1, ..., V) X1 Xo&®y (Y1, ..., V) X1 X,

Aici putem presupune ca toti cei 4 membri apar efectiv. Daca,
de exemplu, membrul cu X;X, ar lipsi, atunci se adaugi o ex-
presie ®o(Y1,...,Y) X1 X, in care ®y(Yy,...,Y,,) este o combinatie
propozitionala logic adevarata.

Acum asertam: Pentru ca formula (A) sa fie adevarata pentru X, i
Xy arbitrare, este necesar si suficient ca propozitia

O1(Y1, ..., Y )&Do (Y, ..., Vi) &Ps(Yh, ..., Y ) &Py(Yr, ..., V)
sa fie adevarata.

Faptul ca aceasta conditie este suficienta, este clar. Ea este insa si
necesara, caci daca, de exemplu, ®3(Y7,Ys,...,Y,,) nu ar fi adevarata,
atunci am putea inlocui X; cu o propozitie adevarata iar X5 cu una falsa.
(A) este atunci echivalenta cu ®3(Y7,...,Y,,), asadar nu este adevarata.

Corespunzator stau lucrurile cu solutia problemei duale. Expresia (A)
este satisfiabila in Xy, ..., X, daca si numai daca Yy, ...,Y,, sunt astfel
incat

O (Y,..., V) VOu(Yh, ..., Y) VO3(YL,. .., V) VOu(Yh, ..., V)

este adevarata.
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9. Privire sistematica asupra derivarii tuturor

consecintelor din axiome date

In 84 am obtinut o metoda care ne-a dat posibilitatea de a gasi toate
combinatiile de propozitii care sunt adevarate pe temeiuri pur logice, iar
in cazul unei combinatii propozitionale date de a decide daca ea este sau
nu de acest fel. Acum se iveste o alta problema: aceea de a deriva din
ipoteze (axiome) date toate consecintele, intr-atdat cat este posibil acest
lucru, cand propozititle sunt considerate doar ca intregi nedecompozabil.

Presupunem ca ne sunt date un numar finit, specificat, de axio-
me Ay, Ao, ..., A, La intrebarea daci o alta combinatie anume € de
propozitii reprezinta o consecinta logica a acestor axiome se poate intru
totul raspunde cu mijloacele de pana acum. Iar acesta este cazul daca
si numai daca (A;&2& ... &2,,) — € este o formula logica universal
valida. De exemplu, deductiei lui B din A si A — B 1i corespunde vali-

ditatea universala a formulei
(A& (A — B)) — B.

insé, nu avem inca o privire sistematica asupra tuturor consecintelor
care se pot trage. Pentru aceasta ne ajuta abia forma normala conjunctiva
perfecta.

Fie X1,..., X, propozitiile elementare care apar in axiomele noastre.
Presupunem acum ca toate axiomele sunt conectate prin & iar combinatia
propozitionala astfel rezultanta o dezvoltam in raport cu Xi,...,X,.
Vom lua apoi orice constituent al Xi, Xs,..., X, care in forma nor-
mala perfecta astfel aparuta nu apare ca membru al conjunctiei. Printr-
o substitutie adecvata de propozitii adevarate, respectiv false pentru
Xi,..., X, acest constituent se poate transforma intr-o disjunctie care
contine doar proporzitii false, agsadar intr-o proporzitie falsa. Pe de alta
parte, prin aceasta substitutie forma noastra normala perfecta trece intr-
o propozitie adevarata; deoarece fiecare dintre membrii conjunctiei ei se

deosebegte de constituentul considerat prin aceea ca cel putin intr-un

4Despre utilizarea literelor germane, comp. §5.
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loc un membru al disjunctiei este inlocuit cu opusul sau. Constituentul
considerat nu este agadar o consecinta logica a axiomelor. De aici rezulta
ca pentru orice consecinta din axiome forma ei normala perfecta contine
doar acei constituenti care au aparut deja in dezvoltarea ipotezei.*

Prin aplicarea acestei constatari, pentru derivarea consecintelor dintr-
un sistem de axiome rezulta urmatoarea metoda generala:

Se conecteaza toate axiomele prin & iar pentru expresia rezultanta se
construieste forma normala conjunctiva perfecta. Acum, dintre conjuncti
se pot alege oricare si se conecteaza prin & si astfel se obtin, in forma
normald conjunctiva perfecta, toate consecintele axiomelor. Adesea, cu
ajutorul regulii eliminarii, mentionata in §7, se pot obtine expresii gi mai
simple pentru consecinte.

In cazul mai sus mentionat, unde A si A — B sunt luate ca axiome,
metoda arata astfel: Mai intai, A&(A — B) este dezvoltata in raport cu
Asi B.

A&(A — B) eq A&AB,

A&AB eq A(B&B)&AB,
A(B&B)&AB eq AB&AB&AB.

AB&AB&AB  reprezinta forma normald perfectd pentru axiome.
AB&AB eq (A&A)B eq B este o consecinta a axiomelor.

Celelalte consecinte care se pot obtine din A si A — B sunt: AB;
AB; AB; AB&AB eq A(B&B) eq A; AB&AB eq A ~ B si, desigur,
AB&AB&AB eq A& B. Daci, in plus, se vrea obtinerea de consecinte in
care apare §i o alta propozitie C, care nu apare in axiome, atunci ipoteza
se dezvolta in raport cu A, B, C in loc de A si B.

Un alt exemplu este urmatorul: Fie date doua axiome, A ~ B si

B ~ C. Vom scrie mai intai axiomele 1n forma normala:
AB&BA; BC&CB.

*L.e., a formulei obtinute prin constructia formei normale perfecte a conjunctiei

axiomelor. (Toate notele de subsol marcate cu * sunt notele traducdtorului).
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Se dezvolta ipoteza in raport cu A, B gi C, si se obtine:
ABC&ABC&AB C&ABC&ABC&A BC,
O consecinta aici este, de exemplu:
ABC&AB C&ABC&A BC.
Prin "scoaterea de factor comun” rezulta:
AC(B&B)&AC(B&B), sau AC&AC, ie., A~ C.

Vom da inca doua exemple cu privire la aplicarea unei astfel de me-
tode de derivare a consecintelor.

Fie A propozitia ”Orice numar real este algebric” iar B ”Multimea
numerelor reale este numarabild”. In matematici urmitoarele rezultate
au loc:

Primul: A — B, i.e., "Daca orice numar real este algebric, atunci
multimea numerelor reale este numarabila”.

Al doilea: B, i.e., ”Multimea numerelor reale nu este numarabila” .

Ipoteza aici este:

AB&B
sau in forma dezvoltata:
AB&AB&A B.

Aici una din consecinte este AB&A B eq A(B&B) eq A. Le., gasim:
"Nu orice numar real este algebric”. Aceasta este concluzia ca exista
numere transcendente.*

Ca un al doilea exemplu, fie A, B, C' urmatoarele propozitii:

A: 7 Legea aditiei vectoriale a vitezelor este valida.”

B: In sistemul stelelor fixe lumina se propaga cu aceeagsi viteza

in toate directiile.”

C: 7Pe pamant lumina se propaga in toate directiile cu aceeasi

viteza.”

*I.e., numere care nu pot fi solutii ale unei ecuatii algebrice cu coeficienti rationali;
e.g. msie.
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Mai intai, urmitoarea propozitie matematica are loc: (A&B) — C,
i.e., "Daca legea aditiei vectoriale a vitezelor este valida gi in sistemul
stelelor fixe lumina se propaga cu aceeasi viteza in toate directiile, atunci
pe pamant lumina nu se propaga in toate directiile cu aceeasi viteza.”

Apoi, din experienta fizica conchidem ca B gi C' sunt adevarate. Avem
asadar axiomele:

(A&B) = C; B; C.
In forma normali conjunctiva ipoteza arata astfel:
A B C&B&C,
iar dezvoltata:
A B C&BAC&BAC&BAC&BA C&CAB&CA B.
Alici, drept consecinta rezulta:
A B C&BA C&BAC&B AC.
Prin ”factorizare” se obtine

(B&B)A C&(B&B)AC,

Drept consecinta rezulta asadar ca legea aditiei vectoriale a vitezelor
nu este valida.

Din doua axiome care se contrazic reciproc poate fi demonstrata orice
propozitie. Daci, de exemplu, A si A sunt luate ca axiome iar B este orice
alta propozitie, atunci dezvoltarea ipotezei A& A in raport cu A si B este:

AB&AB&AB&A B,
din care rezulta
AB&AB,
si astfel B.
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Metoda mai sus descrisa ne da posibilitatea de a deriva toate
consecintele din axiome date sau, cu alte cuvinte, de a gasi toate
combinatiile propozitionale care sunt ma: slabe decat una data. Convers,
se poate pune intrebarea care combinatii propozitionale sunt mai tar:
decat una data, i.e., din care ipoteze rezulta ea drept consecinta. Solutia
acestei probleme se poate da intr-un mod similar celui de mai sus: Mai
intai, consecinta se dezvolta in raport cu toate propozitiile elementare,
este asadar adusa in forma normala perfecta. Apoi, se aleg oricare din
constituentii care nu apar, se adauga cu & consecintei si se obtin astfel

toate ipotezele posibile.

10. Axiomele calculului propozitional

Forma axiomatica a teoriei calculului propozitional se obtine facand
o selectie din combinatiile propozitionale logic adevarate iar apoi dand
regulile formale in acord cu care toate celelalte formule logic adevarate se
pot deduce din cele selectate. In calculul logic aceste reguli joaca acelasi
rol pe care in teoriile matematice i fizice 1l are inferenta logica. Faptul
ca inferenta logica nu poate fi folosita aici in sensul intuitiv uzual re-
zida in aceea ca tipurile de inferenta logica constituie ele insele obiectul
investigatiei noastre.

Vom deosebi intre formulele logice primitive (axiomele) si requlile pri-
mative pentru deductia formulelor adevarate. Ca formule logice primitive
vom introduce urmatoarele patru:

(a) X VX — X.

(b) X - X VY.

() XVY =Y VX.

d)(X=Y)=>[ZVX —>ZVY]

Prima axioma inseamna ca o propozitie este adevarata daca disjunctia
propozitiei cu ea Insasi este adevarata. Axioma a doua nu este ni-
mic altceva decat Regula b2), metionata in §4, cea de-a treia pos-

tuleaza comutativitatea disjunctiei iar cea de-a patra spune ca intr-o
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implicatie adevarata X — Y ambele laturi pot fi conectate disjunctiv cu
o propozitie Z arbitrara.

De altfel, simbolul — 1l vom utiliza doar ca abreviere. X — Y trebuie
sa fie doar o notatie mai convenabila pentru X VY. Scrisa fara abrevieri,
Axioma a), de exemplu, inseamns asadar X VX V X.

Pentru obtinerea de noi formule din formulele initiale luate ca baza,

respectiv din formulele deja derivate, avem urmatoarele doua reguli:

«) Regula Substitutiei

Pentru o variabila propozitionald (i.e., pentru o majusculd lating)
poate fi substituita, peste tot unde apare, una $i aceeasi combinatie
propozitionald.

B) Regula Detagarii

Din doua formule A i A — B se obtine o noud formula *B.

In paragraful urmator vom clarifica in detaliu operarea cu cele doua
reguli in vederea obtinerii de noi formule din cele deja derivate, respec-
tiv din axiome.* Deocamdata sa mai facem cateva remarci cu caracter
general despre axiomatica calculului propozitional.

In elaborarea sistemului axiomatic am utilizat doar conectorii V si.
Acest lucru corespunde faptului mai sus mentionat ca acesti doi conectori
sunt suficienti pentru redarea tuturor combinatiilor propozitionale. Din
comoditate, utilizam fireste si simbolurile —, &, ~. Insé formulele in care
aceste simboluri sunt utilizate trebuie intelese doar ca abrevieri pentru
formulele care contin doar simbolurile V si —. O formula 2 — B trebuie
astfel vazuta ca o abreviere pentru AV B, A&B ca o abreviere pentru
AV B iar A ~ B ca o abreviere pentru (A — B)&(B — A), ie.,

AV BV (B VA [comp. echivalentele (21), (28), (24) in §2].
Sistemul axiomatic utilizat de noi este, in esenta, cel dat de Whi-

tehead si Russell (in prima editie a Principiei Mathematica). Axioma

*Toate aceste formule le vom numi teoreme.
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suplimentara, utilizata de cei doi autori,
XvYVvZ)—-YV(XVZ),

care exprima asociativitatea conectorului V, s-a dovedit ulterior ca fiind
dispensabila.’

Intrucat conectorii & si 7, la fel ca — si —, sunt de asemenea suficienti
pentru redarea tuturor combinatiilor propozitionale, ca baza se pot lua
axiome in care apar doar & §i ~ sau doar — si —. De un interes special
s-au bucurat in ultimii ani sistemele axiomatice de ultimul gen, care iau
asadar ca baza doar implicatia si negatia. Primul dintre aceste sisteme
axiomatice, in care, de altfel, ca reguli de deductie sunt utilizate de ase-
menea Regulile noastre a) si 3), provine deja de la Frege.% El consta in
urmatoarele sase axiome:

X = (Y = X),

X=>Y—=2)-(X=Y)— (X —=2),

(X =Y =2) = = (X=2),

(X V) = (V = X),

X o X ,

X > X.

Aga cum a aratat J. Lukasiewicz, acest sistem axiomatic al lui Frege

SARESANE ol S A

se poate inlocui cu urmatorul sistem mai simplu, care consta doar din
trei axiome:

1. X - (Y = X),

2 X—=> Y —=2) - (X=Y)—> (X —2),

3. X=Y)—= (Y = X).

Este chiar posibil sa se puna la baza doar o singura formula initiala,

construita cu implicatie si negatie.”

P. Bernays, Aziomatische Untersuchung des Aussagenkalkiils der Principia Ma-
thematica, Math. Z. Vol. 25(1926).

6G. Frege, Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache
des reinen Denkens, Halle 1879.

7J. Lukasiewicz and A. Tarski, Untersuchungen iber den Aussagenkalkiil (C.R.
Soc. Sci. Varsovie, Vol. 23, Klasse 111, Warsaw 1930).
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J. Nicod® a elaborat pentru prima data un sistem axiomatic de cal-
cul propozitional, sistem care foloseste doar conectorul-bara al lui Shef-
fer X/Y |, mentionat mai sus. Acest sistem utilizeaza ca singura formula

initiala (primitiva)
X/ Y/ 2)] U/ U/ VY ) [ (X/V) (X V)]

In locul Regulii noastre de inferenta () el utilizeaza regula: Din doua
formule 2 gi A/(2B/€), se poate obtine, ca noua formula, €.

In anumite situatii se prefera un sistem axiomatic de calcul
propozitional in care toti conectorii fundamentali sunt introdusi de la
bun inceput; si anume atunci cand e vorba sa se expuna cat mai clar
posibil rolul care revine fiecaruia din acesti conectori fundamentali in
inferenta logica. Un sistem axiomatic ales din acest punct de vedere a
fost dat de Hilbert si Bernays.”

De fapt, si in Regulile noastre al)-a4), b1)-b3) (§3 si §4) este continuta
o axiomatica a calculului propozitional. Aici este vorba despre un sistem
cu singura formula primitiva X VX si 6 reguli de deductie de noi formule.

In fine, mai mentiondm, ca un sistem care ocupd un loc special,
”Calculul deductiei naturale” al lui Gentzen,'® sistem care a reiesit din
stradania de a asimila deductiile formale ale formulelor, mai mult decat
pana acum, metodei intuitive de demonstratie, asa cum este ea uzuala, de
exemplu, in matematica. Calculul nu contine nicio axioma logica, ci doar
figuri de inferenta, care indica ce consecinte pot fi trase din asumptiile
date, dar si figuri care livreaza formule in care dependenta de asumptii

este eliminata.

8J.G.P. Nicod, A reduction in the number of the primitive propositions of logic,
Proc. Camb. Phil. Soc., Vol. 19(1917). Comp. si W.V. Quine, A note on Nicod’s
postulate, Mind 41.

9D. Hilbert and P. Bernays, Grundlagen der Mathematik, 1, p. 66.

10G. Gentzen, Untersuchungen dber das logische Schliessen, 1 and II, Math. Z.
Vol. 39(1934). Idei similare au fost dezvoltate independent de Jaskowski: On the rules
of suppositions in formal logic, Studia Logica No. 1(1934)
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11. Exemple de deductie a teoremelor din axiome

Ne intoarcem acum la sistemul nostru axiomatic, care consta din for-
mulele primitive a)-d) si din regulile de deductie «) si ().

Vom da o serie de exemple de deductii strict formale de for-
mule din axiome.* Asupra acestui punct vom starui ceva mai mult,
intrucat experienta arata ca respectarea punctului de vedere pur formal
incepatorului 1i creeaza anumite dificultati.

In derivarea formulelor se recomandd ca anumite operaftii, care se
repeta foarte frecvent, sa fie redate in forma regulilor derivate. Printr-o
asemenea regula rezultatul transformarii formale la care ne referim este
anticipat o data pentru totdeauna, iar demonstratia regulii consta in
formularea procedurii generale prin care in fiecare caz individual acea
transformare trebuie realizata in acord cu regulile primitive.

Regula 1. Daca AV 2 este o formula demonstrabila, atunci acelast
lucru este valabil si pentru 2A.

Demonstratia rezulta imediat din Axioma a). Prin substitutie in a)
se obtine:

AV A — 2A.

Apoi, intrucat 24V 2l este demonstrabila, Regula detasarii ne livreaza
formula 2.

Regula II. Daca 2 este o formula demonstrabila iar B orice alta
formula, atunci si AV B este o formula demonstrabila.

Aceasta regula rezulta din Axioma b) in acelagi mod in care Regula
I rezulta din a).

Similar, Axiomelor c) i d) le corespund Regulile I1T §i IV; mai general,
fiecarei formule care exprima o relatie de implicatie 1i apartine o regula
corespunzatoare.

Regula II1. Daca AV*B este o formula demonstrabila, atunci acelast
lucru este valabil si pentru BV 2.

*Stricto sensu, aceste ”deductii strict formale de formule din axiome” sunt

demonstratii de teoreme. In traducere vom pastra insa terminologia originala, i.e.,

”formula demonstrabila” i ”teorema” sunt expresii sinonime.
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Regula IV. Daca A — B este o formula demonstrabila iar € orice
alta formula, atunci si €A — B este o formula demonstrabila.

Teorema 1.
(X =Y)=[(Z—-X)—= (Z—>Y)].

Demonstratie. (X — Y) — (ZX — ZY) rezulta din Axioma d)
prin substitutia lui Z pentru Z. Aceasta este insi deja Teorema 1, daci
abrevierea — o inlocuim cu semnificatia sa.

Regula V. Daca A — B si B — &€ sunt formule demonstrabile,
atunci s1 A — € este o formula demonstrabila.

Aceasta regula corespunde Teoremei 1. Ea se demonstreaza daca in
Teorema 1 se substituie B, €, A pentru, respectiv, X,Y, 7 iar apoi se
aplica Regula detasarii de doua ori.

Teorema 2. X V X.

Demonstratie.

X — (X VX) |[prin substitutia lui X pentru Y in b)],
XVX—=X [prin a)l,
X=X [prin Regula V].

Ultima formuld este o notatie prescurtata pentru X vV X.

Teorema 3. X vV X.

Aceasta teorema rezulta din Teorema 2 prin aplicarea Regulii III.

Teorema 4. X — X.

Demonstratie. Teorema 4 este o abreviere pentru X ?, iar aceasta
formula rezultd din Teorema 3 daci se substituie X pentru X.

Teorema 5. X — X.

Demonstratie.
XX _ [prin substitutie in Teorema 4],
X X — XX [prin Regula IV],
X X [prin Teorema 3 si Regula f],
XX [prin Regula IIIJ.

Ultima formula este Teorema 5.
Teorema 6. (X —Y) — (Y — X).
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Demonstratie. Y — Y [Teorema 4],

XY XY [Regula IV],
XYY X [Substitutie in c)],
XY Y X [Regula V].

Aceasta este teorema cautata.

Regula VI. Daca o expresie 2 apare ca parte componenta a unei
combinatii propozitionale, combinatie care in acest context va fi denotata
cu ®(A), iar A — B i B — A sunt formule demonstrabile, atunci si
O(A) — P(B) 51 (B) — P(A) sunt formule demonstrabile. De altfel,
prin forma lui 2 si prin Intreaga expresie inca nu este definit in mod unic
ce anume trebuie sa insemne ®(2). Expresia X — XY, de exemplu,
poate fi denotata ca fiind ®(X) in trei sensuri distincte, intrucat pentru
®(2() poate fi luata fiecare dintre cele trei expresii A — XY, X — Y,
A — AY. Regula VI are loc pentru fiecare din definitiile posibile ale
D).

Aceasta regula poate fi formulata si astfel: Doud expresii care se afla
in relatie de implicatie reciproca pot fi substituite una cu cealalta intr-o
formula demonstrabila.

Demonstratie. Este suficient sa demonstram regula pentru cazul in
care 2 apare doar o data in ®(2) si ca ®(A) are una din urmatoarele
forme A, €A, AC. Regula generald se poate obtine prin aplicatii multiple
ale acestei reguli simple daca ® se construieste ”dinauntru in afara”. Caci
pentru fiecare expresie partiala @ a lui ® se obtin, succesiv

D'(B) — O (A) 5 V(A) — (D).

Fie, agadar, A — B si B — 2 deja demonstrate. Atunci vom demon-
stra

a) A—-BsiB A

Ambele aceste formule se obtin daca mai intai, prin substitutie in

Teorema 6, se demonstreaza

(A — B) — (B — A),
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(B —A) — (A — B),

iar apoi se foloseste faptul ca A — B si B — 2 sunt deja demonstrate.
) CA— EB; B — CA.
Ambele formule se obtin din A — B, respectiv 8 — 2, prin aplicarea
Regulii TV.
v) 2AC — BE; BC — AC.
Acest caz se reduce la ) daca se aplica repetat Axioma c) si Regula V.
Ca aplicatie a Regulii VI i a Axiomei c¢) se obtine comutativitatea

disjunctier. Intrucat prin substitutie in ¢) se obtin
AVB - BVAsi BVIA AV B,

si deci in orice combinatie propozitionala, pentru o disjunctie (VB poate
fi intotdeauna substituita B Vv 2.

Similar, din Teoremele 4 si 5 gi Regula VI rezulta ca 2 poate fi
inlocuita cu 2, si invers.

Teorema 7. X&Y — X VY. o

Demonstratie. X&Y este o abreviere pentru X Y. Formula X Y —
X Y rezultd prin substitutie din X > X.

Similar, din X — X se obtin urmatoarele teoreme:

Teorema 8. X VY — X&VY.

Teorema 9. X VY — X&VY.

Teorema 10. X&Y — X VY.

Demonstratie. Fara abrevieri, cele doua teoreme, 9 si 10, se scriu

XVY 5 XVY§iXVY 5 X VY.

Ele rezulta din X VY — X VY, daca in acord cu Regula VI, in
partea dreapta, respectiv in partea stanga, X este inlocuit cu X jar Y
Y.

Teoremele 7, 8 g1 9, 10, corelate cu Regula VI, ne dau Regula de mai
inainte a3) (§3).

O alta aplicatie a Regulii VI este urmatoarea: Intrucat prin Axioma

a) X VX — X are loc iar din Axioma b), prin substitutie, se obtine
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X — X V X, rezulta ca o expresie de forma 21 V 2 poate fi intotdeauna
inlocuita cu 2, si invers.
Teorema 11. X&Y — Y&X.
Demonstratie. XY =Y X rezults din X ¥ — ﬁ, prin aplica-
rea legii comutativitatii conectorului disjunctie.
Teorema 12. X&Y — X.
Demonstratie. X — X Y  [prin Axioma b)]
XY X [prin Teorema 6]
X&Y - X
X&Y — X.
Teorema 13. X&Y — Y.
Demonstratia rezulta din Teoremele 11 gi 12.
Teorema 14. X(YZ) - Y (X Z).
Demonstratie.

Z — XZ [din Axioma b) prin permutarea membrilor disjunctiei,
YZ > Y(XZ) [RegulaIV],

XYZ)—- X(Y(XZ)) [RegulalV],

X(YZ)— (Y(XZ))X* [comutativitatea disjunctiei]

X — ZX |[din Axioma b) prin permutarea membrilor disjunctiei],
X7 —-Y(XZ) [substitutie in formula precedenta],

X =Y (XZ) [Regula V],

Y(XZ2)X - (Y(X2)(Y(XZ)) [RegulalV],

Y(XZ)X - Y(XZ)* [inlocuirea lui A V2 cu 2.

In acord cu Regula V, *si ** dau

X(YZ) = Y(X2).

Teorema 15. X(YZ) — (XY)Z.
Demonstratie. X(YZ) — X(ZY) [legea comutativitatii],
X(ZY)— Z(XY) [Teorema 14],
X(YZ)— Z(XY) [Regula V].
Teorema 15 rezulta din aceasta prin aplicarea legii comutativitatii.
Teorema 16. (XY)Z — X(Y Z).
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Demonstratie. Z(YX) — (ZY)X  [substitutie in Teorema 15].

Prin aplicarea legii comutativitatii, Z(Y X) poate fi inlocuita cu
(XY)Z, iar (ZY)X cu X(YZ). Din Teoremele 15 si 16 si Regula VI
rezulta ca nu doar ordinea disjunctilor ci si punerea lor in paranteze este
indiferenta. Am derivat astfel si o lege a asociativitatii pentru conectorul
disjunctie.

Teorema 17. X&(Y&Z) — (X&Y)&Z,

(X&Y)&Z — X&(Y&Z).

Demonstratie. X&(Y&Z) este o abreviere pentru X Y Z,

(X&Y)&Z este o abreviere pentru X Y Z. Insi aceste doud expresii,
in acord cu regulile noastre precedente, sunt echivalente si deci pot fi
substituite una pentru cealalta in mod arbitrar.

Teorema 18. X — (Y — X&Y).

Demonstratie. (X ?)ﬁ [substitutie in Teorema 3].

X(Y X Y) se obtine din aceasta formuls printr-o alts punere in paran-

teza a membrilor disjunctiei. Aceasta este teorema cautata.
Regula VII. 2l — (B — &) poate fi inlocuita cu B — (A — €) gi
(A&DB) — €.
Demonstratia rezulta imediat din regulile precedente, daca abrevierile
— gi & sunt inlocuite cu semnificatia lor.
Regula VIII. 2 — (2 — B) poate fi inlocuita cu A — B.
Demonstratie. 2((AB) poate fi inlocuiti cu (A A)B sau cu AB.
Teorema 19. X(Y&Z) - XY&XZ.
Demonstratie. Y&Z — Y [Teorema 12]
X(Y&Z) - XY  [prin Regula IV].
Similar, din Teorema 13 se obtine:
XY&Z)— XZ,
XY - (XZ - XY&XZ) [
XY&Z)— (XZ - XY&XZ) [prin Regula V],
XZ = (X(Y&Z) - XY&XZ) [prin Regula VII],
XY&Z)— (X(Y&Z) - XY&XZ) |

Teorema 18],

prin Regula V],
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X(Y&Z) — XY&XZ [Regula VIII].
Teorema 20. XY&XZ — X(Y&Z).
Demonstratie. Y — (Z — Y&Z2) [Teorema 18],
(Z = Y&Z) = (XZ = X(Y&Z)) [Axioma d)],
Y = (XZ = X(Y&Z)) [Regula V],
[

XZ = (Y = X(Y&Z)) Regula VII],

Y - X(Y&Z2)) = [ XY - X(X(Y&Z))] [substitutie in Axioma d)],
X7 = [XY = X(X(Y&Z))] [Regula V],

X(X(Y&Z)) poate fi inlocuitd cu (XX)(Y&Z), iar mai apoi cu
X(Y&Z). §i deci

X7 = (XY = X(Y&Z)).

Teorema 20 rezulta din aceasta ultima formula prin Regula VII.

Din Teoremele 19 si 20, impreuna cu Regula VI, se obtine derivarea
legii distributivitatii.

Demonstratia altor teoreme si reguli se arata a fi nenecesara. Caci
am vazut ca Regulile al)-a4), bl)-b3), pe care le-am expus anterior,
pot fi obtinute din axiome ca reguli derivate. Rezulta asadar ca toate
observatiile pe care anterior le-am facut cu referire la aceste reguli, de
exemplu, cele care se refereau la principiul dualitatii si la formele normale,
se pot recastiga si axiomatic. Asadar, pentru a arata demonstrabilitatea
unei formule nu trebuie sa ne intoarcem de fiecare data pana la axiome.
Caci o formula propozitionala este demonstrabila din axiome daca si nu-
mai daca in forma ei normala conjunctiva fiecare disjunctie contine doi

membri, din care unul este opusul celuilalt.

12. Consistenta sistemului de axiome

Elaborarea axiomatica a calculului propozitional ne-a dat posibilita-
tea sa aplicam calculului propozitional problematizarile si consideratiile
care sunt specifice metodei axiomatice. Cele mai importante dintre

intrebarile care se ridica sunt cele privitoare la consistenta, independenta
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si completitudinea sistemului axiomatic. Mai intai vom considera
consistenta axiomelor.

Intrebarea despre consistenta poate fi pusa aici intr-o forma adecvata.
Axiomele le vom numi consistente daca este imposibil sa se demonstreze,
cu ajutorul calculului, doua combinatii propozitionale care sunt reciproc
contradictorii; care, agadar, rezulti din perechea de propozitii X, X daci
X se inlocuieste in ambele cazuri in acelagi mod.

Definitia data consistentei necesita o clarificare. S-ar parea ca aici un
anumit principiu logic, principiul noncontradictiei, capata preeminenta in
raport cu alte principii. De fapt lucrurile stau insa in asa fel incat aparitia
unei contradictii formale, i.e., demonstrabilitatea a doud formule 2, 2, ar
condamna intregul calcul ca fiind lipsit de sens; caci am vazut deja mai
inainte ca daci doua propozitii de forma 2 si A sunt demonstrabile, acest
lucru ar fi valabil despre orice alta propozitie. Consistenta calculului, in
sensul definitiei de mai sus, este asadar echivalenta cu faptul ca nu orice
formula arbitrara este demonstrabila.

Pentru a demonstra consistenta calculului vom proceda in felul
urmator.

Simbolurile propozitionale X,Y, Z, ... le vom interpreta ca variabile
aritmetice, pentru care vom lua in considerare doar valorile 0 gi 1. X VY
o vom interpreta ca produsul aritmetic iar X o vom defini astfel incat
0 este egal cu 1 si 1 este egal cu 0. Pe baza acestei interpretiri orice
combinatie propozitionala reprezinta o functie aritmetica de propozitiile
elementare, care poate lua doar valorile 0 si 1. Daca aceasta functie este
identic 0, atunci, concis, si despre o expresie simbolica vom spune ca ea
este identic 0.

Pe baza interpretarii date vom putea acum formula o proprietate
comuna tuturor acelor formule care se pot deriva din axiomele noastre.
Aceasta consta in faptul ca pe baza interpretarii aritmetice formulele dau
valoarea 0, pentru orice sistem de valori pentru variabile, agadar ele sunt
identic 0.
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Faptul ca aceasta proprietate revine mai intai Axiomelor a)-d) il cla-
rificam in felul urmator.

Prin testare vom stabili ¢ X V X are intotdeauna valoarea 0. De aici
rezultd ca si X V X V X [Axioma a)] este intotdeauna egald cu 0, fiindca
intotdeauna X V X are aceeasi valoare ca X. Apoi, X(XY) [Axioma b)]
are aceeasi valoare ca (X V X)Y, data fiind asociativitatea produsului
aritmetic. Ea este agadar intotdeauna 0, fiindca 0 V'Y este intotdeauna
egal cu 0. Intrucat Y VX are intotdeauna aceeasi valoare ca X VY, formula
X VY V(YVX),drept caz special al formulei X X, este intotdeauna egala
cu 0. Agadar, Axioma c¢) da intotdeauna valoarea 0. In fine, acelasi lucru
este valabil gi pentru Axioma d), caci pentru Z = 0, un factor este 0, iar
pentru Z =1, Z V X are aceeasi valoare ca X, Z VY aceeasi valoare ca
Y si deci intreaga formula da aceeasi valoare ca XY XY, care, din nou,
este un caz special al formulei X X.

Agadar, formulele celor patru axiome au realmente proprietatea mai
sus mentionata. Prin aplicarea celor doua reguli avute in vedere pen-
tru derivarea de noi formule, respectiv Regula Substitutiei si Regula
Detasarii, aceasta proprietate se conserva intotdeauna. Caci, cat priveste
prima regula, este evident ca prin substitutia unei expresii in locul unei
variabile, domeniul de valori pentru variabile nu poate fi nicidecum ex-
tins. Iar daci din doua formule 2 si AB derivam, cu ajutorul celei de-a
doua reguli, formula 28, atunci proprietatea de a livra intotdeauna va-
loarea 0 se transmite de la cele doua formule la formula derivata. Caci
fiindca formula 2 di intotdeauna valoarea 0, 2 are intotdeauna valoarea
1, si deci AB are aceeasi valoare ca B, si astfel B, la fel ca AB, are
intotdeauna valoarea 0.

Cu aceasta am vazut ca, intr-adevar, cu ajutorul calculului nos-
tru pot fi obtinute doar acele formule care in interpretarea aritmetica
dau intotdeauna valoarea 0. Constatand acest lucru, am ajuns la finele
demonstratiei noastre. Caci, evident, doua formule care apar din X si X
prin faptul ca pentru X, in ambele cazuri, se substituie aceeasi combinatie

propozitionala nu pot avea amandoua proprietatea de a fi intotdeauna
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egale cu 0; mai degraba, daca una are intotdeauna valoarea 0, atunci
cealalta are intotdeauna valoarea 1.

13. Independenta si completitudinea sistemului

Intrebarii privitoare la consistenta sistemului axiomatic, la care am
putut da un raspuns afirmativ, i se alatura o alta intrebare: daca axiomele
sunt toate independente una de alte sau daca nu cumva vreuna din aceste
axiome este dispensabila.!!

Raspunsul este ca sistemul axiomatic satisface intr-adevar cerinta
independentei.

Vom arata mai intai ca Axioma a) X V X V X nu poate fi derivata
din restul axiomelor, de fapt nici chiar atunci cand formula X V X este
adaugata ca axioma, astfel ca Axioma a) nu poate fi inlocuita in siste-
mul axiomatic prin formula mai simpla X X. Si pentru celelalte axiome
demonstratia independentei este executata in sensul mai tare, potrivit
caruia axioma respectivi nu poate fi inlocuita prin X V X.

Din nou, demonstratia se va face cu ajutorul unei interpretari aritme-
tice. Ca valori pentru variabilele X, Y, Z, ... vom lua clasele de resturi 0,
1, 2 modulo 4. Simbolul ”V”, din nou, va reprezenta inmultirea uzuala,
iar X il definim prin urmétoarele stipulatii: 0 inseamna 1, T inseamna 0,
2 inseamna, 2.

Se poate verifica acum ca X V X si Axiomele b), ¢) si d), in inter-
pretarea data variabilelor, dau #ntotdeauna clasa de resturi 0, iar aceasta
proprietate se transfera, prin aplicarea celor doua reguli, la toate formu-
lele derivate din acestea patru, lucru care se poate constata intr-un mod
similar demonstratiei de mai sus a consistentei. Asadar, daca Axioma

a) ar fi derivabild, cu ajutorul regulilor, din b), c), d) si X V X, atunci

1 Aceastd intrebare privitoare la independenta sistemului axiomatic este de ase-
menea solutionata in lucrarea lui P. Bernays, citatda in §10, Aziomatische Untersu-

chung etc.
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XX V X ar trebui sa dea clasa de resturi 0 pentru orice valoare admisi-
bild a lui X. Insd nu acesta este cazul. Cici daci pentru X substituim

valoarea 2, atunci obtinem:
2V2V2=0V2=1Vv2=2,

asadar nu valoarea 0.

Independenta Axiomei b) X V (X VY) de restul axiomelor, inclusiv
de formula X V X, o aritdam in urmitorul fel. Fie, din nou, X,Y,Z
variabile care pot lua valorile 0, 1, 2, 3. Insi pentru aceste variabile

acum conectorul V il vom defini prin:
OVO=0Vv1=0Vv2=0Vv3=0; 1vli=1Vv2=1Vv3=1;

2v2=2 3V3=3 2v3=2

si prin stipulatia ca legea comutativitatii trebuie sa aiba loc. Apoi, prin
0, 1, 2, 3 vom intelege, respectiv, 1, 0, 3, 2. Atunci, orice valori s-ar alege
pentru variabile, Axiomele a), c), d) si formula X V X dau intotdeauna
valoarea 0 sau 2. Aceasta proprietate se conserva pentru toate formulele
care se deriveaza din a), ¢), d) si X V X cu ajutorul celor doud reguli.
Dimpotriva, pentru X =25 Y =1, X(XY) ia valoarea 1.

Independenta Axiomei ¢) XY (Y X) se aratd intr-un mod similar. 0
se defineste prin 1, 1 prin 0, 2 prin 0, 3 prin 2. Fie apoi

0OV0=0Vv1=0v2=0Vv3=1v0=2V0=3V0=0;
1lvi=1 1v2=2v1=2 1v3=3Vv1=3;
2V3=0, 3v2=3 2Vv2=2 3VvV3=0.

Se poate observa cu usurinti ca Axiomele a), b), d) si X V X dau
valoarea 0 prin inlocuirea majusculelor latine cu numerele 0, 1, 2, 3, si ca
aceasta proprietate se conserva in derivarea noilor formule. Dimpotriva,
Axioma c) ia valoarea 3, daca X se inlocuieste cu 2 iar Y cu 3. Aceasta
demonstratie de independenta ne livreaza ceva mai mult. Ea arata ca
legea asociativitatii

XY 2)(XY)Z)



20 Capitolul 1

nu poate fi demonstrata fara utilizarea Axiomei c). Caci daca in aceasta

formula se inlocuieste X cu 3, Y cu 2 iar Z cu 3, atunci avem
3V(2V3)V(BVv2)Vv3) =0v3=1Vv3=3.

Agadar, legea asociativitatii este de asemenea independenta de Axio-
mele a), b) si d).

Mai ramane de aratat ca Axioma d) este independenta de restul axi-
omelor. Acest lucru izbuteste prin urmatorul sistem de definitii:

Fie X, Y, Z variabile care pot lua valorile 0, 1, 2, 3. Fie

0=1, 1=0, 2=3, 3=0.
OVO=0V1=1vV0=0VvV2=2V0=0VvV3=3VvV0=2V3=3Vv2=0.
1vli=1 1v2=2Vv1=2 1Vv3=3Vv1=3.

2v2=2 3V3=3

Atunci Axiomele a), b), ¢) si X V X dau intotdeauna valoarea 0 si la
fel se intampla cu toate formulele derivate din ele. Dimpotriva, Axioma
d) ia valoarea 2 pentru X =3, Y =1¢i Z =2.

In acest fel am aritat independenta Aziomelor a)-d). Vom pune
acum intrebarea privitoare la completitudine. Completitudinea unui sis-
tem axiomatic se poate defini in doua moduri Pe de-o parte, prin aceasta
se poate intelege ca din sistemul axiomatic se pot obtine toate formulele
adevarate ale unui anumit domeniu care este caracterizat intuitiv. Con-
ceptul completitudinii se poate insa intelege si intr-un sens mai tare,
astfel incat un sistem axiomatic este numit complet doar daca prin
adaugarea unei formule nederivabile anterior axiomelor sistemului rezulta
intotdeauna o contradictie.

Completitudinea in primul sens ar insemna aici ca din Axiomele a)-d)
se pot deriva toate formulele propozitionale logic adevarate. Agsa cum am

vazut deja, aceasta cerinta este satisfacuta.
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Insi si completitudinea in sensul mai tare are loc. De acest lucru
ne putem convinge in modul urmator. Fie 2 o formula arbitrara ne-
demonstrabila din axiome. Fie B expresia in forma normala conjunc-
tiva care apartine lui 2. Intrucat B nu este o formuld mai demon-
strabila decat 2, printre membrii conjunctiei lui 8 trebuie sa apara o
disjunctie € care nu contine doi membri contradictorii. Daca in € pentru
fiecare simbol propozitional nenegat se substituie X, iar pentru fiecare
simbol propozitional negat X, atunci se obtine o disjunctie de forma
XV XV...VX care, in acord cu regulile calculului propozitional, este
echivalenta cu X. Acum, daca 2 ar fi postulata ca formula adevarata,
atunci ar rezulta ca formule adevarate si 98 si € si, In fine, X. Atunci si
X ar fi putut fi insa substituit pentru X si am fi obtinut o contradictie.

Sistemul axiomatic considerat se dovedeste agadar ca fiind complet.






CAPITOLUL 2

Calculul clasial

(Calculul predicatelor monadice)

Forma de pana acum a calculului logic este suficienta pentru reda-
rea precisa a acelor conexiuni logice in care propozitiile apar ca intregi
nedecompozabili. Totusi, indiscutabil, pentru scopurile logicii in general,
calculul propozitional nu este unul suficient. Nici macar acele genuri sim-
ple de inferente care in logica traditionala sunt denotate in mod uzual
cu cuvintele mnemotehnice ”barbara”, ”celarent”, ”darii” etc. nu se pot
reda. De exemplu, in zadar se cauta o redare formala a relatiei logice
exprimate in urmatoarele trei propozitii:

"Toti oamenii sunt muritori,
Socrate este un om;
Asadar, Socrate este muritor.”

Motivul il reprezinta faptul ca inferentele de acest gen nu depind doar
de propozitii ca intregi, ci structura logica interna a propozitiilor, care
gramatical se exprima prin relatia dintre subiect i predicat, este cea
care joaca un rol esential. Prin aceste consideratii suntem provocati sa

schimbam calculul sau, cel putin, semnificatia lui intuitiva.

1. Reinterpretarea intuitiva a simbolismului
calculului propozitional

In calculul care urmeazd vom utiliza aceleasi simboluri logice ca in cal-
culul propozitional. Prin XY, Z, ... nu vom mai intelege insa propozitii
ca intregi, ci predicate. De exemplu, X poate denota predicatul ”este mu-

ritor” sau ”este divizibil” sau "are o cauza”’. Utilizarea aici a cuvantului
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"predicat” este cea uzuala in filosofie, respectiv cea prin care un subiect
poate fi caracterizat mai detaliat. De-a lungul acestei lucrari, respectiv
in capitolul al treilea si al patrulea, expresia ”predicat” va fi insa utili-
zata Intr-un sens mai larg, in care nu trebuie sa intram mai detaliat aici.
Acolo vom avea de-a face cu predicate cu mai multi subiecti. Si astfel
predicatele in sens obignuit, doar despre care este vorba in acest capitol,
le vom numi mai exact predicate monadice; adaugirea "monadic” cel mai
adesea o vom omite 1nsa in cele ce urmeaza.

Daca X este un predicat arbitrar, de exemplu ”este frumos”, atunci
prin X vom intelege predicatul contrar "nu este frumos”. Daca X si
Y denota, respectiv, predicatele ”este muritor”, ”este rational”, atunci
X&Y este simbolul pentru predicatul ”este muritor si este rational”,
X V'Y este simbolul pentru ”este muritor sau este rational”. Celelalte
simboluri logice le putem, din nou, utiliza ca abrevieri.

Considerate 1n ele insele, predicatele nu sunt nici adevarate, nici false.
Asadar, daca despre o formula X, respectiv X VY, se afirma ca este
adevarata, atunci acest lucru trebuie sa aiba un alt sens decat cel de
pana acum. Prin aceasta acum vom intelege ca predicatul X, respectiv
X VY, revine tuturor obiectelor.

Cu aceasta semnificatiile tuturor simbolurilor din calculul predica-
telor monadice sunt fixate. Toate formulele vor avea sensul judecatilor
universale. Pentru a reprezenta judecatile universale uzuale, ca de exem-
plu ”Toti oamenii sunt muritori”, o astfel de judecata se poate mai intai
aduce in forma: ”"Toate obiectele nu sunt oameni sau sunt muritoare”.
Apoi, daca pentru predicatul ”este un om” se introduce simbolul X iar
pentru ”este muritor” se introduce simbolul Y, atunci rezulta reprezen-
tarea simbolica a judecatii prin formula X V Y. Corespunzator, o jude-
cata universal negativa, precum ”Niciun om nu este perfect” este repre-
zentata prin formula X VY, unde X, Y denoti, respectiv, predicatele
"este un om”, ”este perfect”. Interpretarea exacti a formulei X VY este
urmatoarea: Toate obiectele nu sunt oameni sau nu sunt perfecte.
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Ne interesam acum, din nou, de formulele logic adevarate, i.e., de
acele formule din care prin substitutia de predicate arbitrare pentru va-
riabilele X, Y, ... se obtine un predicat care are loc despre toate obiectele.
Este agadar usor de vazut ca in noua interpretare a calcululur sistemul
formulelor logic adevarate este exact acelasi ca in calculul propozitional.

Caci, mai intai, sunt din nou valide echivalentele al)-a4), care fac
posibila transformarea expresiilor in forma normala conjunctiva. Apoi, ne
putem usor convinge de faptul ca o formula adusa la forma normala este
logic adevarata daca si numai daca orice membru al conjunctiei contine
o disjunctie X vV X. Asadar, formalismul calculului propozitional poate
fi pastrat integral; trebuie doar sa dam o alta interpretare formulelor.

Pe langa interpretarea originala si interpretarea in sensul calculului
predicatelor, pentru formulele calculului propozitional exista si o a treia
interpretare. insé, spre deosebire de calculul predicatelor, aici nu e vorba
despre introducerea de noi relatii, ci doar se da o interpretare diferita fap-
telor exprimabile in calculul predicatelor, interpretare care ofera avantaje
sub aspectul intuitivitatii. Aceasta schimbare in interpretare consta in
aceea ca predicarele, in loc sa fie definite in raport cu confinutul lor, sunt
caracterizate in raport cu eztensia lor. Fiecarui predicat ii corespunde
o anumita clasa! de obiecte, clasa constand din toate obiectele pentru
care predicatul respectiv are loc. Fireste, aici nu este exclus cazul in care
clasa nu contine niciun obiect. Clasele trebuie luate acum ca obiecte ale
calculului pe care in aceasta interpretare il vom numi calculul clasial.

Prin X vom intelege clasa care consta din toate elementele care nu
apartin clasei X. X&Y reprezinta intersectia celor doua clase, X si Y,
iar X VY reuniunea lor. X — Y ¢i X ~ Y, ca mai inainte, pot fi intelese
ca abrevieri pentru X VY, respectiv X V Y&Y V X. Daci se spune ci
o formula X este adevarata, atunci aceasta va insemna ca X este clasa
care consta din toate elementele. Cu aceste stipulatii toate regulile calcu-
lului predicatelor sunt valabile fara modificari si pentru calculul clasial.

In matematici in locul expresiei "clasd” se foloseste, in mod uzual, cuvantul

"multime”.
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In aceastd interpretare adevarul formulei X — Y inseamna: clasa cores-
punzatoare lui X este o subclasa a clasei definite prin Y; formula X ~ Y
este adevarata daca gi numai daca clasele X si Y sunt identice.

Judecata universala ”Toti oamenii sunt muritori” poate fi astfel for-
mulata in calculul clasial: ”Clasa reuniune, constituita din clasa non-
oamenilor si cea a muritorilor, cuprinde toate obiectele”.

Ea are aceeasi reprezentare formala ca in calculul predicatelor.

2. Combinarea calculului clasial cu calculul

propozitional

Inferentele logicii traditionale nu pot fi inca formalizate toate in cal-
culul predicatelor, fiindca ne lipseste o reprezentare a judecatilor par-
ticulare. Aceasta reprezentare este atinsa abia prin conectarea calculu-
lut propozitional cu calculul predicatelor sau calculul clasial. La aceasta
unificare ajungem pe baza consideratiei ca relatiile calculului predica-
telor constituie propozitii care pot fi subordonate regulilor calculului
propozitional. Aceasta idee conduce la elaborarea unui calcul combinat,
in care simbolurile logice &, V g1 ~ sunt uneori utilizate pentru conectarea
propozitiilor iar uneori pentru conectarea predicatelor.

Atunci ar fi insi discutabil daca o propozitie X semnifica faptul ci
predicatul X nu are loc despre niciun lucru sau nu este adevarat ca X
are loc despre toate lucrurile. Daca, de exemplu, X denota predicatul "a
fi frumos”, atunci dupé una din interpretiri X s-ar citi ” Toate lucrurile
nu sunt frumoase”, iar dupa cealalta ” Nu toate lucrurile sunt frumoase”.
Aceasta dificultate o putem evita punand predicatele intre doua bare
verticale. Atunci |X VY| ar insemna ca predicatul X VY are loc despre
toate lucrurile, pe cand | X |V Y|, dimpotriva: predicatul X are loc despre
toate lucrurile sau predicatul Y are loc despre toate lucrurile. Cele doua
propozitii, care tocmai dadeau prilejul unei confuzii, sunt acum deosebite

prin | X| si | X]. Cu ajutorul calculului combinat pot fi acum reprezentate
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propozitiile particulare. De exemplu, propozitia ”Unele numere sunt im-
pare” poate fi transformata astfel: "Nu este adevarat ca toate numerele
sunt pare”. Daca predicatul "a fi numar” este denotat cu X iar predi-
catul 7a fi par” cu Y, atunci mai intai propozitia " Toate numerele sunt
pare” se reds simbolic prin |[X V Y. Contradictoria acestei propozitii
este agadar redatii prin [ X V Y]. In general, |X V Y| denotd propozitia
”Exista lucruri pentru care X si Y au loc simultan”.

In calculul combinat o serie de noi formule logic adevarate se adauga
formulelor precedente. Formule de acest gen sunt, de exemplu:

{{IX = Y|&Y = Z|} = | X = Z|

X |&|Y | ~ [X&Y].

O expunere sistematica si o investigatie a acestor formule nu vor fi
date, din motive mentionate la finele paragrafului care urmeaza.

3. Derivare sistematica a inferentelor aristotelice

traditionale

Dupa ce calculului nostru i-am dat completarea necesara, vom trece
acum la aplicarea calculului la teoria inferentelor logice. Aici e vorba de a
determina cum se configureaza silogismele aristotelice clasice in calculul
nostru combinat gi cum se pot ele sistematiza si intemeia din punctul de
vedere al acestui calcul.

Proprietatile caracteristice ale inferentelor avute in vedere sunt
urmatoarele: ele constau din trei propozitii din care cea de-a treia (conclu-
zia) constituie o consecinta logica a primelor doua (a premiselor). Fiecare
dintre cele trei propozitii are una din urmatoarele patru forme:

"Toti A sunt B” (judecata universal afirmativa).

7Unii A sunt B” (judecata particular afirmativa).

”Niciun A nu este B” (judecata universal negativa).

”Unii A nu sunt B” (judecata particular negativa).
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Drept notatie prescurtata a acestor patru forme, se obignuieste uti-
lizarea vocalelor A, I, E,O (in ordinea indicata). Fie AB simbolul care
serveste ca simbol comun pentru cele patru tipuri de judecati.

In cele trei propozitii apar in total trei termeni, termenul subiect (S),
termenul predicat (P) si termenul mediu (M); respectiv, concluzia are
forma SP, iar dintre premise, prima contine termenii M si P, iar cea

de-a doua M si S. Asadar, rezulta urmatoarele patru figuri silogistice:?

MP PM MP PM
SM SM MS MS
SP SP SP SP

Intrucat pentru fiecare din cele patru figuri silogistice, pentru fie-
care din cele trei propozitii ale inferentei, potrivit apartenentei sale la
una din cele patru forme A, I, E, O, exista patru posibilitati, rezulta, pur
combinatoric, ca ar exista 256 de moduri diferite de silogisme. Totusi,
prin cerinta ca propozitia din concluzie trebuie sa rezulte din premise,
numarul posibilitatilor se reduce in mod esential. Logica aristotelica ne
arata ca 19 moduri silogistice diferite sunt admisibile. Pentru aceste mo-
duri silogistice s-au introdus cuvinte mnemotehnice trisilabice, in care
vocalele, in ordine, indica formele de judecati la care apartin cele trei
propozitii ale silogismului. Cu aceasta terminologie obtinem urmatorul
tabel sinoptic:

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

BARBARA CESARE DATISI CALEMES

CELARENT  CAMESTRES  FERISO FRESISON

DARII FESTINO DISAMIS DIMATIS

FERIO BAROCO BOCARDO BAMALIP
DARAPTI FESAPO
FELAPTON

2A se remarca faptul c& fixarea ordinii lui S si P in concluzie nu reprezinti vreo
restrangere a generalitatii, deoarece o figura silogistica cu P.S drept concluzie rezulta
intotdeauna din una din cele patru figuri mentionate prin simpla schimbare a notatiei

si prin permutarea premiselor.
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Acest tabel de silogisme vrem acum sa-l testam prin intermediul cal-
culului predicatelor pentru a determina daca el contine realmente toate
modurile silogistice avute in vedere si daca modurile silogistice enumerate
in acest tabel satisfac cerinta validitatii logice (i.e., dacd concluzia rezultd
logic din premise).

Pentru aceasta mai intai vom reprezenta simbolic cele patru forme
A, I,E,O ale unei judecati AB. Daca prin X,Y denotam predicatele
"este A7, respectiv "este B”, atunci reprezentarile simbolice arata astfel:

Xvyl [XvYl [XvY [XvY],

Din aceasta notatie rezulta imediat regulile traditionale referitoare
la formele de judecati considerate, cele despre contradictie (opozifie) si
conversiune. Respectiv, din cele patru judecati ultima este exprimata ca
fiind contradictoria primeia, iar cea de-a doua contradictoria celei de-a
treia. Apoi, cele doua formule din mijloc sunt simetrice cu referire la X si
Y, astfel incat judecata ”Unii A sunt B” se arata a fi echivalenta cu ” Unii
B sunt A” i, similar, judecata ”Niciun A nu este B” este echivalenta cu
”Niciun B nu este A”. Dimpotriva, la formele A si O nu este posibila o
astfel de conversiune.

Acest mod de reprezentare a celor patru forme de judecati il vom
aplica acum silogismelor, introducand simbolurile X, Y, Z pentru predi-
catele "este S”, "este M”, "este P”. Atunci fiecare silogism consta din
trei formule. Prima premisa este reprezentata prin una din cele patru
forme:

YvZ; [YvZ, |ZVvY], |ZvY],
respectiv prin contradictoria ei logica. Corespunzator, in cea de-a doua

premisa vom avea una din formele:
YVX|; [YVX|; |[XVY];, [XVY]

sau contradictoria ei. Drept concluzie vom avea, negata sau nenegata,

una din cele doua forme:

XVZ;, |XVZ|.
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(A se remarca faptul ca X, Y si Z pot sa apara nenegate doar ca al doilea
termen al unei combinatii.)

La aceste conditii formale se adauga acum si cerinta conform careia
cea de-a treia formula trebuie sa fie o consecinta a primelor doua, in
sensul ca prin substitutia anumitor predicate pentru X, Y, Z primele doua
formule nu pot fi satisfacute, fara ca si cea de-a treia sa aiba loc.

Acum e vorba sa investigam modul in care prin aceasta cerinta vari-
etatea combinatiilor de formule admisibile este limitata.

Pentru aceasta discutie este utila observatia ca fara a schimba ceva
in valoarea de adevar a unei formule, doi termeni conectati prin V pot
fi permutati reciproc. Apoi, ordinea premiselor este neesentiala gi data
fiind generalitatea cu care concluzia trebuie sa aiba loc, este irelevant
daci un predicat este denotat cu U sau cu U. Pe baza acestor fapte,
fiecare pereche de premise o putem reduce la una din urmatoarele sase

forme normale:

I UVvV] L. [TVvV] V. [TVV]
Vv T Vv Vv
1. [TVV| V. [TVV)] VI. [TVV]
v VT v V| Vv

Concluzia ia una dintre formele (negate sau nenegate):
UvW|;, |[UvW]|, |[UvVW]|; |UvVW|.

De la noua notatie ne putem intoarce la cea anterioara substituind
pentru V fie Y, fie Y, apoi egaland U, W sau W, U cu una din perechile
X,Z, X,Z. X,Z: X,Z iar apoi considerand toate permutirule po-
sibile de disjuncti care (cu o convenabila ordine a premiselor) conduc la
una dintre triadele formal admisibile de formule.

Acum, daca testam fiecare din cele sase perechi de premise I-VI pentru
a vedea ce anume se poate conchide din ele, vom descoperi mai intai ca

din I, IV i V nu rezulta nicio concluzie de genul cerut.
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Respectiv, I este satisfacuta pentru U, W arbitrare, daca predicatul
V' nu revine niciunui lucru. I'V este satisfacuta in cazul in care V revine
tuturor lucrurilor, doar daca U revine cel putin unui lucru, iar V este
satisfacuta pentru U si W arbitrare care revin cel putin unui lucru in
cazul in care V revine tuturor lucrurilor.

Nici premisele din VI nu livreaza vreuna din concluziile avute in ve-
dere. Deoarece pentru ca ele sa fie satisfacute pentru o alegere convena-
bila a lui V, este suficient ca U si W sa revina fiecare unui lucru. Totusi,
conditiile mentionate sunt compatibile cu falsitatea fiecareia dintre con-
cluziile aflate in discutie.

Agadar, doar cazurile II i IIT intra in discutie pentru inferentele noas-
tre. Daca se introduce abrevierea — si prima din formulele din §2, cele
doua premise din II, [UV V| si |V VW], livreaza imediat relatia |U Vv W]|.
Apoi, |U vV W] este concluzia cea mai tare care poate fi trasi din cele
doua premise, intrucat daca aceasta relatie are loc, cele doua premise
sunt satisfacute in cazul in care se pune V egal cu W.

In I1I, prima premisa, |U V V|, inseamna ca exista lucruri (i.e., cel
putin un lucru) caruia-i revin simultan U gi V. Cea de-a doua premisa
|V v W|, inseamna ci orice lucru care are proprietatea V are si propri-
etatea WW. De aici rezulta ci exista lucruri cérora le revin simultan U si
W, sau ci |U V W| este o formuli adevarata.

Daca, invers, formula [UW| este adevirata, atunci premisele din IIT
sunt satisfacute daca se pune V egal cu W.

Si astfel, rezulta ca silogismele considerate de noi se pot reduce la

doua forme principale, respectiv:
UV V| UV V|
(A) |[VVW| (B) [VVvW|

UV W] UV W]
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Prin intermediul diferitelor transformari admisibile, de la aceste doua
forme principale vrem acum sa trecem din nou la reprezentarile anteri-
oare, pe baza carora sa putem deosebi diferitele feluri de silogisme aris-
totelice. Pentru aceasta va trebui sa avem in vedere restrictiile formale
impuse silogismelor, potrivit carora predicatele nenegate X, Y, Z pot sa
apara intr-un produs (disjunctie) doar ca al doilea factor iar Y nu poate
sa apara niciodata in concluzie. Mai mult, trebuie sa avem in vedere fap-
tul ca permutarea lui U gi W in forma principala (A) nu livreaza tipuri
noi de silogisme.

Corespunzator, toate silogismele care rezulta din forma principala (A)
le vom obtine prin urmatoarele substitutii:

U=X, V=Y, W= Z;
U=X, V=Y, W= Z;
U=X; V=Y, W =7.

Dintre acestea (printr-o ordine convenabil aleasa a premiselor si a
factorilor), prima da silogismele CAMESTRES gi CALEMES, cea de-a
doua CELARENT si CESARE iar cea de-a treia BARBARA.

Pentru forma principala (B), diferitele tipuri de silogisme le vom
obtine din substitutiile:

U=X, V=Y, W =12 U
U=X, V=Y, W= U
U=2, V=Y, W=X.
Prima substitutie da silogismele FERIO, FESTINO, FERISO,
FRESISON, cea de-a doua DARII si DATISI, cea de-a treia BAROCO,
cea de-a patra DISAMIS si DIMATIS iar cea de-a cincea BOCARDO.

Reflectile de mai sus ne arata ca exista 15 forme diferite de silo-

|
<X

I
| N

X, V
v

1%
Z, W

gisme de genul cerut. Toate acestea apartin silogismelor aristotelice,
aga ca tabelul clasic al silogismelor epuizeaza toate cazurile posibile. Si
totusi, prin metoda noastra n-am regasit toate tipurile aristotelice de si-
logisme. Mai degraba, din tabelul tocmai obtinut lipsesc patru silogisme:

DARAPTI, BAMALIP, FELAPTON si FESAPO. Aceasta discrepanta
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provine din faptul ca semnificatia devenita traditionala incepand cu Aris-
totel a propozitiilor universal afirmative ("Toti A sunt B”) nu este In
perfect acord cu interpretarea noastra a formulei |X V Y. Respectiv,
dupa Aristotel, o propozitie "Toti A sunt B” doar atunci conteaza ca
propozitie adevarata cand exista obiecte care sunt A. Din acest punct de
vedere devierea noastra de la Aristotel este justificata prin considerarea
aplicatiilor matematice ale logicii, in raport cu care interpretarea proprie
conceptiei aristotelice s-ar dovedi inadecvata.

Cu aceasta am incheiat consideratiile despre calculul predicatelor si
calculul clasial. Este adevarat, se pot formula un numar de probleme
interesante; e.g., ne putem intreba care formule ale calculului combinat
reprezinta propozitii logic adevarate. Vom renunta insa la o examinare
mai detaliata a acestor probleme, intrucat acestea sunt formulate gi tra-
tate intr-un context mai general in urmatorul capitol. De exemplu, la
intrebarea despre formulele logic adevarate ale calculului combinat se
raspunde in mod complet prin expunerile din §12 al capitolului urmator.
Vom renunta si la o tratare axiomatica a calculului predicatelor mona-
dice.? Calculul clasial sau calculul predicatelor monadice constituie doar
o parte pregatitoare pentru calculul predicatelor in sens mai larg, care va
fi tratat in capitolul urmator, si prin a carui introducere calculul mona-
dic devine astfel inutil; si astfel, in cele ce urmeaza, nu mai trebuie sa
revenim la consideratiile tratate in acest capitol. Dimpotriva, calculul

propozitional ramane baza indispensabila a investigatiilor care urmeaza.

3Un sistem axiomatic complet pentru calculul combinat si totodatii o extensie
interesanta a calculului clasial a fost propusa de M. Wajsberg, comp. M. Wajsberg: Ein
erweiterter Klassenkalkdl, Mh. Math. Physik. Vol. 40(1932) [a se vedea si corectarea
aferent, in Mh. Math. Physik, vol. 42(1935), p. 242]. Intrebarea de asemenea tratati
in acea lucrare, despre propozitiile logic adevarate ale calculului combinat, a fost deja
solutionatd in alt mod, prin lucrarile mentionate in §12 al capitolului urmator, de

catre Lowenheim, Skolem gi Behmann. Comp. in special expunerea lui Behmann in
Math. Anal., Vol. 86(1922).






CAPITOLUL 3

Calculul restrans al predicatelor

1. Inadecvarea calculului precedent

Calculul combinat a facut posibila o tratare mai sistematica a pro-
blemelor logice decat logica intuitiva traditionala. Pe de alta parte, se
poate insa spune ca in raport cu posibilitatea de a deriva concluzii lo-
gice amandoua calculele se comporta in mod esential la fel. Inferentele
mai complicate care sunt posibile in calculul clasial se pot obtine si prin
aplicarea repetata a silogismelor aristotelice.

Dupa opinia logicienilor de mai demult, pe care si Kant o impartasea,
odata cu teoria aristotelica a silogismului logica in general era exhauti-
vatd. Kant spune:!

”Remarcabil la ea [la logica] este si faptul ca gi pana astazi [de la
Aristotel] nu a putut face niciun pas inainte si ca, astfel, dupa toate
aparentele, pare sa fie inchisa gi completa.”

In realitate lucrurile stau astfel incat deja in contexte logice foarte
simple formalismul aristotelic se dovedeste a fi inadecvat. In particular,
el este principial insuficient in vederea tratarii fundamentelor logice ale
matematicii. Respectiv, el da rateuri pretutindeni unde e vorba sa repre-
zinte simbolic o relatie dintre mai multe obiecte.

Sa clarificam acest lucru printr-un exemplu simplu. Fie urmatoarea
asertiune: "Daca B se afla intre A si C, atunci B se afla de aseme-
nea intre C gi A.” De fapt, aceasta asertiune o putem scrie in calculul
uzual al propozitiilor in forma X — Y; iar aceasta forma asertiunea
si-o pastreaza si in calculul monadic al predicatelor. In acest din urmi

calcul ea se poate formula in urmatorul fel: ”Daca un triplet ordonat de

1n prefata la editia a doua la Critica ratiunii pure.



66 Capitolul 3

puncte are proprietatea ca al doilea punct se afla intre primul si al treilea,
atunci el poseda si proprietatea ca al doilea punct se afla intre al treilea
si primul.” Totusi, prin aceasta formulare nu este nicidecum exprimata
esenta logica a asertiunii, si anume simetria relatiei ”intre” cu referire
la A si C' si deci aceasta formulare nu poate fi folosita nici pentru a de-
riva consecintele matematice ale asertiunii considerate. Sub acest aspect
nimic nu se schimba daca vom folosi formularea calculului combinat.

Pentru clarificarea acestor stari de lucruri sa mai luam un exemplu
care, de altfel, nu apartine matematicii. Asertiunea ”"Daca exista un fiu,
atunci exista un tata” este, desigur, una logic evidenta, iar de la un cal-
cul logic suficient de elaborat putem pretinde s-o expuna in mod clar,
in sensul ca aceasta conexiune asertata, prin intermediul reprezentarii
simbolice, devine sesizabila ca fiind o consecinta a unor principii logice
simple. Insd cu ajutorul calculului precedent, despre acest lucru nu poate
fi vorba. Desigur, conexiunea avuta in vedere o putem exprima simbolic
(prin aplicarea calculului combinat) prin formula: | X| — |Y], unde X si
Y denota predicatul ”este un fiu”, respectiv ”"este un tata”. Insd aceasta
formula nu ne poate nicidecum ajuta in vederea verificarii adevarului
asertiunii, deoarece printr-o alta substitutie pentru X si Y ea poate ex-
prima gi propozitii false. Formula nu exprima acel ceva pe care se bazeaza
conexiunea logica dintre antecedent gi consecvent, respectiv, nu exprima
faptul ca predicatele ”a fi fiu” si ”a fi tata” contin o relatie a unui obiect
cu un alt obiect. O stare de lucruri similara se gaseste in aproape toate
judecatile complicate.

2. Baza metodologica a calculului predicatelor

Intrucat calculul precedent s-a dovedit inadecvat, suntem obligati sa
cautam un nou gen de simbolism logic. Pentru aceasta ne vom intoarce
inca o data in acel punct al consideratiilor noastre in care pentru prima
data am trecut dincolo de calculul propozitional. Acolo pasul decisiv

l-a constituit despicarea propozitiilor in subiect si predicat. N-am folosit
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insa pe deplin aceasta descompunere atunci cand in redarea propozitiilor
am simbolizat explicit doar predicatele nu insa si subiectii. Motivul aces-
tei limitari a simbolismului statea In aceea ca, privitor la formalism, ne
straduiam sa ne raliem la calculul propozitional. Acum, daca acest punct
de vedere al analogiei cu calculul propozitional il abandonam, atunci ni se
prezinta ca natural urmatorul procedeu: in redarea propozitiei obiectele
(indivizii) se separa de proprietatile (predicatele) exprimate despre ele si
ambele se simbolizeaza in mod explicit.

Acest lucru 11 vom face folosind, in redarea simbolica a predicatelor,
simboluri functionale cu locuri pentru argumente®, unde in locurile pen-
tru argumente trebuie substituite simboluri (nume, denotari) de obiecte.
De exemplu, simbolul functional P( ) poate simboliza ”"este un numar
prim”. Atunci P(5) este redarea propozitiei ”5 este un numar prim”. Daca
M () simbolizeaza predicatul ”a fi om”, atunci M (Caius) inseamna: ” Ca-
ius este un om”. Mai departe, daca relatia ”de la mai mic la mai mare”
este exprimata prin simbolul functional diadic < (, ), atunci < (2, 3)
este redarea simbolica a propozitiei "2 este mai mic decat 3”. Similar,
propozitia ” B se afla intre A i C” poate fi redata prin Z(A, B, C).

Toate formulele matematice reprezinta astfel de relatii intre doua sau
mai multe cantitati. De exemplu, formulei x + y = 2 1i corespunde un
predicat triadic S(z, vy, z). Adevarul lui S(x,y, ) inseamna ca x, y, z sunt
conectate prin relatia x +y = 2.2

La propozitiile redate in acest nou mod se pot aplica conectorii cal-
culului propozitional. De exemplu, contradictoria propozitiei P(5) este

exprimata prin P(5). Formula
(< (2,3)& < (3,7)) =< (2,7)

*Daca n este numarul locurilor pentru argumente, atunci vom spune ca simbolul
functional respectiv este unul n-adic, termen pe care-1 vom folosi adesea in cele ce
urmeaza.

2Pani acum uzual in logica era de de a numi ”predicate” doar functiile cu un loc
pentru argument; dimpotriva, functiile cu mai multe locuri pentru argumente erau

numite relatii. Aici cuvantul ”predicat” 1l vom utiliza intr-un sens cu totul general.
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reda propozitia "Daca 2 este mai mic decat 3 iar 3 este mai mic decat 7,
atunci 2 este mai mic decat 7”.

Inci ne lipseste o expresie pentru universalitatea propozititlor. Pentru
a obtine o astfel de expresie, dupa modelul matematicii vom introduce,
pe langa simbolurile pentru obiecte definite (numele proprii), si varia-
bilele x,y, z, ..., cu care vom putea de asemenea umple locurile pentru
argumente ale simbolurilor functionale. O umplere definita a unui loc
pentru argument desemneaza o valoare a variabilei respective.

In general valorile unei variabile sunt limitate la genuri definite de
obiecte, determinate de semnificatia simbolului functional. De exemplu,
relatia fundamentala din geometria plana elementara, ”Punctul = se afla
pe dreapta y”, se exprima printr-un simbol functional cu doua argumente
L(z,y). Aici ca valori pentru = se iau in consideratie doar punctele iar
pentru y doar dreptele.

Daca in locurile pentru argumente ale functiilor logice se substituie
valori definite ale argumentelor (i.e., nume proprii de indivizi), atunci re-
zulta propozitii definite, care pot fi adevarate sau false. Daca, dimpotriva,
locurile pentru argumente ale simbolurilor functionale sunt umplute cu
variabile, atunci prin aceasta nu este reprezentata nicio judecata definita,
ci avem doar o expresie simbolica care depinde de variabilele respective.
Asa cum 1n algebra se scriu formule cu litere, care spun ca pentru valori
numerice arbitrare, care se substituie in locul variabilelor, ecuatia nu-
merica rezultanta este adevarata, tot astfel putem proceda si in calculul
logic. Atunci, o formula

(< (2, 9)& < (y,2)) =< (2,2)

inseamna ca pentru un triplet numeric arbitrar z, y, z, pentru care au loc
relatiile < (x,y) si < (v, 2), si relatia < (z, z) are de asemenea loc.

Cu aceasta am obtinut deja o reprezentare a judecatilor univer-
sale. Totusi, pentru a putea aplica ideea universalitatii in combinatie cu
negatia si conectorii &, V,—, avem nevoie de un ” cuantificator univer-

sal’ special. In caz contrar, n-am sti daca P(z) inseamna ”Pentru orice
) >
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x, P(zx) este cazul”, sau "Nu este adevarat ca pentru toti x propozitia
P(z) are loc”. Aceasta reprezentare a judecatilor universale o vom face
punand variabila apartinatoare functiei logice corespunzatoare in paran-
teze Inaintea simbolului functional.

()A(x) inseamna asadar: Pentru orice x, A(z) este adevarata.
Atunci, cele doua judecati care tocmai dadeau ocazia unei confuzii sunt
deosebite prin (z)P(z) si #P(x). Din motive de simetrie, pentru reprezen-
tarea judecatilor particulare, vom introduce un ” cuantificator existential’
special. (Ez)A(z) reprezinta judecata: ” Exista un x pentru care A(z) este
adevarata”.

Variabila apartinatoare unui cuantificator universal sau cuantificator
existential o vom numi " variabila legatd”. Ea joaca un rol analog variabi-
lei unei integrale in matematica; respectiv, numele acestei variabile este
indiferent. Spre deosebire de variabilele legate, celelalte variabile le vom
numi ”variabile libere”.

Cu referire la notatie, trebuie sa remarcam faptul ca o formula in
fata careia sta un cuantificator universal sau un cuantificator existential
trebuie pusa in paranteze, in cazul in care ea contine unul din simbolurile
&, V,— si nu este deja acoperita integral de bara negatiei. Apoi, din
motive de concizie vom introduce urmatoarele conventii:

In loc de A(x) vom scrie, mai simplu, A(x),

in loc de (2)A(x) vom scrie, mai simplu, (z)A(x),

iar in loc de EzA(z) vom scrie, mai simplu, (Exz)A(z).

Din semnificatia cuantificatorului universal si a celui existential re-

zulta urmatoarele echivalente:
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Pe baza acestor relatii intuitive cuantificatorul existential se poate
inlocui cu cel universal, si invers. Si deci in simbolismul calculului pre-
dicatelor am putea opera suficient cu trei conectori. Necesari sunt doar
simbolul negatiei, apoi unul dintre cele trei simboluri &, V, — si, in fine,
unul dintre cele doua simboluri (z), (Ez).

Pana acum am considerat doar cazurile in care cuantificatorii uni-
versal si existential apar separat. Insi, daci vom considera faptul ci
cei doi cuantificatori (universal si existential) pot sa apara combinati,
atunci suntem astfel ghidati spre constructii logice esential noi. Aceasta
combinatie este posibila chiar gi in cazul in care avem in vedere doar
predicate monadice; ea joaca insa un rol special in cazul predicatelor
n-adice. In cazul unui predicat diadic A(z,y), de exemplu, urmatoarele

combinatii au cele mai simple forme:

(2)(y) Az, )

"pentru toti = si pentru toti y relatia A(x,y) are loc”;

(Ex)(Ey)A(z,y)

"exista un z §i exista un y pentru care A(x,y) are loc”;

(z)(Ey) Az, y)

"pentru orice z exista un y astfel incat A(x,y) are loc”;

(Bx)(y)Alz,y)

"exista un z care pentru orice y sta in relatia A(x,y)”.
Pentru a face mai clar sensul acestor combinatii am putea insera
de fiecare data inca o pereche de paranteze si deci am putea scrie, de

exemplu:

(@)[(y) Az, y)]
(2)[(Ey) Az, y)].

Insa, intrucat si fara astfel de paranteze nu exista ocazia vreunei con-

fuzii, In mod uzual parantezele sunt omise. Daca se admit combinatii de



Calculul restrans al predicatelor 71

trei sau mai multi cuantificatori, atunci, corespunzator, exista o varietate
mai mare de combinatii ale celor doi cuantificatori.

Din semnificatia cuantificatorului universal rezulta ca intr-o expre-
sie (x)(y)A(z,y) cei doi cuantificatori universali pot fi permutati fara a
altera sensul propozitiei. Acest lucru este valabil si despre cei doi cuanti-

ficatori existentiali intr-o expresie de forma

(Ex)(Ey)A(z,y).

In expresia (z)(Fy)A(z,y), dimpotrivi, ordinea simbolurilor (z),
(Ey) este esentiala.
De exemplu, expresia

(z)(Ey) < (z,y)
(unde variabilele z, y se refera la numerele reale ca domeniu de definitie)
constituie o propozitie adevarata, respectiv: ”pentru orice numar z exista
un numar y astfel incat x este mai mic decat y”, i.e., ” pentru orice numar
exista unul mai mare”.

Insii, dacd in acest caz ordinea simbolurilor (z) si (Ey) se schimba,
atunci rezulta (Ey)(z) < (x,y), iar aceasta este expresia unei propozitii
false, respectiv, ” Exista un numar y care este mai mare decat orice numar
x”. Prin permutarea simbolurilor (z) si (Ey) rezulta agsadar o cu totul
alta propozitie.

Raportul logic aici, pe baza teoremei (demonstrata mai jos)

(Ey)(2)A(z, y) = (2)(Ey)A(z, y),
este urmatorul: dintr-o propozitie adevarata de forma (Ey)(x)A(x,y) se
poate conchide asupra propozitiei (z)(Ey)A(x,y), nu insa si invers.
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3. Orientare preliminara asupra utilizarii

calculului predicatelor

Inainte de a da o descriere sistematici a regulilor necesare operarii
in acest calcul, considerarea catorva exemple ne va servi familiarizarii cu
simbolismul.

Mai intai vom arata cum anume aziomele prin care sunt formulate
proprietatile fundamentale ale sirului numerelor naturale se pot exprima
simbolic in calculul predicatelor.

Aceste axiome sunt:

1. Pentru fiecare numar exista un $i numai un succesor imediat.

2. Nu exista niciun numar pentru care 1 este succesor imediat.

3. Pentru orice numar diferit de 1 exista un si numai un predecesor

imediat.

In aceste propozitii, drept predicate individuale apar relatia ”a fi suc-
cesor imediat al” gi "a fi diferit de” cu referire la numere. Relatia "a fi
diferit de” este implicata nu doar in legatura cu expresia ”diferit de 17,
ci si implicit in expresia "numai un numar”; deoarece a spune ca exista
“numai un” numar cu o anumita proprietate inseamna ca nu exista doua
astfel de numere diferite. Faptul de a fi diferit este opusul egalitatii arit-
metice.

Vom introduce asadar predicatele:

= (x,y) ("x este egal cu y”)

si
S(z,y) ("y 1i succede imediat lui )

iar cu aceste notatii axiomele de mai sus le putem reda precum urmeaza:
1 (@)(By){S(z, )&(=)(S(z, 2) == (3, 2)},

i.e., "pentru orice x exista un y care-i succede imediat lui x gi care este

egal oricarui z care-i succede imediat lui z”.

2. (Ex)S(x,1),

i.e., "nu exista niciun x caruia 1 1i succede imediat”.
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3. (2= (@ 1) = (Ey)[S(y, 2)&(2)(S(2,7) == (. 2]},

i.e., "pentru orice z diferit de 1, exista un y caruia z 1i succede imediat
si care este egal oricarui z caruia z 1i succede imediat”.

Prin cateva exemple simple, ne vom indrepta atentia in cele ce ur-
meaza spre metode de demonstratie in calculul predicatelor. Vom incepe
cu acea propozitie a carei nedemonstrabilitate in calculul celui de-al doi-
lea capitol a constituit unul din faptele prin care am clarificat inadecva-
rea acelui calcul. Propozitia era urmatoarea: ”Daca exista un fiu, atunci
exista un tata”. Expresia simbolica a acestei asertiuni in calculul predi-

catelor este urmatoarea:
(Ex)F(z) — ExT(z).

Aici F(x) inseamna: "x este un fiu” iar T'(x): "z este un tatad”. O
demonstratie a acestei propozitii este posibila doar daca analizam concep-
tual predicatele care apar in propozitie. In conceptul ”fiu” sunt continute,
pe de-o parte, predicatul ”baiat”, iar pe de alta parte relatia fiului cu
parintii; in conceptul "tata” relatia cu femeia si copilul.

Corespunzator, daca pentru "z este baiat” vom introduce simbolul
B(z) iar predicatul "z i y sunt parintii lui 2”7 (sau mai precis: "z i y ca
barbat si femeie au z drept copil”) il vom reda prin simbolul C(z,y, z),

atunci F'(z) il putem defini prin:
B(z)&(Eu)(Ev)C(u,v,x)

("z este fiu” inseamna ”x este baiat si exista un u gi un v astfel incat u
ca barbat si v ca femeie sunt parintii cu z”).
Similar, T'(z) este definit prin:
(Ey)(E2)C(z,y, 2)
("x este un tatd” inseamna ”exista un y si un z astfel ca x gi y ca barbat
si femeie sunt parintii lui 2”).
Daca vom introduce expresiile deja obtinute pentru F(z) si T'(z),

atunci asertiunea pe care o avem in vedere ia urmatoarea forma:

(Ex)[B(z)&(Eu)(Ev)C(u,v,x)] — (Ex)(Ey)(Ez)C(x,y, 2).
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Aceasta formula exprima o relatie de implicatie intre doua propozitii,
iar pentru demonstratia pe care o cautam ideea este ca din prima dintre
aceste propozitii sa ajungem la cea de-a doua printr-un sir de implicatii,
fiecare fiind Intemeiata prin regulile calculului. Pentru aceasta vom aplica
principiul cunoscut de noi din calculul propozitional si, fireste, valid si
in calculul predicatelor, potrivit caruia din doua implicatii 2 — B si
B — € se poate intotdeauna infera 2 — €.

Acum, mai intai, in calculul predicatelor, corespunzator formulei
propozitionale X&Y — Y, urmatoarea relatie are loc pentru F' §i G
arbitrare:

Daca pentru expresia (Eu)(FEv)C(u,v,x), care este un predicat de z,

vom pune abreviat N(x), atunci obtinem
F(z) eq B(x)&N(z).

Atunci implicatia de mai sus da:
sau prin substitutia expresiei pentru N(z):

(Ex)F(z) = (Ez)(Eu)(Ev)C(u,v, ).

Acum, exista o teorema generala a calculului predicatelor potrivit
careia intr-un gir neintrerupt de cuantificatori existentiali ordinea cu-
antificatorilor poate fi schimbata. Pentru doi cuantificatori existentiali
aceasta teorema am mentionat-o deja; teorema generala rezulta din

aceasta prin aplicatii repetate. Daca vom face aceasta schimbare, atunci

in locul ultimei formule vom obtine:
(Ex)F(z) = (Eu)(Ev)(Ex)C(u,v, ).

Aceasta este Insa asertiunea noastra initiala, doar ca variabilele de
dupa simbolul — sunt denumite altfel.
Un alt exemplu il constituie propozitia:

" Daca exista un efect, atunci exista o cauza ”.
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Mai intai redam asertiunea in urmatoarea forma:

E(z) inseamna: "x este un efect”, iar C'(z): "x este o cauza. Din nou,
analizam predicatele C' gi E prin introducerea predicatului diadic ”x
produce y”, pentru care vom alege simbolul P(z,y). Procedand astfel,

pentru C(z) si E(z) rezulta urmatoarele expresii care le definesc:

Prin substitutia acestor expresii aducem asertiunea la urmatoarea
forma:

(Bx)(By)P(y,x) — (Ex)(Ey)P(z,y)
sau, prin redenumirea variabilelor in antecedent,
(By)(Ex)P(x,y) = (Ex)(By)P(z,y).

Aceasta formula este o consecinta imediata a teoremei despre permu-
tabilitatea cuantificatorilor existentiali.

Diferenta mai sus mentionata dintre (Ex)(y)A(x,y) si (y)(Ex)A(z, y)
se poate ilustra si prin exemplul convergentei uniforme si uzuale (sim-
ple). Sa consideram un gir definit de functii univoce fi(x), fo(x),. .., ale
caror valori sunt numere reale §i care (putem presupune, din motive de
simplificare) sunt definite pentru toate valorile reale ale lui . In simbo-
lismul nostru propozitia ca acest sir de functii converge catre 0 pentru
orice valoare a lui x se poate formula astfel:

(@)(2){< (0,2) = (Ey)(m)[< (y,n) =< (|fulw)], 2)]}.
("Pentru un x arbitrar, exista, pentru orice z mai mare decat 0, un y
astfel incat pentru toti n mai mari decat y, inegalitatea |f,(z)| < z
este satisfacuta”). Aici variabilele y si n se refera la numerele intregi ca
domeniu de obiecte, pe cand x si z se refera la domeniul numerelor reale.

Pentru asertiunea ca sirul functiilor converge uniform catre 0 pentru

toate valorile lui z, expresia simbolica arata astfel:

(H{<(0,2) = (By)(@)(n)[< (y,n) =< (Iful2)], 2)]}-
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(" Pentru orice z mai mare decat 0, exista un y, astfel incat pentru toti x si
pentru toti n mai mari decat y, inegalitatea | f,,(x)| < z este satisfacuta”).

Deosebirea dintre cele doua asertiuni isi gaseste expresia sa in pozitiile
diferite ale cuantificatorului universal ().

4. Notatie riguroasa pentru calculul predicatelor

Drept parte preliminara la o tratare sistematica a calculului predica-
telor, vom oferi mai intai o trecere in revista a notatiilor utilizate.

Simbolurile care apar in calculul predicatelor sunt, inainte de toate,
simboluri pentru variabile de diferite genuri. Simbolurile pentru variabile
sunt Intotdeauna majuscule sau minuscule latine. Deosebim astfel:

1. Variabile propozitionale: X,Y, Z, . ..

2. Variabile individuale: x,y, z, . . .

3. Variabile predicative: F(-), G(-,-), H(-,+,"),...

Alici variabilele predicative cu numere diferite de locuri pentru argu-
mente sunt considerate intotdeauna ca variabile distincte, chiar si atunci
cand majuscula latina este aceeasi.

Vom explica acum ce anume trebuie inteles printr-o formula a calcu-
lului predicatelor.

Provizoriu, putem mai intai spune ca printr-o formula intelegem
0 expresie care se construieste, intr-o maniera cu sens, din simbolu-
rile mentionate pentru variabile cu ajutorul conectorilor propozitionali
&,V,7,—,~ si al cuantificatorilor universal si existential. Totusi,
pastrarea punctului de vedere axiomatic, expus in paragraful urmator,
in care demonstratiile au loc in acord cu reguli pur formale, fara a apela
la semnificatia simbolurilor logice, reclama caracterizarea expresiilor de-
semnate ca formule doar prin descrierea constitutiei lor formale, evitand
concepte precum ”cu sens”.

Mai intai, despre forma formulelor vom mai spune anticipativ doar

ca in ele apar eventual variabile individuale, i.e., minuscule latine, cu
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cuantificatorii universal gi existential corespunzatori. Acum, daca intr-
o formula, simultan cu o variabila individuala, de exemplu x, apare un
cuantificator universal sau unul existential (gi deci in cazul de fata (x)
sau (Fx)), atunci variabila respectiva se numeste legatd in formula, in
caz contrar se numeste libera.

Prin formule vom intelege acum acele si doar acele combinatii de
simboluri ale calculului nostru care rezulta ca atare printr-un numar finit
de aplicatii ale urmatoarelor reguli:

1. O variabila propozitionala este o formula.

2. Variabilele predicative, ale caror locuri pentru argumente sunt um-
plute de variabile individuale, sunt formule.

3. Dacé orice combinatie 2 de simboluri este o formuld, atunci si 2
este o formula.

4. Daca 2 i B sunt formule arbitrare astfel incat aceeagi variabila
individuala nu apare legata in una si libera in cealalta, atunci A&B,
AVB, A — B, A~ B sunt de asemenea formule.

5. Daca (z) este o formula arbitrara in care x apare ca variabila li-
bera, atunci si (z)20(x) si (Ex)A(z) sunt formule. Acest lucru este valabil,
corespunzator, si pentru celelalte variabile libere.

Mentionam explicit faptul ca, in acord cu aceasta definitie, intr-o
formula aceeasi variabila nu poate sa apara simultan libera si legata.

In vederea elimindrii parantezelor, introducem urmatoarele conventii:
in delimitarea expresiilor simbolurile —,V, &, ~ au prioritate in raport
cu cuantificatorul universal si cel existential. De exemplu, (z)F(z)&A
este o notatie mai simpla pentru ((x)F(z))&A. Notatiile precedente, po-
trivit carora & leaga mai tare decat — si ~, iar V, din nou, leaga mai
tare decat &, le vom pastra si aici. Apoi, fiecarui cuantificator univer-
sal sau existential care apare intr-o formula ii apartine o anumita parte
componenta a formulei, la care el se refera. Aceasta parte o vom numi

domeniul de actiune al simbolului respectiv. Astfel, in formula

(@)(F(x) = (Ey)G(y))
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domeniul de actiune al simbolului (z) se intinde pana la capatul formulei,
pe cand in formula

() F(z) = (Ey)G(y)
el se intinde doar pana la simbolul —. Un alt mod de a reduce numarul
parantezelor il obtinem prin urmatoarea regula: Daca mai multi cuantifi-
catori universali sau existentiali se succed fara a fi separati prin paranteze,
atunci acest lucru trebuie intotdeauna inteles astfel ca domeniile lor de

actiune se intind pana in acelasi loc. Astfel, de exemplu,
() (Ey)(2)(H (2, y, 2)&K (y, 2)) & L(u)
este o notatie mai simpla pentru

(@){(Ey)[(2)(H (2, y, 2) &Ky, 2))] } & L(u).

Pentru a evita erorile, vom explica inca o data utilizarea majusculelor
germane, pe care, pentru calculul propozitional, am dat-o deja pe scurt
mai inainte (Cap. 1, §5). Aceste litere nu sunt simboluri ale limbajului
nostru formal §i sunt in principiu dispensabile. Ele servesc doar pentru
a imbraca intr-o forma mai scurta asertiunile intuitive despre calcul. In
astfel de asertiuni, cu A,B, ¢ vom desemna formule arbitrare a caror
expresie formala exacta este lasata nespecificata. De exemplu, A — ‘B
reprezintd o implicatie arbitrara, precum (A — B) — (B — C) sau
()F(z) — (x)G(z). Cu 2A(x) denotam o formula arbitrara care contine
variabila libera z; similar, cu (z,y) denotam o formula in care apar

variabilele libere x si y s.a.m.d.

5. Axiomele calculului predicatelor

Vom trece acum, aga cum am procedat anterior pentru calculul
propozitional, la elaborarea unui sistem axiomatic pentru calculul pre-
dicatelor, din care se pot obtine toate celelalte propozitii adevarate ale
calculului predicatelor in acord cu anumite reguli.

Stabilirea axiomelor si a regulilor de deductie se face, fireste, in

concordanta cu interpretarea intuitiva a formulelor. Insa derivarea din
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axiome a formulelor ”adevarate” trebuie sa fie pur formala, corespunzator
punctului de vedere axiomatic; asa ca nu suntem nicidecum interesati
de sensul propozitiilor exprimate prin formule, ci exclusiv de conside-
rarea prescriptiilor continute in reguli. Numai in interpretarea rezul-
tatelor obtinute prin operatiile formale trebuie sa luam in considerare
semnificatia simbolurilor calculului nostru.

Aceasta interpretare intuitiva are loc in urmatorul mod. Presupunem
ca dat un domeniu de indivizi, la care variabilele individuale i cuanti-
ficatorii universal si existential se refera. Acest domeniu 1l lasam nespe-
cificat; presupunem doar ca el contine cel putin un individ. O formula a
calculului predicatelor se numeste logic adevarata sau, cum mai spunem,
universal valida, doar daca indiferent de alegerea domeniului de indivizi,
pentru orice substitutie de propozitii definite, de obiecte ale domeniului
de indivizi, de predicate definite in domeniul de indivizi, pentru, respec-
tiv, variabile propozitionale, variabile individuale libere si variabile pre-
dicative, formula devine intotdeauna o propozitie adevarata. Formulele
universal valide ale calculului predicatelor le vom numi, simplu, formule
tdentice sau wvalide.

Vom expune acum sistemul axiomatic pentru calculul predicate-
lor. Drept formule logice primitive avem mai intai axiomele calculului
propozitional, pe care din motive de simplitate le vom reda in forma lor
precedenta.

a) X VX — X,

b) X - X VY.

c) XVY =Y VX.

d)(X=>Y)=[ZVX —>ZVY]

(Din nou, A — B trebuie inteleasa ca o abreviere pentru 2 V 9B).

La acestea se adauga acum, ca o a doua grupa, doua axiome pentru
"toti” si "exista”.

) (x)F(z) = F(y).
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Prima dintre aceste axiome inseamna: ”Daca un predicat F' are loc
despre toti x, atunci el are loc si pentru un y arbitrar.”

A doua formula se interpreteaza astfel: ”Daca predicatul F' are loc
despre un y oarecare, atunci exista un x pentru care F' are loc.”

Pentru obtinerea de noi formule din formulele logice primitive, dar si

din formulele deja derivate, avem urmatoarele reguli.

a) Regulile Substituties

al) O variabila propozitionala care apare intr-o formula se poate
inlocui cu o formula arbitrara, cu conditia ca aceasta inlocuire are loc si-
multan in toate ocurentele variabilei propozitionale respective si ca prin
aceasta operatie rezulta din nou o formula in sensul definitiei date in
paragraful precedent. In plus, substitutia este admisa doar atunci cand
formula cu care variabila se substituie nu contine nicio variabila indivi-
duala care in formula initiala apare legata.

a2) O variabila individuala libera poate fi inlocuita cu orice alta va-
riabila individuala, cu conditia ca inlocuirea are loc simultan in toate
ocurentele variabilei libere. Apoi, variabila substituita nu trebuie sa apara
legata in nicio ocurenta in formula initiala.

a3) O variabila predicativa cu n locuri pentru argumente poate fi
inlocuita, in anumite circumstante, cu o formula care contine cel putin
n variabile individuale libere. Fie F o variabila predicativa cu n lo-
curi pentru argumente, iar 2 formula in care F' trebuie inlocuita. Din-
tre variabilele individuale care apar in formula cu care F' se substituie
selectam oricare n variabile si le ordonam intr-un mod arbitrar, sa zi-
cem i, xs,..., T, Formula cu care facem substitutia o vom denota co-
respunzator cu B(xy,xe,...,T,). Acum, substitutia este permisa doar
daca restul variabilelor individuale libere care pot eventual sa apara in
B(xq,x2,...,T,) nu apar in formula 2 ca variabile legate. [Apoi, locu-
rile pentru argumente ale lui F' in formula A nu pot fi ocupate in nicio
ocurenta de variabile care in B(xy,xs, ..., 2,) apar in forma legata].*

*Expresia pusd in [...] nu apare in editia a IT-a (pe care o traducem aici), dar
apare in editia a VI-a, p. 90 (germ.) Theorema XIII; probabil si datorata observatiei lui
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Rezultatul substitutiei, din nou, trebuie sa fie o formula. Substitutia
are loc in urmatorul fel: Consideram orice ocurenta anume a variabi-
lei predicative F' in 21 in care locurile pentru argumente ale variabi-
lelor sunt ocupate cu variabile oarecare, pe care (pentru moment) le
vom denota cu ay, as, ..., a,. Aceste aj, as,...,a, nu trebuie sa fie toate

diferite intre ele, ci partial se poate opera cu aceleasi variabile. Vom

inlocui F(ay,a9,...,a,) In acea ocurenta cu B(ay,as,...,d,), i.e., cu
formula care rezulta din B(xy,zs, ..., z,) cand variabilele x, za, ..., x,
se inlocuiesc in toate ocurentele lor cu, respectiv, a;, as, ..., a,. Inlocuirea

corespunzatoare trebuie facuta in fiecare ocurenta individuala a lui F.

B) Regula Detagarii

Din doua formule de forma 2 gi 2l — B se obtine o noua formula ‘5.

v) Regulile pentru cuantificatorii universal si existential

~1) Fie derivata o formula de forma 2A — 9B(z), in care partea de
dupa simbolul — contine variabila libera x iar x nu apare in 2. Atunci
se obtine ca formula nou derivata A — (z)B(z).

~2) Sub aceleasi conditii cu referire la forma formulelor 2 si B(x),
din formula B(x) — 2 se obtine noua formuld (Ez)B(x) — 2.2

) Regulile redenumirii variabilelor legate

O wvariabila individuala care apare legata intr-o formula se poate
inlocui cu orice alta variabila legata. Aceasta inlocuire trebuie facuta
simultan in toate ocurentele ei din domeniul de actiune al unui cuantifica-
tor gi in cuantificatorul universal sau existential corespunzator. Conditia

este aici ca prin inlocuire sa rezulte din nou o formula. Daca variabila

Church (comp. A. Church, Introduction to Mathematical Logic, Part 1, p. 63, Princeton
1944) dupa care expresia acestei reguli la Hilbert gi Ackermann este incompleta.
3Sistemul axiomatic pentru cuantificatorii universal si existential utilizat aici,

exprimat in formulele e) si f) cat si in Regulile ~, este datorat lui P. Bernays.
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care trebuie inlocuita apare de mai multe ori, i.e., iIn mai multe domenii

de actiune, atunci inlocuirea trebuie facuta doar in unul singur.

6. Sistemul formulelor universal valide

Vom vedea acum modul in care, cu ajutorul formulelor logice primi-
tive gi al regulilor de deductie, se constituie intregul sistem al formulelor
universal valide sau, cum mai spunem, al formulelor identice ale calculu-
lui predicatelor.

Cu un subsistem al acestor formule suntem deja familiarizati, si
anume cu acela in care apar doar variabile propozitionale. Pentru acest
subsistem mai Inainte am derivat Teoremele (1)-(20) si Regulile I-VIII.
Acest subsistem 11 vom numi sistemul formulelor universal valide ale cal-
culului propozitional.

Mai intai, prin cateva exemple, trebuie explicata metoda prin care
trebuie sa se procedeze in derivarea teoremelor. Apoi, asa cum am pro-
cedat anterior in calculul propozitional, vom obtine si noi reguli de
deductie. Pentru aceasta vor fi utilizate teoremele si regulile calculului
propozitional, derivate anterior.

Regula 7). Fie A(x) o formula demonstrabild care contine variabila
libera x. Atunci gi (x)20(x) este demonstrabila.

Demonstratie. Prin aplicarea Regulilor II si III, din 2((x) se obtine

X VX VAaz),

X VXV (2)A(z) [prin Regula v)],
XVvX [Teorema (3)],
(x)A(x) [Regula detagarii].

Regula ¢'). Toate variabilele libere gi legate dintr-o formuld se pot
tnlocut cu alte variabile, cu conditia ca orice variabila este inlocuita in
toate ocurentele ei din formuld cu aceeasi noud variabila iar variabilele
distincte sunt inlocuite, corespunzator, in ocurentele lor, cu variabile dis-

tincte.
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Demonstratia rezulta prin aplicarea repetata a Regulilor a2) si ).
De exemplu, din formula primitiva e) se obtine teorema (y)F(y) — F(x),

In urmatorul mod:

(2)F(x) =
(@) F(x

) =
(W) F(y) =
(y)F(y) — F(x) [prin Regula a2)].

Din Regula ¢’ rezulta ca Regula ) ramane valida daca in formularea

F(y),
F(z) [prin Regula a2)],
F(z)

z)  [prin Regula 9)],

regulii pentru z se utilizeaza peste tot y sau orice alta variabila.
Teorema 21. (z)(F(z) V F(z)).
Demonstratie. X V X [Teorema 3],
F(z)V F(x) [prin Substitutie],
(#)(F(x) v F(z)) [prin Regula 7).
Teorema 22. (z)F(x) — (Ez)F(x).
Demonstratie. (z)F(z) — F(y) [Axioma e)],
F(y) > (Ex)F(x)  [Axioma f)),
(#)F(z) > (E2)F(z) [Regula V],
Teorema 23. (z)(AV ( ) = AV (z)F(z).
Demonstratie. (y)(AV F(y)) = AV F(x) [substitutia in Axioma
e), Regula d¢')],
(y)(AV F(y)) — AV F(z) [substitutia lui A
pentru AJ.
Folosind abrevierea — se poate scrie si:

WAV F(y)) = (A= F()),

[(y)(AV F(y)&A] — F(x) [prin Regula VII],
[(1)(AV F(y))&A] = () F(x)  [Regula )].
Cu ajutorul Regulii VII si al Regulii §), aceasta expresie se transforma
inapoi in

()(AV F(z)) = AV (2)F(z).
Teorema 24. (z)(A — F(z)) —» (A — (z)F(x)).

Demonstratie. Aceasta teorema se obtine din cea precedenta prin

substitutia lui A pentru A.
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Regula IX. Daca A — (B — &€(x)) este demonstrabila, atunci tot
astfel este st A — (B — (x)&(x)). Aici A i B nu trebuie sa contind
variabila x.

Aceasta este o extensie a Regulii v1). In locul celor doi antecedenti, se
poate lua gi orice alt numar finit de antecedenti. Demonstratia corespunde
intru totul cazului de fata.

Demonstratie. A — (B — €(x)),

A — (2)(B — €(x)) [Regula v)].

Formula cautata rezulta din aceasta ultima formula prin aplicarea
Teoremei 24 si a Regulii V.

Teorema 25. A — (z)(AV F(x)).

Demonstratie. A -+ AV B [Axioma b)],

A— AV F(x) [prin substitutie],
A — (z)(AV F(z)) [prin Regula 7).

Teorema 26. (z)(AV F(z)) ~ AV (2)F(z).

Demonstratie. Intrucat Teorema 23 este demonstrati, este suficient
sa se demonstreze conversa: AV (z)F(x) — (z)(AV F(x)).

(y)F(y) = F(x) [din e) prin Regula §')],
AV (y)F(y) > AV F(x) [prin Regula IV],
AV (z)F(z) = (z)(AV F(x)) [prin Regulile ) si §)].

Teorema 27. (z)(A — F(z)) ~ (A = (2)F(x)).

Demonstratie. Aceasta teorema se obtine din Teorema 26, aga cum
Teorema 24 se obtine din Teorema 23.

Teorema 28. (z)(A&F(x)) ~ A&(z)F(x).

Demonstratie. Vom demonstra mai intai:

L (2)(A&F () — A&(z)F(x).

(y) (ALF(y)) — AGF (),

A&F(x) — F(x) [Teorema 13|,
(Y)(A&LF(y)) — F(x) [Regula V],
(x)(A&F(x)) — (z)F(x) [Regulile v) si 0)],
A&LF(x) — A,

(x)(A&F(z)) — A [Regulile V si )]
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Folosind teorema calculului propozitional
(X =Y) =2 [(X—=2) - (X =>Y&Z),

si printr-o dubla aplicare a Regulii Detagarii din ultima si antepenultima
formula se obtine formula I.
II. A&(x)F(z) — (2)(A&F(x)).
(W) F(y) = F(x);
din aceasta formula, prin calculul propozitional, se obtine
A&(y)F(y) — ALF (z),
A& (z)F(z) — (x)(A&F(x))  [Regulile v) si d)].
Teorema 28 rezulta din formulele T si II.
Teorema 29. (z)(y)F(x,y) ~ (y)(x)F(z,y).
Demonstratie. (2)(u)F(z,u) — (u)F(x,u) [substitutie in Axioma
e) si Regula ¢')],
(u)F(z,u) = F(z,y) [substitutie in Axioma
e) si Regula ¢')],
F(z,y) [prin Regula V],
(#)F(z,y)  [Regula y)],
(y) () F(z,y) [Regulile ) si 6)].
Procedand similar vom obtine (y)(z)F(z,y) — (x)(y)F(x,y), si astfel
Teorema 29.
Teorema 30. (z)(F(2)&G(x)) ~ (z)F(z)&(x)G(x).
Demonstratie. Mai intai vom arata
a) (2)(F(2)&G(x)) = (2) F(2)&(r)G(x).
() (F)&G(y) —» F(2)&G(x),
F(2)&G(z) — F(x),
F(2)&G(x) — G(z),
(9) (F(y)&G(y)) — F(x) [prin Regula V],
(W)(F(y)&G(y)) — G(z) [prin Regula V].
Prin Regulile ) si §), cele doua formule pot fi transformate in:

(@) (F(2)&G(z)) = () F(2).
(@) (F(2)&G(x)) = (2)G(2).
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Si deci, din cele doua formule se obtine

(2)(F(2)&G(z)) = (2) F(2)&(2)G(x).

b) Demonstratia formulei () F(2)&(2)G(z) — (2)(F(2)&G(z)).

W) F(y) = F(x),

(1)Gly) = G(a),
(W) F(y)&(y)Gy) — F(z)&G(z),
(@) F(2)&(2)G(x) = (2)(F(2)&G(x)) [Regulile v) si 6)].
Teorema 30 se obtine din a) si b).
Teorema 31. (x)(F(z) = G(x)) > ((2)F(z) = (2)G(2))

Demonstratie. (y)(F(y) = G(y)) = (F(z) = G(2)),
Fz) = (y)(F(y) = Gy) = G(z)) [prin Regula VII],
(y F(),
y) = (W)(F(y) = Gly)) = G(z))  [Regula V],

JE(y) —
(W) F(y) = —
(y)F(y)&(y)(F (y) G(y)) = G(x) [Regula VII],
() F(2)&(z)(F(z) = G(z)) = (2)G(x)  [Regulile v) si 9)],
()(F(z) = G(z)) — (( VE(z) — (2)G(x)) [Regula VII].
Teorema 32. (z)(F(z) ~ G(z)) = ((z)F(z) ~ (x)G(x)).
(

v\_/

)(F () ~
Demonstratie. (z)(F(z) ~ G(z)) este o abreviere pentru
(@)[(F(z) = G(2))&(G(x) = F(x))].
Prin substitutie in Teorema 30 se obtine:

(@)[(F(z) = G(2))&(G(x) = F(z))] ~ (2)(F(z) = G(z))&

Prin Teorema 31 avem:
(2)(F(z) = G(z)) = ((2)F(z) = (2)G(z)),
(2)(G(z) = F(z)) = ((2)G(z) = (2)F(z)

Avem agadar trei formule de forma:

~—

A~ B&E,

B — (D — €),
¢ - (¢ > D).
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Din aceste formule se poate deriva 2 — (D ~ €&). Aceasta este insa
teorema noastra, daca 2, ® si € se inlocuiesc cu formulele pe care acestea

le denota.
Teorema 33.
a) (Bx)F(x) ~ (@) F(a).
b) (Ex)F(x) ~ () F(x).
) (Ex) Fla) ~ (2)F(a),
Demonstratie pentru 33a).
W) > Fl)
F(x) — @ F(y) [prin Teorema 6],
F(z) = (y) F&)_ [inlocuirea lui F(z) cu F(z)],
(Ex)F(x) — (x) F(z) [prin Regulile v) si 0)].
Aceasta este prima jumatate a Teoremei 33a).
@ — (Ey)F(y) [din Axioma f)],
(By)F(y) — F(z) [prin Teorema 6],
(Bx)F(z) — (z)F(z)  [Regulile v) 5i 9)],
z)F ]
z)F

(z) F(z) — (Ex)F(x) [prin Teorema 6],
( ) F(x) = (Ex)F(z) [inlocuirea lui (Exz)F(z) cu (Ex)F(x)].

Aceasta este cealalta jumatate a Teoremei 33a).

Demonstratia pentru 33b).

A~A,
F(z) ~ F(x) [prin substitutie],

(2)(F(z) ~ F(z))  [Regula y)].
Din aceasta formula, prin utilizarea Teoremei 32, se obtine:

(2)F(2) ~ (2)F ().

@F () ~ (@) Fx) [prin (X ~Y) = (X ~T),
comp. formula (26) Cap. 1, §2].

Prin substitutie in 33a) rezulta:
(Ex)F(z) ~ (x) F(),

si deci

(@) F(2) ~ (Ex)F(x).
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[ar aceasta este Teorema 33b).
Din Teoremele 33a) si 33b) se obtin si Teoremele 33d) si 33c), intrucat
A ~ B poate fi demonstrata din A ~ B.
Teorema 34. (z)(F(z) — G(z)) = (Ex)F(z) = (Ex)G(x)).
Demonstratie. Din formula propozitionala
(A— B)— (B— A),
prin substitutie, se obtine:

(F(x) = G(z)) = (G(z) = F(x)),
(@){(F(z) = G(z)) = (G(x) = F(x))} [prin Regula 7)].
Din aceasta ultima formula, prin utilizarea Teoremei 31, se obtine
(@){F(z) = G(2)} = (@){G(z) = F(2)},
din care, prin inca o utilizare a Teoremei 31 si a Regulii V, se obtine:
(2)(F(z) = G(2)) = ((2)G(x) = (2)F(2)).

In aceastii formuli, prin utilizarea Teoremei 6, (2)G(z) — (z)F(x)
poate fi transformatd in (z) F(z) — (z) G(z). Intrucat (z) F(z) ~
(Ex)F(z) iar (z) G(z) ~ (Ex)G(x), rezulti teorema avuti in vedere.

Teoremei 34 1i corespunde urmatoarea regula: Daca 2(x) — B(z)
este demonstrabila, atunci si (Ex)A(z) — (Fz)B(x) se poate deriva;
deoarece prin Regula +'), din A(z) — B(z) se obtine

(@) (RA(z) = B(x)),

iar prin utilizarea Teoremei 34, (Fz)A(x) — (Ez)B(z).
Asa cum din Teorema 31 se poate deriva Teorema 32, tot astfel din
Teorema 34 se poate obtine
Teorema 34'. (z)(F(z) ~ G(x)) — ((Ex)F(x) ~ (Ex)G(x)).
Teorema 35. (z)(F(z) = A) ~ ((Fz)F(x) = A).
Demonstratie. (z)(F(x) — A) este o abreviere pentru (z)(F(z)V A).
Formula

(2)(F(z) v A) ~ (z)F(z) v A
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este de asemenea o teorema si se demonstreaza similar Teoremei 26.

(2)F(x) ~ (Ex)F(z),
(x)F(z) VA~ (Ex)F(z) V A.

Daca din nou se introduce abrevierea —, atunci rezulta Teorema 35.

Teorema 36. (Ez)(y)F(x,y) — (y)(Fx)F(x,y).

Aceasta este Teorema permutarii deja mentionata mai nainte, despre
care s-a subliniat faptul ca este valida doar ca implicatie, conversa nefiind
valida.

Demonstratie. F'(z,y) — (Ez)F(z,y)  [substitutie In Axioma f)

si Regula ¢')],
(y)(F(z,y) = (Ez)F(z,y)) [Regula v')].
Prin utilizarea Teoremei 31, rezulta:
W) F(z,y) = (Y)(E2)F(z,y),
(Ex)(y)F(z,y) — (y)(Ex)F(z,y) [prin Regulile 7) si §)].

7. Regula inlocuirii.

Constructia contradictoriei unei formule

Dupa ce am demonstrat o serie de formule universal valide, vom ana-
liza acum cateva reguli generale care sunt de o relevanta speciala pentru
obtinerea unei imagini de ansamblu cu privire la intregul sistem al for-
mulelor universal valide.

Ca o prima regula, vom avea o extensie a Regulii VI. Aceasta aserta
ca propozitiile care se implica reciproc, care sunt agadar echivalente, pot
fi substituite una cu cealalta. Vom extinde aceasta Regula a inlocuirii in
urmatorul fel:

Regula X. Fie A(z,y,...,u) i B(z,y,...,u) expresii care denotd
formule arbitrare si care contin variabilele libere x,y, ..., u, dar nu si
altele. Apoi, fie A(z,y,...,u) ~ B(z,y,...,u) o formuld demonstra-
bila. Acum, daca avem o formula € in care A(...) apare ca parte compo-
nenta o data sau de mai multe ori, cu orice variabile in locul variabilelor

x,Y,...u, iar D este o formula care rezulta din € prin inlocuirea unora
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sau a tuturor ocurentelor lui A(...) cu B(...), in sensul Regulii a3),
atunci g1 € ~ 2 este o formula demonstrabila.

Intrucat avem deja Regula VI, este suficient sa aratam ca in ambele
laturi ale echivalentei A(z,y,...,u) ~ B(x,y,...,u), cele doua expresii
A(z,y,...,u) si B(z,y,...,u) pot fi prefixate cu aceiasi cuantificatori,

astfel incat, de exemplu, se poate scrie:

(Ex)(y)AMz,y,...,u) ~ (Ex)(y)B(z,y,...,u).

Este suficient sa demonstram acest lucru pentru un cuantificator. Vom

arata asadar ca
()A(z,y, ..., u) ~ (x)B(x,y,...,u)
si
(Ex)A(z,y,...,u) ~ (Ex)B(x,y,...,u)

sunt demonstrabile.
Din A(z,y,...,u) ~B(x,y,...,u), prin Regula +’) se obtine:

() Az, y,...,u) ~B(x,y,...,u)).

Folosind apoi Teorema 32 rezulta
(x)A(z,y,...,u) ~ (2)B(z,y,...,u),
si, similar, pe baza Teoremei 34’ obtinem
(Ex)A(z,y,...,u) ~ (Ex)B(x,y,...,u).

Din aceste consideratii un alt rezultat se poate deriva, respectiv o
regula cu privire la constructia contradictoriei unei formule.

Regula XI. Contradictoria unei formule in care abrevierile — §i ~
nu apar se construieste dacda, mai intai, se inlocuiesc cuantificatorii uni-
versali prin cuantificatori existentiali $1 invers, apoi se inlocuiesc reciproc
simbolurile & si \V si, in fine, simbolurile propozitionale si cele predicative
se inlocuiesc cu negatiile lor.

Demonstratia acestei reguli este cea de mai jos.
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In cazul in care formula consideratd nu contine niciun cuantificator
universal si existential, teorema am demonstrat-o deja mai inainte in cal-
culul propozitional. Apeland la aceasta teorema si intelegand combinatia
dintre un cuantificator universal si domeniul lui de actiune ca un intreg
inseparabil, putem intotdeauna izbuti sa mutam negatia de pe intreaga
expresie pe cuantificatorul ei extrem. Daca in fata intregii expresii se afla
un cuantificator, atunci acesta este deja cazul. Acum, din Teorema 33
rezulta ca

(2)A(x) ~ (Ez)A(2),
(Ba)U(x) ~ (2)A(w).

Utilizand aceste echivalente, negatia o putem muta de pe cuantifica-
tori pe domeniile lor de actiune. Cu aceste domenii vom proceda apoi
cum am procedat cu intreaga expresie, pana cand, in final, se ajunge
peste tot la simboluri propozitionale sau la simboluri predicative.

Sa clarificam printr-un exemplu metoda de transformare astfel des-

crisa. Sa presupunem ca pentru formula

(z)(By)(F(z,y) V (E2)G(z,y, 2))

vrem sa derivam expresia care corespunde teoremei de mai sus. Mai intai,

din Teorema 33 rezulta ca

((2)(By)(F(z,y)V (E2)G(2,y, 2)) ~ (Ex)(By)(F(z,y)V (E2)G(x,y, 2)),
iar apoi, ca expresie echivalenta

(Bx)(y)F(z,y) V (E2)G(x,y, 2).

Prin aplicarea cazului special al teoremei noastre pentru calculul

propozitional si Regula X se obtine:

(Ex)(y)(F(z,y)&(E2)G (2, y, 2)

si, in fine:

(Ex)(y)(F(z,y)&(2)G (2, y, 2)).

Aceasta din urma formula este exact expresia corespunzatoare regulii

noastre.
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8. Principiul extins al dualitatii. Formele normale

Din Regula XI a paragrafului precedent se poate deriva un Principiu
al Dualitatii, pe care-1 putem considera ca o extensie a Principiului Dua-
litatii, demonstrat anterior pentru calculul propozitional. Formularea sa
este urmatoarea:

Dintr-o formula demonstrabila care are forma unei implicatii sau a
unei echivalente in ai caror membri simbolurile — si ~ nu apar, rezulta
o noud formula demonstrabila daca peste tot in formula cuantificatorii
universali sunt inlocuifi cu cei existentiali (care leaga aceeasi variabild)
st inwvers, si in plus, simbolurile & si vV 1si schimba reciproc locurile. In
cazul implicatier, in plus, ordinea celor dot membri trebuie schimbata.

Demonstratie. Daca 2l — ‘B este o formula demonstrabila, atunci si
B — A este demonstrabild, iar dacid A ~ B este o formuld demonstrabila,
atunci tot astfel este si 2 ~ B. Se transforma acum 2 si B, in acord cu
Regula XI a paragrafului precedent. Asadar, se inlocuiesc reciproc atat
cuantificatorii universali gi cei existentiali, cat si simbolurile & §i V, iar
simbolurile propozitionale si cele predicative se inlocuiesc cu negatiile lor.
fnsé, intrucat este vorba despre o formula demonstrabila, ultima inlocuire
poate fi anulata, daca in acord cu Regula Substitutiei toate simbolurile
propozitionale si cele predicative se inlocuiesc cu negatiile lor.

Principiul extins al dualitatii ne livreaza dintr-o lovitura un mare
numar de formule universal valide prin transformarea duala a teoremelor
demonstrate anterior. S& mentionam aici pe cele mai importante.

Teorema 26’. (Fx)(A&F (z)) ~ A&(Ez)F(x).

Teorema 28'. (Ez)(AV F(x)) ~ AV (Ez)F(z).

Teorema 29'. (Ex)(Ey)F(z,y) ~ (Fy)(Ex)F(z,y).

(Bx)(F(z) vV G(x)) ~ (Ex)F(x) V (Ex)G(z).

Teoremele 29 si 29', corelate cu Regula X, ne dau o alta regula.

Teorema 30'.

“Numerotarea teoremelor trebuie s arate din care formule universal valide deja

demonstrate teorema respectiva rezulta in acord cu Principiul Dualitatii.
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Regula XII. O formula este transformata in una echivalenta daca
dot sau mai mulli cuantificatori universali succesivi, care au acelasi do-
meniu de actiune, sunt rearanjati arbitrar. Regula corespunzatoare pentru
cuantificatorii existentiali are de asemenea loc.

In tratarea calculului propozitional s-a aratat ca este posibil sa re-
ducem toate combinatiile propozitionale la o forma normala standard.
Combinatiile propozitionale le-am putut reda fie in forma unor conjunctii
de disjunctii elementare, fie in forma unor disjunctii de conjunctii elemen-
tare.

O anumita forma normala exista insa si in calculul predicatelor.
Respectiv, orice expresie poate fi inlocuita cu una in care tofi cuantifi-
catorii apar nenegati la inceputul expresiei, fara a fi separati prin paran-
teze, astfel incat domeniile lor de actiune se extind toate pana la capatul
formulei.® Pentru aceasta forma normala numele uzual este cel de ” formd
normala prenexa’.

Avantajul acestei reprezentari prin forme normale consta in aceea ca
expresia de dupa cuantificatori poate fi tratata exact ca o combinatie
propozitionala. Transformarea in forma normala are loc in urmatorul fel:

In expresia considerata vom inlocui mai intai abrevierile — si ~ cu
semnificatiile lor. Prin aplicatii repetate ale Regulii XI a paragrafului
precedent se poate usor ajunge la o expresie in care bara negatiei sa
stea doar deasupra variabilelor propozitionale gi variabilelor predicative.
Acum, redenumim variabilele legate in asa fel incat toti cuantificatorii
au variabilele aferente distincte. In loc de

() F(x) V (2)G ()

se scrie asadar
(@) F(z) vV (y)G(y)

s.a.m.d.

5Similar calculului propozitional, acest mod de redare nu este nicidecum unic.
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Din expresia logica astfel obtinuta forma normala se obtine punand
toti cuantificatorii la inceputul formulei, in ordinea in care ei apar in for-
mula gi lasand orice altceva neschimbat. Domeniile de actiune ale tuturor
cuantificatorilor se extind astfel pana la capatul formulei.

Faptul ca aceasta ultima transformare este efectiv admisibila se sta-
bilegte in urmatorul mod. Fie validitatea acestei transformari deja aratata
in cazul in care expresia considerata are mai putini cuantificatori. Daca
nu apare niciun cuantificator, atunci asertiunea nu spune nimic special.
Acum, daca intreaga expresie este domeniul de actiune al unui cuantifica-
tor, atunci asertiunea este clara. Va trebui atunci sa facem transformarea
doar pentru domeniul de actiune al acestui cuantificator, care contine el
insusi mai putini cuantificatori. In caz contrar, vom lua primul cuanti-
ficator al expresiei noastre. Acesta nu se afla el insusi in domeniul de

actiune al unui alt cuantificator. Prin aplicarea teoremelor:
AV (2)F(z) ~ (z)(AV F(z)),
(2)F(z) VA~ (2)(F(x) vV A),
Al(z)F(x) ~ (2)(ALF (x)),

(@) F(2)&eA ~ (2)(F(2)&A),

respectiv a teoremelor corespunzatoare pentru cuantificatorul existential,
putem muta acest cuantificator la inceputul formulei iar domeniul lui de
actiune il putem extinde peste intreaga formula. Cu aceasta ne intoarcem
la cazul precedent, iar prin aceasta validitatea transformarii este demon-
strata in general.

Forma normala prenexa ofera avantajul ca in cercetarile generale din
calculul predicatelor stocul formulelor care trebuie luate in considerare
poate fi restrans in mod esential. Cu toate acestea, posibilitatile de con-
figurare ale combinatiilor de cuantificatori universali si existentiali, care
stau in fata formulei, combinatii pe care le vom numi ” prefizul” formu-

lei, este inca derutant de cuprinzator. In aceasta privinta, un rezultat
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al lui T. Skolem® prezints interes, fiindca el reprezinta o anume intérire
a teoremei privitoare la forma normald prenexa. Aceasta teorema a lui
Skolem aserteaza (in formularea pe care o utilizam aici) urmatoarele:

Pentru orice formula a calculului predicatelor se poate construi o alta
formula, care nu este doar in forma normala prenexa, ci in care toti cu-
antificatorii existentiali preced toti cuantificatorii universali gi care este
astfel constituita incat fie ambele formule sunt demonstrabile, fie niciuna
nu este demonstrabila in sistemul nostru axiomatic de calcul al predica-
telor.

In cele ce urmeaza o formuld aflatd in forma normald prenexa, in care
niciun cuantificator existential nu succede vreunui cuantificator univer-
sal, o vom numi o formula in forma normala Skolem. In demonstratia
acestei teoreme trebuie sa luam in consideratie doar formulele aflate in
forma normala prenexa. Apoi, putem presupune ca formula nu contine
nicio variabila individuala libera. Caci daca ar trebui sa apara astfel de
variabile, atunci [prin Axioma e) si Regula +')] este suficient sa consi-
deram formula care rezulta din formula data prin adaugarea cuantifi-
catorilor universali corespunzatori variabilelor individuale libere si prin
plasarea lor la inceputul formulei. Prin gradul unei formule de acest gen
vom intelege numarul cuantificatorilor universali dupa care urmeaza cel
putin un cuantificator existential. Atunci este suficient sa aratam ca pen-
tru orice formula in forma normala prenexa dar care nu se afla in forma
normala Skolem se poate gasi o formula de un grad mai mic si care este
demonstrabila daca si numai daca formula precedenta este demonstra-
bila. Mai putem presupune ca prefixul formulei considerate incepe cu un
cuantificator existential. Caci in cazul in care formula, pe care o denotam
cu 2, incepe cu un cuantificator universal, atunci vom lua o variabila in-
dividuala care nu apare in 2, sa zicem wu, si similar o variabila predicativa,

za zicem G, si inlocuim 2 cu formula

6T, Skolem, Logisch-kombinatorische Untersuchungen tber die Erfillbarkeit oder
Beweisbarkeit mathematischer Sitze nebst einem Theoreme tber dichte Mengen, Vid.
Skrifter I, Mat.-nat. Klasse, 1920, Nr. 4.
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(Eu)(A&G () v C(u)),

care, este usor de vazut, sub aspectul demonstrabilitatii, are acelasi
statut ca A, intrucat in domeniul de actiune al (Fu) am adaugat
lui A, ca membru al conjunctiei, o formula logic adevarata. Formula
(Bu)(A&G(u) V G(u)) poate fi apoi adusd la forma normald prenexa,
astfel incat prefixul incepe cu un cuantificator existential.

Formula noastra incepe agadar cu n (> 1) cuantificatori existentiali,

urmati de cel putin un cuantificator universal. Prin urmare, ea are forma

(I) (Exy)...(Ez,)(y)B(z1, 22, ..., 20, Y).
B(x1,Ta,...,Tn,y) este aici o formuld in forma normald prenexa, care
contine ca variabile individuale libere doar zy, xs, ..., x,,y. Fie H o va-

riabila predicativa cu n + 1 locuri pentru argumente, variabila care nu
apare in ‘8.

Construim formula

(II) (Exy) ... (Ex,)[(Ey)(B(z1, ... 0, y)&H (21, ..., 20, Y))

V(2)H(xq, ..., xp, 2)].

Aceasta formula se poate demonstra, in cazul in care (I) este demon-
strabila, si invers.
Respectiv, daca in (II), prin Regula a3), vom inlocui H cu B, atunci

vom obtine
(Bx1) ... (BEx,)[(Ey)(B(x1,. .., 00, 9)&B(z1, ..., 20,9))

V(2)B(z1,...,Tn, 2)].

Atunci partea de formula care reprezinta o propozitie falsa poate fi

omisa, respectiv

(By)(B(x1,. .., 70, 1)&B(z1,...,T0,Y)).
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Ceva mai complicata este derivarea lui (II) din (I). Mai intai, din

Teorema 31, prin redenumirea variabilelor legate, obtinem

(W) (F(y) = Gy) = (Y F ) = (Y)GY)).

Acum, in acord cu regulile calculului propozitional (Regula VII)
A — (B — )
se poate transforma in
B — (AVC).

Procedand astfel obtinem

(W) F(y) = (Ey)(F(y)&G(y)) V (y)G(y),

in cazul in care in afara regulii cu privire la constructia contradictoriei
unei formule se are in vedere si faptul ca 2 — B este o abreviere pentru
2AVB. In aceasti formuli F(y) se inlocuieste cu B (1, . . ., 2, y) iar G(y)
cu H(zy,...,x,,y), si se obtine

(WB(x1,. .., 20, y) = (BEy)(B(z1,. .., 20, y)&H (21, .., 70,79))

V(W) H(x1,. . Tn, Y)-
Prin aplicatii repetate ale regulii de la finele demonstratiei pentru

Teorema 34 rezultd apoi
(Bx1)...(Bx)(y)B (@1, .. .. 20 y)

— (Ex1) ... (Ez,)[(Ey)(B(z1, ..., 70,7)

&H(zr, ... 2 y)) V ) H(z1, . ., 20, y)]-

Daca avem in vedere ca, prin ipoteza, (I) este deja demonstrata,
atunci Regula Detagarii si Regula redenumirii variabilelor legate J) ge-
nereaza formula (IT).

Acum aducem formula (II) la forma normala prenexa. lar acest lucru
il putem face astfel ca prefixul incepe cu (Exy) ... (Ex,)(Ey), continua cu
cuantificatorii universali i existentiali din B(z1, ..., z,,y) Intr-o ordine

neschimbata gi se termina cu cuantificatorul universal (z). Intrucat gradul
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formulei obtinute este cu unu mai mic decat gradul lui (I), teorema despre
forma normala Skolem este astfel demonstrata.

[Teorema lui Skolem este valabila si in forma ei semantica, i.e., pen-
tru orice formula 2 a calculului predicatelor se poate gasi o formula B
in forma normala Skolem, astfel incat 2 este valida ddaca B este valida
(i.e., fie ambele sunt valide, fie niciuna nu-i valida). Demonstrarea aces-
tei forme se bazeaza pe demonstrarea corectitudinii sistemului formal
considerat (i.e., pe demonstratia faptului ca toate axiomele sistemului
sunt formule valide iar regulile de deductie conserva in concluzie validi-
tatea premisei (premiselor) si pe demonstratia formei initiale (sintactice)
a Teoremei lui Skolem (i.e., in aceasta demonstratie conceptul ”... este
demonstrabild” este inlocuit peste tot cu conceptul ”... este valida”).]

9. Consistenta si independenta sistemului de axiome

Metoda interpretarii aritmetice, cu ajutorul careia mai inainte s-a
putut constata consistenta gi independenta Axiomelor a)-d), ne permite
acum sa recunoagtem si ca intregul sistem de aziome ale calculului predi-
catelor este consistent, in sensul explicat mai sus. Pentru aceasta, inter-
pretarea aritmetica valabila doar pentru variabilele propozitionale trebuie
extinsa la simbolurile inca neinterpretate pana acum. lar acest lucru are
loc in felul urmator:

Simbolurile predicative le vom trata in acelasi fel ca simbolurile
propozitionale. Pe ambele le vom considera ca variabile aritmetice care
pot lua valorile 0 i 1 i nu altele. Modul in care, la simbolurile predicative,
locurile pentru argumente sunt umplute, nu va fi luat in considerare aici.
Cuantificatorii sunt omisi peste tot. Conectorul V va fi din nou inteles ca
produs aritmetic, prin 0 vom intelege 1 iar prin 1 vom intelege 0.

Cu aceste conventii vom vedea din nou, mai intai, ca toate axiomele,
inclusiv e) si ), dau intotdeauna valoarea 0 In aceasta interpretare arit-
metica. Apoi, daca una sau mai multe formule au intotdeauna valoarea

0, atunci, cum usor ne putem convinge, si orice alta formula, derivata din
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acestea 1n acord cu regulile noastre, da intotdeauna valoarea 0. intrucét,
pe de alta parte, doua expresii din care una este negatia celeilalte nu pot
da amandoua intotdeauna valoarea 0, rezulta ca dintre formulele care se
pot deriva din axiomele noastre nu pot exista doua formule in care una
o contrazice pe cealalta. Conditia consistentei este asadar satisfacuta.

De altfel, rezultatul acestei demonstratii de consistenta a axiomelor
noastre nu trebuie supraestimat in semnificatia sa. Caci demonstratia
data a consistentei este intuitiv totuna cu a spune ca se presupune ca do-
meniul de indivizi care sta la baza ar consta doar dintr-un singur element,
ar fi agadar finit. In acest fel n-avem nicio garantie ca prin introducerea
formala de postulate intuitiv ireprogabile sistemul formulelor demonstra-
bile ramane consistent. De exemplu, raméane fara raspuns intrebarea daca
nu cumva prin adaugarea de axiome matematice calculului nostru orice
formula arbitrara devine demonstrabila. Aceasta problema a carei solutie
are o semnificatie centrala pentru matematica nu se poate nicidecum
compara sub aspectul dificultatii cu intrebarea pe care o tratam aici.
Axiomele matematice presupun de facto un domeniu infinit de indivizi,
iar de conceptul infinitului sunt legate anumite dificultati si paradoxuri
care in discutia despre fundamentele matematicii joaca un anume rol.
Pentru a ataca cu succes aceasta din urma problema Hilbert s-a vazut
provocat in vederea elaborarii unei teorii speciale. In limitele acestei carti
nu este posibil sa intram in aceasta teorie care, fireste, utilizeaza rezulta-
tele logicii matematice. Pentru aceasta trimitem o data pentru totdeauna
la cartea lui Hilbert si Bernays.”

Sa ne intoarcem acum la sistemul nostru de axiome. Acum vom de-
monstra independenta sistemului de axiome, aratand ca niciuna din Axi-
omele a)-f), respectiv niciuna din Regulile al)-a3), 8), 7v), J) nu este

dispensabila pentru obtinerea formulelor universal valide ale calculului

D. Hilbert si P. Bernays, Grundlagen der Mathematik, 1, 11, Berlin, 1934, 1939.



100 Capitolul 3

predicatelor.® In demonstratiile de independenta care urmeaza este uti-
lizata consistenta calculului, tocmai demonstrata.

Vom arata mai intai ca niciuna din Axiomele a)-d) nu este inutila,
si deci ca nu este posibil sa obtinem vreuna din aceste axiome din cele-
lalte axiome cu ajutorul regulilor de deductie. Pentru aceasta vom uti-
liza faptul demonstrat anterior (Cap. 1, §13), potrivit caruia in calcu-
lul propozitional pur niciuna din aceste axiome nu este dispensabila; si
anume nici chiar atunci cand X — X, ie., X V X este addugati ca o
alta axioma.

Presupunem ca ar exista o demonstratie pentru vreuna din Axio-
mele a)-d) cu ajutorul restului axiomelor gi al regulilor de deductie ale
calculului predicatelor. Atunci vom indeparta variabilele predicative si
cele individuale din formulele acestei demonstratii, in urmatorul mod.
Cuantificatorii universali si cei existentiali sunt omisgi. Fiecare variabila
predicativa cu argumente este inlocuita cu variabila propozitionala X.
Prin aceasta transformare Axiomele e) si f) devin formula X — X.

Mai mult, demonstratia isi pastreaza caracterul de demonstratie.
O substitutie in acord cu Regulile a1)-a3) devine o substitutie a cal-
culului propozitional, respectiv o simpla repetare. Conectarea formulelor
prin Regula detagarii se pastreaza. Regula 7) si Regula §) a redenumirii
variabilelor legate devin o simpla repetare. Si astfel formula la care ne
referim ar fi derivabila din restul axiomelor sirului a)-d) si din X — X,
in acord cu regulile calculului propozitional, in contradictie cu rezultatele

obtinute anterior.

80 demonstratie a independentei a fost intre timp (i.e., de la aparitia primei
editii) datd de McKinsey. Comp. J.C.C. McKinsey, On the independence of Hilbert
and Ackermann’s postulates for the calculus of propositional functions, Amer. J. Math.
Vol. 58. Demonstratii mai simple (nepublicate pAna acum) ne-au fost comunicate de

P. Bernays i Arnold Schmidt. Textul reproduce expunerea de idei a lui Bernays.
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Independenta Axiomei e) o aratam demonstrand ca toate formulele
care se pot demonstra fara utilizarea acestei axiome au o proprietate ca-
racteristica care lipseste acestei axiome. Respectiv, daca schimbam for-
mulele, incepand cu cel mai interior domeniu de actiune, inlocuind fiecare
parte (2)2A(z), (y)2A(y) etc. cu (2)A(x) V X VX, ()A(y) V X V X etc.,
atunci fiecare formula care se poate obtine fara utilizarea Axiomei e) se
transforma intr-o formula demonstrabila in calculul predicatelor. Caci
transformarea mentionata nu afecteaza Axiomele a)-d) si f). Conecta-
rea formulelor prin Regula Substitutiei «), prin Regula detagarii, prin
Regula 72) si prin Regula redenumirii §) se pistreazi. In Regula 1),
formula finala A — (z)B(x) este transformata intr-o formula de forma
A" — (2)B'(2)VX VX, asadar intr-o formula demonstrabild. Dimpotrivi,

(z)F(z) — F(y) devine (z)F(z) VX VX — F(y),

care, desigur, nu este demonstrabila, deoarece din adevarul antecedentu-
lui implicatiei rezulta F'(y) iar apoi, prin substitutie in acord cu Regula
a3), am deriva F(y); am obtine asadar o contradictie.

Independenta Axiomei f)? se arata intr-un mod cu totul similar. In loc
s& inlocuim in formule partile de formula (x)24(x) cu (z)A(z)VX VX, vom
inlocui (Ex)A(x) cu (Ez)2A(z)&X&X. In rest argumentul este similar.

Prin aceeasi metoda se arata gi independenta celor doua Reguli
v1) si 72). Daca de data aceasta inlocuim in formule (z)2(z) cu
(2)A(2)&X & X, atunci toate formulele care pot fi derivate in calculul
predicatelor fara utilizarea Regulii v1) se transforma din nou in formule
demonstrabile. Dimpotriva, formula (z)(F(z)V F(z)), demonstrabila din
intregul sistem axiomatic, se transforma in formula in mod cert nedemon-
strabila (2)(F(x) V F(z))&X&X. De aici rezulta indispensabilitatea Re-
gulii v1). Similar, inlocuirea in formule a (Ez)A4(z) cu (Ez)A(z)V X VX

9Faptu1 ca cuantificatorul existential este in principiu dispensabil in sistemul axio-

matic n-are, evident, nimic de-a face cu independenta Axiomei f), intrucat (Fz)2d(x),

la urma urmei, poate fi considerat ca o abreviere pentru (x) 2(z) (cf. §2).
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stabilegte independenta Regulii 72), intrucat prin aceasta inlocuire for-

mula (Ez)(F(z)&F(x)) devine o formuli nedemonstrabili.
Independenta Regulii a1) rezulta din faptul ca fara aceasta regula

sunt demonstrabile doar acele formule in care apar variabile individuale

care au una din urmatoarele forme:

()A(x) = Ay); Aly) = (Ez)A(x);
()2(z) = (2)2A(x); (Ex)2A(z) = (Ex)2A(z);
(Bz)((x)A(x) = A(2)); (E2)(2A(2) = (Bx)2A(2)),

sau care rezulta din astfel de formule prin substitutia variabilelor indivi-
duale sau prin redenumirea variabilelor legate. Caci Axiomele e) si f) au
aceasta forma iar prin regulile de deductie se obtin intotdeauna doar for-
mule de acest gen. Si astfel, de exemplu, formula (z)F(x) — (Ez)F(z)
nu este demonstrabila fara utilizarea Regulii a1).

Independenta Regulii o2) se stabilegte prin urmatoarea transformare.
In toate formulele vor fi omise locurile pentru argumente ale variabilelor
predicative care sunt ocupate de variabila individuala libera z. De exem-
plu, formula F(z,z) devine F(x) iar G(z) devine G. Prin aceasta trans-
formare, orice demonstratie executata fara utilizarea Regulii substitutiei
pentru variabile individuale trece, din nou, intr-o demonstratie. Intrucat
axiomele nu sunt alterate de transformare, orice formula demonstrabila
fara utilizarea Regulii o2), prin aceasta transformare devine, din nou, o
formula demonstrabila. insé, prin aceasta transformare formula demon-
strabila (z)F(z) — F(z) devine formula in mod cert nedemonstrabila
(x)F(z) — F (aici al doilea F' este o variabila propozitionald).

Independenta Regulii redenumirii §) se poate argumenta intr-un mod
similar. In formule vom face aceeasi transformare pe care am executat-o
cu referire la variabila individuala libera z, numai ca de data aceasta o
vom face cu referire la variabila individuala legata z. Trebuie atunci omise
si simbolurile (z) si (E'z). Si in acest caz o formula care este demonstra-
bila fara utilizarea Regulii redenumirii trece, din nou, intr-o formula de-
monstrabila. Dimpotriva, formula sigur demonstrabila (z)F(z) — F(z)

devine formula in mod cert nedemonstrabila F' — F(x).
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Pentru a stabili independenta Regulii @3), vom inlocui in formule
orice formula partiala (x)(z), (y)2(y) etc., care contine variabila pre-
dicativa G, cu (z)A(z) V X V X, (y)A(y) V X V X etc. Atunci, orice
formula, demonstrabila fara utilizarea Regulii a3), devine, din nou, o
formula demonstrabila. Dimpotriva, acest lucru nu are loc pentru for-
mula (2)G(z) = G(y).

Indispensabilitatea Regulii detasarii rezulta din faptul ca fara aceasta
reguld pot fi derivate doar formule de forma A V B, deoarece toate axi-
omele au aceasta forma iar regulile, cu exceptia Regulii ), livreaza, din
nou, doar formule de acest gen. De exemplu, fara utilizarea Regulii ()
formula X V X nu poate fi derivata.

10. Completitudinea sistemului axiomatic

Aga cum am remarcat in Capitolul 1 (§13), completitudinea unui
sistem axiomatic se poate defini in doua feluri. Completitudinea in sen-
sul mai tare al cuvantului are loc atunci cand prin adaugarea unei for-
mule nedemonstrabile anterior axiomelor sistemului rezulta intotdeauna
o contradictie. Acest gen de completitudine nu are loc aici. Pentru a
stabili incompletitudinea sistemului axiomatic trebuie doar sa gasim o
formula care in interpretarea aritmetica, pe care am utilizat-o in demon-
strarea consistentei, este identic 0, insa nu este o consecinta a axiomelor.

O astfel de formula este

Faptul ca aceasta formula nu rezulta din axiome poate fi facut pla-
uzibil deja prin aceea ca asertiunea pe care o exprima: ”Daca exista un
x pentru care F'(z) are loc, atunci F(x) are loc pentru toti z”, nu este
una universal valida, respectiv, ea nu mai este adevarata pentru predi-
cate arbitrare F', daca domeniul de indivizi contine mai mult decat un
element.

Demonstratia strict formala a imposibilitatii de a demonstra formula

din axiome are loc in urmatorul fel:
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Vom da mai intai o metoda prin care transformam formulele logice
in formule care contin doar variabile propozitionale. Inainte de toate,
indepartam variabilele libere care apar intr-o formula, punand in fata for-
mulei cuantificatorii universali care apartin acestor variabile libere. Apoi,

incepand din afara, indepartam cuantificatorii inlocuind intotdeauna
(x)A(z) cu A(1)&A(2),
(Ez)A(x) cu 2A(1) v A(2).1°

Pe langa variabilele propozitionale, in formulele noastre apar acum si
propozitii de forma F(1), F'(2),G(1,2),... .

Toate aceste propozitii diferite le 1inlocuim apoi cu variabile
propozitionale (diferite).

Asertam acum ca prin aceasta transformare orice formula demonstra-
bila din axiome trece intr-o combinatie propozitionala logic adevarata.

Vom arata acest lucru mai intai pentru axiome. Pentru Axiomele a)-d)
acest lucru este clar, deoarece ele raman neafectate de aceasta transfor-
mare. Axioma (z)F(x) — F(y) este transformata astfel:

(W) (z)F(z) = F(y)),
((2)F(z) = F(1))&((z)F(z) — F(2)),
(F(1)&F(2) = F(1)&(F(1)&F(2) — F(2)),
(A&B — A)&(A&B) — B.

Ultima formula este intr-adevar o combinatie propozitionala logic
adevarata.
Analog, pentru axioma

F(y) = (Bx)F(x)
avem urmatoarele transformari:
(W) (F(y) = (BEx)F(z)),

10Ajci 1 si 2 sunt nume proprii de obiecte. Intuitiv, solutia noastra cu privire
la eliminarea cuantificatorilor inseamna asadar ca noi presupunem ca domeniul de

indivizi contine doar cele doua elemente, 1 si 2.



Calculul restrans al predicatelor 105

(F(1) = (Ex)F(2))&(F(2) = (Ex)F(x)),
(F(1) = F(1) VF(2)&(F(2) — F(1) vV F(2)),
(A— AV B)&(B — AV B),

care, similar, duce la o formula logic adevarata. Va mai trebui acum sa
aratam doar ca aplicarea Regulilor ), ), 7), 0) lasa aceasta proprietate
neschimbata.

Daca avem doua formule, din care cea de-a doua rezulta din prima
prin aplicarea Regulilor al) sau «3), atunci, dupa transformare, fie
cele doua formule sunt conectate prin Regula Substitutiei a calculului
propozitional, fie cea de-a doua formula este o conjunctie de formule
in care fiecare rezulta din prima prin Regula Substitutiei a calculului
propozitional. Regulile 2) si §) devin simple repetitii. Regula detasarii
isi pastreaza forma, in cazul in care in formule nu apar variabile indi-
viduale libere. Daca Regula detasarii contine inca variabile individuale
libere, atunci, fireste, dupa prefixarea cu cuantificatori universali ea 1si

poate pierde forma. De exemplu, regula
RA(x)
A(z) — B(x)
B(x)

devine o noua regula, respectiv
(2)2A(z)
(z)(A(z) = B(z))
()B(z)
Prin eliminarea cuantificatorilor universali se obtine
A(1)&A(2)
(A1) = B(1)&(A(2) — B(2))
B(1)&B(2)

Insa si aceasta regula corespunde regulilor calculului propozitional.
La fel stau lucrurile in cazul in care apar mai multe variabile individuale

libere.
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In fine, ajungem la 7). O expresie
A — B(z),

prin transformare (in cazul in care 2 nu contine nicio variabila libera),

trece In

(@) (A = B(z)),
(A — B(1)&A — B(2))
etc. A — (2)B(x) se transforms in:
A — (B(1)&B(2)).

Insd in acord cu regulile calculului propozitional, cele doua for-
mule sunt echivalente. La fel stau lucrurile daca 2l contine variabile li-
bere. Consideratii similare sunt valabile pentru Regula «) privitoare la
adaugarea unui cuantificator existential.

Cu aceasta am aratat efectiv ca prin transformarile noastre orice for-
mula demonstrabila din axiome trece intr-o combinatie propozitionala
logic adevarata.

Acum

(Ex)F(z) = (2)F(z)

nu are aceasta proprietate, pentru ca prin transformare ea devine

F)V F(2) = F(1)&F(2)

AV B — A&B,

iar aceasta nu este o formula propozitionala logic adevarata.

Dupa ce am aratat ca sistemul axiomatic nu este complet in sensul
mai tare al cuvantului, ne intrebam daca completitudinea are loc aici in
celalalt sens, mentionat de asemenea mai sus (Cap. 1, §13). Problema
acum este daca din sistemul axiomatic pot fi derivate toate formulele

universal valide ale calculului predicatelor, agsa cum au fost ele definite
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la inceputul §5 al acestui capitol. Completitudinea in acest sens are re-
almente loc. Demonstratia a fost data de K. Godel, a carui expunere o
vom urma mai jos.!

[in acord cu cele expuse la finele §8, pentru orice formula a calculului
predicatelor putem gasi o formula in forma normala Skolem astfel incat
ambele formule sunt universal valide sau niciuna nu este universal valida. ]

Ne putem asadar limita la a arata ca toate formulele universal valide,
aflate in forma normala Skolem, sunt demonstrabile.

Fie

(Bxy)...(Exp)(y1) ... (y)Mxy, .o e Y1y -5 Y1)

o astfel de formula.

Remarcam mai intai faptul ca toti k-tuplii (x;,, 24y, . .., x;, ), formati
din sirul infinit al variabilelor individuale xg,x1,29,..., se pot enu-
mera, ordonandu-i, in modul standard, dupa sumele crescatoare ale in-
decsilor (i3 + iy + ... + ix), iar pentru sume egale lexicografic. Sirul
incepe asadar cu (g, xg, ..., Zo); (To,To,---,21); (To, o, -+, T1,L0), - - .-
Fie (Tny, Tny, - - -, Tp,,) cel de-al n-lea dintre acesti k-tupli. Apoi, prin 9B,
vom intelege formula

Ql(l’npxnga L ;:L‘nk; x(n—l)l-ﬁ-la x(n—l)l+27 .. ,l’nl).

Sa remarcam aici faptul ca in aceasta formula variabilele individu-
ale care se afla dupa punct si virgula sunt diferite atat de cele care
stau 1naintea acestui simbol cat gi de toate variabilele care apar intr-
o formula 9B, (p < n). Variabilele z,,,...,z,,, dimpotriva, apar toate
deja in formulele B, (p < n). Apoi, prin €, vom intelege disjunctia
B, VB, V...VB,, prin D, formula care rezulta din ¢, prefixand
¢, cu toti cuantificatorii universali care apartin variabilelor individu-
ale libere. Fiecarei formule €, 1i asociem acum o formula a calculului

propozitional. Respectiv, componentele elementare ale acestei formule

UK. Gadel, Die Vollstindigkeit der Aziome des logischen Funktionenkalkils, Mh.
Math. Physik, vol. 37(1930).
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care, abstractie facand de variabilele propozitionale, sunt variabile pre-
dicative cu variabile individuale drept argumente, se inlocuiesc cu varia-
bile propozitionale; si anume in asa fel incat pentru aceleasi componente
elementare se pun aceleasi variabile propozitionale iar pentru compo-
nente elementare diferite se pun variabile propozitionale diferite. For-
mula propozitionala astfel asociata formulei €,, o0 vom numi &,,. Evident,
¢, este astfel construita incat €, poate fi obtinuta din €, prin Regula
Substitutiei al).

Avem acum urmatoarele alternative:

1. Exista un n astfel incat €, este o formula logic adevarata a calcu-
lului propozitional.

2. Nu exista niciun n astfel incat €, este o formula logic adevarata a
calculului propozitional.

Vom demonstra urmatoarele:

(A) In cazul 1, formula

(Exy) ... (Exp)(y1) .. (y)M @y, oo T Yay oo Y1)
este demonstrabila in sistemul axiomatic al calculului predicatelor.

(B) In cazul 2, formula de mai sus nu este o formuli universal valida,
deoarece in domeniul de indivizi al numerelor naturale se pot gasi pre-
dicate care, substituite pentru variabilele predicative ale formulei, trans-
forma formula intr-o propozitie falsa.

Din aceste propozitii, care inca raman sa fie demonstrate, rezulta
drept concluzii urmatoarele:

Orice formula universal valida a calculului predicatelor este demon-
strabila; i.e., sistemul nostru axiomatic care consta din formulele primi-
tie a)-f) si din requlile al)-a3), ), v), §) poseda proprietatea completi-
tudinii.

Daca o formula este universal valida in domeniul de indivizi al nu-
merelor naturale (sau in orice alt domeniu infinit numdarabil de indivizi),
i.e., prin inlocuirea arbitrara a variabilelor predicative prin predicate nu-
merice individuale st a variabilelor individuale libere prin numere defi-

nite, formula trece intotdeauna intr-o propozitie adevarata, atunci ea este
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valida in orice domeniu de indivizi, i.e., o formula identica.

Ultima teorema importanta, care aici rezulta drept corolar, se poate
obtine mai simplu ca rezultat independent si a fost demonstrata pentru
prima dati de L. Lowenheim.!?

Acum trebuie sa demonstram asertiunile (A) si (B). Mai intai
vom arata adevarul lui (A). Pentru un n arbitrar, fie &, o formula
propozitionala logic adevarata. Intrucat €, se obtine din €&, prin
substitutie in acord cu Regula al) si, mai mult, ©,, din &, prin apli-

carea Regulii ), este suficient sa se arate ca pentru orice n

Dn = (Bxy) ... (Bxg)(v1) - ()M, sk Y1y -2 Y1)

este o formula demonstrabila a calculului predicatelor. Vom arata acest

lucru prin inductie pe n.* ©; are forma

(xo)(x1) ... (2)WMzo, ...y To; X1, - -, 7).

Apoi, prin aplicatii repetate ale Axiomei f) si ale Regulii V, urméatoarea
formula este demonstrabila:

(3/1) ce (yz)%(le; ey Rk Yty - ;yz) —
(Exy) ... (Exg)(y1) .. (y)2Mxy, oo T Y1y -5 YL)-

De unde, prin substitutia zy pentru z; se obtine

(1) - (U)A(20; -5 205 Y15+ Y1) —
(Exy) ... (Exg)(y1) .. (y)2Mxy, oo T Y1,y -5 Y1)

121,. Lowenheim, Uber Mdglichkeiten im Relativkalkil, Math. Ann. Vol. 76 (1915).
O simplificare esentiald a metodei de demonstratie este continuta in lucrarea lui Sko-

lem, mentionata la finele §8 al acestui capitol.
*Demonstratia care urmeaza inlocuiegte partial demonstratia partii (A) a teore-

mei completitudinii din textul original al autorilor germani, in acord cu mentiunile
facute de A. Church [1944] (comp. Introducere, p. xx, notele 44, 45).
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Apoi, prin Axioma e) urmatoarea implicatie are loc
(xo)(x1) ... (m) Mg, ..., To; 1, ..., Ty) —
(1) .o (2)A(205 - - -5 203 T1y - -, T7).

Sa notam faptul ca antecedentul acestei implicatii este tocmai ©;. Apoi,
prin Regula ) urméatoarea implicatie are de asemenea loc:

(1) .. ()05 - -+ 205 T2y ooy X)) —
(y1) -+ (G)A(=05 - - -5 203 Y1, -+, Y1)
Din ultimele trei implicatii, prin Regula V, obtinem
D1 = (Exy) ... (Bxg)(y1) - (v)M@1, -y Y1, o, Y1)

[ar aceasta este tocmai baza inductiei.

Acum, urmatoarea implicatie o presupunem (ca ipoteza a inductjiei):

Dn1— (Bxy) ... (Bxk)(y1) - (y)A(z1, - Tk Y1, -5 Y1)

Prin definitie, ®,, are urmatoarea forma

(xo)(x1) - ()€ 1een, (m0) -+ () (Cry V By),

sau, mai exact

(mo)(xl) Ce (xnl)(anfl V Ql([[’nl, Ce ,iL‘nk; $(n,1)l+1, e ,xnl)),

unde al doilea disjunct din paranteza este, prin definitie, B,,.
Aga cum am vazut mai sus, prin constructia formulelor 93,,, variabilele
de dupa punct si virgula, i.e., ((n—1)i41,- - ., Tns, DU apar in &,_;. i deci,

prin Teorema 26 urmatoarea echivalenta are loc

(x(n—l)l—i-l) s (Inl)(Q:n—l V %n) ~ Q:n—l V (x(n—l)l—‘rl) e (xnl>%n-

Acum, prin calculul propozitional, daca echivalenta este o teorema,
atunci sunt teoreme ambele implicatii a caror conjunctie formeaza

echivalenta. Este, asadar, teorema si urmatoarea implicatie

(Q:(n—l)l—&-l) c.. («Tnl>(€n—1 V %n> — Q:n—l V ('r(n—l)l—i-l) . (xnl)%n
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Daca, prin Regula +/), in fata acestei implicatii vom introduce toti cuan-

tificatorii pentru restul variabilelor, i.e., zg, 1, ..., Z(,—1y, vom obtine

(.To) .. (I(n_l)l)[(x(n_l)l+1) R, (xnl)(Q:n—l V %n) —
Q:n—l V (x(n—l)l-‘rl) s (l‘nl)%n]a
din care, prin Teorema 31, obtinem
((L’()> .. (x(n—l)l)<x(n—1)l+1> RN (ZEnl>(Q:n_1 V %n> —
(l’o) ce (m(n—l)l)(en—l V (m(n—l)l+1)7 ceey (xnl)%n)

Sa notam faptul ca antecedentul acestei implicatii este tocmai formula

®,,. Si deci urmatoarea implicatie este demonstrabila

©n — (LE'(]) v (x(n—l)l)<€n71 \ (:E(n—l)l—i-l); SR (xnl)%n)
Intrucat B, este A(Tp,, ..., Tn,; T(n—1)i41, - - - , 1), din implicatia de mai
sus, prin aplicarea Regulii §) cu referire la ultimele [ variabile, obtinem
D = (20) - (1)) (€t V (11) - - ()M Xy - -, T Y1, - - -5 Y1)
Din aceasta implicatie, prin aplicatii repetate ale Regulii §) asupra pri-
melor (n — 1)l variabile, obtinem
Dn = (20)(21) - (Zo—0)(Ch1 V (1) - - (W)WM Zngs - - 20 Y1s -5 Y1)

Dupa cum stim toate variabilele z,,, ..., z,, apar deja in &,_;. Si deci,
prin redenumire formula € _; este tocmai formula obtinuta din &,,_; prin
substituirea variabilelor z; pentru z;.

Asa cum am vazut mai sus (prima implicatie din Baza inductiei),

urmatoarea formula este demonstrabila:
(1) - )Mz, 251, - U) =
(Exy)...(Exg)(y1) ... (v)2M@1, oy Y1y o Y1)
Prin Regula a2) si Regula IV, din aceasta implicatie obtinem:
V) ()M Znyy s 20 YLy Y) =
€V (Ex) .. (Bxg)(yr) - ()@, 2 Y, U)-
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Sa notam faptul ca zg,z1,...,2n-1y sunt variabilele libere din & ;.
Si deci, prin aplicarea Regulii '), cu referire la aceste variabile, din
implicatia de mai sus obtinem
(40)(21) - Gl (€ V (1) e )R 2 Y1) =
(€ V(Exy)...(Exp)(yr) .. (y)2Mxy, ..oy e 91, -5 U1)]
din care, prin Teorema 31, obtinem
(20)(21) - ()€1 V (1) - (W)X 2y - Zmis Y- 0] =
(20)(21) - - () [y V (Bza) ... (i) (y1) - - - (w1)
QL(xla ey Ty Y1y - ayl)]‘

Sa remarcam faptul ca antecedentul acestei implicatii este tocmai
consecventul unei implicatii mai sus derivate, al carei antecedent este

formula ®,,. Si astfel, prin aplicarea Regulii V, derivam
D = (20)(21) - (20 (€1 V (Bxy) - (Ex) (1) - - - (n1)
Ql(l'l, e Ty Yty e - 7yl))-
Din aceasta implicatie, prin aplicatii repetate ale Teoremei 26, Regulii X
si Regulii §) obtinem:
Dn = (x0)(21) - - (T(n—1))Cnr V (Ew1) ... (Bg)(y1) - - (w1)
A1, T Y1, - W)

Cum usor se poate vedea, primul disjunct al consecventului acestei
implicatii este tocmai formula ®,,_;. Si deci implicatia se poate reda,

echivalent, prin
Dp = Dp 1 V(Ezy) ... (Exg) (1) - (W)@, Tk Yy e Y1)
insé, prin ipoteza inductiei, avem si
Dp1 = (Bzy) ... (Bxg) () - ()1, T Y1y -5 Y1)

Din ultimele doua implicatii, prin calculul propozitional, derivam

D, = (Exy) ... (Bxg)(vr) - ()21, Tk Y1, - Y1)
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Din Baza si Ipoteza inductiei conchidem ca asertiunea (A) este demon-
strata.

Sa demonstram acum (B). Presupunem ca niciuna din formulele €, nu
este o formula propozitionala logic adevarata. Pentru cele ce urmeaza este
oportun sa dam formulelor propozitionale €, o forma oarecum mai spe-
ciala. &, a fost obtinuta din €, prin inlocuirea cu variabile propozitionale
a componentelor elementare care apar in ¢,, componente care constau
din variabile predicative cu argumente din sirul xg, 1, xs, . . .. In aceastd
inlocuire vom proceda astfel incat F'(z) este inlocuita cu Fy, F'(z1) cu Fi,
G(z1, z2,23) cu G123 s.a.m.d. Atunci, in fiecare formula &, apar toate
variabilele propozitionale din &,,, si altele in plus. Totalitatea variabilelor
propozitionale care apar in &, ne-o reprezentam enumerata in vreun fel,
astfel incat are sens sa vorbim despre prima variabila, a doua, a treia
s.a.m.d. Aceasta enumeratie se poate face, de exemplu, enumerand mai
intai variabilele propozitionale din &; in orice ordine dorim si adaugand
apoi variabilele nou aparute in €, s.a.m.d.

Acum, fiindca niciuna din &, nu este o formula propozitionala logic
adevarata, variabilele propozitionale care apar intr-o formula &, se pot
inlocui prin valorile de adevar "adevarat” si "fals” in asa fel incat &,
devine o propozitie falsa. Conectandu-ne la terminologia utilizata ante-
rior in calculul propozitional, putem vorbi despre un sistem de valori de
adevir care satisface &,. Pentru fiecare &, exista, fireste, doar un numsr
finit de astfel de sisteme diferite; insa toate luate laolalta numarul aces-
tora este infinit, fiindca sistemele care se refers la formulele &, cu index
diferit sunt, evident, considerate ca distincte.

Fiecareia din infinit de multele variabile propozitionale 1i asociem
acum, intr-un mod unic, valoarea ”adevarat” sau valoarea ”fals”. Daca
prima variabila propozitionala este inlocuita in infinit de multe sisteme de
valori de adevar cu valoarea de adevar ”"adevarat”, atunci 1i vom asocia
valoarea ”adevarat”, in caz contrar, valoarea ”fals”. Consideram acum
doar acele sisteme de valori in care prima variabila propozitionala a fost

inlocuita cu valoarea tocmai asignata ei. Daca cea de-a doua variabila
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propozitionala apare in infinit de multe sisteme de valori de adevar cu
valoarea ”adevarat”, atunci i se asigneaza aceasta valoare, in caz con-
trar valoarea "fals”. In acest mod este stabilitd valoarea variabilelor
propozitionale care se succed, considerand de fiecare data doar siste-
mele de valori de adevar in care variabilele propozitionale precedente au
valorile deja stabilite.

Acum, daca variabilele propozitionale se inlocuiesc cu valorile asig-
nate lor, atunci toate €, devin simultan propozitii false. Vom defini acum
anumite predicate numerice care vor fi considerate ca substitutii pen-
tru variabilele predicative care apar in A(zq, ..., 2k Y1, ..., y). Daca, de
exemplu, apare o variabila predicativa F'(, , ) cu trei locuri pentru ar-

gumente, atunci in &, avem variabilele propozitionale F; Definim

1,82,13
acum predicatul numeric asociat ® prin conditia ca, pentru orice numere
naturale, ®(p,q,r) va avea intotdeauna valoarea de adevar care a fost
asignata lui F,,,. 9i astfel, fiecarei variabile predicative ii este asociat
un predicat numeric individual cu acelagi numar de argumente. Acum,

daca in

(Bxy) ... (Bog)(yn) - ()21, - o591, -2, 91)

vom lua numerele naturale ca domeniu de indivizi iar pentru variabilele
predicative vom substitui predicatele numerice mai sus definite, atunci,

cum usor se poate vedea, formula devine o propozitie falsa, cu alte cuvinte

(21) ... (@) (By) - .. (By) M @1, - T Yty e, 1)

devine o propozitie adevarata. Caci daca selectam, sa zicem, ce de-al n-lea
k-tuplu de numere naturale, pe care mai sus l-am denotat cu (nq, ..., ng),

atunci

A(ng,...,ne;(n—DI+1,...,nl)
are, dupa inlocuirea variabilelor predicative, valoarea de adevar opusa va-
lorii de adevar a ultimului disjunct al €, in care variabilele propozitionale

au fost inlocuite cu valorile de adevar asignate lor, i.e., ea este adevarata.
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Intrucat acest lucru este corespunzator valabil pentru fiecare k-tuplu, re-
zulta ca

(1) .. (@) (By) - (Byp) @1, .- Tri Y, -5 40)

este adevarata pentru domeniul de indivizi considerat. Cu aceasta si (B)

este demonstrata.

11. Derivarea consecintelor din premise date.
Relatia cu formulele universal valide

Pana acum calculul predicatelor l-am utilizat doar pentru a deriva
formulele universal valide. Aici premisele deductiilor noastre, Axiomele
a)-f), erau ele insele de natura pur logica. Acum, prin cateva exemple,
vom prezenta metoda generala a derivarii formale in calculul predicatelor,
metoda pe care, inainte de a stabili axiomele, am putut-o descrie doar
tangential. Problema acum este aceea de a deriva consecintele din premise
arbitrare, care nu mai sunt de natura pur logica.

In premise apar acum nu doar variabile, ci si predicate individuale
precum si obiecte individuale. Drept simboluri pentru predicatele indi-
viduale vom lua fie majusculele grecesti, fie o combinatie de majuscule
latine urmata de minuscule latine, precum Mu, Om, Dsc etc.; iar pentru
predicate matematice vom lua simboluri predicative cunoscute din ma-
tematica, precum <, >, = etc. Conceptul de formula, asa cum a fost el
introdus 1n §4, este acum extins corespunzator.

Derivarea formala se realizeaza scriind premisele deductiilor simboli-
zat i adagandu-le ca formule primitive (axiome) Axiomelor logice a)-f),
impreuna cu care constituie clasa formulelor initiale pentru operatiile
formale care se executa in acord cu regulile de deductie «), ), 7), 9).

In interpretarea intuitiva a formulelor trebuie avut in vedere faptul ca
variabilele individuale nu se mai refera, in general, la vreun domeniu de
indivizi lasat nedeterminat, ci acest domeniu, de regula, este caracteri-
zat mai indeaproape prin natura premiselor, astfel incat el poate consta

din numerele intregi, numerele reale, punctele unui plan sau orice alte
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lucruri. Este de asemenea posibil sa apara mai multe domenii de indivizi,
aga cum e cazul in cel de-al doilea dintre exemplele considerate mai jos.
In acest caz ne trebuie mai multe clase de variabile individuale. Variabi-
lele predicative trebuie atunci deosebite si dupa felul argumentelor lor.
Axiomele e)-f) se pot atunci scrie de atatea ori cate clase de obiecte sunt
luate in considerare. Complicatia care rezulta astfel in calculul predica-
telor se poate insa evita, deoarece este intotdeauna posibil, aga cum vom
arata in tratarea celui de-al doilea din exemplele de mai jos, sa reducem
cazul mai multor domenii de indivizi la cazul unui singur domeniu.

Vom da mai intai cateva exemple simple.

Ca un prim exemplu ne-ar putea servi un silogism in care apare o
judecata singulara. Un silogism de acest fel este cel din exemplul tipic:

"Toti oamenii sunt muritori, Caius este un om, agsadar Caius este
muritor”.

In aceasti propozitie apar trei denotari individuale: doua predi-
cate i un nume propriu. Cuvintelor "om” si ”muritor” le corespund
doua predicate, Om(x) si Mu(x), pentru care clasa comuna de obiecte,
apartinatoare lor, poate fi considerata clasa fiintelor. Cel de-al treilea
simbol individual este numele propriu ”Caius”. Scrise ca formule, cele

doua premise sunt:

(x)(Om(z) = Mu(z)),
Om/(Caius).
Prin substitutie in formula
(x)F(z) = F(y)
se obtine:
(2)(Om(z) = Mu(x)) = (Om(y) = Mu(y))
iar apoi
()(Om(x) = Mu(x)) — (Om(Caius) — Mu(Caius)),

Om/(Caius) — Mu(Caius) [Regula f]
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Mu(Caius) [Regula f]

Ultima formula este insa redarea simbolica a concluziei noastre ”Caius
este muritor”.

Vom mai da inca doua exemple, de derivari matematice. Vom consi-
dera mai intai urmatoarea derivare din geometrie:

Ipoteza: ” Prin doua puncte diferite trece cel mult o dreapta.”

Concluzie: ” Doua drepte diferite nu au mai mult decat un punct co-
mun.”

Predicatele care apar aici sunt urmatoarele: mai intai, relatia A(z, y):
"x se afla pe y”. Aici primul loc pentru argumente se refera la clasa
punctelor, iar cel de-al doilea la cea a dreptelor. Apare apoi predicatul ”a
fi diferit”, adica opusul predicatului identitatii = (z,y). Locurile pentru
argumente ale acestui predicat se pot referi atat la puncte cat si la drepte;
fireste, asertiunea identitatii unui punct cu o dreapta trebuie considerata
intotdeauna ca falsa. Din motive de claritate, argumentele care se refera
la clasa punctelor vor fi denotate cu minuscule latine iar cele care se
refers la drepte cu majuscule latine.!®> Nume proprii de indivizi nu apar.

Expresia simbolica pentru ipoteza este:

(@) W= (2,y) = (EG)(EH)[= (G, H)&A (2, G)&A(x, H)
&A(y, G)&A(y, H)|}.

Concluzia se scrie:

(G)H){=(G, H) = (Ex)(Ey)[= (z, y)&A(z, G)&A(z, H)
L&Ay, G)&A(y, H)]}-
Daca A(z,y, G, H) este o abreviere pentru
Az, G)&A(y, G)&A(x, H)&A(y, H)

si facem uz de definitia simbolului —, atunci ca reprezentare simbolica

pentru ipoteza si concluzie vom obtine:

(@)(Y){= (z,y) V (EG)(EH)[= (G, H)&AU(z,y,G, H)]},

130 confuzie cu variabilele propozitionale nu poate si apari aici.
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respectiv

(G)H){= (G, H) V (Ex)(Ey)[= (2, y)&AU(z,y, G, H)]}.
In acord cu regula constructiei contradictoriei unei expresii, data in §8§,

cele doua expresii se pot transforma in
(@) (W{= (2.y) V (G)(H)[= (G, H)V AUx,y, G, H)]},

(G)HN{= (G H)V (2)y)= (.y) VA, y,G, H)]}-

Aducem acum ambele expresii la forma normala si obtinem:

(@) W(G)H){= (z,y) V (= (G, H) VU(w,y,G, H))},

(G)(H)(@)(y{= (G, H) V (= (z,y) VU(z,y, G, H))}.

Din aceste reprezentari formale se vede de-ndata ca concluzia se poate
deriva din ipoteza, caci formula pentru ipoteza trece in formula pentru
concluzie daca produselor li se aplica legile asociativitatii si comutati-
vitatii iar cuantificatorilor universali li se aplica regula rearanjarii (cf.
Regula XII, §8). Totodata recunoagtem ca lucrurile au loc si invers, res-
pectiv, din adevarul concluziei se poate conchide asupra adevarului ipo-
tezei.

Aparitia simultana a doua domenii de indivizi se poate evita in
urmatorul fel, a carui generalizare la cazuri arbitrare nu necesita nicio
explicatie particulara. Luam ca baza un singur domeniu de indivizi, care
consta din puncte sgi drepte si introducem doua predicate individuale,
[I(z) ("« este un punct”) si I'(z) ("x este o dreapta”). Atunci ipoteza

din exemplul nostru se scrie:

(@) (W { (T (2)&IL(y) &= (2, y)) = (E2)(Eu)[['(2)&I ()
&= (z,u) &N (x, 2) &N (x, u)&A(y, 2)&A(y, u)]}.
Concluzia se poate exprima intr-un mod similar.

Al doilea exemplu de derivare matematica consta in demonstrarea

teoremet tranzitivitatii relatiei " de la mai mic la mai mare’. Aceasta
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teorema, a carei redare prin formula
< (z,y)& < (y,2) =< (2,2)

ne este deja cunoscuta, o vom intelege aici in sensul teoriei cantitatilor
masurabile. Locurile pentru argumente ale predicatului < (z,y) le consi-
deram ca referindu-se la un anume gen de marime (e.g., lungimi de seg-
mente de dreapta sau numere reale pozitive), iar predicatul il consideram
ca derivand din aditia marimilor. Introducem simbolul ®(z,y, z) pentru
predicatul triadic "z marit cu y da z” (sau, scris aritmetic: z + y = 2).
Cu ajutorul acestui predicat, < (x,y) se poate defini prin

(Eu)®(z,u,y).

("Exista un u care adaugat lui x da y”.)
Daca substituim aceasta definitie in teorema noastra, atunci aceasta

teorema capata urmatoarea forma:
[(Bu)®(z, u, y)&(Eu)®(y, u, 2)] = (Bu)®(z,u, 2).

In aceasta forma teorema pe care o avem in vedere se poate demonstra
cu conditia ca doua postulate vom asuma cu privire la aditia marimilor:

1. ”"Doua marimi pot fi intotdeauna adunate”, i.e.,
(E2)®(z,y, 2).
2. ”Pentru aditia marimilor este valabila legea asociativitatii
r+y+z)=(x+y) +2",

ie.,
(B, y, u) ey, 2, )&D(u, 2, w)] = D, v, w).

Cele doua postulate sunt in forma normala si contin variabile li-
bere. Daca gi teorema o aducem in forma normala, atunci aceasta capata

urmatoarea forma:

(u) (V) (Bw)(®(x,u,y) V ®(y,v,2) V ®(x,w, 2)).
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Aceasta se poate scrie si astfel:
(w)(0)(Bw)(®(z,u, y)&P(y, v, 2) = O(x,w, 2)).

Pe baza postulatelor noastre, aceasta formula se poate deriva in felul
urmator:

Prin redenumirea variabilelor, din cele doua postulate se obtine

L. (Bw)®(u,v,w).

2. (P(x,u, y)&P(u, v,w)&d(y,v,2)) = O(x,w, z).

Daca la cel de-al doilea postulat se aplica Regula VII (Cap. 1, §11),
atunci aceasta se poate transforma in:

O (u,v,w) = [(P(x, u,y)&P(y,v, 2)) = (z,w, 2)].

Prin utilizarea regulii aferente Teoremei 34, din aceasta formula de-

(Ew)®(u,v,w) = (Ew)[(P(z,u, y)&P(y, v, 2)) = O(x,w, 2)].

Acum, intrucat (Ew)®(u, v, w) a fost asumata ca adevarata, obtinem,

mai departe
(Bw)(®(z, u,y)&P(y, v, 2) = O(z,w, 2)).

Din aceasta formula teorema rezulta daca, in acord cu Regula 7/), o
prefixam cu cuantificatorii universali (u) si (v).

Metoda explicata in acest paragraf, a derivarii formale din premise
care nu reprezinta formule universal valide, isi gaseste aplicatia sa princi-
pala in problema elaborarii principiilor sau axiomelor pentru un domeniu
arbitrar al cunoasterii si a derivarii din acestea a restului teoremelor in
calitate de consecinte. S-ar putea chiar spune ca ideea de sistem axio-
matic abia acum isi gaseste formularea sa riguroasa; deoarece ideea de
axiomatizare completa nu presupune doar expunerea axiomelor ca atare,
ci i redarea exacta a mijloacelor logice care ne dau posibilitatea sa de-
rivam noi teoreme din axiome. La intrebarea daca orice propozitie, care
intuitiv reprezinta o consecinta a axiomelor, poate fi obtinuta si cu pro-

cedeul derivarii formale, ne vom opri la finele acestui paragraf.
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Sistemele de axiome, in masura in care se pot ele formaliza ca atare
in cadrele calculului restrans al predicatelor, tratat aici, se impart in
doua clase. Printr-un sistem axiomatic de ordinul intai vom intelege
unul in care axiomele individuale nu contin nicio variabila predicativa, ci
doar predicate individuale. (Aici si in cele ce urmeaza, prin axiome vom
intelege doar formulele initiale, caracteristice domeniului respectiv, nu
formulele logice primitive ale §5, care apartin constructiei invariabile a
oricarui sistem axiomatic.) Daca in axiome apar si variabile predicative,
atunci vorbim despre un sistem axiomatic de ordinul doi. O exceptie la
aceasta clasificare se face doar cu referire la axiomele identitatii. Daca
pentru predicatul identitatii vom utiliza din nou simbolul =, atunci aceste

axiome au urmatoarea forma:

(z, )

= (z,y) = (F(z) = F(y)).

(in axiomatica intuitiva cel mai adesea aceste axiome sunt omise, intrucat
ele au o natura pur logica. Cf. Cap. 4, §1.) In cea de-a doua dintre
aceste axiome apare o variabila predicativa. Cu toate acestea, sistemele
axiomatice in care apar variabile predicative doar in axiomele identitatii
sunt considerate sisteme de ordinul intai. Motivul este acela ca a doua
axioma a identitatii, in masura in care problema este utilizarea ei in
sistemul axiomatic la care ne referim, se poate intotdeauna inlocui cu
axiome fara variabile predicative. Deoarece in locul acestei axiome se pot
lua axiomele care rezulta din ea substituind pentru F' (in acord cu Regula
a3)) predicate individuale care apar in sistemul axiomatic si adaugand
axiomele care exprima simetria si tranzitivitatea identitatii. De exemplu,
daca in sistemul axiomatic avem predicatele individuale ®( ) si ¥( , ),
atunci axiomele identitatii vor fi:

= (z, )

= (a:,y) —= (yax)
(= (T, )& =(y,2) == (z,2)
= (z,y) = (®(z) = D(y))
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= (z,y) = (V(z,2) = ¥(y,2))

= (z,9) = (Y(z,2) = V(z,9));
corespunzator vom proceda gi in celelalte cazuri. Vom renunta aici la o
demonstratie riguroasa a ideii acestei inlocuiri.

Un sistem axiomatic de ordinul doi este, de exemplu, sistemul axi-
omatic Peano pentru numerele naturale, intrucat formularea axiomei
inductiei complete cere utilizarea unei variabile predicative. Un alt exem-
plu il constituie sistemul axiomatic pentru teoria multimilor, in formula-
rea lui originala (Zermelo), data fiind ocurenta unei variabile predicative
in axioma alegerii. Din sistemele de ordinul intai fac parte, printre al-
tele, sistemul axiomatic hilbertian pentru geometrie, abstractie facand
de axioma continuitatii, dar si sistemul axiomatic al teoriei grupurilor.

Drept problema fundamentala s-ar putea acum ridica intrebarea: daca
pentru o propozitie data dintr-un domeniu al cunoasterii este posibil sa
stabilim daca este sau nu o consecinta a axiomelor.

Vom arata acum ca aceasta problema se poate reduce la una a cal-
culului pur al predicatelor, i.e., a calculului elaborat in §5, care contine
doar variabile individuale si variabile predicative. Caci intrebarea privi-
toare la dependenta logica a unei propozitii de un sistem axiomatic se
poate reduce la o alta, respectiv daca o anumita formula a calculului pur
al predicatelor este sau nu o formula universal valida. Totusi, acest lucru
este valabil doar in cazul in care sistemul axiomatic este unul de ordi-
nul intai. Demonstratia acestui lucru o vom ilustra printr-un exemplu
particular.

In investigatia interdependentei logice dintre diferitele grupe de axi-
ome ale geometriei exista un rezultat de o importanta si de un interes
anume, potrivit caruia teorema speciala a lui Pascal, care joaca un rol
esential in fundamentarea teoriei proportiei fara utilizarea axiomei con-
tinuitatii, nu poate fi demonstrata doar din axiomele de incidenta, de or-
dine si din axioma paralelelor. Problema este sa aratam ca independenta
teoremei lui Pascal de axiomele mentionate este echivalenta cu nedemon-

strabilitatea unei anumite formule a calculului pur al predicatelor.
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Mai intai trebuie sa exprimam in calculul nostru atat axiomele con-
siderate cat si teorema speciala a lui Pascal, si anume in asa fel incat
vom vorbi doar de un singur gen de lucruri. Pentru evitarea mai mul-
tor domenii de indivizi, nu vom utiliza aici metoda general aplicabila,
mentionata anterior, ci una care este special adecvata exemplului nostru.
Pentru aceasta trebuie doar ca in locul relatiei de baza dintre puncte
si drepte ("punctul = se afla pe dreapta y” sau ”punctele z,y definesc
dreapta 2”) sa introducem o relatie intre trei puncte Dr(z,y, z) ("z, y s
z se afla pe o dreapta”). Similar, in locul relatiei de baza dintre puncte
si plane, vom lua o relatie dintre patru puncte Pl(x,y, z,u) ("z,y, z,u se
afla intr-un plan”).

La aceste doua predicate trebuie sa adaugam si relatia de identitate
= (z,y), dar si relatia ”a se afla intre” Intr(z,y,z) ("z se afla intre y si
7)>‘

Cu ajutorul acestor patru relatii introduse, toate axiomele care apar

I\

in problema noastra, inclusiv teorema lui Pascal, se pot acum reda prin
formule logice. Esential aici este ca in aceste formule sa evitam variabi-
lele individuale libere, lucru posibil daca prefixam peste tot formulele cu
cuantificatori universali. De exemplu, axioma ”Prin doua puncte trece

doar o singura dreapta” este redata prin formula:
(@)(y)(w)(W{[Dr(z,y, w)&Dr(z,y,v)& = (z,y)&= (u,v)] = Dr(z, u,v)},

in cuvinte: "Daca x,y si u se afla pe o dreapta si z,y,v se afla pe o
dreapta gi, in plus, x este diferit de y si u este diferit de v, atunci si z, u
si v se afla pe o dreapta”. Axioma ”Daca doua plane au un punct comun,
atunci ele au cel putin un alt punct comun” se reda prin formula:

(@) (y)(2)(u) () (w)(P){[PU(z, y, 2, p)&Pl(u, v, w, p)] —
(BEq)(=(p, 9)&Pl(z,y, z,q)&Pl(u, v, w,q))}.
Axiomei, esentiale pentru ordonarea in plane, ”Daca o dreapta aflata

in planul unui triunghi intersecteaza o latura a acestui triunghi, atunci ea

intersecteaza inca o alta latura a triunghiului” 1i corespunde urmatoarea



124 Capitolul 3

formula:
(2) () (2) (W) (W{[PU(=, y, 2,u)&Dr (2, y, 2) & Intr (v, 2, y)&
Dr(x,y,u)&Dr(z,u,v)] — (Bw)[Dr(u,v, w)&
&(Intr(w, z, z) V Intr(w,y, z))]}.
Trebuie mentionat faptul ca in introducerea relatiilor ” Dr” i ” Pl”,

pentru aceste relatii proprietatea simetriei trebuie sa fie formulata ca

axiome. Vom construi astfel formula:

(@)(y)({ Dr(z,y,2) = (Dr(z, z,y)&Dr(y, =, 2))},

dar i formula corespunzatoare pentru Pl. Proprietatile relatier de iden-

titate trebuie de asemenea formulate ca axiome:
(@) (W) (= (z,y) == (y,2)),
(z) = (z,2),
(@) (W)= (z,2)& = (y,2) == (z,9)},
(= (z,u)&Dr(z,y,2)) = Dr(u,y, 2)},
(= (x,v)&Pl(z,y, z,u)) = Pl(v,y,z,u)},
(@) () (w) (2 ){ (= (z,y)&Intr(z, u, 2)) — Intr(y,u, 2)},
(@) () (W) ({ (= (z,y)&lntr(u, 2, z)) = Intr(u,y, 2)}.

Ultimele patru formule exprima faptul ca in orice relatie cu care
operam obiectele identice pot fi inlocuite reciproc. Sa ne reprezentam
acum ca toate axiomele scrise in formule sunt legate prin simbolul &
intr-o singura formula. Aceasta exprima conditia integrala impusa predi-

” —”

catelor , "Dr” 7 Intr”, 7 Pl” sau, cum se mai spune in axiomatica,
ea contine definitia implicita a acestor predicate. Drept abreviere pentru

aceasta formula, vom scrie:
A(=, Dr, Intr, Pl).

Exprimata in mod uzual, teorema speciala a lui Pascal suna astfel: Fie
A B,Csi A, B', (", cate trei puncte aflate respectiv pe doua drepte care

se intersecteaza, astfel incat niciunul nu coincide cu punctul de intersectie
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al celor doua drepte. Atunci daca BC’ este paralela cu CB’ iar C A’
paralela cu AC’, atunci si AB’ este paralela cu BA'. Aceasta teorema
poate fi de asemenea exprimata printr-o formula logica in care, dintre
predicatele de mai sus, apar doar "=" si "Dr”. Vom denota aceasta

formula cu P(=, Dr). Asertiunea pe care o avem in discutie spune ca din
2A(=, Dr, Intr, Pl)

nu poate fi demonstrata
B(=, Dr).

In aceast’ asertiune semnificatia geometrica efectiva a =, Dr, Intr, Pl nu
mai apare. Caci, In acord cu punctul de vedere axiomatic, in demonstratia
unei teoreme din axiome geometrice, din relatiile de baza introduse nu se
poate utiliza nimic altceva decat ceea ce este formulat explicit in axiome.

Putem asadar sa eliminam cu totul aceste predicate iar in locul lor
sa punem patru variabile predicative, fireste, cu locurile corespunzatoare

pentru argumente:
F(z,y); G(z,y,2); H(z,y,2); K(x,y, zu).

Demonstrabilitatea teoremei lui Pascal ar insemna ca pentru orice

patru astfel de predicate F, G, H, K, pentru care
A(F, G, H,K)

este adevarata, este adevarata si B(F,G), i.e., ca

AF G, H K)— PB(F,G)

este o formula universal valida. Trebuie sa aratam asadar ca nu astfel
stau lucrurile.

In acelagi mod, pentru orice altd teoremi geometrica se poate gasi o
formula a calculului predicatelor care-i corespunde, astfel incat teorema
este o consecinta a axiomelor daca si numai daca formula logica este una

universal valida. In mod similar, problemele consistentei pot fi aduse in
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interrelatie cu validitatea universala a anumitor formule. De exemplu,

intrebarea daca axiomele geometrice comasate in formula
A(=, Dr, Intr, Pl)

sunt compatibile este echivalenta cu o alta, daca formula

A(F,G, H,K)
nu este o formula universal valida.

Putem apoi afirma ca orice consecinta a unui sistem axiomatic de
ordinul intai poate fi obtinuta din acest sistem si cu ajutorul metodei for-
male de deriware prezentate la inceputul acestur paragraf. Caci formula
universal valida care exprima dependenta logica a teoremei de axiome
este de asemenea demonstrabila, in acord cu §10. Dupa substitutia de
predicate specifice pentru variabilele predicative in aceasta formula Re-
gula detagarii ne livreaza teorema insasi.

Remarcile noastre ultime cu privire la echivalenta dintre dependenta
unei teoreme de un sistem axiomatic si validitatea universala a unei anu-
mite formule a calculului predicatelor se refera, asa cum am mentionat
deja, doar la sisteme axiomatice de ordinul intai. Pentru sisteme axi-
omatice de ordinul doi exista insa raporturi similare. Doar ca formula
universal valida aflata in discutie nu mai poate fi exprimata cu mijloa-
cele calculului restrans al predicatelor, ci apartine calculului extins al

predicatelor, care va fi tratat in Capitolul 4.

12. Problema deciziei

Din consideratiile paragrafului precedent rezulta importanta fun-
damentala a problemei determinarii pentru o formula data a calculului
predicatelor daci ea este sau nu universal valids. In acord cu definitia
data in §5, validitatea universala a unei formule inseamna acelasi lucru
ca validitatea universala a formulei pentru orice domeniu de indivizi. De
aceea referirea la aceasta problema se face gi in termenii problema vali-

ditatii universale a unei formule. Mai exact, in locul validitatii universale
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ar trebui sa se spuna validitatea universala in orice domeniu de indivizi.
In acord cu expunerile din §10, formulele universal valide ale calculului
predicatelor sunt exact formulele care pot fi derivate din sistemul axi-
omatic al §5. Acest fapt nu ne poate ajuta in solutionarea problemei
validitatii universale, deoarece nu avem niciun criteriu general pentru
deductibilitatea unei formule.

O formula a calcului pur al predicatelor, i.e., o formula in care nu apar
simboluri individuale, se numeste satisfiabila intr-un domeniu de indivizi,
daca variabilele propozitionale sunt inlocuite prin valorile ”adevarat” si
"fals”, variabilele predicative sunt inlocuite cu predicate individuale arbi-
trare, definite in domeniul respectiv de indivizi, iar variabilele individuale
libere sunt inlocuite cu obiecte individuale in asa fel incat formula trece
intr-o propozitie adevarata. Daca despre o formula se spune, simplu, ca
este satisfiabila, atunci prin aceasta vom intelege ca exista un domeniu
de indivizi in care ea este satisfiabila. Daca o formula 2 nu este universal
validi in vreun domeniu dat de indivizi, atunci, evident, A este satisfi-
abila in domeniul respectiv, si invers. Similar, validitatea universala in
general a unei formule 2 si satisfiabilitatea formulei 2 se afld in raport
de afirmare si negare.

La cele doua probleme echivalente, cea a wvaliditatii universale si cea
a satisfiabilitatiz, in mod obignuit ne referim si cu numele comun de pro-
blema decizier calculului restrans al predicatelor. Potrivit observatiilor
facute in §11, suntem indreptatiti s-o numim problema principala a logi-
c1t matematice.

Conceptele validitatii universale si satisfiabilitatii le vom clarifica prin
cateva exemple. Universal valide sunt, de exemplu, toate formulele pe
care le-am putut deriva din axiomele logice, precum Teoremele 21-36 ale

§6. Toate formulele universal valide sunt, fireste, si satisfiabile. Formula
(Bx)F(x)

nu este, desigur, universal valida dar este satisfiabila. Trebuie doar sa

luam pentru F' predicatul ”a fi identic cu el insusi”, intr-un domeniu de
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indivizi arbitrar ales. Acest predicat are loc nu doar pentru un obiect, ci
pentru toate obiectele. De aici rezulta ca

() F(x)

este de asemenea satisfiabila. Apoi, satisfiabila este si formula

(@) F (2, 2)&()(Ey) F(z,y).
Trebuie doar sa luam ca domeniu de indivizi numerele intregi iar pen-
tru F(z,y) sa substituim predicatul x < y. Drept exemplu de formula

nesatisfiabila, mentionam

(Bx)(y)(F(z, 2)&F(z,y)),

deoarece negatia ei

(2)(By)(F(z,2) V F(z,y))
este o formula valida, dat fiind faptul ca pentru fiecare x exista un y de
felul cerut; dat fiind faptul ca pe y il putem lua ca fiind x insusi.
Problemei deciziei i se poate da si o forma mai tare. O formula care
este satisfiabila in vreun domeniu de indivizi nu trebuie sa fie satisfiabila

in orice domeniu de indivizi. De exemplu, formula
(Ex)(By)(F(x)&F (y))

este, desigur, satisfiabila. Trebuie doar sa luam ca domeniu de indivizi
domeniul care consta din 0 si 1 iar pentru F' sa substituim predicatul
"x = 0". Atunci exista un x si un y astfel incat x = 0 i y # 0, respectiv
0 si 1. Formula nu este insa satisfiabila intr-un domeniu de indivizi care
consta doar dintr-un singur element, deoarece un predicat nu poate sa
aiba si sa nu aiba loc simultan despre acelagi lucru. Similar, negatia

formulei de mai sus,

(@)(y)(F(x) V F(y))

este universal valida daca exista numai un obiect in domeniul de indivizi,

In caz contrar nu.
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Daca satisfiabilitatea sau validitatea universala a unei formule au loc
intr-un domeniu de indivizi, atunci au loc si in orice alt domeniu de in-
divizi cu acelagi numar cardinal, aga cum usor se poate constata printr-o
corespondenta unu-la-unu a domeniilor. Asadar, abstractie facand de for-
mulele care sunt universal valide (respectiv satisfiabile) in orice domeniu
de indivizi si abstractie facand de cele care nu au aceasta proprietate pen-
tru niciun domeniu, asertarea validitatii universale, respectiv satisfiabi-
litatii unei formule logice este echivalenta cu o propozitie despre numarul
de indivizi. In sensul cel mai larg, problema deciziei poate fi considerata
solutionata daca avem o metoda care ne permite sa decidem pentru orice
formula data in care domenii de indivizi este ea universal valida, respectiv
satisfiabila, si in care nu.

Cat priveste relatia dintre cele doua forme ale problemei deciziei una
cu cealalta, avem deja o teorema remarcabila in §10.

Daca o formula este universal wvalida intr-un domeniu infinit
numarabil, atunci ea este universal valida in orice domeniu, i.e., ea este
o formula identica.

Formulata cu referire la satisfiabilitate, teorema ar fi urmatoarea:

Daca o formula este satisfiabila in vreun domeniu de indivizi, atunci
satisfiabilitatea ei are loc si intr-un domeniu infinit numarabil de indivizi.

Drept extensie (fireste, mult mai triviala) a acestei teoreme avem:

Daca o formula este satisfiabila intr-un domeniu arbitrar de indivizi,
atunci ea este satisfiabila si in orice domeniu care contine un numar mai
mare de indivizi.

De fapt, definitia predicatelor care satisfac o formula intr-un domeniu
(J) se poate ugor extinde in asa fel incat satisfiabilitatea are loc si intr-
un domeniu de indivizi (J’) care contine (J) ca subdomeniu. Pentru
aceasta vom selecta din (J) un element arbitrar « gi vom extinde definitia
predicatelor la domeniul (J) procedand ca si cand toate elementele lui
(J') care nu apartin lui (J) ar fi identice cu a. Daca, de exemplu, pentru
domeniul (J) avem un predicat ® cu n locuri pentru argumente, care

satisface formula, atunci predicatul corespunzator lui, W, in (J') este
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definit in felul urmator: Pentru toti 1, x9, ..., z, din (J') are loc:
\I/(l'l, Lo, ... ,l'n) ~ (I)(tl,tg, N ,tn).

Aici v; este identic cu z;, daca z; apartine lui (J), in caz contrar el
este acelasi ca a. Din modul in care predicatele sunt definite rezulta apoi
satisfiabilitatea in domeniul (.J'), lucru pe care nu-1 vom expune detaliat
aici.

In cazul in care domeniul de indivizi contine un numar finit fizat de
indivizi, decizia cu privire la validitatea universala, respectiv satisfiabili-
tatea unei formule, poate fi intotdeauna facuta.

De fapt, in acest caz cuantificatorii universali se pot inlocui cu o
conjunctie finita iar cei existentiali cu o disjunctie finita de propozitii,
si astfel validitatea universala, respectiv satisfiabilitatea formulei in do-
meniul finit, se reduce la validitatea universala, respectiv satisfiabilitatea
unei formule a calculului propozitional.

Un exemplu va face mai clar acest lucru. Sa luam ca problema exa-

minarea satisfiabilitatii formulei

(Ex)(y)(F (2, 2)&F(,y))

intr-un domeniu care consta din doua elemente. Daca denotam elementele
acestui domeniu cu 0 gi 1, atunci pentru acest domeniu orice formula
(Ex)2U(x) este echivalenta cu 2(0) V (1) iar orice formula (x)2((x) este
echivalenta cu 24(0)&2((1). Si astfel, formula de mai sus poate fi inlocuita

mai Intai cu

(W)(F(0,00&F(0,9)) V (y)(F(L, D)&F(1,y)).
iar apoi cu
(F(0,0)&F(0,0)&F(0,0)&F(0,1)) V(F(1,1)&F(1,0)&F(1,1)&F(1,1)).
Tot ceea ce trebuie sa facem acum este sa inlocuim F(0,0), F(0,1)
s.a.am.d. cu propozitii adevarate si false astfel incat intreaga formula

ia valoarea "adevarat”. Cu alte cuvinte, satisfiabilitatea formulei intr-

un domeniu cu doud elemente se reduce la satisfiabilitatea formulei
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propozitionale
(A& A&A&B) V (C&D&C&C).

Din ultimele teoreme rezulta urmatoarele: Daca pentru o formula data
se poate ardata ca satisfiabilitatea ei are loc daca si numai daca formula
este satisfiabila intr-un domeniu de indivizi care consta dintr-un numar
finit fixat k de indivizi, atunci problema satisfiabilitatii este decisa pentru
toate domeniile de indivizi.

Caci, mai intai, putem determina daca formula este satisfiabila intr-
un domeniu cu k indivizi. Daca nu acesta este cazul, atunci formula nu
este satisfiabila in niciun domeniu. insé, daca ea este satisfiabila in acest
domeniu, atunci ea este satisfiabila si in toate domeniile cu un numar mai
mare de indivizi. Atunci ne ramane doar sa investigam satisfiabilitatea
formulei in domenii cu 1,2,...,k — 1 elemente, lucru care de asemenea
se poate constata.

Sa remarcam totodata faptul ca in acest fel nu se poate ajunge la o
solutie generala a problemei deciziei. Caci exista formule care nu sunt
satisfiabile in niciun domeniu finit de indivizi, dar care sunt satisfiabile
intr-un domeniu cu infinit de multe elemente. Din aceste formule face

parte, de exemplu,

(@) (Ey) F(z, y)& (@) F (2, 2)&(x)(y) (2) ((F (2, y) &F(y, 2)) = F(z, 2)).

Aceasta formula este satisfacuta, de exemplu, in domeniul numere-
lor naturale, de catre predicatul * < y. Dimpotriva, asumptia satis-
fiabilitatii ei intr-un domeniu cu un numar finit de indivizi genereaza
de-ndata o contradictie. Fie, de exemplu, ® predicatul care o satisface.
Dat fiind adevarul subformulei (z)(Ey)®(z,y), ar exista un lant de ele-
mente aq, as, as, . .. care poate fi extins nedefinit, astfel incat ®(a;, a;41)
are Intotdeauna loc. Data fiind asumata finitudine a domeniului de indi-
vizi, ar exista un i gi un k (k > i) astfel incat a; si a; sunt unul si acelasi
element. Din

(2)(1)(2) (27, y)&D(y, 2)) = O(z,2))

ar rezulta atunci ®(a;, a;), pe cand (x)®(x, z) trebuie s fie totusi cazul.
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In timp ce 1n calculul propozitional problema deciziei a fost usor de
solutionat, de exemplu prin utilizarea formei normale conjunctive sau
disjunctive (comp. Cap. 1, §4, §6, dar si §8), in calculul predicatelor
problema deciziei reprezinta o problema foarte dificila si in ansamblu
una insolvabila. Anumite ratiuni, redate mai detaliat ceva mai jos, chiar
lasa sa para fara de speranta cautarea unei solutii complete. Data fiind
semnificatia centrala a problemei, chiar si stradaniile de a da o procedura
de decizie cel putin pentru o cat mai larga clasa posibila de formule, sunt
de un mare interes. In cele ce urmeazi vom expune rezultatele esentiale
in aceasta directie.

In toate consideratiile care urmeaza vom presupune ca avem in vedere
intotdeauna formule care nu mai contin nicio variabila individuala libera.
Inainte de a ne indrepta atentia asupra cazurilor speciale solutionate ale
problemei deciziei, ne vom opri la cateva teoreme cu caracter mai general,
aflate in relatie cu problema deciziei. Unele dintre aceste teoreme le-am
mentionat deja in §8, respectiv teorema despre forma normala prenexa
si cea despre forma normala Skolem. Ele au avantajul ca in consideratiile
privitoare la validitatea universala sau satisfiabilitatea formulelor pot fi
avute in vedere doar formulele aflate intr-o forma normala speciala sau
redusa, fara ca prin aceasta consideratiile sa-si piarda din generalitate.
Pentru acest motiv ele se mai numesc si teoreme de reductie. De exemplu,
teorema lui Skolem (formulata aici in raport cu satisfiabilitatea) aserteaza
ca pentru orice formula data a calculului predicatelor se poate gasi o alta

formula, cu un prefix de forma

(1) (@m) (Eyr) - - (Eyn),

a carei satisfiabilitate este echivalenta cu satisfiabilitatea formulei date.
De aceea in problema satisfiabilitatii trebuie sa consideram doar formule
care au un prefix de forma mentionata.

Alte teoreme de acest gen se refera, de asemenea, fie la reductia for-
mulelor la formule cu anumite prefixe, fie la reductia numarului de ar-

gumente 1n variabilele predicative care apar, fie la reductia numarului
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variabilelor predicative etc. Dintre numeroasele rezultate in acest sens
vom mentiona doar urmatoarele:

Pentru orice formula se poate gasi una echivalenta ei sub raportul
satisfiabilitatii, dar in care apar doar variabile predicative monadice si
diadice.'* Apoi, ne putem chiar limita la acele formule in care apare o

singura variabila predicativa diadica si, in plus, are prefixul de forma'®

(Bx1) .. (Exy)(y1)(y2) (B2)(w) - - (un).

Mai departe, in problema satisfiabilitatii ne putem restrange la acele

formule care au un prefix de forma'®

(1) (22) (23)(Eyr) - . (Eyn)-

In fine, in problema satisfiabilitatii este suficient sa consideram si

astfel de formule care au un prefix de forma!”

(Bx)(y)(Ez)(u1) - .. (un)-

Referitor la demonstratia acestor teoreme, trimitem la lucrarile ori-
ginale citate.'®

Vom prezenta acum cazurile speciale cele mai importante in care o
solutie a problemei deciziei a izbutit. Aceste cazuri speciale constituie o
anumita paralela la teoremele de reductie de mai sus. Teoremei potri-
vit careia pentru orice formula a calculului predicatelor se poate gasi o

alta formula echivalenta sub aspectul satisfiabilitatii, in care apar doar

4y, Lowenheim, lucrarea citata in §10.

15, Kalmér, Zuriickfiihrung des Entscheidungsproblems auf den Fall von Formeln
mit einer einzigen bindren Funktionsvariablen. Comp. Math. Vol. 4(1936). Comp. si
lucrarile anterioare, indicate acolo, ale autorului.

16K . Godel, Zum Enstscheidungsproblem des logischen Funktionenkalkiils. Mh.
Math. Physik, Vol. 40(1933).

17W. Ackermann, Beitrdage zum Entscheidungsproblem der mathematischen Logik.
Math. Ann. Vol. 112(1936).

18Alte teoreme de reductie se gisesc in lucririle: J. Pepis, Beitrige zur Redu-
ktionstheorie des logischen Entscheidungsproblems. Acta Lit. Szeged, Vol. 8(1936).
Th. Skolem, Finige Reduktionen des Entscheidungsproblems. Avh. Vid. Akad. Oslo, I
Mat.-Nat. Klasse 1936, Nr. 6.
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variabile predicative monadice si diadice, 1i corespunde teorema potrivit
careia decizia pentru clasa formulelor care contin doar variabile predica-
tive monadice, a fost solutionata. Similar, teoremelor care, cu referire la
problema deciziei, considera reductia formulelor la acele formule care au
anumite prefixe, le corespunde faptul ca pentru anumite clase de prefixe
s-a putut de asemenea obtine o solutie a problemei deciziei.

Posibilitatea de principiu a deciziei in cazul predicatelor monadice a
fost recunoscuta pentru prima data de L. Lowenheim.'® Demonstratii mai
simple au fost date?® de Th. Skolem?' si H. Behmann.?? Prin relevanta
lor, aceste demonstratii trec dincolo de domeniul calculului restrans al
predicatelor, intrucat ele solutioneaza problema deciziei, in masura in
care apar doar predicate monadice, si pentru calculul predicatelor de
ordinul doi, care va fi tratat in Capitolul 4. La acest lucru vom reveni in
urmatorul capitol.

De alftel, in consideratiile care urmeaza este mai convenabil sa con-
sideram problema validitatii universale. De decidabilitatea formulelor
calculului restrans al predicatelor care contin doar variabile predicative
monadice ne putem ugor convinge in urmatorul mod.

Fie data o formula de acest gen. Fie k numarul simbolurilor pre-
dicative distincte A, B,..., K, care apar in aceasta formula. Asertam
urmatoarele: Daca formula este universal valida in toate cazurile in care
domeniul de indivizi are cel mult 2F obiecte, atunci ea este universal va-

lida in orice domeniu.

197,. Lowenheim, loc. cit.

200 tratare speciald, clari a calculului predicatelor monadice se gaseste in Hilbert-
Bernays, Grundlagen der Mathematik, I (Comp. in mod special §5, pp. 194-195).

2ITh. Skolem, Untersuchungen tber die Axiome des Klassenkalkiils und tber
Produktation- und Summationsprobleme, welche gewisse Klassen von Aussagen be-
treffen. Vid. Skrifter I, Mat.-nat. Klasse 1919, No. 3.

22H. Behmann, Beitrdge zur Algebra der Logik und zum Entscheidungsproblem,
Math. Ann. Vol. 86(1922).
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Pentru demonstratie presupunem ca formula considerata genereaza o
propozitie fals& pentru un anumit sistem de mai mult decat 2% indivizi,
prin inlocuirea variabilelor predicative A, B, ..., K cu predicate definite
Ag, By, - .., Ky. Din aceasta propozitie vom deriva apoi o alta propozitie
falsa care de asemenea rezulta prin ”specializarea” formulei considerate
si care se refera la un sistem de cel mult 2% indivizi.

Dizivam obiectele, la care propozitia falsa de mai sus (cu predicatele
Ap, By, . .., Kp) se refera, in clase considerand doua obiecte a, b in aceeasi

clasa daca propozitiile
Ap(a), Bo(a), ..., Ko(a)
au, respectiv, aceleasi valori de adevar ca
Ao(b), Bob), .., Ko(b),
si deci

Ap(a) are aceeasi valoare de adevar ca Agy(b),

By(a) are aceeasi valoare de adevar ca By(b),

Ky(a) are aceeasi valoare de adevar ca Ky(b).

In acest fel obtinem cel mult 2% clase. Deoarece pentru un obiect a
propozitia Ag(a) poate sa fie doar adevarata sau falsa, acelasi lucru fiind
valabil gi pentru By(a) s.a.m.d. In total existd asadar doar 2F posibilititi
de distribuire a adevarului si falsitatii pentru propozitiile

Ap(a), Bo(a), ..., Ko(a),

iar daca pentru doua obiecte avem aceeasi distribuire, atunci ele apartin
aceleiagi clase.

Fie aq,aq, ..., a, clasele distincte pe care astfel le obtinem; unde,
asadar, n < 2¥. Vom lua acum multimea claselor oy, s,...,q, ca un
nou sistem de obiecte. Cu referire la aceste obiecte vom defini k pre-

dicate Ay, By,...,K; in urmatorul mod: A; are loc pentru clasa o,
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(p=1,...,n) daca si numai daca Ay are loc pentru obiectele originale
care apartin lui a,. In mod similar vom defini By, ... K.

Acum, daca intr-o propozitie arbitrara, construita din predicatele
Ay, By, ..., Ky cu ajutorul simbolurilor logice, se inlocuiesc Ay cu Ay,
By cu By, ..., Ky cu K; iar ca valori ale variabilelor individuale in locul
obiectelor initiale se iau clasele aq, as, ..., a, si fiecare obiect individual
care poate sa apara in propozitie se inlocuieste cu clasa careia-i apartine,
atunci propozitia trece in una cu aceeasi valoare de adevar.

Adevarul acestei asertiuni este imediat sesizabil In cazul In care
propozitia la care ne referim nu contine cuantificatori universali si
existentiali. In cazul general ea se demonstreaza scriind propozitia in
forma normala iar din valabilitatea ei pentru o formula prefixata cu m
cuantificatori se conchide asupra valabilitatii ei pentru m + 1 cuantifica-
tori.

Acum, din aceasta teorema rezulta, in particular, ca acea propozitie
falsa, care conform presupunerii noastre rezulta din formula data
prin inlocuirea variabilelor predicative A, B,...,K cu predicatele
Ag, By, ..., Ky, trece intr-o alta propozitie falsa daca predicatele
Ao, By, ..., Ky le inlocuim cu Ay, By, ..., Ky iar ca valori pentru vari-
abilele individuale luam clasele aq, as, ..., a,.

Asadar, decizia trebuie s-o facem doar pentru cazul in care avem in
vedere cel mult 2 obiecte, asadar un numar finit de obiecte. Pentru acest
caz insda, asa cum am vazut, decizia se poate efectua printr-un procedeu
finit.

Acum, daca vom considera din nou formule in care apar variabile
predicative arbitrare, atunci o procedura de decizie pentru validitatea
universala a acelor formule in care prefixul consta doar din cuantificatori
universali, sau doar din cuantificatori existentiali, sau in care toti cuan-
tificatorii universali preced toti cuantificatorii existentiali, poate fi gasita

cu usurintd.
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Sa consideram mai intai o formula de primul tip, agadar o formula de

forma
(x1)(m2) . .. () A1, T2, - ., Tin)

in care A(zy,x,...,%,) Nu mai contine niciun cuantificator universal
sau existential. Aceasta formula este universal valida daca si numai daca
ea este universal valida intr-un domeniu cu m indivizi.

Fiindca daca formula n-ar fi valida intr-un domeniu cu un numar de
indivizi mai mare decat m, atunci ar exista in acest domeniu elementele

ai, as, ..., an, si predicatele individuale, pentru care
A(ar,as, ..., am)

devine una falsa. Insa in acest caz, cum de-ndata se poate constata, n-am
avea validitatea universala in domeniul (ay, as, . .., ap).

Acum, o formula
(Exy) ... (Exp)W(x,. .., Tn),

in care prefizul consta doar din cuantificator: existentiali, este universal
valida daca validitatea ei universala are loc intr-un domeniu cu doar un
singur individ.

Fiindca daca formula de mai sus nu este universal valida, atunci nu-i

valida universal nici formula
(Ez)A(z,x,..., x),

care reprezintii o aserfiune mai tare. Intr-un domeniu existd asadar un
element a si predicate individuale pentru care 2A(a,a,...,a) devine o
propozitie falsa. Si astfel n-am avea nici validitatea universala in dome-
niul cu singurul element a.

In acelasi mod simplu se poate arata si ca formulele

(1) () (By1) - (Byn) M1, oo Ty Y1y - -+ Yn),

in care toti cuantificatorii universali preced toti cuantificatorii
existentiali, sunt universal valide daca validitatea universala are loc intr-

un domeniu cu m indivizi. Respectiv, vom construi disjunctia tuturor
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formulelor posibile
ATy, Ty Tiyy -5 T ),

care rezulta din A(x1,...,Zm,Y1,...,Ys) nlocuind yi,...,y,, ntr-un
mod arbitrar, cu variabile din sirul z1, ..., z,,. Aceasta disjunctie o vom
denota cu B(xyq,...,x,). Evident, pentru un domeniu cu m indivizi, din

validitatea universala a formulei

(1) - (xm) (Bvyr) - o (Byn)A(z1, - o Ty Y1y - -+ Yn)

rezulta validitatea universala a formulei

(1) .. (x)B (21, ..., )

si deci si validitatea universala pentru orice domeniu a formulei

(1) oo (@) B(T1, - -y Tin)-

Insd, intrucat (1) ... (@m)B(x1, ..., &) reprezinti o propozitie mai
tare decat

(1) .o (zm) (By1) - (Byn) (1, oo Ty Yty -+ - Yn),

cu aceasta asertiunea este demonstrata.?
Dintre alte cazuri speciale solutionale ale problemei deciziei, in care,
de altfel, scopul nu mai este atins cu mijloace simple de acest gen, mai

mentionam urmatorul. Pentru formule care au un prefix de forma

(1) - (2m) (By1) (Eya)(21) - - (20)

o procedura de decizie pentru validitatea universala poate fi de asemenea
data.?

23Cazurile speciale, mentionate mai la urma, ale problemei deciziei, gi-au gasit
rezolvarea in lucrarea lui P. Bernays si M. Schonfinkel, Zum Entscheidungsproblem
der mathematischen Logik, Math. Ann. Vol. 99(1928).

24Comp. K. Gédel, loc. cit. (Prezentare preliminard deja in Erg. Wien. Math. Koll.
Vol. 2(1932)). L. Kalmér, Uber die Erfillbarkeit derjenigen Zihlausdricke, welche in
der Normalform zwei benachbarte Allzeichen enthalten, Math. Ann. Vol. 108(1932).
K. Schiitte, Untersuchungen zum Entscheidungsproblem der mathematischen Logik,
Math. Ann. Vol. 109(1934). Uber die Erfillbarkeit einer Klasse von logischen Formeln,
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Si in acest caz, decizia asupra validitatii universale in general se poate
reduce la decizia asupra validitatii universale pentru un domeniu de in-
vidizi finit, fixat. Cu aceste rezultate sunt epuizate insa si tipurile de
prefixe pentru care, in acest mod, se poate ajunge la decizia cu privire
la validitatea universala. Caci, pentru toate celelalte prefixe se pot gasi
formule care sunt universal valide in toate domeniile cu un numar finit
de indivizi, nu insa si in domeniile cu un numaér infinit de indivizi.?®

Acum, cat priveste o solutie generala a problemei deciziei, cautarea
unei astfel de solutii, potrivit investigatiilor lui A. Church, bazate pe
lucririle lui Godel, trebuie considerats ca fiind fara speranti.?® Rezulta-
tele acestor cercetari nu pot fi expuse in detaliu in limitele acestei carti.
Sa remarcam doar faptul ca o metoda generala de decizie ar consta intr-o
anumita procedura recursiva pentru formulele invididuale, care pentru fi-
ecare formula livreaza, in final, valoarea ”adevarat” sau "fals”. Existenta
unei proceduri recursive de acest gen este insa respinsa prin opera lui
Church; cel putin, recursiile necesare n-ar cadea sub tipul general de re-
cursie elaborat de Church, prin care conceptul intuitiv, oarecum vag al
recursiei gi-a gasit o anumita precizare formala.

Pentru a evita erorile, sa remarcam faptul ca imposibilitatea unei pro-
ceduri generale de decizie nu inseamna ca se pot gasi anumite formule
a caror validitate universala ar fi demonstrabil nedecidabila. Caci pre-

zumtiva existenta a unei demonstratii de acest gen ar genera de-ndata

Math. Ann. Vol. 110(1934). Pentru cazul in care prefixul de mai sus contine doar un
cuantificator existential, in loc de doi, solutia a fost datd anterior de W. Ackermann
si Th. Skolem. Comp. W. Ackermann, Uber die Erfillbarkeit gewisser Zihlausdriicke,
Math. Ann. Vol. 100(1928). Th. Skolem, Uber die mathematische Logik, Norsk Mat.
Ann. Tidskr. Vol. 10(1928). Un caz special de ultimul gen a fost deja tratat in lucrarea
mentionata in nota de subsol 1 de mai sus.

25Comp. prima din lucrarile lui K. Schiitte, mentionate in nota de subsol prece-
denta.

26 A Church, An unsolvable problem of elementary number theory. Am. J. of Math.
Vol. 58(1936). A note on the Entscheidungsproblem; Correction to a note on the Ent-
scheidungsproblem, J. Symb. Logic Vol. 1(1936).
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o contradictie. Dintr-o astfel de demonstratie ar rezulta o demonstratie
ca formula n-ar fi derivabila din sistemul axiomatic al §5. Insi prin teo-
rema completitudinii din §10 s-ar putea atunci demonstra satisfiabilita-
tea negatiei acestei formule. Si deci, la urma urmei, validitatea univer-
sala ar fi decidabila, respectiv in sens negativ. In orice caz, sarcina de
a extinde clasa formulelor pentru care problema deciziei este rezolvata
ramane asadar una profitabila si semnificativa.



CAPITOLUL 4

Calculul extins al predicatelor

1. Calculul predicatelor de ordinul doi

La o extensie a calculului restrans al predicatelor sau cum mai este el
numit, calculul predicatelor de ordinul intai, ajungem luand in conside-
rare faptul ca formalismul acestui calcul, evident, nu este unul inchis in el
insusi. Astfel, putem exprima faptul ca o formula reprezinta o propozitie
adevarata pentru toate valorile variabilelor predicative care apar in ea; nu
suntem insa in stare sa exprimam opusul acestei asertiuni. Caci daca pu-
nem bara negatiei peste intreaga formula, atunci acest lucru insemneaza
acum ca formula trebuie sa fie o propozitie falsa pentru toate valorile va-
riabilelor predicative. Exista insa posibilitatea ca o formula sa reprezinte
o asertiune care nu este nici adevarata pentru toate valorile variabilelor
predicative si nici falsa pentru toate valorile variabilelor predicative. De
exemplu, formula (x)F(z) nu este desigur universal valida pentru orice
domeniu de indivizi, ins& tot astfel stau lucrurile si cu formula (x)F(x).
Pentru a exprima ca formula (z)F(x) nu este universal valida ar trebui
sa avem un cuantificator existential pentru predicate.

Asadar, drept extensie naturala a calculului predicatelor de ordinul
intai se recomanda sa aplicam cuantificatorul universal si cel existential
st vartabilelor propozitionale si celor predicative si sa deosebim intre va-
riabilele libere si cele legate de acest gen.

Conceptul de formula logica, asa cum a fost el definit in §4, are acum
parte de o extensie corespunzatoare. Ajungem astfel la un calcul al pre-
dicatelor de ordinul dos.

Cateva exemple vor ilustra capacitatea sporita de expresie. Formula

(P)(@)(P(x) v P(x))
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spune ci (z)(P(x) V P(z)) are loc pentru orice predicat P. Formula
(A E)((2)(A = F(z)) ~ (A = (2)F(2))
exprima faptul ca relatia dintre propozitii si predicate, definita prin
(2)(A = F(z)) ~ (A = (2)F(2)),

are loc pentru propozitii si predicate arbitrare.

Un caz de acelasi fel il gasim in formularea simbolica a principiulue
inductiei complete. Continutul acestui principiu se poate exprima in felul
urmator:

"Daca un predicat are loc despre numarul 1 si daca din faptul ca el
are loc despre un numar oarecare rezulta ca are loc si despre succesorul
sau, atunci predicatul are loc despre orice numar.”

Daca introducem simbolul Seq(z,y) pentru relatia unui numar cu

succesorul sau, atunci principiul il putem exprima in asa fel incat

{P(&(x)(y)[P(x)&Seq(z,y) = Py)l} = (x)P(x)

o postulam ca fiind o formula universal valida.

Acum, daca prin simbolizare vrem sa exprimam explicit i faptul ca
formula are loc pentru toate predicatele P, atunci formula se poate pre-
fixa cu cuantificatorul universal (P).

Un alt caz caracteristic il constituie definifia identitatii. Relatia de
identitate se poate reduce defintional la relatiile logice de baza, stipuland
ca x este identic cu y daca orice predicat care revine lui x revine si lui y,
si invers. In sensul acestei definitii simbolul identitatii, = (z,y), il vom

intelege ca o abreviere pentru expresia

(F)(F(x) ~ F(y))-

In cazurile mentionate utilizarea cuantificatorului universal, desi
oportuna, nu este insa una esentiala. Exista totusi cazuri in care utiliza-
rea cuantificatorului universal este necesara, daca nu vrem sa renuntam

la importante posibilitati de expresie.
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Daca, de exemplu, vrem sa exprimam faptul ca orice predicat R(z,y),
echivalent cu identitatea, are gi proprietatea simetriei, atunci acest lucru

trebuie scris 1n felul urmator:

(R){(=)(W)[R(z,y) ~ (F)(F(z) ~ F(y))] = (2)(y)(R(z,y) = Ry, )).

Aici cuantificatorul universal (F') nu poate fi omis, fara ca sensul
expresiei sa se schimbe.

Similar, aga cum am aratat mai sus, cuantificatorul universal este
indispensabil daca despre o anumita expresie trebuie sa spunem ca nu
este o formula adevarata pentru toate valorile variabilelor predicative
care apar in ea. Pentru a exprima, sa zicem, ca (x)(y)F(z,y) nu este o

formula universal valida putem utiliza formula

(F)(2)(y)F(z,y)

sau formula echivalenta
(EF)(Ex)(Ey)F(z,y).

Similar stau lucrurile cu multe teoreme ale logicii, care sunt asertiuni
generale despre propozitii si predicate; de exemplu, teorema potrivit
careia pentru orice propozitie X exista o propozitie Y astfel incat dintre
cele doua propozitii una si numai una este adevarata (i.e., teorema despre
existenta contradictoriei unei propozitii). In simbolismul extins aceasta

poate fi redata in felul urmator:
(X)(EY)(X VY&X&Y).

Cu simbolismul de pana acum, dimpotriva, aceasta teorema n-ar fi putut
fi redata.

Prin extensia simbolismului suntem in stare si sa formulam simbolic
probleme si solutiile lor, pentru care pana acum trebuia sa apelam la o
descriere intuitiva, ocolitoare. Sa ne amintim, de exemplu, de argumen-

tele de care ne-am prevalat in §8, capitolul intai. Rezultatele gasite acolo
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se pot reda prin urmatoarele formule:
(X)(AlX&AQY) ~ Al&AQ,
(EX)(A1X&AX) ~ A1V Ay.

Aceste formule indica o requla prin care o expresie care confine cu-
antificatori pentru variabile propozitionale se poate inlocui cu o expresie
echivalenta in care cuantificatorii nu mai apar. Respectiv, se dezvolta
expresia succesiv in raport cu variabila apartinatoare cuantificatorului

aflat cel mai dinauntrul formulei si se elimina aceasta variabila in acord

cu regula eliminarii exprimata in formule. De exemplu, din
(X1)(X2) (A1 X1 Xo& Ay X1 X o0& A3 X 1 X0&e Ay X1 X 5),
prin eliminarea cuantificatorului (X5), se obtine mai intai
(X1)((A1&A) X 1& (A& AL) X )
iar apoi
A1& A& A3 Ay

Aceasta regula a eliminarii, formulabila acum simbolic, ne permite
sa determinam adevarul, respectiv falsitatea formulelor in care apar doar
variabile propozitionale si cuantificatorii aferenti. De exemplu, in formula

mai sus mentionata
(X)(EY)(XY&X&Y)

dezvoltam mai intai XY &X&Y in raport cu Y. Se obtine
(X)(EY)(XY&X Y).

Prin eliminarea cuantificatorului aflat cel mai dindauntrul formulei
obtinem
(X)(XX).
XX este insé o expresie universal vaida, si deci (X)(EY)(XY&X&Y)

este o formula adevarata.
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Problema deciziei pentru calculul restrans al predicatelor, in ambele
forme ale sale, 1si gaseste acum formularea simbolica. Validitatii univer-

sale respectiv satisfiabilitatii unei formule, sa zicem

(Bx)(y)(F(z,2) V F(y,y) v G(z,y)),

intr-un domeniu de indivizi 1i corespunde, in calculul extins, adevarul
formulei
(F)(G)(Ex)(y)(F(z,2) V Fly,y) V G(z,y))
respectiv
(BF)(EG)(Ex)(y)(F(x,2) vV Fly,y) V G(r,y)
pentru acest domeniu.

In interpretarea formulelor logice putem intotdeauna considera for-
mulele care nu contin variabile libere de vreun fel, fiindca variabilele
libere pot fi eliminate prefixand formula cu cuantificatorii universali co-
respunzatori. Si deci in calculul de ordinul doi nu poate fi vorba despre
validitatea universala sau satisfiabilitatea formulelor in sensul de pana
acum. Totusi, doar prin acest simbolism sensul formulelor nu este inca
fixat in mod unic, deoarece inca nu stim care este domeniul de indivizi

care trebuie luat in considerare. De exemplu,
(EF)(Bx)(Ey)(F(x)&F(y))

reprezinta o propozitie falsa daca domeniul de indivizi consta dintr-un
singur element; in caz contrar insa ea reprezinta intotdeauna o propozitie
adevarata.

Prin formule wuniversal valide (identice) ale calculului vom intelege
acele formule care reprezinta propozitii adevarate pentru o alegere arbi-
trard a domeniului de indivizi. In acest caz, evident, conceptul validitatii
universale se refera strict la alegeri arbitrare ale domeniilor de indivizi si
nu la alegeri arbitrare de propozitii si predicate. Corespunzator, satisfia-
bile se pot numi acele formule astfel incat exista un domeniu de indivizi
pentru care formula genereaza o propozitie adevarata. Si in acest caz
validitatea universala a unei formule si nesatisfibilitatea negatiei ei sunt

echivalente.
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Clasa formulelor universal valide include toate formulele universal
valide ale calculului restrans al predicatelor, insa si alte formule. Daca
= (z,y), ca mai inainte, reprezinta o abreviere pentru (F)(F(x) ~ F(y)),
adica pentru predicatul identitatii, atunci

() = (z,2); (2)(y)(= (2,y) == (y, 7))
sunt formule universal valide. Alte exemple sunt
(EF)(Ex)F(x) si (F)(EG)(2)(y)(F(z,y) V G(x,y)).

Din clasa formulelor satisfiabile fac parte toate formulele care rezulta
din formulele satisfiabile ale calculului restrans al predicatelor prin pre-
fixarea lor cu cuantificatori existentiali pentru predicate, fara ca in acest
fel clasa formulelor satisfiabile sa fie epuizata. De exemplu,

(E)(Bx)F(z) — () F(x))

este de asemenea o formula satisfiabila.

Urmatoarea intrebare ar fi daca, similar calculului predicatelor de
ordinul intai, gi aici poate fi dat un sistem de formule logice primitive,
din care toate celelalte formule universl valide pot fi obtinute progresiv, in
acord cu anumite reguli. Sa remarcam totodata ca un sistem axiomatic
complet pentru formulele universal valide ale calculului predicatelor de
ordinul doi nu exista. Mai degraba, agsa cum Godel a aratat, pentru orice
sistem de formule primitive i reguli de deductie se pot gasi formule
universal valide care nu pot fi deduse.! Cu toate acestea, pentru cele mai
multe scopuri, urmatorul sistem ar trebui sa fie unul suficient.

Vom lua mai intai toate formulele primitive si regulile de deductie
ale calculului restrans al predicatelor; insa in cazul regulilor de deductie
trebuie sa avem im vedere faptul ca acum ele se aplica la un concept
extins al formulei. Formulei primitive e) 1i putem adauga arbitrar de

multe formule primitive de forma
(F)A(F) — A(G).

1K. Godel, Uber formal unentscheidbare Sdtze der Principia Mathematica und
verwandter Systeme, Mh. Math. Physik, Vol. 38(1931).
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Aici A(F') este o formula care contine variabila predicativa libera F', insa
nu contine G, iar A(G) este formula care rezulta din 2(F') prin substitutia
in A(F) alui G pentru F, in acord cu Regula a3). Similar, putem adauga

ca formule primitive un numar arbitrar de formule de forma

La acestea se adauga formulele primitive strans inrudite cu axioma

alegerii din teoria multimilor. Prima din aceste formule este
8) (ER){(2)[(Ey)G(z,y) = (By)(F(z,y)&G(z,y))]

&) (W) (2)F (z, ) &F (2, 2) == (y, 2)]}-

Sensul acestei formule este urmatorul. Printr-un predicat G(z, y), ace-
lor x pentru care existd un y cu proprietatea G(zx,y) le sunt asociate
anumite valori ale lui y. Formula noastra primitiva aserteaza ca pentru
orice astfel de x se poate selecta una din valorile asociate astfel incat
asocierea sa fie univoca. F' reprezinta aceasta asociere univoca.

Apoi, fie 2A(x, F(.,..)) o formula care contine variabila individuala li-
bera z si variabila predicativa libera F' cu n locuri pentru argumente. Pre-
supunem ca A(z, G(z,...)) denota formula care rezulta din 2(x, F(...))
inlocuind, in acord cu Regula «3), fiecare subexpresie F(a;,as,...,a,)
cu G(z,a1,0az,...,0a,), unde G este o variabila predicativa cu n+ 1 locuri
pentru argumente. Atunci, si formula

h) (2)(EF)A(x, F(...)) = (EG)(z)(z, G(z, ...))

se poate lua ca formula primitiva. Adevarul acestei formule 11 putem
sesiza 1n felul urmator. Daca pentru orice x exista un F' astfel incat
A(x, F(...)) are loc, atunci pentru orice x putem selecta unul dintre

acesti F', pe care-l vom numi F*. Acum, daca definim G astfel incat

(@) (1) (W2) - - (W) (G(@, 41, - - yn) ~ F¥ (Y1, Yn))

are loc, atunci am gasit un G de genul postulat prin formula primitiva h).
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Regulile de deductie raman aceleasi ca regulile din calculul restrans
al predicatelor, doar ca Regulile 1), 72), d) sunt acum extinse in asga fel
incat ele sunt valabile si pentru variabilele predicative.

Din acest sistem reiese (lucru pe care nu trebuie sa-1 detaliem aici) ca
rezultatele pe care anterior le-am dedus pentru calculul restrans al predi-
catelor se pot, corespunzator, transfera aici. De exemplu, teorema despre
forma normala prenexa, principiul dualitatii, teorema despre constructia
contradictoriei unei formule raman si acum valabile. Similar, oricarei for-
mule a calculului restrans al predicatelor, care contine variabile indivi-
duale, i se asociaza o clasa de formule in care apar variabile predicative.
Si astfel, faptului ca

()(F(z) = G(z)) = (Bx)F(r) = (Bx)G(x))

(Teorema 34) era o formula demonstrabila, i corespunde acum demon-

strabilitatea oricarei formule de forma

In demonstratie trebuie doar sa se repete demonstratia pentru Teore-
ma 34, cu modificarile corespunzatoare. Acest lucru este valabil si pentru
toate celelalte formule ale calculului restrans al predicatelor.

Prin problema deciziei pentru calculul de ordinul doi intelegem pro-
blema de a decide pentru o formula data daca este sau nu o formula
universal valida. Pentru forma mai tare, problema este aceea de a decide
pentru care domenii de indivizi formula reprezinta o propozitie adevarata
si pentru care nu. Intrucat problema deciziei pentru calculul de ordinul
doi include problema pentru calculul de ordinul intai, la o solutie gene-
rala, cu atat mai mult, nu ne putem gandi.

Abstractie facand de cazurile care apartin domeniului calculului
restrans al predicatelor si care au fost solutionate acolo, avem ca unic
rezultat special important faptul ca decizia pentru domeniul formulelor
care contin doar predicate monadice a fost solutionata in mod complet.

Demonstratia a fost data in lucrarile lui Lowenheim, Skolem si Behmann,
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mentionate deja in §12 al capitolului precedent. Acestea contin solutia
problemei deciziei in sensul ei mai tare.

Pentru prezentarea detaliata a procedurii de decizie ne vom referi
la lucrarea de o claritate exemplara, elaborata de Behmann. Metoda
utilizata o vom caracteriza totusi pe scurt. Solutia problemei deciziei
pentru domeniul predicatelor monadice se bazeaza pe solutia problemer
eliminarii pentru acest domeniu. Prin problema eliminarii in general
intelegem urmatoarele. Fie data o formula A(F, Gy,...,Gp, 1, ..., xk),
care contine variabilele predicative libere F, Gy, ..., G,,, variabilele indi-
viduale libere x1, xo, ..., xx §i, eventual, variabile individuale legate, insa
nu contine nicio variabila predicativa legata. Ne intrebam acum daca
se poate gasi o formula B(Gy, ..., Gy, 21, ..., 2k), care de asemenea nu

contine nicio variabila predicativa legata, astfel incat
(F)Q((F,Gl, . .,Gm,l’l,. e ,l’k) ~ %(Gl,. . .,Gm,xl, c. ,$k)

sau, echivalent

(EF)Q[(F,Gl,...,Gm,l'l,...7?[7k) N%(Gl,...,Gm,ZL‘l,...,l’k)

este o formula universal valida de ordinul doi. Daca asa stau lucrurile,

atunci in orice formula componenta
(F)Q{(F, Gl, ce ,Gm,ﬂfl, ce ,l’k),
respectiv
(EF)A(F,Gy,...,Gp, 1, ..., Tp),

poate fi inlocuita cu
%(Gl, ce ,Gm,l'l, N ,$k),

respectiv

%(Gl,...,Gm,l'l,...,l‘k).

Variabila predicativa F' o putem asadar elimina dintr-o astfel de formula.
Relatia cu problema deciziei este clara. Daca avem o formula a cal-
culului predicatelor pentru care trebuie sa decidem, atunci eliminam mai

intai variabilele predicative libere, prefixand formula cu cuantificatorii
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universali corespunzatori, iar apoi, sub ipoteza solutionarii problemei
deciziei, eliminam succesiv variabilele predicative, incepand dinauntrul
formulei, astfel incat, ca rezultat final, obtinem valoarea ”adevarat” sau
"fals” sau poate o conditie numerica (i.e., pe numarul de indivizi).

Sa clarificam printr-un exemplu reducerea formulelor prin eliminare.

Fie formula
(F){(Bx)F(z) v (EG)[(2)(G(z) ~ F(z))&(x)G(2)]}.
Remarcam mai intai faptul ca formula
(EF)(x)(A(x) V F(2)&B(x) V F(x)) ~ (2)(A(z) v B(2)),

care constituie un rezultat fundamental de eliminare, este o formula uni-
versal valida, intrucat partea stanga a echivalentei se poate transforma
in
(EF)(@){(F(z) = A(x))&(F(z) = B(z))}.
Cu ajutorul acestei formule putem sa eliminam variabila predicativa

G din formula noastra initiala, Caci putem inlocui partea din formula
(2)(G(x) ~ F(x))&(2)G(x),

care constituie domeniul de actiune al cuantificatorului (EG) [cf. (29)
din Cap. 1, §2, Teorema 30 din Cap. 3, §6], cu

(2)(G(x) V F(2)&G(z) V F(2)&G(x))
(2)(G(2)&F (x) v G(x))
iar apoi prin
(2)[(F(2)&F () V G(2)&F(z) V G(x)).

Acum, 1n acord cu formula fundamentala de eliminare, de mai sus,
are loc

(EG)()[(F(2)&F(z))V G(2)&F(2)V G(2)] ~ ()[(F(2)&F(x)) V F(2)].

(@)[(F(2)&F(x)) v F(x)]
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se poate inlocui cu (z)F(z). Formula noastra initials
(F{(Ex)F(2) v (EG)[(x)(G(z) ~ F(x))&(2)G(x)]},
dupa eliminarea variabilei predicative GG, este agsadar transformata in
(F){(E2)F(x) V ()F(2)}.

Aceasta din urma formula, In care domeniul de actiune al cuantifi-
catorului (F) are forma 24 V 2, ne permite si recunoastem de-ndata ci
formula noastra initiala este o formula universal valida.

Asa cum am remarcat mai sus, problema eliminarii se poate solutiona
in mod complet, daca apar exclusiv predicate monadice. Intrucat proce-
dura eliminarii reprezinta singura metoda de relevanta mai generala in
tratarea problemei deciziei, este sugestiva incercarea de a cauta o pro-
cedura a eliminarii si in cazurile in care admitem predicate diadice si cu
mai multe locuri pentru argumente. De fapt, pentru formule cu o anu-
mita structura executarea eliminarii este posibila. Numeroase rezultate
izolate de acest gen se gasesc in al treilea volum din ”Vorlesungen iiber
die Algebra der Logik”, a lui Ernst Schroder. Din pacate, s-a aratat ca
se pot gasi formule pentru care un rezultat de eliminare, in sensul definit
mai sus, nu mai exista, aga ca problema eliminarii, ca problema, trebuie
sa dobandeasca in general o formulare mai cuprinzatoare.? Relatiile cu

problema deciziei devin atunci mai complicate.

2. Introducerea predicatelor de predicate.

Tratarea logica a conceptului de numar

Pentru interpretarea intuitiva, pe care pana acum am pus-o la baza

calculului predicatelor, esential era faptul ca am separat strict propozitiile

2Comp. W. Ackermann, Untersuchungen tber das Eliminationsproblem der ma-
thematischen Logik, Math. Ann. Vol. 110(1934), Zum Eliminationsproblem der ma-
thematischen Logik, Math. Ann. Vol. 111(1935).
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si predicatele de obiectele care figureaza ca valori ale argumentelor predi-
catelor. Acum nu ne iImpiedica insa nimic sa consideram tnsesi predicatele
st propozititle ca obiecte care servesc drept argumente ale predicatelor.

Sa consideram, de exemplu, o expresie logica de forma
()(A — F(z)). Aceasta poate fi inteleasd ca un predicat P(A, F), al
carui prim loc pentru argumente este ocupat de o propozitie A iar locul
al doilea de un predicat monadic F.

O propozitie falsa A se afla cu orice F in relatia P(A, F'); o propozitie
adevarata A doar cu acei I’ pentru care (z)F(x) are loc.

Alte exemple sunt date de proprietatile reflexivitatii, simetriei si
tranzitivitatii predicatelor diadice. Acestor proprietati le corespund trei
predicate: Ref(R), Sim(R), Tr(R), al caror argument R este un predicat

diadic. Simbolic, aceste trei proprietiti se exprima astfel:
Ref(R) : (z)R(z,x)
Sim(R) : (2)(y)(R(z,y) = R(y,x))
Tr(R) . (2)()(2)[(R(z, y)&R(y, 2)) = R(x, 2)].

Toate cele trei proprietati revin predicatului = (x,y) (x este identic cu
y), predicatului < (x,y), dimpotriva, ii revine doar proprietatea tranziti-
vitatil. Asadar, formulele Ref(=), Sim(=), Tr(=), Tr(<) sunt propozitii
adevarate, pe cand Ref(<) si Sim(<) sunt propozitii false.

Un predicat de predicate diadic este echivalenta, Echiv(F, G), definit
prin expresia (z)(F(x) ~ G(x)), si care consta in faptul ca predicatele F
si G au loc sau nu au loc simultan pentru aceleasi valori ale argumentelor.
Alte predicate de predicate diadice sunt incompatibilitatea, Inc(F, G), si
implicatia, Imp(F, G), definite simbolic prin:

(2)(F(z) v G(2)),
(2)(F(z) = G(x)).
Firegte, prin aceste consideratii nu are inca loc o extensie a simbo-

lizarii, intrucat predicatele de predicate de mai sus se pot reda cu mijloa-

cele calculului de pana acum, caz in care formule precum Ref(R), Sim(R)



Calculul extins al predicatelor 153

etc. trebuie intelese doar ca abrevieri. Extensia survine abia atunci cand
sunt introduse variabile pentru predicate de predicate, in raport cu care
predicatele individuale, mai sus mentionate, reprezinta valori particu-
lare. In cele ce urmeazd astfel de variabile le vom utiliza doar ocazio-
nal, intrucat constructia sistematica a calculului extins va veni abia mai
tarziu. Insa, deja in acest paragraf si in cel care urmeaza vrem sa ne
convingem de avantajele pe care introducerea predicatelor de predicate
le aduce cu sine.

Prima aplicatie importanta rezulta din investigatia logica a concep-
tului de numar. Un numar nu este un obiect in sens propriu, ci o propri-
etate. Indivizii carora le revine numarul ca proprietate nu pot fi lucrurile
numarate insele, deoarece fiecare dintre lucruri este doar unul, aga ca un
numar diferit de 1 n-ar putea sa apara nicidecum in acest mod. Dimpo-
triva, numarul poate fi inteles ca o proprietate a acelui concept sub care
indivizii numarati sunt reuniti. De exemplu, faptul ca numarul continen-
telor este cinci nu poate fi exprimat spunand ca fiecarui continent 1i revine
ca proprietate numarul cinci; in schimb, este o proprietate a predicatului
”a fi continent” faptul ca el are loc pentru exact cinci obiecte.

Numerele apar asadar ca proprietati ale predicatelor, iar pentru cal-
culul nostru un numar definit este reprezentat ca un predicat individual
de predicate. Importanta acestei reprezentari a numerelor se bazeaza pe
faptul ca predicatele de predicate, care reprezinta numere, se pot exprima
in mod complet cu ajutorul simbolurilor logice. Si astfel devine posibila
includerea teoriei numerelor in logica. Pentru numerele 0, 1, 2, i.e., pentru

predicatele de predicate 0(F'), 1(F), 2(F), vom da aici expresiile

0(F): (Ex)F(x).
("Nu exista niciun z pentru care F' are loc.”)
L(F): (Bx)[F(2)&(y)(F(y) == (,y))]

("Exista un x pentru care F'(z) are loc, si orice y pentru care F(y) are
loc este identic cu acest z.”)
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2F) : (Bx)(Ey){= (2, ))& F ()& F ()&(2)[F(2) 5= (2, 2)V = (3, 2)]}.
("Exista doi x si y diferiti, pentru care F are loc si orice z pentru care
F(z) are loc este identic fie cu z, fie cu y.”)

Echivalenta numerica a doua predicate F' si G poate fi inteleasa ca un
predicat individual de predicate En(F, G). Intrucat echivalenta numerica
a lui F' si G nu inseamna nimic altceva decat ca obiectele despre care F’
are loc si obiectele despre care (G are loc pot fi puse intr-o corespondenta
unu-la-unu, si astfel En(F, G) se poate defini prin urmatoarea expresie:

(ER){(2)[F(z) = (Ey)(R(z,y)&G(y))]& ()G (y) =
= (Bx)(R(z, y) & F (2))|&(2)(y) () [(R(z, y) & R(z, 2) —
== (4, 2)&(R(z, 2)&R(y, 2) == (2,9))]}

Adunarea numerelor se poate reduce la disjunctia de predicate. De
fapt, daca F' si G sunt predicate incompatibile si predicatului F' ii revine
numarul m iar predicatului G 1i revine numarul n, atunci predicatului
F Vv G 1i corespunde numarul m + n.

Pe baza acestui concept al aditiei ecuatii numerice precum
1+1=2, 243=5

devin propozitii pur logice, demonstrabile. Ecuatia 1+1 = 2, de exemplu,

se reda prin formula
(F)(G)((Inc(F, G)&1L(F)&1(G)) — 2(F V Q)),

al carei caracter universal valid este evident, daca atat pentru predicatul
de predicate Inc cat si pentru predicatele de predicate 1, 2 se substituie
expresiile care le definesc.

Si conceptul general de numar poate fi elaborat cu ajutorul mijloace-
lor logice. Daca un predicat de predicate ®(F') trebuie sa reprezinte un
numar, atunci ® trebuie sa satisfaca urmatoarele conditii:

Pentru doua predicate echivalente numeric F' gi GG, ¢ trebuie fie sa

aiba loc pentru ambele predicate, fie sa nu aiba loc pentru niciunul. Apoi,
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daca doua predicate F' si G nu sunt echivalente numeric, atunci ¢ trebuie
sa aiba loc pentru cel mult unul dintre cele doua predicate F' si G.
Exprimate formal, aceste conditii pe ® sunt:

(EY(G{(P(F)&P(G) — En(F, G))&[P(F)&En(F,G) — ®(G)]}.

intreaga expresie reprezinta o proprietate a lui ®. Daca, abreviat,
vom denota aceasta proprietate cu 9(®P), atunci vom putea de asemenea
spune:

Un numar este un predicat de predicate ® care poseda proprieta-
tea (D).

O dificultate apare fireste atunci cand ne intrebam care sunt conditiile
sub care doua predicate de predicate ® si W, cu proprietatile 9U(P) si
M(V) definesc acelagi numar. Aceasta conditie consta in aceea ca ®(P)
si ¥(P) fie sunt adevarate despre aceleasi predicate P, fie sunt false
pentru aceleasi predicate; asadar, ca are loc relatia:

(P)(®(P) ~ ¥(P)).

Sa presupunem acum ca domeniul de indivizi pe care-l luam ca baza
consta dintr-un numar finit de obiecte. Atunci apare inconvenientul ca
toate numerele mai mari decat numarul obiectelor din domeniul de indi-
vizi devin egale. Caci daca acest numar este, si zicem, mai mic decat 10%°
iar pentru ® si ¥ vom lua predicate de predicate care definesc numerele
1050 &i 1050 4 1, atunci nici ®, nici ¥ nu se aplica niciunui predicat P.
Relatia

(P)(@(P) ~ W(P))
este astfel satisfacuta pentru ® si W, i.e., ® gi ¥ ar reprezenta acelasi
numar.

Pentru a evita aceasta dificultate domeniul de indivizi trebuie asumat
ca fiind infinit. Fireste, procedand astfel, la o demonstratie logica pentru
existenta unei totalitati infinite vom renunta aici.

De un interes special este gi modul in care, luand ca baza introducerea
logica a conceptului de numar si, firegte, printr-o esentiala utilizare a
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axiomei infinitatii, mai sus mentionata, axiomele teoriei numerelor devin
teoreme demonstrabile ale logicii. In acest subiect nu vom putea insi
intra aici in detaliu.> Remarcile ficute trebuiau doar si plaseze intr-o
lumina corecta capacitatea aplicativa a calculului extins.

3. Reprezentarea conceptelor fundamentale
ale teoriei multimilor in calculul extins

Faptul ca intre teoria multimilor si logica matematica exista o stransa
corelatie a putut fi sesizat deja in consideratiile precedente, din cel de-
al doilea capitol. Aceleasi formule logice au putut fi interpretate dupa
dorinta, ca relatii intre clase sau ca relatii intre predicatele monadice,
fara ca in cele doua interpretari sa fie implicate conexiuni logice diferite.
Si aici va fi posibil sa interpretam ca relatii set-teoretice conexiunile logice
exprimabile in calculul nostru.

Pentru a sesiza aceasta corelatie mai indeaproape, intai de toate vom
avea in vedere mai exact relatia multimilor cu predicatele in sens restrans,
i.e., cu predicatele cu un singur loc pentru argument. O multime fie este
data prin enumerarea elementelor ei, fie este definita ca sistemul acelor
lucruri pentru care un anumit predicat are loc. Primul mod de definire a
unei multimi, posibil doar pentru multimile finite, nu va trebui avut in
vedere in mod special. Caci orice multime care se obtine prin enumerarea
elementelor ei se poate defini gi cu ajutorul unui predicat. De exemplu, o
multime care consta din trei indivizi a, b, ¢, poate fi definita ca multimea

acelor lucruri z pentru care predicatul
= (z,a) V= (x,b) V= (x,¢)

are loc.
Vom considera agadar orice multime ca fiind definita printr-un pre-
dicat. Va trebui sa avem in vedere faptul ca orice predicat determina in

mod unic multimea care-i corespunde, i.e., multimea obiectelor pentru

3Pentru o tratare detaliati si ugor comprehensibila a acestei problematici, comp.
B. Russell, Finfihrung in die mathematische Philosophie. Miinchen 1922.
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care el are loc, insa unei anumite multimi date nu-i apartine doar un
singur predicat care-o definegte; mai degraba o multime poate fi definita
prin predicate in diferite moduri. Astfel, multimea triunghiurilor echi-
laterale este aceeasi cu multimea triunghiurilor echiunghiulare. Sau, un
exemplu din afara matematicii: multimea rumegatoarelor aflate acum in
viata coincide cu multimea paricopitatelor aflate acum in viata.

Conditia necesara si suficienta ca doua predicate P si () sa determine
aceeasi multime consta in faptul ca cele doua predicate sunt echivalente,
adica in faptul ca ele satisfac relatia Echiv(P, Q), i.e., (z)(P(z) ~ Q(x)).
In sensul teoriei multimilor predicatul de predicate Echiv(P, @) nu este
altceva asadar decat identitatea lui P si Q.

Asa cum predicatele se pot considera ca multimi, tot astfel un pre-
dicat monadic de predicate F'(P) se poate interpreta ca o proprietate
a multimilor. Pentru ca aceasta interpretare sa fie posibila este nece-
sar ca adevarul sau falsitatea lui F' pentru un predicat P sa fie de-
terminate in mod unic prin multimea apartinatoare lui P, i potrivit
consideratiilor de mai sus, conditia decisiva pentru acest lucru rezida
in faptul ca propozitiile, care sunt asociate predicatelor echivalente prin
predicatul de predicate F', trebuie sa fie simultan adevarate sau simultan
false. Asadar, pentru predicatul F' trebuie sa aiba loc relatia simbolic

redata prin

(PY@{Echiv(P, Q) — (F(P) = F(Q))},

pe care abreviat o vom denota cu 9(F).

Aceasta conditie este satisfacuta, de exemplu, de predicatele de pre-
dicate care reprezinta numere. Pe aceasta proprietate a numerelor se
bazeaza faptul ca ele pot fi tratate si ca predicate de multimi. In raport
cu interpretarea lor ca proprietati ale predicatelor, interpretarea numere-
lor ca proprietati ale multimilor are avantajul ca face evidenta invarianta
numarului in cazul inlocuirii unui predicat cu unul echivalent.

Din relatia dintre multimi si predicate rezulta apoi o conexiune

intre multimi de multimi si predicate de predicate. Orice multime de
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multimi este definita printr-o proprietate care revine tuturor multimilor
apartinatoare ei.

Sa luam acum doua predicate de multimi, adica doua predicate de
predicate, F'(P) si G(P), care satisfac conditia DM(F) si M(G). Aces-
tor doua predicate de multimi F' si G le corespunde aceeasi multime de
multimi daca ambele predicate se aplica, respectiv nu se aplica acelorasi
multimi. Relatia (P)(F(P) ~ G(P)) inseamna agsadar ca multimile de
multimi care corespund lui F' si G sunt identice.

Interpretarea set-teoretica a calculului extins al predicatelor se poate
extinde gi la predicate n-adice. Orice predicat R(x,y) selecteaza din
multimea tuturor perechilor posibile (z,y) o anumita multime de pe-
rechi ordonate, gi anume multimea acelor perechi pentru care R(z,y) are
loc. In cazul a doui predicate, Ry §i Rs, multimile apartinatoare sunt
identice daca relatia Ehiv(Ry, Ry), i.e., (z)(y)(Ri(z,y) ~ Ra(x,y)), are
loc. Daca un predicat de predicate F(R) trebuie sa poata fi interpretat
ca predicat al multimilor corespunzatoare, atunci el trebuie sa satisfaca

relatia
(Rl)(RQ){EChiV<R17 RQ) — (F(Rl) — F(RQ))}

Acest lucru este valabil, corespunzator, pentru predicate cu trei sau
mai multe locuri pentru argumente.

Asga cum rezulta din consideratiile de mai sus, calculul extins admite
la fel de bine atat o interpretare set-teoretica cat si una pur logica. Teoria
numerelor se poate trata intru totul in sensul interpretarii set-teoretice.
Am vazut deja ca predicatele de predicate, care definesc numere, pot fi
interpretate la fel de bine ca predicate de multimi. Mai mult, cum am spus
mai Inainte, doua predicate de predicate, ®(P) si ¥(P), care reprezinta
numere, dau acelagi numar daca intre ® si ¥ are loc relatia

(P)(@(P) ~ ¥(P)).

De aici rezulta insa ca numerele se pot interpreta si ca multimi de
multimi. In interpretarea logica un numar era un predicat de predicate,

care are loc despre toate predicatele echivalente numeric si doar pentru
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acestea. Fchivalentei numerice a predicatelor 1i corespunde echivalenta
multimilor (echivalenta inteleasa aici in sensul uzual set-teoretic). De la
conceptul logic de numar se ajunge la unul set-teoretic, potrivit caruia
un numar nu este nimic altceva decat mulfimea tuturor multimilor echi-
valente cu o multime data.

Vom vedea acum modul in care conceptele uzuale ale teoriei
multimilor igi gasesc expresia lor simbolica in acest calcul.

Daca Pi(z) si Po(z) sunt predicate care definesc doua multimi, atunci
reuniunea lor este data prin predicatul Py(z) V Py(x). Pi(x)&Py(x) re-
prezinta intersectia lui Py si P,. Multimea P; este continuta in P, sau
Py este o submultime a lui P, daca (z)(P;(z) — Pa(x)) este o propozitie
adevarata. Doua multimi P; si P, sunt echivalente daca elementele uneia
dintre multimi pot fi puse intr-o corespondenta unu-la-unu cu elemen-
tele celeilalte. Expresia simbolica a acestui lucru este aceeasi ca expresia
simbolica pentru echivalenta numerica a predicatelor.

Expresia

(@) () (2)([R(z, y)&R(z, 2) == (y, 2)|&[R(x, 2)&R(y, 2) == (2, 9)])

sau, abreviat Unv(R), inseamna ca relatia R(z,y), daca are loc, este
univoca de ambele parti. Atunci expresia simbolica pentru echivalenta
(set-teoretica) a lui P; si P este:

(ER){(z)[P1(z) = (By)(R(z, y)&Pa(y))|&(y) [P (y) —
— (Fz)(R(x,y)&Pi(z))|&Unv(R)}.

Multimea tuturor submultimilor unei multimi date, definita prin D,
este reprezentata printr-un anumit predicat de predicate Sb(P) (sau, mai
bine, Sb(P, D)). Orice predicat P, pentru care Sb(P) are loc, trebuie
sa aiba proprietatea ca toate elementele lui sunt si elemente ale lui D.
Invers, Sb(P) trebuie sa aiba loc gi pentru orice predicat P cu aceasta
proprietate. Agadar, Sb(P) este definit prin urmatoarea expresie:

(2)(P(x) = D(x)).
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Mai departe, presupunem ca F'(P) reprezinta o multime arbitrara
de multimi. Elementele x ale reuniuniic acestei multimi de mulfim:i pot
fi caracterizate prin faptul ca fiecare este un element al cel putin unei
multimi care apartine lui P pentru care F'(P) are loc. Asadar, ca expresie

definitorie pentru reuniune se obtine
(EP)(F(P)&P(z)).

Elementele intersectier mulfimii de mulfimi sunt caracterizate prin
faptul ca fiecare dintre ele este un element al fiecarei multimi P pentru

care F'(P) are loc. Agadar, intersectia este reprezentata prin:
(P)(F(P) = P(x)).

O multime P se numeste ordonata daca pentru elementele lui P este
definit un predicat diadic, R, care nu este reflexiv dar este tranzitiv si
care, pentru orice = si y diferiti, are loc fie pentru perechea (z,vy), fie
pentru perechea (y,z). "Multimea P este ordonata prin predicatul R”

este asadar exprimata simbolic prin:

(@)(y) ([P (2)&P(y)&P(2)] — [R(z, 2)&(= (2,y) V R(z,y)
vV R(y, ) &(B(z, y)&R(y, 2) = R(z,2))]}-

Abreviat, vom denota aceasta formula cu © (P, R).
Multimea P se numeste bine-ordonata prin predicatul R, daca

D(P, R)&(Q){(2)(Q(z) = P(x)) — (Ey)[Q(y)&(2)(Q(2) —
== (y,2) V R(y, 2))},

este o propozitie adevarata.
In mod corespunzator, toate celelalte constructii conceptuale utili-
zate 1n teoria multimilor isi gasesc reprezentarea lor simbolica in calculul

nostru.
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4. Paradoxurile logice

In paragrafele precedente am vazut ce posibilitati noi de expresie
rezulta prin introducerea predicatelor de predicate. Orice formula care
contine o variabila predicativa libera F' poate fi inteleasa ca un predicat
individual de predicate. Mai departe, pot fi introduse variabile pentru
predicate de predicate. O formula care contine o variabila libera de acest
gen reprezinta un predicat individual, ale carui argumente sunt predicate
de predicate s.a.m.d. Aceasta constructie poate fi continuata indefinit.

Agadar, in afara obiectelor domeniului de indivizi putem avea ca
obiecte 1n sens larg si predicate, predicate de predicate g.a.m.d. Acum
se ridica intrebarea daca aceste obiecte in sens larg nu se pot reuni, fara
alte consideratii, intr-un singur domeniu de indivizi, astfel incat dincolo
de predicate de indivizi, predicate de predicate de acest gen s.a.m.d., nu
se poate cumva vorbi si despre predicate pur si simplu, astfel incat orice
predicat pentru noul domeniu de indivizi apartine el insusi, din nou, do-
meniului de indivizi. In acest caz un predicat ar trebui sa se poata contine
si pe el insusi ca argument. Similar, cu o astfel de generalitate ar trebui
inteles gi conceptul de predicat de predicate g.a.m.d.

Modul in care, plecand de la calculul restrans al predicatelor, am
ajuns la predicate de un nivel superior nu ne ofera niciun sprijin intr-un
demers de acest gen. Caci in consideratiile paragrafului precedent am
avut de-a face intotdeauna cu predicate de indivizi, predicate de predi-
cate de indivizi de acest gen etc. Insi un astfel de concept general al
predicatului, ce-i drept, ar corespunde utilizarii imprecise a limbii.* Se
va vedea insa de-ndata ca un sistem logic de acest gen nici macar nu
satisface postulatul consistentei. Contradictiilor care apar, aga-numitele
paradozuri, la care, de altfel, se poate ajunge si independent de utilizarea
simbolizarii logice, li se poate da o interpretare logica in sens propriu sau
una set-teoretica, in functie de dubla interpretare a calculului predicate-
lor. Unele din aceste contradictii vor fi prezentate aici.

“In interpretarea set-teoretica a calculului aceasta intelegere corespunde teoriei

naive a multimilor.
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Fie P(F) un predicat de predicate. Fiindca P este el insusi un pre-
dicat, expresia P(P) reprezinta o propozitie care poate fi adevarata sau
falsa. Un exemplu de predicat de predicate, pentru care P(P) reprezinta
o propozitie adevarata, il constituie negatia predicatului 0(F) (" F nu
are loc despre niciun obiect”), i.e., functia 0(F), care este definitd prin
expresia (Ex)F(x). 0(0) este o abreviere pentru (EF)0(F), pentru care
putem, in schimb, scrie (EF)(Ex)F(x). De fapt, ultima formula repre-
zinta o asertiune adevarata, si anume propozitia ”Exista un predicat F'
i un obiect z astfel incat F(z) are loc”.

Dimpotriva, 0(0) este o propozitie falsa. Caci, potrivit definitiei lui 0

rezulta

0(0) ~ (EF)(0(F)) ~ (EF) (Ex)F(x) ~ (F)(Ex)F(2).

Ultima expresie reprezinta propozitia falsa ca orice predicat are loc
pentru cel putin un obiect.

Acum, expresia P(P) o putem intelege ca un predicat de P. Acest pre-
dicat exprima proprietatea unui predicat de a se aplica lui insusi. Acest
predicat de predicate il vom denota cu Pd(P) (il citim ” P este predica-
bil”). Intrucat Pd, si astfel si Pd insusi, este un predicat de predicate,
rezultd ca si expresiile Pd(Pd) si Pd(Pd) au un sens. Acum, fie Pd(Pd)
este adeviratd, i.e., predicatul de predicate Pd se aplica lui insusi si deci
Pd(Pd) este adevarata; fie Pd(Pd) nu este adevarati, i.e., predicatul Pd
nu se aplica lui insusi, caz in care Pd(Pd) este adevirata. Rezulta asadar
ca

Pd(Pd) ~ Pd(Pd).

Aceasta este Insa o contradictie, pentru ca o expresie logica nu poate
fi niciodata echivalenta cu contradictoria ei.

Acest paradox a fost descoperit mai intai de Russell. El se poate ex-
prima insa si in terminologia teoriei multimilor. In aceastd teorie predica-
tului de predicate Pd ii corespunde multimea tuturor acelor multimi care

nu se contin ele insele ca element. Conceptual, aceasta multime este una
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contradictorie, deoarece potrivit propriei definitii, ea apartine propriilor
ei elemente daca gi numai daca nu apartine propriilor elemente.

Cel de-al doilea dintre paradoxurile aflate in discutie era deja cunoscut
in filosofia greaca. Forma sa cea mai simpla este urmatoarea: presupunem
ca cineva spune ”eu mint” sau, mai explicit, "acum rostesc o propozitie
falsa”. Atunci aceasta propozitie este adevarata daca ea este o propozitie
falsa si este falsa daca este o propozitie adevarata.

Vom da acestui paradox o formulare ceva mai riguroasa. Cu 8 vom
denumi o anumita persoana iar cu t vom desemna un anumit interval tem-
poral. In acest interval temporal presupunem ca 33 rosteste propozitia,
"Tot ceea ce P spune in acest interval temporal ¢ este fals”; iar in timpul
t persoana 3 nu mai spune nimic altceva. Aceasta asumptie, desigur, nu
este una contradictorie, intrucat realizarea ei poate fi facuta intentionat.
Pentru a o exprima in simbolismul logic vom denota propozitia de mai sus
rostita de P cu A, i utilizam simbolul predicativ As(X) cu semnificatia
7 X este asertata de P in intervalul temporal ¢”, unde orice propozitie
poate fi luata ca valoare a argumentului X.

Prin intermediul acestui simbol vom putea, mai intai, sa redam

propozitia 2 prin formula
(X)(As(X) — X);

iar asumptia noastra ca 3 in intervalul de timp ¢ a rostit propozitia 2 si

nimic altceva poate fi exprimata prin cele doua formule
As(2);  (X)(As(X) —»= (A, X)).

Acum, o contradictie se poate genera in urmatorul fel. In formula
valida 2 — %A, pentru cel de-al doilea membru 2l se substituie expresia
(X)(As(X) — X), care constituie redarea simbolici a propozitiei 2. Si
astfel rezulta

A — (X)(As(X) — X).
Aici, in acord cu regulile calculului nostru, cuantificatorul universal (X)
poate fi omis, si deci

2A — (As(X) — X).
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De aici, prin substitutie, se obtine
A — (As(A) — A).
Intrucat antecedentii implicatiilor pot fi permutati, aceasta formula se
poate inlocui cu
As(A) — (A — A).
Intrucat As(2) este o formuli adevirata, obtinem
A — A
Pe de alta parte, si A — 2 se poate demonstra. Caci are loc mai intai
A — (X)(As(X) — X),
asadar
A — (BEX)(As(X)&X).
Apoi, din formula presupus adevarata
(X)(As(X) == (2, X))
rezulta
(X)(As(X)&X —= (AU, X)&X)
iar din aceasta
(EX)(As(X)&X) — (EX)(= (4, X)&X),
si astfel se obtine
A— (EX)(= (A, X)&X).

Acum, prin semnificatia identitatii, = (2, X)&X — 2 este o formula

adevarata. Din aceasta formula, prin Regula 7), se obtine
(EX)(= (A, X)&X) — 2.
Aceasta formula, in conjunctie cu formula tocmai obtinuta, da
A — A

Din formulele demonstrate 2 — 2A si A — A rezultd insa ca atat A cat si

2 sunt formule adevarate, asa ca am ajuns intr-adevar la o contradictie.
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Vom da cum si un al treilea paradox, care are multe versiuni diferite.
O forma simpla a prezentarii lui este urmatoarea. Orice act al denumirii
unui anumit numar natural, fie ca survine prin comunicarea unui simbol
conventional, fie prin indicarea unei proprietati care-1 defineste, necesita
un anumit volum minimal de timp. Si deci intr-un volum finit de timp
doar un numar finit de numere pot fi denumite de un numar finit de
oameni. Pe de alta parte, exista infinit de multe numere. Prin urmare, in
mod sigur nu toate numerele vor fi denumite de oamenii care traiesc pe
pamant in secolul 20. Printre numerele nedenumite in secolul 20 exista
unul cel mai mic. Acum, acest numar a fost totusi unul denumit in secolul
20, deoarece l-am definit prin proprietatea de a fi cel mai mic numar
nedefinit in secolul 20. Rezulta, asadar, existenta unui numar care este
atat denumit, cat si nedenumit.

Pentru a face acest argument ceva mai precis, in vederea reprezentarii
lui in calculul nostru, vom inlocui conceptul denumirii cu un concept mai
restrans. Vom lua in considerare doar acele denumiri ale unui numar care
au loc, in sensul simbolizarii noastre logice, prin scrierea unei expresii
pentru un predicat care defineste numarul respectiv. Printr-un predi-
cat care defineste numarul x vom intelege aici unul care are loc despre
numérul z si despre nimic altceva.® In acest fel ajungem la urméitoarea
formulare a paradoxului:

Fie Scr(P) cu semnificatia: proprietatea unui predicat P ca dintre
expresiile simbolizarii logice, scrise in secolul 20, cel putin una este o
expresie pentru P. Simbolul < (z,y) va fi utilizat, ca si pana acum, pentru
predicatul "z este mai mic decat y”, unde locurile pentru argumente ale
acestui predicat se refera la domeniul numerelor intregi pozitive.

Apoi, expresia

P(a)&(y)(P(y) == (x,y)),

5Faptul ca numerele se pot interpreta ca predicate de predicate nu trebuie luat

in considerare In momentul de fata.
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care spune ca x este definit prin predicatul P, o vom abrevia prin
Df(P, x). Drept abreviere pentru

(EP)(Df(P, z)&Scr(P))

va fi utilizat simbolul Dsc(z).

Dsc(x) inseamna agadar: ” Printre expresiile simbolice scrise in secolul
20, cel putin una constituie un predicat care defineste z”, sau, mai scurt
spus, "z este definit simbolic cel putin o data in secolul 20”. In fine, ca

abreviere pentru expresia
Dsc(x)&(y)(< (z,y) — Dsc(y)),

vom lua simbolul Mds(z), astfel incat, corespunzator, Mds(x) inseamna:

"x are proprietatea de a fi cel mai mic numar nedefinit simbolic in secolul
2077

Drept axiome, vom introduce urmatoarele formule; mai intai expre-
siile pentru proprietatile de baza ale relatiei < (z,y):

(z)< (2, 2),

(@) (W) (2)(< (2,9)& < (y,2) =< (2, 2)),
(@) (W) (= (z,y)V < (z,9)V < (y,2)),
(Ex)P(z) = (Bx)[P(2)&(y)(< (y,2) = P(y))].
Dintre aceste patru axiome, primele trei inseamna ca relatia < (z,y)
ordoneaza numerele intregi, iar ultima, ca aceste numere sunt bine-

ordonate. De-ndata avem ca axiome expresia simbolica pentru faptul ca

nu toate numerele pot fi definite simbolic in secolul 20,
(Ex)Dsc(z),

si, in fine, formula Scr(Mds), care spune ca o expresie pentru Mds(z) a
fost scrisa in secolul 20, si care este deci o afirmatie adevarata, fiindca
mai Inainte am scris expresia pentru Mds(z).

Putem acum construi urmatorul argument formal. In formula

(Ex)P(z) — (Ex)[P(2)&(y)(< (y,2) = P(y))]
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substituim Dsc pentru P si obtinem
(Ex)Dse(x) — (Ea)[Dse(x)&(y)(< (3, ) — Dse(y))]
Intrucat (Ex)Dsc(z) este adeviratd, rezulti
(Ex)[Dsc(z)&(y)(< (y, z) — Dsc(y))],
si deci daca aplicam abrevierea Mds(x), obtinem
(Ex)Mds(z).
Data fiind definitia pentru Mds, urmatoarea relatie are loc
Mds(z) — Dsc(z).

Apoi, cu ajutorul axiomelor de mai sus urmatoarea formula se poate

deriva

Mds(z) — Mds(x)&(y)(Mds(y) —= (z,v)),
adica

Mds(z) — Df(Mds, x).
Din ultima si antepenultima formula rezulta
Mds(x) — Dsc(z)&Df(Mds, z).

Apoi, prin regula asociata Teoremei 34, se obtine

(Ex)Mds(x) — (Ez)(Dsc(z)&Df(Mds, z)).
Intrucét (Ez)Mds(z) este demonstrati, prin Regula detasirii obtinem

(Ex)(Dsc(x)&Df (Mds, x).

Daca la aceasta formula se adauga formula mentionata ca axioma
Scr(Mds), atunci rezulta

(Ex){Dsc(z)&Df(Mds, x)&Scr(Mds)}.
Acum, In acord cu Axioma f), urmatoarea formula are loc

F(Q) — (EP)F(P).
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Daca aici vom inlocui () cu Mds iar F(P) cu
(Ex){Dsc(z)&Df (P, x)&Scr(P)},
atunci obtinem
(Ex){Dsc(z)&Df(Mds, 2)&Scr(Mds)} —
— (EP)(Ex){Dsc(z)&Df (P, z)&Scr(P)},
si astfel, dat fiind faptul ca antecedentul este o formula deja demonstrata,
derivam
(EP)(Ez){Dsc(z)&Df(P, x)&Scr(P)}.
Intrucat cuantificatorii pot fi permutati, iar
(EP)(A&F(P)) ~ A&(EP)F(P),
se obtine
(Ex){Dsc(x)&(EP)(Df(P, x)&Scr(P))}.
Prin utilizarea abrevierii Dsc, aceasta expresie se transforma in
(Ex)(Dsc(z)&Dsc(r)).
Pe de alta parte, formula
()(Dsc(x) V Dsc(z))

poate fi de asemenea demonstrata, dat fiind faptul ca aceasta formula
rezulta din Teorema 21 prin substitutie. insé, prin Principiul Dualitatii,
ultimele doua formule sunt una contradictoria celeilalte. Am derivat astfel
o contradictie.

Aceste variate contradictii nu le putem insa tolera, in sensul ca ac-
ceptam ca fapt demonstrabilitatea anumitor propozitii reciproc contra-
dictorii. Caci de-ndata ce admitem oricare doua expresii reciproc contra-
dictorii 2 si 2 ca formule adevirate, intregul calcul, asa cum am observat
mai sus, devine fara sens.

Sa vedem acum ce consecinte rezulta din paradoxuri pentru
constructia calculului nostru. Primul paradox arata clar ca nu putem

utiliza un concept nediferentiat al predicatului, de genul celui descris la
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inceputul acestui paragraf, intrucat admiterea sa ar genera o contradictie
in calculul predicatelor. Celelalte doua paradoxuri, pe care le-am inclus
aici doar de dragul completitudinii, au un alt caracter. Ele arata doar

incompatibilitatea anumitor asertiuni. In primul caz acestea erau
As[(X)(As(X) = X)] si (X)[As(X) == (X, (Y)(As(Y) = Y))J;
iar in cel de-al doilea caz

(Ex)Dsc(x), Ser(Mds)

(P){(Ex)P(z) = (Ex)[P(2)&(y)(< (y,2) = P(y))]}-
Niciuna dintre aceste asertiuni nu reprezinta o formula universal valida.
Paradoxurile de acest al doilea gen, numite uzual ” paradoxuri semantice”
nu afecteaza agadar nicidecum calculul nostru, fiindca acest calcul nu
este In stare sa exprime caracterul lor pur logic. Mai degraba, pentru
formalizarea lor partiala a trebuit sa apelam la o suita de idei intuitive.
De aceea din contradictiile de ultimul tip nu trebuie sa tragem niciun fel
de consecinte pentru calculul nostru, motiv pentru care nici nu le vom

mai detalia in cele ce urmeaza.’

5. Calculul predicatelor de ordin w

Acum e vorba de constructia sistematica a calculului extins prin in-
troducerea predicatelor de ordin mai inalt. Consideratiile paragrafului
precedent ne-au aratat ca nu putem utiliza un concept nediferentiat al
adevarului si ca predicatele trebuie deosebite dupa genul argumentelor
lor. In calculul nostru acest lucru este sesizabil in faptul o variabila pre-
dicativa comuna o putem utiliza doar pentru predicate de acelasi tip.

Avem mai intai predicate de indivizi, clasificate in categorii sau tipuri

in functie de numarul argumentelor lor. Astfel de predicate se numesc

6Pentru o tratare mai nous a paradoxurilor semantice, comp., de exemplu, A.
Tarski, Der Wahrheitsbegriff in den formalisierten Sprachen, Studia Philosophica,
Lwow 1935.
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predicate de ordinul intai. Printr-un predicat de ordinul doi intelegem un
predicat ale carui locuri pentru argumente sunt ocupate cu indivizi sau
predicate de ordinul intai, unde cel putin o data trebuie sa apara ca ar-
gument un predicat de ordinul intai. Categoriile sau tipurile predicatelor
de ordinul doi sunt deosebite dupa numarul si genul locurilor lor pentru
argumente. Similar, se poate mai departe ajunge la predicate de ordi-
nul trei, patru s.a.m.d. Pentru variabile individuale vom utiliza din nou
minusculele latine iar pentru variabilele predicative majusculele latine.
Pentru fiecare variabila predicativa introdusa trebuie specificat exact, de
la bun inceput, tipul ei, intrucat regulile substitutiei sunt formulate in
aga fel incat pentru o variabila pot fi substituite doar predicate care sunt
de acelasi tip ca aceasta variabila.

Pentru a specifica in mod concis tipul unei variabile predicative, ne
vom sluji de un simbolism simplu. Tipul unei variabile individuale il
vom denota cu ¢. Daca avem o variabila predicativa cu n locuri pen-
tru argumente iar argumentele aferente au tipurile aq, ao, ..., a,, atunci
(a1, as,...,a,) denota tipul variabilei predicative. De exemplu, ((4,1),1)
indica tipul unui predicat diadic de ordinul doi, in care primul argument
este un predicat diadic de indivizi iar al doilea argument este un indi-
vid. Dintre predicatele mentionate in §2 al acestui capitol, Sim are tipul
((i,4)), O(F) are tipul ((2)), M(P) are tipul (((¢))), Imp are tipul ((), (7))
s.a.m.d.

Aceasta constructie ierarhica a predicatelor si calculul bazat pe ea a
fost introdusa in logica de Whitehead si Russell in lucrarea lor fundamen-
tala Principia Mathematica. In afara diferentierii dupa tip a predicatelor,
mai sus descrisa, aga numita teorie simpla a tipurilor logice, autorii utili-
zeaza si o clasificare mai fina a predicatelor, teoria ramificata a tipurilor.
Potrivit acestei teorii, de exemplu, nu mai este posibil sa admitem un
singur tip pentru predicatele de indivizi monadice, ci predicatele de indi-
vizi trebuie deosebite dupa modul definirii lor. De exemplu, un predicat
de indivizi, definit cu orice cuantificatori universali sau existentiali pen-

tru predicate, va avea un tip mai inalt decat predicatele de indivizi de
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cel mai simplu ordin, numite de Whitehead si Russell predicate de indi-
vizi "predicative”. Aceasta teorie ramificata a tipurilor a fost elaborata
pentru a lua in considerare paradoxurile semantice. Teoria este insa inu-
tila intrucat, asa cum am vazut, acest gen de contradictie nu priveste
calculul extins al predicatelor. Mai mult, ea implica un mare numar de
dificultati, la care ne-am referit mai indeaproape in prima editie a acestei
carti. Pentru noi nu mai exista niciun motiv sa ne indeletnicim mai deta-
liat cu aceasta teorie, mai cu seama fiindca consistenta calculului simplu
de ordin w poate fi stabilita fara dificultati.

Daca ne orientam acum spre detaliile constructiei calculului de ordin
w, ne Intampina o anumita dificultate cu privire la notatie. Faptul ca
un predicat are loc despre anumite argumente l-am exprimat pana acum
intotdeauna punand argumentele, separate prin virgule, intr-o paranteza
care succede simbolul pentru predicat. Daca locurile pentru argumente
ale variabilelor predicative sunt ocupate doar de variabile, atunci aceasta
notatie este suficienta gi acum. Altfel stau insa lucrurile daca predicate
speciale sunt substituite in locurile pentru argumente. Fie, de exemplu,
F o variabila predicativa de tipul ((¢)), al carui loc pentru argument
este asadar definit pentru predicate de indivizi monadice. Fie apoi G
o variabila pentru predicate de indivizi diadice. Din G se pot construi
urmatoarele predicate de variabila x: G(x, z), G(z,y), G(y, x), unde ul-
timele doua predicate contin parametrul y. Nu suntem in stare sa ex-
primam direct, fara alte consideratii, faptul ca F' are loc despre vreunul
din aceste predicate. Caci daca am scrie, de exemplu, F'(G), atunci n-ar
fi clar care din predicatele monadice este vizat prin G. Cel mai simplu
este sa apelam la o perifraza. Sa introducem o variabila H de tipul (i).
Atunci formulele

(EH)(F(H)&(x)(H (z) ~ Gz, x))),
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sau formulele

(H)((z)(H(z) ~ Gz, x)) = F(H)),

(H)((z)(H(z) ~ G(x,y)) = F(H)),

(H)((x)(H(z) ~ Gy, z)) = F(H)),
pot fi luate drept inlocuitor pentru lipsa posibilitatii de a exprima faptul
ca F' are loc pentru cele trei predicate mentionate mai sus.

Exista, fireste, si posibilitatea de a construi formalismul in asa fel
incat o putem scoate la capat si fara o perifraza de acest gen. Avantajul
este atunci ca Regula Substitutiei pentru variabilele predicative (analo-
gonul Regulii @3) a calculului restrans al predicatelor) nu este pierduta,
iar constructia axiomatica a calculului de ordin w se poate face intr-un
mod cu totul analog constructiei calculului restrans al predicatelor, fa-
miliara noua. Pentru aceasta, va trebui insa sa luam in consideratie o
complicare a notatiei. In cazul mai sus mentionat putem proceda in asa
fel incat variabilei F' 1i atagsam o variabila individuala, de exemplu z,

drept index. Atunci prin

vom avea expresia simbolica pentru cele trei propozitii mentionate. In cele
trei formule variabila z este o variabila legata, si deci poate fi inlocuita
printr-o alta variabila de acelasi gen. De exemplu, formulele

F(G(2,2); F.(G(z,y)); F.(G(y,2))

au acelasi sens ca formulele de mai sus.

Daca aceasta notatie cu indecsi vrem s-o folosim ca notatie generala,
atunci fiecare variabila predicativa de ordinul doi sau de un ordin superior
trebuie sa aiba un index. Fie F' o variabila n-adica de acest gen. Fie
G1,Go, ..., G, variabile care pot figura ca argumente ale lui F. Daca
printre ele apar si variabile individuale, atunci acestea vor fi omise.

Fie

Hypyooo Hyys Hovyoooy Hogpsooos Hyyyooo Heyg,
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variabile astfel incat Hyy, ..., Hy;, pot fi luate in considerare ca argu-
mente ale Gy. Atunci F' obtine indexul

FHu;o--,Hul; H21,---7H2i2§---§ Hn1,-~,Hnin-

Acelasi lucru este valabil pentru simbolurile de predicate individu-
ale. Vom da cateva exemple. In loc de Sim(R) ar trebui acum sa scriem
Sim, R(x,y), in loc de Imp(F, &), Imp,,,(F'(x), G(y)). lar in locul formu-
lei utilizate in §2, 9U(P), ar trebui sa scriem NpP(F'), unde F are tipul
(7). Asa cum se vede de aici, formalismul prin notatia cu indecsi este
incarcat in mod considerabil. De aceea in cele ce urmeaza vom adopta
notatia mai simpla si doar ocazional ne vom referi la notatia cu indecsi.

Ne indreptam acum atentia asupra sistemului axiomatic pentru for-
mulele universal valide. Mai intai trebuie sa definim conceptul de formula.
Acest lucru se poate face in acelagi mod in care am procedat mai nainte
pentru calculul restrans al predicatelor, prin Regulile 1)-5) ale Capitolu-
lui 3, §4. Trebuie doar sa avem in vedere ca acum avem mai multe genuri
de variabile. Cat priveste sistemul axiomatic insusi, fireste nu se poate
elabora niciun sistem care sa livreze, fara exceptie, toate formulele uni-
versal valide.” Cu toate acestea, sistemul axiomatic care urmeaza cu greu
ar putea da vreodata rateuri, chiar si in tipurile de inferenta complicate,
asa cum sunt ele utilizate, de exemplu, in analiza matematica (comp.
consideratiile urmatorului paragraf). In esenta, acest sistem este doar o
generalizare a sistemului elaborat mai inainte pentru calculul restrans al
predicatelor.

Constructia acestui sistem este urmatoarea:

I. Mai intai, vom folosi din nou, ca formule primitive, formulele a)-d)
ale calculului propozitional, date in Capitolul 3, §5.

II. Formulelor primitive e) si f) ale calculului restrans al predicatelor
le corespunde urmatoarea regula de constructie a formulelor primitive:

Fie G si H variabile de un tip arbitrar a, iar F' una de tipul (a). Atunci

TAcest lucru rezultd din lucrarea lui K. Godel, citati deja in §1 al acestui capitol.
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orice formula

(I, 1) (G)F(G) — F(H)
si orice formula

(11, 2) F(H) = (EG)F(G)

este o formula primitiva. (Cazul in care G este de tipul i, i.e., este o
variabila individuala, este inclus aici.)

ITI. Vin apoi, ca grupa speciala pentru calculul extins al predicatelor,
axiomele care corespund axiomei alegerii din teoria multimilor, gi care
sunt o generalizare a Axiomei g) stabilita deja anterior pentru calculul
de ordinul doi. Fie F' o variabila de orice tip a, G si L variabile de orice
tip b, A i H variabile de tipul (a,b) iar T o variabila de tipul (b). Atunci

(III) (EH){(F)[(EG)A(F,G) — (EG)(H(F,G)&A(F,G))|&

L(ENG)D)[(H(F,G)&H(F, L)) = (T)(T(G) ~ T(L))]}

este o formula primitiva.

IV. Fie apoi L4, Lo, ..., L, variabile de tipurile by, bo,...,b,, G si H
variabile de tipul (by, bo, ..., b,) iar A o variabila de tipul ((by, bs, ..., b,)).
Atunci

(IV) (L1) ... (L)[G(L1,y ..., Ly) ~ H(Ly,...,Ly,)] —

— (A(G) — A(H))

este o formula primitiva. (Aceste ”axiome ale extensionalitatii” cores-
pund conditiei de identitate din teoria multimilor.)

Regulile pentru deductia de noi formule sunt analoge celor din cal-
culul predicatelor. al) si §) raman neschimbate. Regulile a2), 1) si
72) trebuie corespunzator modificate, avand in vedere faptul ca acum
apar mai multe tipuri de variabile. Extensia Regulii o2) nu poate firegte
compensa integral Regula precedenta a3). Sistemul formulelor primitive

trebuie asadar extins inca in urmatorul mod.
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Fie G1,Gs,...,G, variabile de tipurile aq,as,...,a,, F o variabila
de tipul (ay, as, ..., a,), A(G1,...,G,) o formula care contine variabilele
libere Gy, G, ..., G,. Atunci orice formula de forma
(V) (EF)(Gh)...(Gp)(F(Gy,...,Gn) ~ UGy, ...,Gy))

este o formula primitiva. Aceste formule (V) au scopul de a inlocui in
deductii o formula cu variabile libere, care reprezinta un predicat indivi-
dual, cu o variabila predicativa.

Daca se utilizeaza notatia cu indecsi, atunci formulele (V), pentru care
numele uzual este ”axioma comprehensiunii”, pot fi omise. In acest caz,
la regulile de deductie se adauga generalizarea Regulii 3), a calculului
restrans al predicatelor. $i astfel formulele (V) sunt demonstrabile.

O alta cale decat cea parcursa pana acum pentru constructia cal-
culului de ordin w consta in aceea ca in constructia formala se consi-
dera in principiu doar predicate monadice de diferite ordine. Caci, dupa
Kuratowski,® de exemplu, un predicat de indivizi diadic poate fi vizut
ca un predicat monadic in domeniul perechilor ordonate (z,y). Pere-
chea ordonata (x,y) este definita (daca, din comoditate, adoptam aici
modul de exprimare set-teoretic) ca multimea care contine ca elemente
doar urmatoarele doua multimi: multimea cu x ca singurul ei element
si multimea cu x si y ca singurele ei elemente. Pentru definitia acestor
multimi, respectiv a predicatelor corespunzatoare lor, este necesar doar
predicatul diadic al identitatii, care se poate reduce insa, din nou, la pre-
dicate monadice (comp. §1 al acestui capitol). Noi n-am urmat aceasta
cale aici in calculul de ordin w, fiindca in aceasta constructie un predicat
de indivizi, care altminteri este de ordinul intai, apare ca predicat de un
ordin relativ inalt. In rest ins# limitarea la predicate monadice are multe

avantaje formale.

8. Kuratowski, Sur la notion de l'ordre dans la théorie des ensambles, Fundam.
Math., Vol. 2(1921).
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Consistenta calculului de ordin w se poate demonstra intr-un mod
simplu, printr-o extensie a procedurii aplicate in Capitolul 3, §9.°

6. Aplicatii ale calculului de ordin w

Calculul de ordin w poate fi utilizat pentru derivarea consecintelor
din axiomele unei teorii date, in acelasi mod in care a fost elaborat in
detaliu pentru calculul restrans al predicatelor, in Cap. 3, §11. Compa-
rativ cu calculul restrans al predicatelor, vom avea o capacitate sporita
de expresie, In raport cu axiomele gi consecintele. Aceasta aplicatie a
calculului de ordin w o vom ilustra printr-un exemplu.

Pentru aceasta vom lua fundamentele teoriei numerelor reale. Aici
numerele reale nu vor fi introduse printr-un sistem axiomatic propriu, ci
vor fi reduse la numerele rationale. Vom lua agadar numerele rationale ca
sistem al obiectelor domeniului de indivizi si consideram ca fiind intro-
duse axiome adecvate pentru relatiile aritmetice de baza din domeniul
numerelor rationale, precum adunarea, scaderea, relatia ”a fi mai mare
decat” s.a.m.d. In matematici sunt utilizate diferite metode pentru re-
ducerea numerelor reale la numerele rationale. De exemplu, un numar
real se poate defini cu ajutorul unui gir fundamental Cantor, sau printr-o
fractie binara, respectiv zecimala infinita. Pentru conexiunea cu logica
cea mai recomandata este metoda Dedekind.

Dupa Dedekind, un numar real il definim ca o "taietura”, i.e., ca o
diviziune a numerelor rationale in doua clase cu urmatoarele ” proprietati
ale taieturii”:

1. Fiecare dintre cele doua clase contine cel putin un numar rational.

2. In prima clasa nu exista niciun cel mai mare numar rational.

9Ct. A. Tarski, Finige Betrachtungen iber die Begriffe der w-Widerspruchsfreiheit
und der w-Vollstandigkeit, Mh. Math. Physik. Vol. 40(1933), si G. Gentzen, Die
Widerspruchfreiheit der Stufenlogik, Math. Z. Vol. 41(1936). Gentzen utilizeaza
constructia calculului de ordin w, tocmai discutata, in care apar doar predicate mona-
dice. Transferarea metodei sale la sistemul nostru axiomatic nu genereaza insa niciun

fel de dificultati speciale.
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3. Daca un numar rational apartine primei clase, atunci toate nume-
rele rationale mai mici apartin de asemenea primei clase.

Acum, intr-o diviziune de felul tocmai descris trebuie sa consideram
intotdeauna doar prima dintre cele doua clase, si astfel vom avea de-a face
cu o multime de numere rationale, care se poate reprezenta cu ajutorul
unui predicat care-o defineste.

Printr-un numar real vom intelege acum o multime de numere
rationale pentru care exista un predicat care-o defineste si care satisface
urmatoarele trei conditii:

1. (Ex)P(x)&(Ex)P(x).

(” Ambele clase definite prin P(x) si prin P(x) sunt nevide.”)

2. (2){P(x) > (Ey)(< (x,9)&P(y)}.

(" Pentru orice numar rational care are proprietatea P, exista unul mai
mare care de asemenea are proprietatea P.”)

3. (){P(z) = (W)(< (y,2) = Py))}.

("Daca x are proprietatea P, atunci toate numerele rationale y mai mici
au de asemenea proprietatea P.”)

Aceste trei conditii laolalta — ni le putem reprezenta ca fiind legate
prin simbolul & — constituie ”proprietatea taieturii”, cu referire la un
predicat. Aceasta proprietate a unui predicat o vom denota cu Taiet(P).
Doua predicate P si @, cu proprietatile Taiet(P) gi Taiet(Q), reprezinta
acelagi numar real daca gi numai daca multimile care corespund lui P si
() sunt identice, i.e., daca Echiv(P, Q) are loc.

Putem acum introduce mai intai relatia de ordine dintre numerele
reale. Pentru doua predicate P, () cu proprietatea Taiet, < (P, Q) va
insemna acelagi lucru ca Imp(P, Q), i.e., ca

(@) (P(z) = Q(x))
sau, simbolic

Taiet(P)&Taiet(Q)) — (Imp(P, Q) ~< (P, Q)).
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Propozitia < (P, Q) va fi atunci definita prin
Taiet(P)&Taiet(Q) — (< (P, Q) ~ (Imp(P, Q)&Echiv(P, Q))).

Se poate apoi demonstra in calcul ca ambele relatii, < (P, Q) si < (P, Q),
sunt tranzitive. Similar, toate celelalte proprietati, caracteristice pentru
o relatie de ordine, se pot deriva.

Aditia si multiplicarea numerelor reale se pot reduce la cele ale nu-
merelor rationale. Predicatul

(By)(Ez)(P(y)&Q(2)&x =y + 2)

reprezinta suma iar predicatul

(Ey)(Ez)(P(y)&Q(2)&x =y - 2)

reprezinta produsul numerelor reale definite prin P i Q. (Aici z = y +
z §i * = y - z reprezinta predicate triadice fundamentale iIn domeniul
numerelor rationale.)

Putem acum introduce, in mod uzual, conceptele de marginire si cel
de limita superioara a unei multimi de numere reale. O multime de nu-
mere reale este data printr-un predicat de predicate A(P), care satisface
conditia:

(P)(A(P) — Taiet(P))&(P)(Q)((A(P)&Echiv(P, Q) — A(Q)).
Faptul cad o multime A(P) de numere reale este marginita superior

inseamna ca exista un numar real care este mai mare sau egal cu orice

numar al multimii; in simboluri

(EP){Téiet(P)&(Q)(A(Q) =< (Q, P))},

pe care o vom reda abreviat prin (EP)Mar(P, A); in cuvinte, exista un
numar P care constituie o margine superioara a multimii A.
Vom presupune si ca A(P) contine cel putin un element, agadar ca

are loc urmatoarea formula:

(EP)A(P).
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Teorema cu privire la limita superioara se poate formula acum astfel:
Daca o multime de numere reale are o margine superioara, atunci ea are
§t 0 cea mai mica margine superioard.*

Demonstratia matematica a existentei limitei superioare, adusa in
forma ei cea mai simpla, consta in aceea ca pentru multimea conside-
rata de numere reale, care este o multime de multimi de ordinul intai,
se formeazd reuniunea. In acord cu remarcile din 63 al acestui capitol,

reuniunea asociata cu A(P) se reda prin predicatul
(EP)(P(x)&A(P)).

Vom abrevia acest predicat prin Re(zx, A).
Despre predicatul Re(x, A) trebuie asadar aratat ca el reprezinta un
numar real care constituie limita superioara a multimii A.
In primul rand, trebuie si aritim ci multimea definitd prin Re(z, A)
este Intr-adevar un numar real.
Mai intai se poate usor arata ca cele trei proprietati, reunite in Taiet,
sunt valabile pentru Re. Sa dam derivarea pentru prima proprietate.
Din
(EP)A(P),
(P)(A(P) — Taiet(P))
se conchide
(EP)(Taiet(P)&A(P)).
Intrucat
Taiet(P) — (Ex)P(z)
are loc, vom avea

(EP)((Ex)P(z)&A(P)).

*In terminologia din editia a VI-a a lucrarii Principiile Logicit Matematice, ” limita
superioara” este ”cea mai micd margine superioara’; comp. D. Hilbert, W. Acker-
mann, Grundzige der theoretischen Logik, Sechste Auflage, Springer-Verlag, Berlin,
176. Si deci teorema are urmatoarea formulare: "Daca o multime nevidd de numere
reale are o margine superioara, atunci ea are gi o limita superioara, i.e., o cea mai

mica margine superioara.”
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Ultima formula se poate transforma in
(Ex)(EP)(P(x)&A(P)),
ie.,
(Ex)Re(z, A).

Similar se poate arata ca

(Ex)Re(z, A), ie., (Ex)(EP)(P(x)&A(P)).

Aceasta formula se poate transforma mai intai in

(Ex)(P)(A(P) = P(x)).
Prin asumptia marginirii multimii A, vom avea

(EP){Taiet(P)&(Q)(A(Q) =< (@, P))}.

Apoi, are loc

Taiet(P) — (Ex)P(x).
Asadar,

(EP{(Ez)P(x)&Taiet(P)&(Q)(A(Q) =< (Q, P))}
Din definitia lui < (@, P) rezulta cu usurinta

< (Q, P)&Taiet(Q)&Taiet(P) — (z)(P(x) — Q(z)).
Formula

(QAQ) =< (@, P))

poate fi agadar inlocuita in penultima formula prin

(@IAQ) = (2)(P(z) = Q)]

sau prin

(2)(P(z) = (Q)(A(Q) — Q(2)))-

Din formula

(EP){(Ex)P(z)&Taict(P)&(z)[P(r) = (Q)(A(Q) — Q(x))]}

vom obtine

(Ex)(Q)(A(Q) = Q(x))
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ie.,
(Ex)Re(x, A).
Si astfel, prima proprietate a taieturii este demonstrata pentru Re(z, A).
Intr-un mod analog se demonstreaza proprietatile 2 si 3 pentru
Re(z, A); si deci Taiet(Re) are loc.
Vom arata acum

(P)(A(P) =< (P, Re)),

i.e., numarul real care corespunde lui Re este o margine superioara pentru
mulfimea definita prin A(P).
Daca pentru Re si < substituim expresiile care le definesc, atunci

aceasta formula se transforma in

(P)(A(P) = (2)[P(z) = (EQ)(Q(2)&A(Q))]),

si care poate fi transformata in

(P)(2)(A(P)&P(x) — (EQ)(A(Q)&Q()))-

Aceasta ultima forma ne da posibilitatea sa recunoastem formula ca o
aplicatie a Axiomei (I,2) (§5, mai sus).
Mai ramane sa aratam ca Re(x, A) este cea mai micd margine supe-

rioara, sau, simbolizat:
(P){[Taiet(P)&(Q)(A(Q) =< (Q, P))] =< (Re, P)}.

Daca, din nou, vom inlocui aici toate abrevierile cu definitiile lor,

atunci vom obtine

(P){[Taiet(P)&(Q)(A(Q) — (2)(Q(z) = P(x)))] —
— W)[(EP)(P'(y)&A(P)) — P(y)]}-

Aici, cuantificatorul universal (x) se poate muta spre stanga, si astfel
se obtine

(P){[Téiet(P)&(x)(Q)(A(Q)&Q(x) — P(x))] —
= W)(EP) (P (y)&A(P") — P(y))}-
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Aceasta formula o putem demonstra cu ajutorul generalizarii Teore-
mei 22 (Cap. 3, §6).

Exemplele date ar putea fi suficiente pentru a arata ca calculul de
ordin w este mijlocul adecvat pentru a exprima tipurile de inferenta din
analiza matematica. O constructie completa a fundamentelor matemati-
cii cu ajutorul calculului de ordin w a fost data de Whitehead si Russell,*
ale caror consideratii au fost inutil complicate prin utilizarea teoriei ra-
mificate a tipurilor, mentionata in §4. Totusi, eliminarea acestei teorii

din deductiile autorilor nu ridica niciun fel de dificultati speciale.

10A N. Whitehead, B. Russell, Principia Mathematica, 2nd ed. (Cambridge, 1925-
1927).
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