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1 METODE INVESTIGATIVE

Predarea matematicii prin metode investigative

1 Metode investigative
Ce înseamnă metoda investigat,iilor la orele de matematică?

Interesul pentru abordările educat,ionale care leagă cunos, tint,ele de aplicat,iile lor
a crescut începând cu anii 1980. Recomandările mai multor organizat,ii au subliniat
necesitatea de a sprijini competent,ele secolului XXI prin învăt,area care sprijină metodele
investigative, aplicat,iile cunos, tint,elor în viat,a cotidiană s, i profesională s, i rezolvarea
problemelor. Concluziile cercetărilor au fost incluse pe lângă rapoartele s, i recomandările
nat,ionale ([34]) s, i în rapoartele Comisiei Europene, de exemplu raportul Gago ([38]) în
2004 s, i raportul Rocard ([86]) în 2007. De exemplu a doua recomandare a raportului
Rocard a fost:

„Îmbunătăt,irile în predarea s, tiint,elor ar trebui să fie aduse prin noi forme de pedagogie:
introducerea în s,coli a abordărilor bazate pe investigat,ii, act,iuni de formare a profesorilor
pentru IBSE1 s, i dezvoltarea ret,elelor de profesori ar trebui să fie promovate s, i sprijinite
în mod activ.”

Cercetările privind aplicarea s, i eficacitatea metodelor investigative au demonstrat
două aspecte ([34]):

1. Abordările investigative în grupuri mici pot fi extrem de benefice pentru învăt,are.
Pentru a fi eficiente, acestea trebuie să fie ghidate de un curriculum bine gândit cu
obiective de învăt,are clar definite, schele bine concepute, evaluare continuă s, i resurse
informat,ionale bogate. Oportunităt,ile de dezvoltare profesională care pun accentul pe
evaluarea muncii elevilor cresc probabilitatea ca profesorii să dobândească experient,ă în
aplicarea acestor abordări.

2. Designul evaluărilor este o problemă critică pentru identificarea beneficiilor abor-
dărilor investigative, atât în cazul în care elevii lucrează în echipe, cât s, i din perspectiva
învăt,ării individuale. Mai exact, dacă evaluăm rezultatele tradit,ionale ale învăt,ării (prin
exercit,ii formale de nivel mediu), atunci metodele investigative s, i cele tradit,ionale par
să dea rezultate similare. Beneficiile metodelor investigative devin vizibile atunci când
evaluările necesită aplicarea cunoas, terii s, i măsoară s, i calitatea rat,ionamentului.

Metodele investigative acoperă mai multe forme de învăt,are respectiv mai multe
abordări pedagogice ([105], [34]):

• Învăt,area prin proiecte (Project-based Learning, PBL2)

• Învăt,area bazată pe design (Design-based Learning, DBL)
1Inquiry Based Science Education.
2Acronimul PBL este folosit atât pentru Project-based Learning cât s, i pentru Problem-based Learning,

dar de regulă se pot diferent,ia în contextul în care apar, aici vom folosi Problem-based Learning.
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1 METODE INVESTIGATIVE

• Învăt,area bazată pe probleme (Problem-based Learning, PBL)

• Învăt,area bazată pe cazuri (Case-based Learning, CBL)

• Învăt,area bazată pe prelegere s, i rezolvări de probleme (Lecture-based Problem
Solving)

• Învăt,area bazată pe investigat,ie s, i curiozitate3 (Inquiry-based Learning, IBL)

Unele dintre acestea au fost concepute în diferite domenii de s, tiint,ă, de exemplu în
domeniul medicinii învăt,area bazată pe cazuri se poate aplica mult mai us,or decât în
matematică, sau învăt,area bazată pe design se aplică fără discut,ii în arhitectură. Există pe
lângă aceste abordări s, i o serie de alte metode investigative cum ar fi educat,ia matematică
complexă ([47]) fundamentată în anii ’60 în Ungaria (de Tamás Varga, [96]) sau metoda
lui Pósa ([46]), sau tradit,iile germane izvorâte din ideile lui Wilhelm von Humboldt din
anii 1800.4

Din punctul de vedere al predării matematicii s, i al tradit,iilor existente în România
ne vom focusa asupra abordării bazate pe probleme (PBL – Problem based Learning),
asupra abordării bazate pe investigat,ie s, i curiozitate (IBL – Inquiry based Learning)
s, i vom discuta s, i unele aspecte legate de învăt,area bazată pe prelegeri s, i rezolvări de
probleme. Pentru aceasta vom avea nevoie de clarificarea unor termeni care în literatura de
specialitate au fost definit,i (put,in sau complet) diferit fat,ă de ce s-ar putea înt,elege/deduce
din folosirea uzuală, cotidiană a termenilor respectivi (o explicat,ie a acestui fenomen
ne va furniza teoria nivelurilor Van Hiele proiectată asupra chestiunilor didactice, a se
vedea capitolul 2.3). Cel mai bun exemplu este termenul „problem solving” care în mod
natural se traduce ca „rezolvare de probleme”. Dar ce este o „problemă” din perspectiva
didacticii s, i ce înt,elegem prin „rezolvare de probleme”? Primul cadru conceptual s, i
procedural de didactică matematică referitor la procesul de rezolvare al problemelor a fost
cel al lui George Pólya (s, i acest cadru s-a dovedit unul fiabil, cărt,ile sale fundamentale
fiind reeditate s, i în prezent). Pólya ([79]) a definit problema ca orice sarcină sau activitate
pentru care elevii nu au reguli sau metode prescrise sau memorate s, i nicio percept,ie
potrivit căreia ar exista o metodă specifică «corectă» de rezolvare, deci ca sarcină, un
obiectiv care nu poate fi atins din cauza unui obstacol cu care elevul se confruntă. De
aici avem două implicat,ii fundamentale: 1. calitatea unei sarcini de a fi problemă sau nu
este una personală, depinde de cine încearcă să îndeplinească sarcina, 2. sarcinile care
implică aplicarea unui algoritm, a unor procedee cunoscute de elevi nu se consideră a fi
o problemă. Pólya a descris procesul de rezolvare în patru pas, i s, i a dat un pentru fiecare
pas un set de întrebări care pot stimula procesul de rezolvare. Bineînt,eles abordarea lui
Pólya nu este una rigidă, ci mai degrabă un cadru flexibil pentru rezolvarea creativă a

3Folosim această sintagmă pentru a putea diferent,ia între învăt,area bazată pe metode investigative în
general s, i pedagogia IBL – Inquiry-based Learning

4Conceptul de universitate humboldtiană este la baza organizării multor universităt,i de azi.
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1 METODE INVESTIGATIVE

problemelor. Prin exersarea acestor euristici, rezolvitorii de probleme îs, i pot dezvolta o
intuit,ie mai bună s, i îs, i pot îmbunătăt,i capacitatea de a aborda o varietate de provocări
matematice s, i logice.

1) Înt,elegerea problemei - Înainte de a rezolva o problemă, trebuie să o înt,elegem
bine. Aceasta implică citirea cu atent,ie a problemei, identificarea a ceea ce este dat
s, i determinarea a ceea ce trebuie găsit. Întrebări de pus:

• Ce solicită problema?
• Care sunt informat,iile disponibile?
• Care este necunoscutul s, i care sunt cantităt,ile cunoscute?
• Există condit,ii sau constrângeri speciale?

2) Elaborarea unui plan - Odată ce am înt,eles problema, următorul pas este să elabo-
răm un plan sau o strategie pentru rezolvarea acesteia. Aceasta implică alegerea
metodelor, formulelor sau tehnicilor adecvate care ar putea conduce la o solut,ie.
Întrebări de pus:

• Ce strategii sau instrumente ar putea fi utile? (De exemplu: manipulare
algebrică, geometrie, modele etc.)

• Pot să descompun problema în părt,i mai mici?
• Am mai văzut o problemă similară? Ce a funct,ionat în acel caz?
• Pot rezolva problema folosind un rat,ionament logic, sau prin încercări repetate

sau desenând diagrame?

3) Punerea în aplicare a planului - Să parcurgem pas cu pas planul pe care l-am
conceput. Aceasta implică efectuarea calculelor, construct,iilor sau deduct,iilor
logice necesare. Întrebări de pus:

• Ce pas, i trebuie să urmez?
• Fac progrese în direct,ia solut,iei?
• Există gres,eli sau erori în munca mea pe care trebuie să le corectez?
• Pot să-mi simplific munca sau să folosesc o scurtătură (idee, observat,ie)

pentru a economisi timp?

4) Analiza solut,iei - După obt,inerea unei solut,ii, este necesar să revizuim procesul
s, i răspunsul pentru a ne asigura că acestea sunt corecte s, i au sens. Această etapă
de reflect,ie este crucială pentru a verifica dacă solut,ia este valabilă s, i pentru a
identifica eventuale gres,eli sau posibile abordări alternative. Întrebări de pus:

• Are sens solut,ia obt,inută în contextul problemei?
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1 METODE INVESTIGATIVE

• Am răspuns la întrebarea care a fost pusă?
• Îmi pot verifica răspunsul cu o metodă diferită sau prin utilizarea estimării?
• Există idei sau metode alternative care ar putea conduce la o solut,ie mai bună?
• Am făcut presupuneri care ar trebui clarificate sau justificate?

Câteva sfaturi suplimentare pentru aplicarea euristicii lui Pólya:

• Ghicit,i s, i verificat,i: dacă suntet,i blocat, formulat,i presupuneri întemeiate s, i testat,i-
le.

• Căutat,i modele: multe probleme, în special în geometrie s, i teoria numerelor,
implică modele identificabile care pot simplifica procesul de rezolvare.

• Procedaţi în sens invers: dacă problema pare a fi dificil de abordat prin metode
directe, încercat,i să pornit,i de la rezultatul dorit spre punctul de pornire, bineînt,eles
verificând corectitudinea rat,ionamentului final.

Comentariu. Cei patru pas, i pot fi concepuţi s, i ca un ciclu, de foarte multe ori
înt,elegem o proprietate la un alt nivel, după ce am demonstrat-o, putem trece la gene-
ralizări, la aplicat,ii etc. Pentru a deveni rezolvitori mai buni, mai eficient,i, trebuie să
parcurgem fiecare pas.

Câteodată pentru rezolvarea unei probleme este nevoie de schimbarea contextului în
care problema a fost formulată, de găsirea unei perspective potrivite sau de un proces
de modelare. Modelarea este la fel de importantă din punctul de vedere al metodelor
investigative ca s, i rezolvarea problemelor. Ciclul de modelare este descris de Blum ([15])
s, i evident,iază natura iterativă a modelării matematice, în care solut,iile s, i aproximările
sunt continuu îmbunătăt,ite s, i testate pe baza datelor din lumea reală sau pe baza unei
analize matematice suplimentare. Ciclul este alcătuit din s,ase etape:

1) Reprezentarea problemei: primul pas este înt,elegerea s, i reprezentarea problemei
din lumea reală în termeni matematici, deci implicit s, i ignorarea unei serii întregi
de aspecte. Aceasta implică simplificarea, abstractizarea s, i structurarea problemei
într-o formă care poate fi analizată matematic. În această etapă are loc identificarea
variabilelor, ipotezelor, constrângerilor s, i relat,iilor dintre elementele sistemului
sau contextului pe care încercăm să îl modelăm.

2) Modelarea: în această etapă traducem problema într-un model matematic formal,
folosind adesea ecuat,ii, grafice, algoritmi sau alte structuri matematice. Modelul
surprinde principalele variabile ale problemei s, i relat,iile dintre acestea. De exemplu,
utilizarea ecuat,iilor pentru a rezolva probleme textuale presupune un proces de
modelare. Această etapă implică formularea de ipoteze pentru a simplifica procesele
complexe din lumea reală într-un mod gestionabil din punct de vedere matematic.
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3) Rezolvarea modelului matematic: după ce avem un model matematic, următorul
pas este rezolvarea acestuia. Aceasta poate implica metode analitice (rezolvarea
ecuat,iilor) sau metode numerice (simulări, aproximări etc.). Scopul este de a obt,ine
solut,ii care pot fi interpretate, validate s, i aplicate în contextul problemei init,iale.

4) Verificarea/validarea: După obt,inerea unei solut,ii din modelul matematic, trebuie
să verificăm dacă aceasta este corectă s, i dacă are sens în situat,ia init,ială. Verificarea
asigură coerent,a internă a modelului, în timp ce validarea verifică aplicabilitatea
acestuia la datele sau condit,iile din lumea reală.

5) Rafinarea: Pe baza rezultatelor etapelor de verificare s, i validare, rafinăm mode-
lul. Aceasta implică ajustarea ipotezelor, revizuirea ecuat,iilor sau îmbunătăt,irea
aproximărilor pentru a spori precizia sau eficient,a modelului. Sau din contră, dacă
modelul este prea complex, atunci putem simplifica modelul init,ial.

6) Reevaluarea: Etapa finală constă în reevaluarea modelului după rafinare, pentru
a se asigura că acesta este în continuare în concordant,ă cu obiectivele problemei
init,iale. În această etapă putem reveni la etapele anterioare, pe măsură ce reconsi-
derăm aspecte ale problemei, actualizăm modelul s, i testăm noi ipoteze sau scenarii.
Această etapă conduce adesea înapoi la faza de modelare sau chiar la regândirea
reprezentării problemei în sine.

Uneori aceste etape nu sunt ciclice, ci mai degrabă ele se interconectează s, i se
influent,ează reciproc pe măsură ce progresăm către o mai bună înt,elegere sau un model
mai precis. La orele/activităt,ile bazate pe metode investigative este nevoie de foarte
multe ori de modelare, câteodată, chiar dacă problema init,ială este una abstractă, o vom
remodela într-un alt context (de exemplu rezolvăm o problemă de geometrie prin metode
algebrice sau invers).

Comentariu. Din perspectiva celor două modele anterioare (Pólya s, i Blum)
activităt,ile matematice bazate pe investigare se deosebesc de lect,iile tradit,ionale la care
elevii rezolvă exercit,ii s, i probleme s, i prin faptul că la activităt,ile investigative elevii
trebuie să parcurgă fiecare etapă.

Modelul lui Pólya a fost rafinat de Schoenfeld ([90], [91]) mai ales din punct de vedere
pragmatic s, i există multe studii despre cum putem preda matematica astfel încât elevii să
devină rezolvitori mai buni s, i nu doar să învet,e, să memoreze cont,inuturi matematice.
În articolul recent [87] autorul realizează o sinteză a ideilor emergente s, i a trendurilor
recente privind rezolvarea de probleme. O caracteristică persistentă tuturor abordări-
lor de rezolvare a problemelor este conceptualizarea disciplinei, care privilegiază s, i
spores, te dezvoltarea de către elevi a unor obiceiuri legate de gândirea matematică, crearea
rat,ionamentelor. În acest context, elevii trebuie să conceptualizeze, s, i să se gândească
la procesul lor de învăt,are ca la un set de dileme reprezentate, explorate s, i rezolvate în
termeni de resurse s, i strategii matematice. În plus, experient,ele s, i comportamentele ele-
vilor legate de rezolvarea problemelor reflectă s, i devin un mod de gândire corespunzător
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1.1 Învăt,area bazată pe probleme în matematică 1 METODE INVESTIGATIVE

practicilor matematice, care se acumulează pe parcursul activităt,ilor în care elevii trec
prin toate etapele rezolvării de probleme. Astfel, ei privilegiază dezvoltarea de obiceiuri
matematice, cum ar fi căutarea permanentă a abordărilor alternative privind modelarea s, i
explorarea problemelor matematice, formularea de conjecturi s, i căutarea argumentelor
pentru a sust,ine aceste conjecturi, împărtăs, irea solut,ii la probleme, sust,inerea propriilor
idei s, i dezvoltarea unui limbaj adecvat pentru a comunica rezultatele.

După clarificarea aspectelor legate de definit,ia problemelor s, i a procesului de rezolvare
a problemelor putem schit,a s, i abordările investigative.

1.1 Învăt,area bazată pe probleme în matematică
Învăt,area bazată pe probleme (PBL) este o abordare educat,ională în care elevii învat,ă prin
implicarea în rezolvarea unor probleme relevante, complexe, de regulă legate de lumea
reală. În contextul matematicii, PBL deplasează accentul de la metodele tradit,ionale de
predare – în care cunos, tint,ele sunt transmise în principal prin prelegeri s, i exercit,ii – la
o abordare mai centrată pe elev, în care învăt,area are loc ca rezultat al abordării active
a unei probleme matematice. În PBL, elevii lucrează de obicei în grupuri mici pentru
a explora o problemă, a formula ipoteze explicative, a aplica concepte matematice s, i a
reflecta asupra rezultatelor lor. Această metodă promovează o înt,elegere mai profundă,
gândirea critică s, i dezvoltarea abilităt,ilor de rezolvare a problemelor care sunt direct
transferabile în situat,ii cotidiene ([50]).

Caracteristicile principale ale abordării PBL în matematică:
În lucrarea de meta-analiză [31] este evident,iat faptul că majoritatea cercetărilor

raportează îmbunătăt,irea competent,elor elevilor. Există s, i cazuri în care abordarea PBL
a avut efect pozitiv pe rezultatele învăt,ării din punctul de vedere al cunos, tint,elor s, i al
atitudinii fat,ă de matematică ([52]), cazuri când PBL combinat cu metodele euristice a
avut un impact pozitiv asupra nivelului de cunos, tint,e ([13]); de asemenea este important
faptul că folosirea unor materiale didactice manipulabile poate cres, te interesul elevilor
([63]). Caracteristicile principale ale PBL sunt:

1) Învăt,area activă: elevii îs, i asumă responsabilitatea învăt,arii lor prin abordarea
unor probleme dificile.

2) Munca în colaborare: accentul pus pe munca în echipă permite elevilor să facă
schimb de idei, să critice abordările problemelor s, i să învet,e unii de la alt,ii.

3) Probleme din lumea reală: problemele sunt de obicei extrase din scenarii din
viat,a reală, ceea ce face matematica mai relevantă s, i mai atractivă.

4) Conexiuni interdisciplinare: PBL încorporează adesea concepte din diferite
domenii, cum ar fi fizica, economia sau ingineria, demonstrând aplicabilitatea largă
a matematicii.
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1.2 Învăt,area bazată pe investigat,ii în matematică 1 METODE INVESTIGATIVE

5) Învăt,area autodirijată: elevii sunt încurajat,i să caute informat,ii s, i resurse, pro-
movând învăt,area independentă s, i abilităt,ile de investigare/cercetare.

Procesul învăt,ării bazate pe probleme evident,iind s, i ciclul rezolvării

Beneficiile posibile ale abordării PBL în matematică:

1) Îmbunătăt,irea abilităt,ilor de rezolvare a problemelor: elevii îs, i dezvoltă gândi-
rea critică s, i abilităt,ile analitice prin abordarea problemelor deschise care nu au
doar o singură solut,ie.

2) Îmbunătăt,irea înt,elegerii conceptuale: prin aplicarea teoriilor matematice la
probleme din lumea reală, elevii dobândesc o înt,elegere mai profundă a conceptelor
matematice.

3) Implicare s, i motivat,ie: PBL implică elevii, arătându-le relevant,a matematicii în
contexte practice, ceea ce poate cres, te motivat,ia.

4) Colaborare s, i comunicare: lucrul în grup îi ajută pe elevi să îs, i dezvolte abilităt,ile
de lucru în echipă, de discut,ii s, i de prezentare.

1.2 Învăt,area bazată pe investigat,ii în matematică
Învăt,area bazată pe investigat,ii (IBL) este o abordare educat,ională care pune accentul
pe investigarea, explorarea unor contexte sau probleme relevante în care descoperirea
cont,inuturilor noi se realizează de către elevi. În contextul matematicii, IBL încurajează
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elevii să se implice în formularea de probleme, să pună întrebări s, i să investigheze
concepte, mai degrabă decât să primească doar fapte sau instruct,iuni de la profesor.
Procesul de investigare implică formularea de ipoteze, testarea ideilor s, i formularea de
concluzii, toate bazate pe argumente, rat,ionamente, idei, calcule etc., ceea ce favorizează
o înt,elegere mai profundă a conceptelor matematice. În abordările IBL, elevii explorează
de obicei probleme deschise sau situat,ii din lumea reală în care răspunsul nu este imediat
evident. Acest lucru stârnes, te curiozitatea s, i încurajează elevii să îs, i asume învăt,area.
Profesorii act,ionează mai mult ca facilitatori sau ghizi, ajutându-i pe elevi să se orienteze
în investigat,iile lor matematice. La un nivel mai avansat investigat,iile pot fi efectuate s, i
în contexte mai formale.

Principalele caracteristici ale abordării IBL în matematică:

1) Învăt,area centrată pe elev: elevii joacă un rol activ în procesul lor de învăt,are,
punând întrebări, formulând ipoteze s, i explorând solut,ii/abordări alternative.

2) Explorarea problemelor: accentul se pune pe explorarea problemelor mai degrabă
decât pe memorarea procedurilor, cu accent pe înt,elegerea principiilor de bază.

3) Colaborare s, i discut,ii: elevii lucrează adesea în grupuri, schimbând idei, apărându-
s, i rat,ionamentul prin argumente logice s, i învăt,ând unii de la alt,ii.

4) Contexte din lumea reală: IBL în matematică implică frecvent probleme din
lumea reală, ajutând elevii să vadă relevant,a s, i punerea în aplicare a conceptelor
matematice.

5) Gândire critică s, i reflect,ie: elevii sunt încurajat,i să gândească critic, să reflecteze
asupra propriului rat,ionament s, i să îs, i rafineze înt,elegerea.

Beneficiile abordării IBL în predarea matematicii:

1) Aprofundarea înt,elegerii conceptuale: prin implicarea activă în procesul de in-
vestigare, elevii pot dobândi o înt,elegere mai puternică s, i mai intuitivă a conceptelor,
not,iunilor, proprietăt,ilor, principiilor matematice.

2) Îmbunătăt,irea abilităt,ilor de rezolvare a problemelor: abordările bazate pe
investigat,ii îi ajută pe elevi să-s, i dezvolte gândirea critică s, i strategiile de rezolvare
a problemelor.

3) Motivat,ie s, i implicare: natura deschisă a problemelor, împreună cu accentul pus
pe investigat,ie pe explorare s, i descoperire, cres, te adesea motivat,ia s, i implicarea
elevilor.

4) Dezvoltarea unei autonomii profesionale la elevi: IBL dezvoltă abilităt,i precum
învăt,area autodirijată, creativitatea s, i perseverent,a, abilităt,i utile s, i în afara s,colii.
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Concluzie: Învăt,area bazată pe investigat,ii (IBL) în matematică este o abordare eficientă
pentru promovarea unei înt,elegeri mai profunde s, i a gândirii critice. Prin încurajarea
elevilor să investigheze, să pună întrebări s, i să exploreze concepte matematice, IBL
contribuie la dezvoltarea abilităt,ilor de rezolvare a problemelor s, i a unei curiozităt,i
matematice mai puternice. Accentul pus pe implicarea elevilor, pe colaborare s, i pe
conexiunile cu lumea reală face din IBL o metodă puternică de pregătire a elevilor pentru
a aborda probleme matematice complexe s, i pentru a-s, i pune în aplicare cunos, tint,ele în
moduri semnificative.

1.3 Învăt,area bazată pe prelegeri s, i rezolvarea problemelor
Abordarea aceasta în matematică se referă la metoda de predare s, i învăt,are în care elevii
sunt introdus, i în tehnicile de rezolvare a problemelor la începutul cursului sau lect,iei,
înainte de a acoperi complet cont,inutul formal al prelegerii. Această abordare pune
accentul pe învăt,area activă s, i angajează elevii prin probleme sau scenarii matematice
la începutul sesiunii. Iată o defalcare a modului în care funct,ionează de obicei această
metodă:

Principalele caracteristici ale învăt,ării bazate pe prelegeri s, i rezolvarea problemelor:

1) Prezentarea unor probleme la început:

1) În loc să se prezinte explicat,ii sau definit,ii teoretice formale, elevilor li se
prezintă la început o problemă dificilă, un context general complex.

2) Ideea este de a permite elevilor să se implice în problemă, să gândească critic
s, i să încerce să găsească o solut,ie.

2) Învăt,are activă:

1) Elevii se implică activ în studiul problemei, încercând să o rezolve, lucrând
în grupuri sau discutând posibile strategii.

2) Acest lucru încurajează explorarea s, i dezvoltă gândirea critică s, i abilităt,ile de
rezolvare a problemelor.

3) Instruire ghidată:

1) După ce elevii au petrecut câtva timp încercând să rezolve problema, instruc-
torul oferă îndrumare, fie abordând concept,iile gres, ite, fie prezentând strategii
de rezolvare a problemei sau explicând conceptele de bază.

2) Datorită acestei îndrumări, elevii nu rămân confuzi s, i cont,inutul prelegerii
decurge în mod natural din procesul de rezolvare a problemelor.
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4) Conectarea teoriei la practică:

1) Pe măsură ce sesiunea de rezolvare a problemei progresează, instructorul
introduce teoria matematică, teoremele sau formulele relevante care sunt
necesare pentru a rezolva problema sau pentru a înt,elege mai bine procesul
de rezolvare.

2) Prin introducerea teoriei în acest mod, elevii pot vedea aplicarea directă a
acesteia la problema pe care au întâlnit-o deja, astfel cont,inutul devine mai
semnificativ.

5) Învăt,area colaborativă:

1) Adesea, elevii lucrează împreună în grupuri mici pentru a rezolva problemele,
încurajând colaborarea s, i schimbul de strategii. Acest aspect social poate
contribui la aprofundarea înt,elegerii s, i la promovarea diferitelor perspective
cu privire la modul de rezolvare a problemei.

6) Reflect,ie s, i discut,ii:

1) După rezolvarea problemei, există de obicei o perioadă de reflect,ie în care
clasa discută diferite abordări ale problemei s, i învăt,ăminte/concluzii care
pot fi formulate. Instructorul poate, de asemenea, să pună întrebări pentru a
consolida s, i a aprofunda înt,elegerea.

Beneficiile acestei abordări:
1) Angajament sporit: a începe cu o problemă poate fi mai atractiv pentru elevi decât

a asculta mai întâi o prelegere. În acest fel oferă o aplicare imediată a conceptelor
care urmează să fie învăt,ate.

2) Aprofundează înt,elegerea: prin abordarea problemelor înainte de teorie, elevii
ret,in adesea mai bine conceptele, deoarece observă cum este utilizată teoria în
practică.

3) Încurajează gândirea critică: elevii sunt fort,at,i să gândească critic s, i să rezolve
probleme, mai degrabă decât să primească informat,ii în mod pasiv.

4) Centrată pe cursant: această abordare face din elevi personajele centrale ale
procesului de învăt,are, promovând o mai mare asumare a învăt,ării.

Această metodă transferă part,ial rolul profesorului de la cel de unic furnizor de
cont,inut la cel de facilitator care îi ghidează pe elevi în călătoria lor de învăt,are. De
asemenea, oferă elevilor oportunităt,i de a se implica activ în problemele studiate, ceea ce
îi poate ajuta să înt,eleagă conceptele la un nivel mai profund.

Această metodă face parte dintr-o tendint,ă mai largă în educat,ie, cea a strategiilor de
învăt,are mai interactive, centrate pe elev, care urmăresc să promoveze abilităt,i de gândire
de ordin superior s, i continuarea studiilor pe termen lung.
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1.4 Diferent,e între învăt,area bazată pe prelegeri s, i rezolvare de pro-
bleme, învăt,area bazată pe probleme (PBL) s, i învăt,area bazată
pe investigat,ii (IBL) în predarea matematicii

În cele ce urmează prezentăm o comparat,ie a celor trei abordări ment,ionate anterior,
evident,iindu-le caracteristicile, punctele tari s, i punctele slabe:
1. Învăt,area bazată pe prelegeri s, i rezolvare de probleme
Caracteristici:

1) Centrată pe profesor: profesorul furnizează o mare parte a cont,inuturilor, adesea
începând cu o prelegere sau o explicat,ie a unor concepte cheie, urmată de introdu-
cerea problemelor s, i completarea rat,ionamentelor, fixarea ideilor, detalierea pas, ilor
la sfârs, it.

2) Rezolvarea problemelor după teorie: de obicei, problemele sunt introduse după
o prelegere care explică bazele teoretice, teoremele s, i formulele.

3) Aplicat,ie ghidată: elevii aplică teoria învăt,ată în timpul prelegerii prin rezolvarea
de probleme care consolidează conceptele.

4) Învăt,are structurată: abordarea este în general structurată, cu o secvent,ă clară de
cont,inuturi s, i tipuri de probleme care se pot baza unele pe altele.

Puncte tari:

1) Explicat,ii clare: profesorii pot explica direct conceptele cheie, oferind claritate s, i
reducând confuzia.

2) Eficient,ă: această metodă permite profesorilor să parcurgă cont,inuturile într-un
timp relativ scurt.

3) Bazele solide: abordarea asigură faptul că elevii pot înt,elege teoria înainte de a o
aplica, ceea ce poate contribui la construirea unei baze solide.

4) Gestionarea timpului: profesorii pot gestiona mai us,or timpul pe parcursul
activităt,ilor, asigurându-se că în intervalul de timp dat cont,inuturile cheie sunt
acoperite.

Puncte slabe:

1) Învăt,area pasivă: elevii sunt în mare parte receptori pasivi de informat,ii, ceea ce
poate limita implicarea s, i ret,inerea.

2) Gândire critică limitată: deoarece accentul se pune pe rezolvarea problemelor
folosind metode prescrise, este posibil ca elevii să nu aibă ocazia de a se angaja
într-o gândire de ordin superior sau de a explora abordări alternative.
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3) Colaborare limitată: este posibil să se pună mai put,in accent pe învăt,area colabo-
rativă sau în grup, deoarece în prima parte elevii nu trebuie să colaboreze s, i în a
doua parte unele probleme pot fi rezolvate s, i individual.

2. Învăt,area bazată pe probleme (PBL)
Caracteristici:

1) Centrată pe elev: elevilor li se prezintă o problemă complexă (sau o situat,ie
problemă), din lumea reală, la începutul procesului de învăt,are, iar rolul profesorului
este de a facilita, să ghideze s, i să sprijine elevii.

2) Învăt,are activă: elevii lucrează în grupuri pentru a rezolva problema, folosind
cunos, tint,ele lor anterioare, investigarea posibilităt,ilor de abordare s, i explorarea
conceptelor matematice.

3) Interdisciplinaritate: PBL implică adesea probleme care conectează matematica
cu alte discipline sau contexte din lumea reală, solicitând elevilor să integreze
perspective multiple.

4) Accent pe colaborare: elevii lucrează de obicei în grupuri, promovând munca în
echipă s, i comunicarea.

Puncte tari:

1) Implicare: elevii sunt foarte implicat,i deoarece lucrează la probleme relevante,
semnificative, unele din viat,a cotidiană sau profesională.

2) Gândire critică s, i abilităt,i de rezolvare a problemelor: PBL încurajează elevii
să gândească critic, să exploreze diverse solut,ii s, i să îs, i justifice rat,ionamentul.

3) Colaborare: aspectul de lucru în grup favorizează colaborarea, învăt,area reciprocă
s, i dezvoltarea de competent,e transversale precum lucrul în echipă s, i comunicarea.

4) Învăt,are profundă: PBL promovează o înt,elegere mai profundă, deoarece elevii
construiesc cunos, tint,e în mod activ, prin explorare s, i investigare.

Puncte slabe:

1) Consumă mult timp: PBL poate fi consumatoare de timp, deoarece elevii au
nevoie de mult timp pentru a se implica în problemă, pentru a cerceta s, i pentru a-s, i
prezenta concluziile.

2) Posibilitatea neglijării conceptelor de bază: în unele cazuri, elevii se pot concen-
tra mai mult pe găsirea unei solut,ii la problemă, fără a înt,elege pe deplin conceptele
matematice de bază.

3) Rolul profesorului: profesorii trebuie să fie foarte priceput,i în facilitarea s, i îndru-
marea procesului, ceea ce poate fi o provocare dacă nu au o formare adecvată.
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3. Învăt,area bazată pe investigat,ii (IBL)
Caracteristici:

1) Explorare s, i descoperire: IBL pune accentul pe explorare s, i pe investigat,ie,
unde elevii pun întrebări, formulează ipoteze explicative s, i explorează concepte
matematice prin investigat,ie.

2) Profesorul ca facilitator: profesorul act,ionează ca un ghid sau antrenor, ajutând
elevii să navigheze în procesul lor de investigare, fără a oferi răspunsuri în mod
direct.

3) Centrată pe elev: elevii iau init,iativa în învăt,area lor, cu mai put,ine indicat,ii decât
în PBL sau în abordarea bazată pe prelegeri.

4) Probleme deschise: sarcinile de investigare sunt adesea deschise, permit,ând elevi-
lor să exploreze diferite idei, modele s, i conexiuni matematice.

Puncte tari:
1) Înt,elegere conceptuală profundă: descoperind ei îns, is, i ideile matematice, elevii

dezvoltă o înt,elegere profundă a cont,inuturilor.
2) Încurajează curiozitatea: IBL stimulează curiozitatea elevilor s, i promovează

gândirea independentă, deoarece aces, tia sunt încurajat,i să pună întrebări s, i să
exploreze propriile răspunsuri.

3) Flexibilă s, i adaptabilă: IBL poate fi adaptat pentru a se potrivi diferitelor stiluri de
învăt,are s, i niveluri de complexitate, oferind o experient,ă de învăt,are personalizată.

4) Metacognit,ie: încurajează elevii să reflecteze asupra propriilor procese de gândire
s, i învăt,are.

Puncte slabe:
1) Consumatoare de timp: Ca s, i PBL, IBL necesită mult timp pentru explorare s, i

descoperire, ceea ce nu este întotdeauna posibil în cadrul curriculumului existent.
2) Poate fi frustrantă: Unii elevi se pot confrunta cu natura deschisă a sarcinilor,

ceea ce poate duce la frustrare sau lipsă de orientare în lipsa unui sprijin adecvat.
3) Necesită o facilitare calificată: Profesorii trebuie să fie foarte priceput,i în a ghida

cercetarea elevilor fără a-i conduce direct la solut,ie, ceea ce poate fi dificil în
practică.

Pentru o comparat,ie mai coerentă am organizat aceste caracteristici s, i sub formă
tabelară. Din acest tabel putem observa că în practică trecerea de la metode tradit,ionale la
metode investigative este un proces gradual în care profesorii au s,ansa de a trece de la un
stil de predare tradit,ional la un stil mai deschis folosind abordarea bazată pe prelegeri s, i
rezolvarea problemelor după care poate urma abordarea bazată pe probleme s, i investigat,ii
dirijate la început s, i poate chiar deschise în anumite faze. Bineînt,eles activitatea propriu
zisă va arăta complet diferit în funct,ie de metoda de abordare, chiar dacă încercăm să
ajungem la aceleas, i cont,inuturi.
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Caracteristică Învăt,area bazată
pe prelegeri s, i re-
zolvarea proble-
melor

Învăt,area bazată
pe probleme
(PBL)

Învăt,area bazată pe
investigat,ii (IBL)

Rolul profesoru-
lui

Oferă explicat,ii,
ghidează rezolva-
rea problemelor.

Facilitator care spri-
jină explorarea con-
dusă de elev.

Facilitator care spri-
jină explorarea des-
chisă s, i chestionarea.

Implicarea elevi-
lor

Pasivă până la mo-
derată; elevii re-
zolvă problemele
după teorie.

Activă, elevii lu-
crează la probleme
complexe, din
lumea reală.

Foarte activă; ele-
vii explorează s, i
formulează singuri
probleme, ipoteze,
solut,ii.

Concentrare Concentrare pe
însus, irea teoriei s, i
aplicarea acesteia
la rezolvarea
problemelor.

Concentrare pe
rezolvarea proble-
melor din lumea
reală, integrarea
cunos, tint,elor.

Accent pe explo-
rare, descoperire s, i
învăt,are autodirijată.

Colaborare Colaborare
limitată (lucru
individual sau în
grupuri mici).

Accent puternic pe
colaborarea în grup.

Variază, ar putea fi in-
dividuală sau de grup,
dar de natură foarte
colaborativă.

Dezvoltarea gân-
dirii critice

Moderată - elevii
aplică metode cu-
noscute.

Elevată - elevii ana-
lizează s, i justifică
solut,iile.

Foarte ridicată -
elevii formulează
probleme, ipoteze s, i
explorează diverse
solut,ii.

Cerint,e privind
timpul s, i resur-
sele

Relativ eficientă;
axată pe furniza-
rea de cont,inut.

Consumatoare
de timp, necesită
cercetare aprofun-
dată s, i rezolvarea
problemelor.

Consumatoare de
timp, elevii se anga-
jează într-o explorare
profundă fără răspun-
suri clare.

Controlul profe-
sorului

Control ri-
dicat asupra
cont,inutului s, i
structurii.

Control moderat,
profesorul ghidează
procesul.

Control scăzut, pro-
fesorul facilitează
investigat,ia.

Rezultat Înt,elegerea clară a
conceptelor s, i me-
todelor.

Rezolvarea proble-
melor din lumea re-
ală s, i conexiuni in-
terdisciplinare, ati-
tudini pozitive.

Înt,elegerea conceptu-
ală profundă prin des-
coperire, atitudini po-
zitive.
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1.4.1 Un exemplu scurt

Considerăm următoarea problemă formulată în mod tradit,ional în clasa a 6-a sau a 7-a:
Un cub 9 × 9 × 9 este alcătuit din 729 cuburi unitate. Dacă vopsim fet,ele cubului

mare, atunci câte cuburi unitate vor avea cel put,in o fat,ă vopsită? Câte din acestea vor
avea exact o fat,ă s, i câte vor avea exact două fet,e vopsite?

Problema dată elevilor de clasa a 6-a sau a 7-a ne dă ocazia de a introduce not,iunea
de muchie s, i fat,ă a unui corp geometric pentru a pregăti folosirea acestor not,iuni în clasa
a 8-a.

Pentru a exemplifica cum putem transforma cont,inuturile tradit,ionale în funct,ie
de abordarea didactică s, i obiectivele propuse la nivelul operat,iilor de gândire, al
rat,ionamentului, vom prezenta câte o posibilitate de abordare în conformitate cu cele trei
modele.

Varianta abordării prin rezolvare bazată pe prelegere
La această abordare prezentăm not,iunile de vârf, muchie, fat,ă în cazul mai multor

corpuri (piramidă, cub, prismă) s, i vom da elevilor problema în forma tradit,ională.
Varianta PBL
În această variantă problema centrală ar fi următoarea:
Construim un cub mare din 729 de zaruri. Cât poate fi suma numerelor vizibile pe

fet,ele cubului?
La această problemă elevii ar lucra în perechi sau în echipe de 2-3 s, i am investiga

odată proprietăt,ile unui zar (suma punctelor de pe fet,ele opuse este 7), după care elevii ar
trebui să elaboreze un plan. Vom trece la rezolvarea propriu zisă numai după ce echipele
au prezentat planul lor (fără calculul efectiv) s, i după ce fiecare echipă are un plan (care
poate fi cel init,ial propus de echipă sau unul modificat folosind ideile celorlalt,i). La sfârs, it
vom discuta rezultatele s, i vom încerca să obt,inem o formă compactă a rat,ionamentului.

Varianta IBL
Considerăm bucăt,ile de Happy Cube din figura alăturată. Din fiecare bucată avem la

dispozit,ie 24 de bucăt,i. Se poate construi un cub care să aibă pe fiecare fat,ă patru dintre
aceste bucăt,i? Din bucăt,ile date ar trebui să construim o cutie de forma unui paralelipiped
dreptunghic. Ce dimensiuni poate avea un astfel de paralelipiped?

Detalii legate de ultima abordare pot fi consultate în lucrarea [2].
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Exemplul acesta ilustrează o problemă fundamentală s, i anume faptul că abordarea
didactică influent,ează contextul în care elevul se va confrunta cu cont,inutul matematic
ales de profesor. Bineînt,eles prima variantă ne va lua mult mai put,in timp, dar pe partea de
rezultate ale învăt,ării va fi mult mai săracă. A doua variantă este mai bogată în cont,inuturi,
elevii vor avea de investigat pe lângă numărul zarurilor cu 0,1,2,3 fet,e spre exterior s, i
configurat,iile de puncte care pot apărea s, i vor avea nevoie s, i de un argument pentru a
realiza că, practic, între numărul minim s, i cel maxim putem obt,ine orice număr de puncte.
În varianta a treia nici nu este scoasă în evident,ă proprietatea formală care poate fi de
folos; obiectivul pare să fie altul. Elevii pot realiza numărarea cuburilor mici printr-un
proces de modelare. Un avantaj imens al ultimei abordări este acela că după rezolvarea
acestei probleme elevii nu vor mai pune întrebarea „Unde aplicăm toate astea?”. Pentru
a înt,elege s, i mai bine mecanismele din spatele abordărilor investigative, vom trece în
revistă câteva teorii didactice mai generale care au un impact asupra proiectării s, i realizării
activităt,ilor investigative la orele de matematică. Înainte de aceasta însă vom trece în
revistă câteva studii legate de aplicat,iile metodelor investigative.

1.5 Studii din literatura didactică legate de diferite aspecte ale meto-
delor investigative

1. În lucrarea [108] autorii prezintă rezultatele unei cercetări care implică 4531 elevi de
clasa a 7-a care în 2021 învăt,au în 166 s,coli din China. Cele trei ipoteze de cercetare au
fost:

1. Competent,ele de modelare matematică au un impact pozitiv asupra creativităt,ii
elevilor.

2. Curiozitatea este componenta catalizatoare a efectului competent,elor de modelare
matematică asupra creativităt,ii.

3. Folosirea metodelor investigative determină efectul competent,elor de modelare
asupra creativităt,ii în sensul că impactul va fi cu atât mai mare cu cât elevii au parte de o
instruire cu mai multe activităt,i investigative.

Testele efectuate s, i analizele statistice ale rezultatelor au confirmat toate cele trei
ipoteze.

2. Studiul [39] s-a concentrat pe schimbările în atitudinea elevilor pe parcursul unei
intervent,ii bazate pe aplicarea metodelor investigative la orele de matematică la 304 elevi
din Spania. Este important de ment,ionat faptul că elevii care au participat învat,ă după
metode tradit,ionale la s,coală. Concluziile principale sunt următoarele:

– există o evolut,ie pozitivă în percept,ia utilităt,ii a matematicii
– există o evolut,ie pozitivă în percept,ia eficacităt,ii din perspectiva abilităt,ilor mate-

matice, a interesului pentru matematică s, i a performant,ei matematice percepute.
3. Articolul [52] prezintă o serie de intervent,ii în predarea conceptelor de cel mai

mare divizor comun s, i cel mai mic multiplu comun la două clase din Taiwan s, i analizează
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pe lângă cunos, tint,ele matematice s, i schimbările în atitudinea elevilor. Rezultatele elevilor
clasei experimentale au fost semnificativ mai mari în ceea ce prives, te motivat,ia, plăcerea
cu care au lucrat, încrederea în sine s, i aprecierea cont,inuturilor.

4. Articolul [77] prezintă rezultatele unui studiu la care au participat 248 elevi
norvegieni cu vârste cuprinse între 11 s, i 16 ani. Una dintre concluziile formulate este
următoarea: des, i corelat,iile nu sunt puternice, ele totus, i indică faptul că elevii care la
orele de matematică aplică metode investigative într-o măsură mai mare văd matematica
ca o disciplină creativă care va fi utilă pentru ei în viitor, ei consideră matematica o
disciplină interesantă s, i plăcută, fiind convins, i că abilităt,ile matematice sunt mai degrabă
rezultatul efortului, decât ceva înnăscut.

5. Articolul de sinteză [75] prezintă rezultatele a 17 studii privind rezultatele aplicării
metodelor PBL, s, i concluzia finală este că învăt,area bazată pe probleme are un efect pozitiv
asupra competent,elor matematice ale elevilor. Ea oferă o înt,elegere conceptuală mai
bună, contribuie la dezvoltarea abilităt,ilor de rezolvitor s, i la competent,ele de comunicare
profesională.

2 Teorii didactice s, i implicat,iile lor privind metodele in-
vestigative

2.1 Teoria antropologică a didacticii – ATD
Teoria antropologică a didacticii (ATD), dezvoltată de didacticianul francez Yves Che-
vallard s, i colaboratorii săi în anii 1980, este un cadru cuprinzător care îs, i propune să
înt,eleagă s, i să îmbunătăt,ească procesul de predare s, i învăt,are prin prisma antropologiei.
Acesta propune o teorie care prives, te educat,ia ca un fenomen cultural s, i social, nu doar o
simplă transmitere a cunos, tint,elor. Un concept central al acestei teorii este „transpunerea
didactică” care se referă la procesul prin care cunos, tint,ele sunt transformate din forma lor
„academică” (modul în care există în cercetare, teorie sau domenii avansate) în forma în
care pot fi predate în s,coli s, i sunt accesibile elevilor. Acest proces presupune adaptarea
cont,inutului astfel încât să poată fi comunicat eficient la diferite niveluri educat,ionale,
păstrându-s, i totus, i integritatea s, i esent,a. Chevallard s, i cercetătorii care au studiat această
problematică au arătat că deficient,ele interne în transpunerea didactică se datorează
unor constrângeri mai generale. Pentru a explica aceste constrângeri au propus studierea
acestora pe 9 niveluri diferite:

• Nivelul civilizat,iei – determină o serie de contexte cu care elevii sunt familiarizat,i.
De exemplu, la predarea probabilităt,ilor putem explica o serie de modele folosind
zarurile. În cultura arabă acest lucru nu este posibil întrucât zarurile sunt asociate
cu jocurile de noroc care sunt interzise prin religie.
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• Nivelul societăt,ii se referă la organizarea existentă în t,ară, dar cuprinde s, i tradit,ia
învăt,ământului, paradigmele care au condus la forma actuală de organizare, viziunea
societăt,ii asupra rolului s, i rezultatului procesului educat,ional. În unele t,ări s,colile
s, i implicit profesorii au o autonomie profesională puternică, asta însemnând chiar
o pedagogie proprie, un curriculum propriu, etc.

• Nivelul s,colii, care vizează efectiv institut,ia de învăt,ământ în care se realizează
procesul educat,ional. Este clar că în liceele teoretice există o altă viziune asupra
desfăs,urării s, i rezultatelor procesului educat,ional, decât într-un liceu tehnologic sau
militar sau pedagogic. Dar pot exista diferent,e enorme chiar s, i între două institut,ii
de acelas, i tip datorită unor specificităt,i locale sau unor tradit,ii.

• Nivelul pedagogiei înglobează principiile pedagogice pe baza cărora se realizează
procesul educat,ional.

• Nivelul disciplinei, de exemplu matematica, cuprinde pe de o parte criteriile
profesionale proprii ale domeniului de s, tiint,ă de care apart,ine disciplina dar s, i
cont,inuturile s, tiint,ifice, curriculumul s,colar.

• Nivelul domeniului se referă la o ramură mai mare al disciplinei, de exemplu analiza
matematică sau algebra.

• Nivelul capitolului este o parte bine conturată al domeniului, de exemplu integrarea
funct,iilor sau calculul algebric.

• Nivelul temei este o temă în cadrul capitolului, de exemplu schimbarea de variabilă
în integrală sau formulele prescurtate de calcul.

• Nivelul unităt,ii de învăt,are, de exemplu integrarea funct,iilor rat,ionale sau pătratul
binomului.

În unele cazuri nivelurile acestea au fost formulate mai compact: nivelul socio-
cultural (factorii culturali, istorici s, i de factură socială care influent,ează educat,ia), nivelul
institut,iei (regulile, normele s, i structurile institut,iei de învăt,ământ), nivelul practicilor de
predare (metodele, tehnicile s, i activităt,ile utilizate de profesori în sala de clasă pentru a
facilita învăt,area), nivelul contractului didactic (acordurile nescrise între profesori s, i elevi
cu privire la roluri, responsabilităt,i s, i as, teptări), nivelul sistemului didactic (relat,iile dintre
cunos, tint,e, profesor, elevi s, i resursele din clasă), nivelul de cunos, tint,e (cont,inuturile s, i
modul în care acestea sunt transformate pentru predare).

Nivelurile superioare determină transpunerea didactică la nivelurile inferioare, astfel,
când preluăm un material didactic, nu putem face abstract,ie de toate nivelurile superioare
pentru că o diferent,ă la un nivel superior care pare irelevantă din perspectiva predării
matematicii poate schimba complet succesul/rezultatele procesului de învăt,are. Acest
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aspect nu este foarte vizibil la orele tradit,ionale unde abordăm probleme formale, dar
diferent,ele totus, i există. Unui profesor de matematică dintr-o t,ară unde folosirea calcula-
toarelor s, tiint,ifice are o tradit,ie lungă (Anglia sau Austria) pot părea irelevante capitole
întregi din programa noastră de clasa a XI-a, pentru că studiul funct,iilor înseamnă ceva
diferit în sistemul lor (mai put,in formal, mai mult conceptual s, i bazat pe tehnologie).
Activităt,ile investigative sunt mult mai sensibile la toate aceste aspecte. Un exemplu
poate fi un material didactic elaborat în Spania pentru proiectul Mascil ([33]) s, i aplicat
cu succes în mai multe t,ări care a condus la activităt,i investigative complet diferite în
Bulgaria. Problema init,ială de a proiecta o parcare subterană cu un număr dat de locuri
de parcare, luând în considerare rampa de intrare/ies, ire s, i amplasarea unor stâlpi de
sust,inere existente, a fost transformată de elevi în investigarea pantei maximale pe care
pot coborî/ies, i mas, inile s, i s-a ajuns la o problemă mult mai complexă care practic nu
avea nimic în comun cu problema init,ială. Practic transmiterea materialelor didactice
netradit,ionale, care are loc la nivelul unităt,ii de învăt,are sau cel mult al capitolului, este
determinată puternic de nivelurile superioare, este influent,ată de cunos, tint,ele anterioare
ale celor care le vor folosi, de perspectiva lor pedagogică, de ceea ce cred ei despre
predarea matematicii etc. Din acest motiv, pentru o înt,elegere suficient de profundă
a motivat,iilor care conduc la alegerea unor abordări privind organizarea activităt,ilor
investigative la orele de matematică este nevoie de o perspectivă didactică mai amplă
privind predarea s, i învăt,area matematicii.

2.2 Teoria situat,iilor didactice în matematică
Teoria situat,iilor didactice (TDS) este un cadru pentru înt,elegerea modului în care ma-
tematica este predată s, i învăt,ată. Ea a fost concepută de matematicianul s, i educatorul
francez Gérard Vergnaud în anii 1980 s, i ulterior dezvoltată de Guy Brousseau ([16]).
Această teorie se concentrează pe interact,iunea dintre profesori, elevi s, i sarcinile ma-
tematice, cu scopul de a explica modul în care învăt,area s, i înt,elegerea are loc într-un
context pedagogic specific. Lucrarea lui Brousseau se bazează pe ideile init,iale ale lui
Vergnaud s, i explorează modul în care sarcinile matematice pot fi concepute pentru a
stimula învăt,area în cadrul unei clase.

Versiunea lui Brousseau a TDS se concentrează pe rolul „contractelor didactice”,
al „situat,iilor pragmatice” s, i al „obstacolelor epistemologice” în procesul de predare
s, i învăt,are. Contribut,ia lui Brousseau evident,iază dimensiunile sociale s, i cognitive ale
învăt,ării s, i subliniază faptul că învăt,area matematicii nu constă doar în dobândirea de
cunos, tint,e, ci s, i în implicarea în activităt,i semnificative de rezolvare a problemelor care
construiesc înt,elegerea. În paragrafele care urmează vom detalia aces, ti termeni pentru a
fixa câteva aspecte importante.
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2.2.1 Contractul didactic

„Contractul didactic” este un acord social nescris s, i neformulat explicit între profesor s, i
elev, sau mai general între tot,i cei implicat,i în procesul educat,ional. Contractul modelează
interact,iunea în clasă s, i influent,ează modul în care sarcinile sunt prezentate, înt,elese s, i
abordate de către elev. Acesta specifică regulile s, i as, teptările pentru ambele părt,i. De
exemplu, profesorul se poate as, tepta ca elevii să abordeze problemele în mod analitic, în
timp ce elevii se pot as, tepta ca profesorul să ofere explicat,ii dacă ei întâmpină dificultăt,i.
Contractul didactic poate evolua în timp s, i poate fi renegociat în funct,ie de nevoile elevilor
sau schimbărea de paradigmă la nivel educat,ional. Această renegociere însă de regulă se
realizează în mod informal prin interact,iuni multiple între participant,ii actului educat,ional.
Este foarte important faptul că nu este posibilă o modificare unilaterală a contractului.
De exemplu, dacă un profesor vrea să schimbe metoda de lucru la o clasă s, i să treacă
de la o predare tradit,ională frontală la una investigativă, atunci nu o poate face doar la
nivelul de formulare a sarcinilor, pentru că acesta ar însemna o schimbare unilaterală.
Tehnica propusă de Brousseau pentru aceste tipuri de schimbări se bazează pe schimbarea
contextului, pe introducerea unor elemente adit,ionale în mediul de desfăs,urare (termenul
init,ial folosit de Brousseau fiind „milieu”). Fără a schimba mediul/anturajul/contextul nu
ne putem as, tepta la schimbări în modul de abordare, în modul de implicare al elevilor etc.
s, i astfel activităt,ile investigative pot să es,ueze sau să nu aibă efectul scontat la nivelul
înt,elegerii. Pe de altă parte este important să cons, tientizăm rolul acestor schimbări. De
exemplu, la activităt,ile investigative, care se bazează pe utilizarea unor seturi special
concepute sau al unor jocuri, elevii (s, i chiar părint,ii) ar putea avea senzat,ia că nu se
face matematică sau că nu se face o treabă serioasă. Datorită acestui aspect este foarte
important să contrabalansăm, să prevenim aceste react,ii posibile prin evident,ierea unor
rezultate importante, prin cons, tientizarea modului de lucru, etc.

2.2.2 Situat,iile pragmatice

Situat,iile pragmatice sunt contexte în care elevii se confruntă cu probleme care le impun
să aplice s, i să organizeze cunos, tint,ele matematice în moduri care sunt semnificative
pentru ei. Aceste situat,ii implică contexte din viat,a reală, cum ar fi sarcini de rezolvare a
problemelor s, i încurajează elevii să se ocupe de probleme care sunt atât provocatoare din
punct de vedere intelectual, cât s, i fundamentate practic.

2.2.3 Obstacolele epistemologice

Obstacole epistemologice sunt dificultăt,ile cognitive pe care le întâmpină elevii când
învat,ă matematica s, i care apar din cauza naturii conceptelor matematice, a modului în
care sunt structurate în curriculum sau a modurilor specifice în care elevii înt,eleg gres, it
sau nu reus,esc să relat,ioneze conceptele. Teoria îs, i propune să înt,eleagă aceste obstacole
s, i să propună modalităt,i de proiectare a sarcinilor care să-i ajute pe elevi să le depăs,ească.
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Brousseau consideră că o parte a rolului profesorului este să identifice aceste obstacole
s, i să ofere sarcini adecvate care vor duce la eliminarea lor. Interact,iunea dintre elev s, i
sarcina matematică într-o situat,ie didactică bine concepută este crucială pentru procesul
de învăt,are.

2.2.4 Situat,ii didactice s, i adidactice

Concept,ia constructivistă de predare cere profesorului să provoace adaptarea as, teptată în
rândul elevilor săi printr-o alegere judicioasă a „problemelor” pe care le pune în fat,a lor.
Aceste probleme trebuie să-i facă pe elevi să act,ioneze, să vorbească, să gândească s, i să
evolueze prin propria lor motivat,ie. Între momentul în care elevul acceptă problema ca s, i
cum ar fi a sa proprie s, i momentul în care produce răspunsul la problemă, profesorul se
abt,ine să intervină s, i să sugereze cunos, tint,ele pe care dores, te ca elevii să le descopere.
Pe de altă parte, elevul s, tie foarte bine că problema a fost aleasă pentru a-l ajuta să
dobândească o nouă cunoas, tere, dar trebuie să s, tie, de asemenea, că această cunoas, tere
este în întregime justificată de logica internă a situat,iei s, i că el o poate construi. Nu numai
poate face, dar s, i trebuie să o facă, pentru că va dobândi cu adevărat aceste cunos, tint,e
doar atunci când va fi capabil să le folosească în situat,ii pe care le va întâlni în afara
oricărui context de predare. O astfel de situat,ie se numes, te o situat,ie adidactică.

Fiecare element de cunoas, tere poate fi abordat prin câteva situat,ii adidactice care nu
alterează trăsăturile esent,iale, vom numi o astfel de situat,ie „o situat,ie fundamentală”.
Elevul însă, de foarte multe ori, nu poate gestiona situat,iile fundamentale (de exemplu
construirea funct,iei logaritmice sau a funct,iei exponent,iale) s, i din acest motiv profesorul
alege/creează una pe care elevul o poate gestiona. Aceste situat,ii adidactice, care sunt
situat,ii aranjate cu scop didactic, vor altera unele trăsături ale elementelor de cunoas, tere.
În acest context profesorul fie comunică fie se abt,ine să comunice informat,ii, întrebări,
metode de predare, euristici etc, implicându-se astfel într-un joc cu sistemul de interact,iune
al elevului cu problemele pe care i le dă. Acest joc, sau situat,ie mai largă, este situat,ia
didactică.

2.2.5 Implicat,ii asupra activităt,ilor investigative

Din perspectiva acestei teorii, organizarea activităt,ilor investigative presupune alegerea
sau crearea unor contexte (situat,ii adidactice) în cadrul cărora putem – noi sau elevii –
formula probleme relevante care se pot rezolva la nivelul elevilor. Aceste contexte trebuie
să aibă s, i elemente pragmatice, să elimine pe cât posibil obstacolele epistemologice s, i să
nu modifice unilateral contractul didactic, dar să faciliteze evolut,ia acestui contract în
vederea trecerii la investigat,ii mai complexe, la cont,inuturi mai profunde, mai avansate.
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2.3 Teoria nivelurilor Van Hiele
Teoria nivelurilor Van Hiele ([44]) a fost elaborat de către Dina van Hiele-Geldof s, i Pierre
Marie van Hiele în anii ’50 în Olanda (sub conducerea lui Hans Freudenthal) s, i a avut ca
scop conceptualizarea procesului de dobândire a cunos, tint,elor de geometrie. Teoria a fost
aplicată la nivel curricular pentru a reforma predarea geometriei în Olanda s, i în Uniunea
Sovietică, dar a avut o influent,ă puternică s, i în Statele Unite ale Americii ([107]). Des, i a
primit s, i o serie de critici, teoria a fost extinsă de mai mult,i autori la diferite alte ramuri ale
matematicii s, i este folosită atât la nivel de cercetare, cât s, i la nivelul elaborării politicilor
educat,ionale – la Universitatea din Chicago există s, i în prezent un grup de cercetare
care a actualizat recent testele de diagnoză corespunzătoare ([22]). În paragrafele care
urmează, voi descrie nivelurile dintr-o perspectivă mai generală, nu numai din perspectiva
geometriei. Aceste niveluri au următoarele proprietăt,i importante:

• Nivelurile pot fi parcurse numai în ordinea descrisă (de la 1 la 5, de la nivelul
intuitiv la cel al rigurozităt,ii), fără posibilitatea de a omite vreun nivel.

• Fiecare nivel are un limbaj propriu, limbajele corespunzătoare la niveluri diferite
pot folosi aceleas, i cuvinte, dar înt,elesul atribuit acelui cuvânt va fi diferit.

• Trecerea de la un nivel la următorul presupune cinci faze (acestea pot fi parcurse în
orice ordine): investigat,ie, orientare dirijată, orientare liberă, explicat,ie, integrare.

În trecerea de la un nivel la nivelul următor intervine procesul de învăt,are, dar acest
proces este de regulă unul foarte lent. De exemplu, în 1957, Dina van Hiele-Geldof a
raportat 20 de ore pentru a trece de la nivelul 1 la nivelul 2 s, i 50 de ore pentru a ajunge la
nivelul 3 în studiul geometriei cu o clasă de copii cu vârsta de 12 ani.

Aceste proprietăt,i s, i descrierea nivelurilor implică o explicat,ie foarte simplă pentru
starea de fapt în care copiii nu înt,eleg explicat,iile profesorului pentru că limbajul este
diferit chiar dacă folosesc aceleas, i cuvinte.

2.3.1 Nivelul intuitiv

La nivelul intuitiv, numit s, i nivelul vizual sau nivelul recunoas, terii globale, not,iunile,
proprietăt,ile matematice sunt recunoscute intuitiv pe baza unei descrieri la nivelul limba-
jului cotidian, sau vizual, pe baza experient,elor s, i a exemplelor anterioare. Exemple: un
pătrat nu este recunoscut ca un dreptunghi; la rezolvarea unor probleme de numărare pur
s, i simplu elevul a enumerat cazurile pe care le-a observat; la calculul probabilităt,ilor se
foloses, te formula cu numărul cazurilor favorabile s, i numărul cazurilor posibile, dar nu se
verifică dacă aceste cazuri sunt egal probabile, etc. Din aceste exemple putem vedea că un
elev poate fi la nivelul intuitiv relativ la o ramură, un capitol sau o tematică a matematicii,
fără a fi la nivel intuitiv la toate celelalte (poate fi la nivel intuitiv la probabilităt,i, fiind
totodată foarte bun la geometrie).
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2.3.2 Nivelul analizei

La nivelul analizei sau al descrierii obiectele sunt recunoscute datorită proprietăt,ilor lor,
folosind descrieri sau definit,ii corecte, dar proprietăt,ile nu sunt organizate ierarhic. De
obicei nu sunt evident,iate relat,iile dintre diferite obiecte s, i categoriile de care apart,in. La
acest nivel figurile geometrice sunt recunoscute datorită definit,iei, de exemplu, pătratul
fiind un romb cu un unghi drept, este deja recunoscut ca s, i dreptunghi. La problemele de
numărare elevii încearcă să identifice caracteristici combinatoriale în probleme, folosesc
termenii de ordonare, repetit,ie, numărare dublă, etc. În probleme de probabilităt,i se
încearcă identificarea unui model s, i aplicarea unei formule.

2.3.3 Nivelul deduct,iilor informale

La acest nivel – numit s, i nivelul abstract,iei – proprietăt,ile sunt organizate într-o ierarhie,
sunt recunoscute relat,iile dintre diferite obiecte, proprietăt,i s, i categorii. Argumentarea la
acest nivel depinde adesea de percept,ie, de figuri, reprezentări, diagrame concrete. Există
un anumit tip de argumentare, de rat,ionament bazat pe pas, i motivat,i, dar, în general, nu
sunt construite demonstrat,ii complete, corecte s, i verificate. De exemplu în geometrie
apar secvent,e corecte de calcul sau de rat,ionament, însă aceste secvent,e pot fi necorelate.
La geometria în spat,iu, elevii calculează distant,e folosind teorema lui Pitagora, dar nu
demonstrează perpendicularitatea, deci faptul că teorema se poate aplica. La probleme de
numărare, elevii enumeră într-un mod sistematic toate posibilităt,ile sau folosesc diagrame
sau alte reprezentări. La probabilităt,i, elevii pot opera cu evenimente, le pot descompune
în evenimente mai simple, există concordant,a între operat,iile algebrice cu probabilităt,i s, i
operat,iile cu evenimente, dar toate acestea depind de contextul în care sunt introduse.

2.3.4 Nivelul deduct,iilor formale

La acest nivel se folosesc s, i se construiesc demonstrat,ii formale (complete, corecte, veri-
ficate s, i analizate), rat,ionamentele devin independente de figuri, reprezentări, diagrame.
De exemplu, la geometrie se verifică dacă rat,ionamentul acoperă toate cazurile (de exem-
plu triunghiuri ascut,itunghice, dreptunghice, obtuzunghice la demonstrarea concurent,ei
înălt,imilor, etc.), la problemele de numărare se verifică dacă s-a realizat într-adevăr o
biject,ie între obiectele/cazurile numărate efectiv s, i cele care erau de numărat init,ial, se ve-
rifică dacă au fost numărate toate s, i nu s-a numărat niciun caz de două ori. La probabilităt,i,
proprietăt,ile devin independente de reprezentările primare, sunt demonstrate folosind
concepte din teoria mult,imilor, apare perspectiva de a trata toate cazurile deodată, apare
not,iunea de distribut,ie ca posibilitate de a descrie un model de comportament aleator.
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2.3.5 Nivelul logicii formale

Acesta este nivelul la care lucrează matematicienii, la care teoriile, obiectele sunt constru-
ite prin metode axiomatice, deduct,iile, demonstrat,iile sunt formale s, i se cons, tientizează
faptul că putem schimba unele axiome, unele reguli. Acest nivel este atins de regulă doar
la nivel universitar.

2.3.6 Implicat,ii pentru activităt,ile investigative

Conform proprietăt,ilor nivelurilor, pentru a trece de la un nivel la următorul este nevoie
de investigat,ie. Bineînt,eles investigat,ia în sine nu va rezolva problema, de aceea este
nevoie de conceperea unor activităt,i complexe prin care elevii pot experimenta faza de
investigat,ie, dar într-un context bine definit (care asigură orientarea dirijată, însă este
destul de flexibil pentru a da loc s, i orientării libere) în care elevul poate ajunge la explicat,ii
s, i, într-un final, la integrarea cunos, tint,elor acumulate. La planificarea s, i la derularea
activităt,ilor bazate pe investigat,ii este important de cons, tientizat că, în raport cu noile
cont,inuturi, o parte dintre elevi vor fi probabil la nivel intuitiv s, i noi dorim ca pe parcursul
unei unităt,i de învăt,are să ajungă cel put,in la nivelul deduct,iilor informale, eventual –
în clasele mai bune s, i în liceu chiar s, i la nivelul deduct,iilor formale. Din acest motiv
unitatea de învăt,are trebuie planificată în as,a fel încât acest proces să fie fezabil. Singura
modalitate prin care profesorul (cel put,in la început) devine capabil de a înt,elege această
trecere de la un nivel la următorul este încercarea aceleias, i activităt,i în rolul unui elev,
parcurgând pas cu pas fiecare sarcină pe care o va avea elevul. Acest lucru se poate realiza
cel mai simplu în echipă, pentru care unul dintre colegi (profesor sau formator) pregătes, te
o astfel de activitate. În lipsa unor astfel de experient,e va fi foarte dificil găsirea unui
limbaj comun de comunicare, pentru că profesorul va vedea activitatea prin prisma unor
scheme cognitive de care elevul nu dispune s, i îi va fi foarte greu să înt,eleagă dificultăt,ile
cu care se confruntă elevii.

2.4 Cadrul TRU - Teaching for Robust Understanding
Cadrul TRU - Teaching for Robust Understanding ([93], [94], [95]) a fost elaborat de
o echipă de didacticieni condusă de Alan H. Schoenfeld de la Universitatea Berkeley
din California în perioada 2010–2013, urmând să fie perfect,ionat s, i aplicat până în
prezent. TRU ne oferă un cadru conceptual bazat pe cercetare privind următoarea întrebare
fundamentală:

„Care sunt proprietăt,ile esent,iale ale mediilor de învăt,are echitabile s, i robuste - medii
în care tot,i elevii sunt sprijinit,i să devină gânditori informat,i, flexibili s, i ingenios, i din
perspectiva unei discipline?”

La elaborarea acestui cadru au contribuit peste 30 de cercetători s, i mii de practicieni
(profesori, instructori, antrenori, etc.) care au descris proprietăt,ile relevante ale unor
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contexte educat,ionale, medii de învăt,are, urmând ca ulterior cercetătorii să grupeze toate
proprietăt,ile enumerate în cinci clase denumite dimensiuni. Aceste dimensiuni sunt
importante pentru planificarea s, i derularea activităt,ilor, pentru alegerea contextelor în
care organizăm activităt,i investigative sau a modului în care organizăm modul de lucru în
rezolvarea unor probleme. Dimensiunile identificate sunt:

1) Cont,inutul
2) Solicitarea cognitivă
3) Accesul echitabil la cont,inuturi
4) Autonomia, simt,ul proprietăt,ii s, i identitatea profesională
5) Evaluarea formativă

Cadrul TRU a devenit un instrument major nu numai în matematică dar s, i în alte
domenii s, tiint,ifice, atât în cercetare, cât s, i în practică, de la proiectare la evaluarea
activităt,ilor, în studiile de lect,ii, în formarea profesională a cadrelor didactice, etc. În
următoarele subparagrafe prezentăm foarte pe scurt cele cinci dimensiuni.

2.4.1 Cont,inutul

Prin cont,inut înt,elegem not,iunile, conceptele, proprietăt,ile, teoremele abordate, dar s, i
totalitatea practicilor specifice disciplinei. Aceste practici de foarte multe ori nu sunt
formulate exact, dar sunt însus, ite la nivel procedural, de exemplu faptul că rat,ionamentele
trebuie să fie corecte s, i complete, că demonstrat,iile la geometrie trebuie să cuprindă toate
figurile posibile, că rezolvarea ecuat,iilor înseamnă determinarea tuturor solut,iilor, că
discut,ia unei ecuat,ii înseamnă discutarea tuturor cazurilor, etc. Înt,elegerea de către elevi
a unei discipline este modelată în mod fundamental de experient,a lor în clasă. A învăt,a
să gândes, ti ca un om de s, tiint,ă, sau ca un practician al oricărei discipline, înseamnă a te
familiariza cu conceptele s, i practicile disciplinei respective folosind un spectru larg de
cunos, tint,e s, i instrumente la dispozit,ie. Oamenii de s, tiint,ă s, i matematicienii investighează
„ceea ce face lucrurile să funct,ioneze”, folosind rat,iunea, ecuat,iile, reprezentările s, i
modelele în serviciul înt,elegerii fenomenelor. Această combinat,ie de abordări specifice
disciplinei, cunos, tint,e (inclusiv concepte s, i instrumente), practici s, i obiceiuri mentale
este ceea ce numim pe scurt „cont,inutul” disciplinei. Elevii trebuie să experimenteze
acest cont,inut în toată bogăt,ia sa pentru a putea deveni practicieni ai unei discipline. Un
cont,inut bogat este însă doar un început. Ideea principală din spatele cadrului TRU este
că, în instruire, rolul decisiv îi revine modului în care elevii se întâlnesc cu cont,inutul,
al pozit,iei în care aces, tia sunt plasat,i pentru a profita de bogăt,iile pe care disciplina
le are de oferit. Din acest motiv, dimensiunile care reflectă modul în care elevii îns, is, i
experimentează disciplina sunt la fel de importante ca s, i dimensiunea cont,inutului.
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2.4.2 Solicitarea cognitivă

Termenul „solicitare cognitivă” descrie nivelul de dificultate al activităt,ii pe care elevii
trebuie să o desfăs,oare, în raport cu ceea ce s, tiu. Scopul este de a găsi o zonă de mijloc, în
care elevii să aibă posibilitatea de a se baza pe ceea ce s, tiu s, i de a-s, i extinde cunos, tint,ele
actuale. Pentru a identifica zona de mijloc privind procesele cognitive ne referim la taxo-
nomia lui Bloom revizuită ([1] sau online https://academicaffairs.unl.edu/documents/4-
Revised-Blooms-Taxonomy.pdf):

1) A reaminti - se referă la abilitatea de a recunoaşte şi de a rechema informaţii
relevante (terminologie, date factuale, definiţii, principii, teorii) din memoria pe
termen lung.

2) A înt,elege - se referă la abilitatea de a construi sensul pe baza mesajelor educaţio-
nale, la înţelegerea materialului s, i capacitatea de a-l exprima în propriile cuvinte
(folosind conceptele, not,iunile specifice disciplinei).

3) A aplica - vizează abilitatea de a folosi materialul învăţat în situaţii noi şi concrete,
de a utiliza idei, concepte, proceduri pentru a rezolva probleme.

4) A analiza - semnifică descompunerea cunoştinţelor în părţi şi considerarea relaţiei
dintre părţi şi structura generală, căutarea elementelor esent,iale, a relaţiilor, a
principiilor de organizare.

5) A evalua - se referă la capacitatea de a prezenta s, i de a apăra opinii prin formularea
de argumente cu privire la informat,ii, validitatea ideilor, sau calitatea muncii pe
baza unui set de criterii.

6) A crea - înseamnă a concepe, a elabora ceva ce nu exista înainte, a combina lucruri
existente pentru a face ceva nou.

Aceste niveluri din taxonomia lui Bloom sunt considerate a fi structurate ierarhic
deoarece gradul de complexitate cres, te de la un nivel la celălalt, fiecare nivel fiind
considerat o condit,ie prealabilă pentru nivelul următor. Abilităt,ile de gândire de ordin
inferior (asociate primelor niveluri) oferă fundamentul pentru capacităt,ile superioare
de gândire (nivelurile superioare). Bineînt,eles, nivelurile definite de Bloom, mai ales
cele superioare nu sunt us,or de atins la o oră de matematică s, i în predarea tradit,ională
acest lucru nici nu a fost formulat ca obiectiv (nici măcar la nivel de curriculum sau
competent,e). Trebuie precizat, însă, că la definit,ia acestor niveluri tot ce face elevul
trebuie privit din perspectivă educat,ională, deci crearea unor probleme, idei, proprietăt,i
nu înseamnă crearea unor noutăt,i din punctul de vedere al matematicii, ci o noutate în
contextul educat,ional în care se află elevul. Este exact aceeas, i situat,ie ca la definirea
problemelor, o sarcină poate fi o problemă pentru unii s, i ceva de rutină pentru alt,ii.
Aici crearea a ceva ce nu exista înainte nu înseamnă crearea unor concepte noi care
încă nu au fost formulate/studiate de matematicieni, ci înseamnă ceva nou pentru elev,
nou în contextul activităt,ii elevului s, i nou prin prisma cunos, tint,elor anterioare. La o
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activitate bazată pe metode investigative, obiectivul este ca elevul să ajungă la acest nivel
s, i numai după aceea să regândim tot procesul s, i din perspectiva limbajului matematic,
a cont,inuturilor curriculare. Deoarece obiectivul acestor activităt,i este foarte frecvent
înt,elegerea în profunzime a fenomenelor/proprietăt,ilor, este util să folosim s, i taxonomia
lui Krathwohl pentru descrierea celor patru tipuri de cunos, tint,e cu care operăm:

1) Cunos, tint,ele factuale includ fragmente/bucăt,i izolate de informat,ii cum ar fi
definit,ii, simboluri, proprietăt,i formulate pe baza observat,iilor, etc.

2) Cunos, tint,ele conceptuale constau în sisteme de informaţii, cum ar fi: modele,
principii, clasificări, categorii, teorii.

3) Cunos, tint,ele procedurale includ procedee, algoritmi, metode de lucru, abilităţi
precum şi cunoştinţe despre situaţiile în care se folosesc aceste metode şi procedee.

4) Cunos, tint,ele metacognitive se referă la cunoştinţele despre procesele de gândire,
despre sine s, i modalităt,ile în care aceste procese pot fi folosite în mod eficient în
diferite contexte.

În procesul educat,ional obiectivul este ca pe baza unor cunos, tint,e factuale să creăm
cunos, tint,e conceptuale s, i procedurale s, i să reactualizăm ret,eaua noastră de cunos, tint,e
folosind s, i cunos, tint,ele cognitive. În predarea matematicii este o capcană urias,ă (s, i foarte
des întâlnită) trecerea de la cunos, tint,ele factuale la cele procedurale fără a acumula s, i
cunos, tint,e conceptuale. Astfel se poate ajunge la situat,ia în care elevii vor cunoas, te
notat,iile pentru produs s, i vor putea calcula produsul a două numere, dar nu vor fi capabili
să rezolve probleme textuale în care intervine înt,elegerea conceptuală. Matricea obt,inută
din cele două taxonomii (cel al lui Bloom s, i cel al lui Krathwohl) ar furniza un sistem
format din 24 de elemente s, i ar fi mult prea complicată pentru practica didactică. Din
perspectiva cadrului TRU este important ca elevii, în vederea înt,elegerii s, i a aprofundării
unui cont,inut bogat, trebuie să se angajeze într-o stare de „stăruint,ă productivă” care
implică procese cognitive de nivel ridicat conform taxonomiei Bloom revizuite, dar
este necesară s, i exteriorizarea acestor procese, exprimarea gândurilor, schimbul de idei.
Astfel pentru planificarea/evaluarea activităt,ilor ne putem referi la cadrul DOK (Depth-
of-Knowledge, profunzimea cunoas, terii) al lui Webb, care scoate în evident,ă faptul că
avansarea printre nivelurile celor două taxonomii ar trebui să se realizeze simultan. Acest
cadru identifică patru niveluri:

1) Reamintire, reproducere. Elevii îs, i reamintesc s, i reproduc date, definit,ii, detalii,
fapte, informat,ii s, i proceduri.

2) Abilităt,i, concepte. Elevii utilizează concepte s, tiint,ifice s, i abilităt,i cognitive pentru
a răspunde la întrebări, a aborda probleme, a îndeplini sarcini s, i a analiza texte s, i
subiecte.

3) Gândire strategică, rat,ionament. Elevii se gândesc strategic s, i rezonabil, argu-
mentând cum s, i de ce conceptele, ideile, operat,iunile s, i procedurile pot fi utilizate
pentru a obt,ine s, i a explica răspunsuri, concluzii, decizii, motive s, i rezultate.
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4) Gândirea augmentată. Elevii se gândesc la ce se mai pot aplica cunos, tint,ele
acumulate, atât în diferite contexte academice, cât s, i în contexte cotidiene.

În diferite momente ale activităt,ilor, elevii trebuie să se angajeze la toate aceste niveluri.

2.4.3 Accesul echitabil la cont,inuturi

Clasele echitabile oferă tuturor elevilor acces la concepte s, i practici semnificative specifice
disciplinei, sprijinindu-i pe elevi în dezvoltarea propriilor concepte s, i în construirea
unor identităt,i productive specifice disciplinei s, i cadrului educat,ional. Pentru o învăt,are
eficientă, profesorii trebuie să încurajeze participarea tuturor elevilor clasei la comunitatea
intelectuală a acesteia. Există numeroase modalităt,i prin care elevii pot fi sprijinit,i în
accesul la cont,inutul s, i practicile disciplinei studiate.

• În alegerea s, i conceperea activităt,ilor, precum s, i în pregătirea scenariului
activităt,ilor, profesorii pot oferi mai multe puncte de acces la materialul rele-
vant, sust,inând as, teptarea ca tot,i elevii să fie capabili să participe s, i asigurând s,ansa
de a participa într-un mod sau altul la activităt,i.

• Sarcinile care pot fi abordate în mai multe moduri sau din mai multe perspective,
s, i în care abordările pot fi comparate s, i contrastate, oferă acces elevilor care aleg
diferite căi de acces la activitate. În plus, acestea oferă oportunităt,i de a face
conexiuni între abordările elevilor.

• Profesorii pot încuraja generarea s, i rafinarea ideilor, mai degrabă decât să critice
sau să ignore comentariile care sunt doar part,ial corecte.

• Profesorii pot sprijini utilizarea mai multor stiluri de comunicare, de exemplu:
solicitând unui elev să reformuleze contribut,ia altuia într-un limbaj academic mai
precis sau, poate, într-un limbaj mai informal, cotidian.

• În timpul discut,iilor, profesorii pot utiliza o varietate de strategii pentru a încuraja
participarea largă, de exemplu: alegând să apeleze doar la elevii care nu au vorbit
încă; acordând timp pentru a vorbi cu un partener înainte de a răspunde public;
selectând aleatoriu elevii care să contribuie.

• Profesorii pot propune sarcini utilizând un limbaj s, i contexte care să se conecteze
la experient,ele trăite de elevi s, i să ofere ferestre către experient,e necunoscute.

2.4.4 Autonomia, simt,ul proprietăt,ii s, i identitatea profesională

Cei care învat,ă au autonomie intelectuală atunci când împărtăs,esc ceea ce cred cu adevărat
despre problema în discut,ie, în loc să simtă nevoia de a veni cu un răspuns în care, cred
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sau nu, dar care corespunde cu ceea ce o altă autoritate, cum ar fi un profesor sau un
manual, ar spune că este corect. Autonomia intelectuală defines, te dorint,a unei persoane
de a se angaja în disciplina studiată s, i poate proveni din percept,ia că poate progresa în
rezolvarea unor probleme dificile, lucrând la ele s, i având încredere în concluziile pe care
le trage.

Simt,ul proprietăt,ii se referă la sentimentul când cineva det,ine controlul asupra ideilor
specifice disciplinei, mai degrabă decât să repete sau să memoreze ideile altora. Este
diferent,a dintre a spune „am gândit bine s, i sunt convins că are sens” s, i a te baza pe o
autoritate externă.

Un aspect cheie este măsura în care un mediu de învăt,are oferă elevilor oportunităt,i
de a-s, i dezvolta aceste aspecte ale identităt,ii lor profesionale s, i personale. Profesorii
eficient,i recunosc s, i valorifică punctele tari ale fiecărui elev, găsind modalităt,i de a-i ajuta
pe elevii individuali să intre în comunitatea de învăt,are atunci când nu le este us,or să intre
singuri. Există mai multe modalităt,i de a face acest lucru. Profesorii pot crea oportunităt,i
de recunoas, tere publică a contribut,iilor elevilor la discut,iile profesionale, pot ajuta elevii
să lucreze împreună în grupuri mici s, i se pot ocupa de elevii care întâmpină dificultăt,i
prin valorificarea punctelor tari ale gândirii lor. O tehnică comună este solicitarea elevilor
de a reitera rat,ionamentul altora, de a se baza pe ceea ce au spus alt,i elevi s, i solicitarea
de explicat,ii.

Cu toate acestea, mai presus de act,iunile profesorilor, este însăs, i natura mediului
din clasă. Se simt elevii în sigurant,ă când contribuie la conversat,iile din clasă? Au fost
stabilite norme pentru a aduce contribut,ii? Pentru valorificarea contribut,iilor altora?
Pentru validarea s, i criticarea contribut,iilor altora?

2.4.5 Evaluarea formativă

Evaluarea formativă implică orchestrarea unor activităt,i în clasă care dezvăluie stadiul
actual al înt,elegerii elevilor în timpul procesului de învăt,are. În cadrul evaluării forma-
tive, informat,iile colectate cu privire la rat,ionamentul s, i înt,elegerea elevilor joacă un
rol major în modelarea activităt,ilor de clasă care urmează. Atunci când grupurile sau
întreaga clasă lucrează la sarcini relevante, elevii pot servi drept resurse puternice unii
pentru alt,ii în modelarea s, i dezvoltarea gândirii celorlalt,i. Proiectul derulat de Shell
Center for Mathematical Education de la University of Nottingham s, i Universitatea Ber-
keley din California, denumit Mathematics Assessment Project, oferă o serie întreagă
de instrumente, atât pentru evaluarea formativă, cât s, i pentru cea sumativă (a se vedea
https://www.map.mathshell.org/index.php).

2.4.6 Implicat,ii pentru activităt,ile investigative

La conceperea s, i planificarea unei activităt,i matematice bazate pe investigat,ii trebuie să
luăm în considerare toate cele cinci dimensiuni TRU. Cont,inutul trebuie să fie unul relevant
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s, i atractiv, dar trebuie căutat un context în care acest cont,inut devine accesibil tuturor
celor care urmează să participe s, i fiecare elev trebuie să găsească părt,i ale activităt,ii care
să reprezinte o solicitare cognitivă optimă pentru el. Acest lucru se poate realiza numai
dacă cont,inutul este destul de profund s, i complex pentru a permite focusarea pe diferite
aspecte, unele mai simple, altele mai complicate. Pe parcursul activităt,ilor profesorii
trebuie să sprijine în mod vizibil autonomia intelectuală a elevilor (bineînt,eles în contextul
construit), câteodată trebuie să renunt,e la prezentarea unor informat,ii/idei/proprietăt,i s, i
trebuie să insiste până când elevii observă singuri ce ar fi avut el de spus. Uneori poate
părea pierdere de timp, dar trebuie să fim cons, tient,i că acest timp merită investit dacă
elevii se află într-o stare de stăruint,ă productivă s, i există sperant,a ca ei să poată formula
proprietăt,i relevante. Este un mod de lucru foarte dificil care trebuie ajustat continuu
în urma a ceea ce se întâmplă la activităt,i. Pentru cei obis,nuit,i cu evaluările sumative
(lucrări, răspunsuri orale) evaluarea formativă în sine poate reprezenta o problemă, dar
încorporarea evaluării formative în activitatea de investigare poate părea ceva irealizabil.
Există tehnici prin care ne putem obis,nui totus, i cu acest rol profesional. Una dintre aceste
tehnici este să lucrăm s, i noi, ca profesori, în echipe sau perechi. Astfel, în fiecare moment
unul dintre profesori poate fi cel care conduce activitatea, iar celălalt îs, i poate observa
elevii. Acest mod de lucru, din păcate, nu este sprijinit în mod oficial. O altă tehnică
este de a lua notit,e în timpul activităt,ii, cu observat,ii care pot constitui baza unor discut,ii
ulterioare, ale unor evaluări formative sau, dacă elevii lucrează în echipe, atunci să numim
câte un elev în fiecare echipă cu rolul de a nota punctele cheie, dificultăt,ile apărute sau
chiar unele aspecte pe care le indicăm noi în timpul interact,iunilor din timpul activităt,ii.

3 Modele de învăt,are
3.1 Modelul instruct,ional al celor 5 E-uri
Modelul celor 5 E-uri, elaborat de Roger W. Bybee a folosit încă din anii ’80 ([19]) s, i a
fost publicat în 1990 datorită succesului cu care se poate aplica, atât în practică, cât s, i
în conceptualizarea unor fenomene din perspectiva cercetărilor didactice. Acest model
descrie pe de o parte etapele cognitive ale învăt,ării prin care trec elevii în cadrul unor
activităt,i investigative, pe de altă parte arată obiectivele specifice care trebuie atinse în
derularea activităt,ilor.

• Angajarea (Engage). Sarcina formulată sprijină accesarea cunos, tint,elor anterioare
ale elevilor s, i îi ajută să experimenteze ceva nou prin utilizarea unor activităt,i scurte
care promovează curiozitatea s, i stimulează cunos, tint,ele anterioare. Activitatea ar
trebui să realizeze conexiuni între experient,ele de învăt,are trecute s, i prezente, să
expună conceptele construite anterior s, i să faciliteze reorganizarea ideilor elevilor
în vederea obt,inerii rezultatelor învăt,ării din activităt,ile curente.
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• Explorarea (Explore). Experient,ele de explorare oferă elevilor o bază comună de
activităt,i în cadrul cărora sunt identificate conceptele actuale (chiar s, i concept,iile
gres, ite), sunt identificate procesele s, i abilităt,ile s, i este facilitată schimbarea con-
ceptuală. Elevii pot efectua activităt,i de diferite tipuri, de la încercări aleatorii la
încercări sistematizate, sau simulări computerizate etc. care îi ajută să utilizeze
cunos, tint,ele anterioare pentru a genera idei noi, a explora întrebări s, i posibilităt,i,
precum s, i să conceapă s, i să efectueze o investigat,ie preliminară.

• Explicarea (Explain). Faza de explicare concentrează atent,ia elevilor asupra unui
anumit aspect al experient,elor lor s, i oferă oportunităt,i de a-s, i demonstra înt,elegerea
conceptuală, abilităt,ile de procesare sau comportamentele. Această fază oferă, de
asemenea, profesorilor ocazia de a introduce direct un concept, un proces sau o
abilitate. Elevii pot prezenta modul în care ei percep s, i înt,eleg anumite not,iuni. O
explicat,ie din partea profesorului îi poate îndruma spre o înt,elegere mai profundă,
înt,elegere care este principalul obiectiv al acestei faze.

• Elaborarea (Elaborate). Profesorii facilitează realizarea înt,elegerii conceptuale
s, i dezvoltarea unor abilităt,i specifice ale elevilor. Prin experient,ele noi, elevii
îs, i dezvoltă o înt,elegere mai profundă s, i mai amplă, dezvoltă abilităt,i adecvate,
bazate pe mai multe informat,ii. Elevii aplică înt,elegerea conceptuală în cadrul
unor activităt,i suplimentare.

• Evaluarea (Evaluate). Faza de evaluare încurajează elevii să îs, i evalueze nivelul de
înt,elegere, abilităt,ile dezvoltate, totodată oferă profesorilor oportunităt,i de a evalua
progresul elevilor către atingerea obiectivelor educat,ionale.

Articolul [10] sintetizează 20 de intervent,ii din perioada 2013–2021, documentate,
în care intervent,ia a fost realizată pe baza acestui model la orele de matematică. Re-
zultatele arată că folosirea modelului celor 5 E-uri poate contribui la îmbunătăt,irea
cunos, tint,elor conceptuale, a cunos, tint,elor s, i flexibilităt,ii procedurale, deci per ansamblu
poate îmbunătăt,i procesul de învăt,are a matematicii. Autorii lucrării [106] prezintă un
experiment din Cipru, efectuat cu elevi de clasa a VIII-a, în care au folosit modelul
celor 5 E-uri s, i modelarea matematică pentru predarea geometriei. Concluzia a fost
că predarea prin modelul instruct,ional 5E s, i metoda modelării matematice a crescut
performant,a academică a elevilor. Autorii au remarcat s, i faptul că metoda modelării
matematice a contribuit într-o măsură mai mare la cres, terea performant,elor academice s, i
la dezvoltarea competent,elor de rezolvare a problemelor. Există o serie de variante ale
acestui model, unele simplificate, altele mai detaliate, în funcţie de intent,iile autorilor.
De exemplu autorii lucrării [68] folosesc un model mai detaliat cu 7 E-uri: entuziasm
(Excitement), explorare (Exploration), explicare (Explanation), expansiune (Expansion),
extindere (Extension), schimbare (Exchanging), evaluare (Evaluation). La fel, autorii
articolelor [17] respectiv [23] folosesc două modele diferite cu 6 E-uri, ambele fiind
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obt,inute prin adăugarea la modelul celor 5 E-uri a unei dimensiuni adit,ionale s, i anume
„e-search” pentru folosirea tehnologiilor sau „dEsign” pentru proiectare – dar există s, i mo-
dele în care a 6-a dimensiune provine de la schimb (Exchange) sau extensie (Extension),
îmbogăt,ire (Enrich), etc.

Modelul celor 5 E-uri

3.2 Modelul IMSTRA
Modelul IMSTRA – Imersie (Immersion),
Structurare (Structuring), Aplicare (Applying)
– a fost propus de Mihaela Singer s, i Hedy Mo-
scovici în 2008 ([98]) pornind de la patru as-
pecte necuprinse sau neclarificate de alte mo-
dele: diferent,ele dintre rolul profesorului s, i al
elevului în etapele procesului de învăt,are, fle-
xibilitatea în parcurgerea etapelor, sprijinirea
planificării activităt,ilor în contexte variate s, i
dezvoltarea concomitentă a elevilor s, i a profe-
sorului pe parcursul activităt,ilor. Pe această di-
agramă putem urmări cum sunt sincronizate ro-
lurile elevilor s, i cele ale profesorului. Această
sincronizare poate ajuta pe parcursul proce-
sului de trecere de la investigat,ii structurate
la cele ghidate s, i la cele deschise, pentru că
această trecere înseamnă de fapt transferarea
graduală a responsabilităt,ilor s, i a init,iativelor.

Modelul Imersie-Structurare-Aplicare
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3.3 Investigat,ia bazată pe concepte
Modelul investigat,iei bazat pe concepte ([61]) a fost creat prin intersectarea metodelor
investigative (IBL) s, i a învăt,ării bazat pe concepte (folosit s, i în programul de pregătire
pentru bacalaureatul internat,ional) s, i este ilustrat în diagrama alăturată.

Un aspect important al acestui model este faptul că anumite etape necesită aprofunda-
rea cunos, tint,elor conceptuale s, i astfel nu se poate întâmpla ca de la cunos, tint,ele factuale
elevii să sară la cele procedurale. De altfel etapa de generalizare apare s, i în modelul init,ial
al lui Pólya privind rezolvarea problemelor în analiza solut,iei, doar că la orele tradit,ionale
ciclul rezolvării propusă de Pólya de foarte multe ori nu este parcurs în întregime s, i astfel
se pierde o parte esent,ială a oportunităt,ilor de a progresa.

Modelul investigat,iei bazat pe concepte

3.4 Modelul ERR
Modelul ERR (Evocare – Realizarea sensului – Reflect,ie) este prezentat s, i completat în
lucrarea [25]. Varianta completată a fost folosită cu succes în proiectul „Fizica altfel”
(https://ceae.ro/wp-content/uploads/2021/05/ISTORIC-PROIECT-1.pdf) în cadrul căruia
2500 de profesori de fizică din România au participat la cursuri de formare privind
predarea fizicii prin metode investigative. Modelul completat constă în următoarele etape:
Evocare-Anticipare, Explorare-Experimentare, Reflect,ie-Explicare, Aplicare-Transfer
s, i Evaluare. Acest model poate fi folosit s, i în cazul unor activităt,i de matematică atâta
timp cât faza de explorare-experimentare se poate implementa (de exemplu la multe teme
de geometrie) s, i faza de evocare-anticipare are sens în procesul conceptualizării s, i al
investigat,iei.
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3.5 Modelul trifazic
În practică este esent,ial ca activităt,ile să fie fezabile în timpul alocat s, i etapele care trebuie
parcurse de elevi să nu fie întrerupte, pentru că impresiile s, i experient,ele acumulate
la etapele init,iale se vor estompa în timp. Din acest motiv, modelele foarte detaliate
vor fi aplicate cu dificultăt,i mai ales de profesorii începători în aplicarea metodelor
investigative. Un model conceptual trifazic pentru organizarea activităţilor matematice
bazate de investigaţii este descris în lucrarea [14]. Acest model a fost folosit cu succes
mai ales la clasele liceale s, i constă în următoarele trei etape:

1. Crearea contextului pentru activităt,ile elevilor:

– formularea unor întrebări sau a unor provocări;
– stabilirea mediului didactic de lucru;
– stabilirea cadrului temporal s, i practic;
– clarificarea cerint,elor referitoare la rezultatul elaborat de elevi, a formei de

evaluare şi a criteriilor de evaluare.

2. Activităt,i independente ale elevilor, orientate spre investigaţii:

– acordarea unui timp suficient, libertate s, i sprijin pentru activitatea elevilor;
– sprijin s, i provocare prin dialog, conform principiului îndrumării minime

(profesorul având rol de facilitator);
– pregătire prealabilă a unor dialoguri posibile prin parcurgerea etapelor de

investigare de către profesor.

3. Reflect,ii s, i învăt,are împărtăs, ite:

– experient,ele, rezultatele s, i reflect,iile din cadrul activităt,ii sunt sistematizate
s, i împărtăs, ite;

– ideile principale s, i rezultatele matematice sunt evidenţiate din rezultatele
elevilor s, i din reflect,iile împărtăs, ite;

– rezultatele sunt corelate cu conţinuturile/cunos, tint,ele institut,ionalizate, de
exemplu cu programa s,colară.

Acest model este similar cu modelul ERR s, i poate fi privit ca un model simplificat
care poate fi aplicat în multe situat,ii s, i în timp, odată cu dezvoltarea profesională a celor
care predau, poate fi completat cu aspectele cuprinse în celelalte modele.

Este esenţială şi o schimbare de paradigmă privind participarea elevilor la aceste
activităţi: obiectivul principal nu este ca elevii să înveţe conţinuturi matematice, ci să
creeze propriile lor idei matematice într-un context în care o serie de noţiuni abstracte
devin palpabile, iar după formarea acestor idei proprii cu ajutorul profesorului să reali-
zeze corespondenţele dintre ideile proprii şi conţinuturile formale din programa şcolară.
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Trecerea de la modul de lucru tradiţional la participare activă în investigaţii, practic la
modul de lucru al unui matematician, nu se realizează instantaneu, ci este un proces
gradual. Dinamica acestui proces a fost descrisă în [69].

3.6 Observat,ii
• Există o multitudine de modele pentru a descrie din diferite perspective procesul

de învăt,are în cadrul folosirii metodelor investigative. Unele dintre aceste modele
au părt,i comune dar se s, i completează din anumite perspective.

• Din perspectiva practicii, a realizării activităt,ilor investigative la orele de matema-
tică este important ca pentru activităt,ile pe care le planificăm s, i le derulăm să avem
o structură bine definită, un model pe care-l avem în vizor (dacă ar fi un studiu de
caz, o cercetare, atunci ar fi important să avem o structură comună pentru toate
activităt,ile, dar asta ar însemna că ne-am focusat pe nevoile noastre s, i nu pe ale
elevilor). Pe de altă parte, nu este necesar ca de fiecare dată să parcurgem toate
etapele din modelul ales, pentru că obiectivele unor activităt,i investigative pot fi
foarte variate, la unele ore obiectivul poate fi structurarea unor informat,ii, la altele
angrenarea într-o tematică încă necunoscută, înt,elegerea întrebărilor de bază. Este
importantă parcurgerea tuturor etapelor la un nivel macro, pe fondul unui proces
de durată.

• Din toate aceste modele se pot identifica practic trei părt,i pe care este important
să le ret,inem, acestea au fost descrise s, i în [14] s, i le vom detalia la organizarea
activităt,ilor IBL:

1. crearea contextului pentru activităt,ile elevilor;
2. activităt,i independente ale elevilor (individual sau în grupuri) orientate spre

investigat,ii;
3. reflect,ii, discut,ii.

Practic fiecare model ne arată o structurare a acestor trei părt,i organizatorice s, i ne
ajută să ne focusăm asupra dimensiunilor importante din perspectiva procesului de
învăt,are.

39



4 PROIECTE EUROPENE LEGATE DE IBL

4 Proiecte europene legate de IBL
În contextul diferitelor rapoarte educat,ionale, la sfârs, itul anilor ’90 unele t,ări au început
să finant,eze programe de dezvoltare profesională în vederea îmbunătăt,irii rezultatelor
obt,inute de elevi la diferitele evaluări. As,a a fost s, i în Germania, unde după un an de la
publicarea rezultatelor studiului TIMS (Third International Mathematics and Science
Study) s, i TIMSS în 1998, a fost lansat programul SINUS pentru cres, terea eficient,ei
predării matematicii s, i s, tiint,elor ([81]). Ideile principale ale acestui proiect au fost fo-
losirea profesorilor ca expert,i în elaborarea cursurilor de formare, sust,inerea cooperării
s, i colaborării profesorilor intra- s, i interdisciplinar, stilul de muncă organizat în ret,ele
mici de 6-10 s,coli s, i elaborarea a 11 module de formare, câteva dintre acestea fiind
complet noi în peisajul educat,ional existent: dezvoltarea unei culturi a sarcinilor, lucrul
s, tiint,ific, învăt,area din gres,eli, dobândirea de cunos, tint,e de bază, învăt,area cumulativă,
abordarea interdisciplinară, motivarea fetelor s, i a băiet,ilor, învăt,area prin cooperare,
învăt,area autonomă, progresul competent,elor, asigurarea calităt,ii. Acest proiect a avut
un succes remarcabil, astfel încât în 2003 a demarat un alt proiect, SINUS-TRANSFER,
cu scopul de a extinde la scară largă aceste rezultate. În Frant,a, programul de reformă a
început cu predarea s, tiint,elor prin programul „La main à la pâte”, care a coordonat si
proiectul european POLLEN în perioada 2006–2009. care la rândul său a avut un succes
remarcabil implicând peste 36000 de elevi s, i 2000 de profesori. După ce în 2007 raportul
Rocard ([86]) a evocat aceste proiecte ca exemple demne de urmat, Comisia Europeană,
prin al s,aptelea program cadru, a finant,at mai multe proiecte europene ale căror obiectiv
a fost experimentarea, răspândirea metodelor investigative în predarea matematicii s, i a
s, tiint,elor. Astfel, pe baza rezultatelor proiectelor SINUS, SINUS-TRANSFER s, i POL-
LEN, în 2009 a fost conceput proiectul european FIBONACCI implicând un consort,iu
de 25 de parteneri din 21 de t,ări europene ([43]). În cadrul celui de al s,aptelea program
cadru au mai fost finant,ate o serie de alte proiecte care au avut ca obiectiv specific imple-
mentarea/experimentarea metodelor investigative în matematică (vezi (lista completă a
proiectelor finant,ate)): PRIMAS - Promoting Inquiry in Mathematics and Science Educa-
tion Across Europe (2010–2013), SAILS - Strategies for Assessment of Inquiry Learning
in Science (2012–2015), MASCIL - Maths and Science for Life (2013–2016), Assist-me -
Assess Inquiry in Science, Technology and Mathematics Education (2013–2016). Merită
ment,ionat s, i faptul că mult,i dintre partenerii acestor proiecte internat,ionale au lucrat
în perioada 2004–2010 la diferite proiecte legate de folosirea modelării matematice în
s,coli: DQME - Developing Quality in Mathematics Education (2004–2007) s, i DQME
II (2007–2010), LEMA - Learning and Education in and through Modelling and Appli-
cations (2006–2009) sau Compass - Common problem solving strategies and the links
between mathematics and science (2009–2011). Aceste proiecte au avut la rândul lor
un succes remarcabil s, i materialele, respectiv experient,ele acumulate în aceste proiecte
legate de modelarea matematică au fost valorificate în contextul mai larg al metodelor
investigative.
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4.1 Proiectul Fibonacci
Proiectul Fibonacci ([43]) a fost un proiect de trei ani finant,at din cel de-al s,aptelea
program cadru care a pornit la 1 ianuarie 2010, a fost coordonat de programul „La main
à la pâte” (un program derulat de Academia de S, tiint,e din Frant,a, Institutul Nat,ional
de Cercetări din Frant,a s, i École Normale Supérieure) s, i de Universitatea Bayreuth din
Germania, cu participarea a 25 de institut,ii partenere din 21 de t,ări. Proiectul a preluat
rezultatele din proiectele FP6 Science educ, POLLEN s, i din proiectele nat,ionale SINUS,
SINUS-TRANSFER (Germania), IMST (Austria), fiind construit pe trei piloane principale
s, i 9 tipare. Cele trei piloane au fost: educat,ia s, tiint,ifică s, i matematică bazată pe investigat,ii,
init,iativele locale pentru inovare s, i sustenabilitate s, i o strategie de multiplicare prin centre
locale de referint,ă. Cele 9 tipare pe care s-au focusat cei implicat,i în practica didactică
au fost: dezvoltarea unei culturi a învăt,ării bazat pe rezolvarea problemelor, metodele
de lucru s, tiint,ifice, învăt,area din gres,eli, asigurarea unor cunos, tint,e de bază, învăt,area
cumulativă, explorarea abordărilor interdisciplinare, promovarea participării fetelor s, i a
băiet,ilor, promovarea colaborării între elevi, învăt,area autonomă. Centrele de referint,ă
au avut un rol important în diseminarea rezultatelor pentru că – pe lângă realizarea
unor activităt,i la clase, elaborarea unor materiale, realizarea unor cursuri de formare
colaborative prin vizite de ore, tutorat, mentorat – au implicat părint,i, factori decizionali,
comunitatea s, tiint,ifică, autorităt,i din domeniu, atât în activităt,i formale, cât s, i informale.
În cadrul proiectului au fost elaborate în total 8 publicat,ii importante (disponibile online
pe pagina Fundat,iei La main à la pâte), dintre care trei relevante din punctul de vedere al
predării matematicii ([7], [11], [6]). Cartea [11] cont,ine s, i exemple de materiale didactice
s, i exemple de activităt,i din t,ări europene cu tradit,ii matematice apropiate de tradit,iile
existente în România, dcum ar fi Bulgaria. Materialele s, i experient,a acumulată în proiect
a fost valorificată în mai multe proiecte ulterioare (PRIMAS, MASCIL) s, i prin implicarea
directă a unor cercetători din proiectul Fibonacci în diferite comitete consultative, de
exemplu Michèle Artigue a fost consultant atât pentru PRIMAS, cât s, i pentru MASCIL.

4.2 Proiectul PRIMAS
PRIMAS este un acronim care provine din varianta în engleză a titlului mai lung „Pro-
movarea învăt,ării bazate pe investigare (IBL) în matematică s, i s, tiint,e în Europa”. PRI-
MAS a fost finant,at în cadrul celui de-al 7-lea program cadru în programul „S, tiint,a
în Societate”. Proiectul s-a desfăs,urat timp de patru ani (2010–2013) cu participarea
a 14 universităt,i din 12 t,ări europene: Cipru, Danemarca, Elvet,ia, Germania, Malta,
Norvegia, Olanda, Regatul Unit, România, Slovacia, Spania, s, i Ungaria, institut,ia coordo-
natoare fiind Universitatea de Educat,ie din Freiburg. Partenerii proiectului PRIMAS au
elaborat materiale pentru utilizare directă în clasă, module pentru dezvoltarea profesio-
nală, au desfăs,urat cursuri de dezvoltare profesională s, i au sprijinit ret,ele profesionale
în fiecare dintre t,ările partenere. Publicat,ia finală [55] (https://primas-project.eu/wp-
content/uploads/sites/323/2017/11/primas_final_publication.pdf) cont,ine o scurtă intro-
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ducere în învăt,area bazată pe investigat,ie s, i curiozitate, o colect,ie de exemple de sarci-
ni/probleme care pot fi abordate prin metode investigative. Pe lângă această publicat,ie
finală au fost elaborate mai multe ghiduri privind organizarea cursurilor de formare ([82]),
act,iunile de suport în s,coală s, i în afara s,colii, precum s, i câteva rapoarte privind imple-
mentarea proiectului. Aceste rapoarte sunt disponibile pe serverul Comisiei Europene
(https://cordis.europa.eu/project/id/244380 sau https://primas-project.eu/).

În viziunea proiectului PRIMAS, IBL are potent,ialul de a cres, te interesul intrinsec al
elevilor pentru matematică s, i s, tiint,e s, i sprijină dobândirea unor competent,e importante
cum ar fi abilităt,ile de rezolvare a problemelor, învăt,area autodirijată s, i explorarea unor
noi contexte de cunoas, tere. Profesorii sunt actorii-cheie în implementarea pedagogii-
lor IBL la orele de matematică s, i s, tiint,e s, i în transformarea potent,ialelor beneficii ale
IBL în efecte reale. Acesta este motivul pentru care PRIMAS s, i-a propus în principal
să îi sprijine prin furnizarea de materiale didactice, prin cursuri de formare/dezvol-
tare profesională s, i un sistem de sprijin continuu în cadrul unor comunităt,i de practică
IBL. O serie de activităt,i au fost incluse în cartea PRIMAS publicată în România ht-
tps://simplexportal.ro/tananyagok/primas/primas_ro_opt.pdf. În capitolele care urmează
vom prelua ingredientele esent,iale din viziunea PRIMAS, câteva idei din ghidul pentru
formatori s, i vom prezenta s, i câteva exemple din proiect.

4.3 Proiectul MASCIL
MASCIL este un acronim care provine de la varianta în engleză a titlului „Matematică s, i
s, tiint,ă în viat,ă: învăt,area prin investigat,ie s, i lumea muncii”. MASCIL a fost finant,at în ca-
drul celui de-al 7-lea program cadru de Comisia Europeană. Proiectul s-a desfăs,urat timp
de patru ani (2013–2016) cu participarea a 17 universităt,i s, i centre de cercetare din 13 t,ări
europene: Austria, Bulgaria, Cehia, Cipru, Germania, Grecia, Lituania, Norvegia, Olanda,
Regatul Unit, România, Spania s, i Turcia, institut,ia coordonatoare fiind Universitatea de
Educat,ie din Freiburg. Partenerii proiectului MASCIL au elaborat materiale didactice
pentru utilizare directă în clasă, module pentru dezvoltare profesională, au desfăs,urat
cursuri de dezvoltare profesională s, i au redactat o serie de rapoarte. Unele dintre acestea
pot fi accesate la adresa https://www.fisme.science.uu.nl/publicaties/subsets/mascil/ sau
https://cordis.europa.eu/project/id/320693. În acest proiect focusul a fost pe conexiunile
cu lumea muncii, perspectiva IBL a fost cea elaborată în proiectul PRIMAS s, i au fost
adăugate o serie de caracteristici importante pentru realizarea unor conexiuni reale dintre
sarcinile profesionale de la locurile de muncă s, i cont,inuturile matematice abordate prin
metode investigative. Publicat,ia finală [49], pe lângă prezentarea unor exemple relevante
din diferite t,ări cont,ine idei importante privind transformarea cont,inuturilor tradit,ionale
în sarcini care pot fi abordate prin metode investigative, exemple de abordări s, i probleme
folosite în clasă pentru a ilustra contrastul dintre abordările tradit,ionale s, i cele bazate
pe metode investigative s, i o introducere scurtă în cadrul conceptual folosit. În cadrul
proiectului în 2014 a fost lansat seria de conferint,e „Educating the Educators” ([57]) care
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a continuat s, i după terminarea proiectului în 2016 (Freiburg), 2019 (Freiburg) s, i 2023
(Leiden), o nouă conferint,ă urmân dsă fie organizată în 2025 la Limassol, în Cipru. În
capitolele care urmează vom prezenta diagrama Mascil cu caracteristicile IBL în cazuri
în care problemele sunt legate de locuri de muncă s, i roluri profesionale, precum s, i câteva
exemple.

4.4 Proiectul ASSIST-ME
Acronimul ASSIST-ME provine de la versiunea în engleză a titlului „Evaluarea meto-
delor investigative în educat,ia s, tiint,ifică, tehnologică s, i matematică”. A fost finant,at de
Comisia Europeană în perioada 2013-2016, coordonatorul proiectului a fost Universitatea
Copenhaga din Danemarca s, i au participat alte 10 universităt,i/centre de cercetare din
8 t,ări: Danemarca, Cehia, Cipru, Elvet,ia, Finlanda, Frant,a, Germania s, i Regatul Unit.
Proiectul a fost structurat pe 7 pachete de lucru, primul pachet fiind unul administrativ iar
în celelalte pachete au fost sintetizate rezultatele cercetărilor existente (2), caracterizate
sistemele educat,ionale ale t,ărilor participante (3), elaborate metode de evaluare (4), testa-
te/validate metodele de evaluare (5), transferate rezultatele în contextele nat,ionale (6) s, i a
fost elaborat un ghid pentru profesori (7). Metodele elaborate se referă, atât la evaluarea
formativă, cât s, i la evaluarea sumativă. În urma sintetizării rezultatelor s, i a descrierii
sistemelor educat,ionale au fost identificate s,ase competent,e relevante: competent,a de a
investiga (în s, tiint,e), competent,a de rezolvarea de probleme (în matematică), competent,a
de design tehnic (în educat,ia tehnologică), competent,a de a argumenta, competent,a de a
crea/elabora modele s, i de a inova. Au fost identificate subcompetent,e s, i pentru fiecare
au fost studiate, din punctul de vedere al evaluării formative, patru metode de evaluare:
interact,iunile în timp real, feedback-ul personal s, i cel al colegilor, notarea unor lucrări
scrise s, i formularea unor opinii scrise despre acestea, evaluarea unor prezentări orale în
cadrul unor discut,ii deschise sau structurate în clasă. Metodele elaborate au fost imple-
mentate în 144 de cazuri, cu 100 de profesori s, i peste 3400 de elevi. În ghidul elaborat
(deliverabilul D7.2) au fost formulate 10 mesaje cheie.

• Pedagogia bazată pe investigat,ii este un mijloc eficient de dezvoltare a
competent,elor care îi pregătesc pe viitorii cetăt,eni să se implice în probleme
s, tiint,ifice s, i tehnologice s, i să ia decizii în cunos, tint,ă de cauză cu privire la vi-
itorul lor s, i al societăt,ii.

• Pedagogia bazată pe investigat,ii spores, te motivat,ia s, i angajamentul elevilor s, i
profesorilor fat,ă de s, tiint,ă. Dovezile bazate pe cercetare arată că pedagogia bazată
pe investigat,ii este corelată cu îmbunătăt,irea rezultatelor s,colare ale elevilor.

• Profesorii trebuie să s, tie clar cum arată pedagogia bazată pe investigat,ii într-o clasă.
Aceasta include o înt,elegere clară a caracteristicilor acestei abordări s, i a modului
în care acestea diferă de alte forme de predare s, i învăt,are.
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• Profesorii trebuie să fie lămurit,i cu privire la scopurile s, i procesele de evaluare în
clasă în contextul metodelor investigative. Aceasta include recunoas, terea s, i conce-
perea unor sarcini de evaluare adecvate care pot fi utilizate în scopuri formative
s, i/sau sumative.

• ASSIST-ME a explorat utilizarea a patru strategii distincte de evaluare în clasă:
interact,iunile în timp real, dialogul de evaluare structurat, feed-back-ul scris al pro-
fesorului s, i feed-back-ul scris al colegilor. Aceste strategii oferă diferite oportunităt,i
de a colecta dovezi ale învăt,ării, de a le interpreta s, i de a le utiliza în scopuri for-
mative s, i/sau sumative. Toate au un loc în evaluarea în clasă s, i pot fi integrate în
diferite părt,i ale procesului de învăt,are.

• Utilizarea formativă a dovezilor de învăt,are s, i învăt,area în sine sunt interconectate
s, i nu ar trebui separate una de cealaltă. Înt,elegerea clară a obiectivelor de învăt,are
ale lect,iei s, i a modului în care acestea se încadrează într-o imagine mai largă a
învăt,ării este foarte importantă pentru orientarea unei act,iuni formative eficiente.

• ASSIST-ME a identificat o nevoie de dezvoltare profesională care să sprijine
înt,elegerea de către profesori a evaluării formative s, i a predării bazate pe investigat,ii.
Dezvoltarea profesională ar trebui să creeze oportunităt,i pentru stabilirea unei
comunităt,i active de practicieni care pot împărtăs, i bunele practici s, i reflect,iile lor
critice asupra activităt,ii lor.

• Profesorilor trebuie să li se acorde timp s, i oportunităt,i pentru dezvoltarea profesio-
nală. Cea mai bună modalitate de a aborda acest aspect este testarea s, i dezvoltarea
învăt,ării s, i evaluării prin cercetare, ca intervent,ie pe termen lung, prin schimbul de
experient,ă cu alt,i profesori, formatori de profesori s, i cercetători.

• Materialele didactice pentru activităt,ile din clasă s, i instrumentele de evaluare
trebuie să fie puse la dispozit,ie, astfel încât profesorii să fie sprijinit,i în adoptarea
s, i dezvoltarea propriilor resurse.

• Constatările proiectului evident,iază provocările cu care s-au confruntat profesorii
în adoptarea acestei practici. Pentru mult,i profesori, ea necesită o schimbare a
filosofiei de predare. La început, acest lucru necesită mai mult timp s, i efort pentru
planificare s, i resurse. De asemenea, profesorii au confirmat impactul pozitiv asupra
practicii lor s, i asupra elevilor.

În perioada 2012–2015 a fost finant,at s, i proiectul SAILS a cărui acronim provine din
versiunea în engleză a titlului „Strategii de evaluare a învăt,ării prin investigare în domeniul
s, tiint,elor”. Acest proiect a fost menit să elaboreze unităt,ile de învăt,are împreună cu
unităt,ile de evaluare, astfel au fost propuse 19 de activităt,i puse în aplicare în diferite t,ări,
pentru fiecare unitate fiind oferite s, i criterii/perspective de evaluare. Aceste exemple, cu
toate că sunt din domeniul s, tiint,elor, pot fi folosite pentru a înt,elege procesul de evaluare.
În capitolul dedicat evaluării prezentăm mai multe rezultate ale acestor proiecte.
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5 Organizarea activităt,ilor matematice IBL
Există multe recomandări teoretice s, i practice privind organizarea activităt,ilor investi-
gative în diferite discipline s, i multe axate chiar pe matematică. Acestea de regulă se
focusează pe folosirea unui cadru conceptual fixat, sunt autori care recomandă modelul lui
Bybee (modelul celor 5 E-uri, [106]), alt,ii recomandă folosirea cadrului IMSTRA ([98])
s, .a.m.d. În matematică focusul este put,in diferit fat,ă de toate celelalte discipline, din mai
multe motive: există tradit,ii foarte puternice (atât local, cât s, i la nivel internat,ional) care
înglobează cont,inuturi, abordări, aplicat,ii care sunt foarte valoroase din punct de vedere
profesional s, i din punctul de vedere al formării generat,iilor de profesionis, ti; există foarte
multe concursuri, majoritatea lor fiind concursuri individuale (des, i există competit,ii
pentru echipe în Olanda, Ungaria, etc.); însă motivul primordial este faptul că predarea
matematicii are ca scop intrinsec abstractizarea, atingerea unui nivel mai abstract, mai
structurat al gândirii. Privit dintr-un punct de vedere constructivist, în realizarea acestui
obiectiv timpul (deci s, i viteza, eficient,a cu care un elev poate înt,elege not,iuni abstracte,
poate crea legături dintre acestea) este un element cheie. Pe de altă parte, chiar s, i la
nivelul Uniunii Europene există diferent,e relativ mari în privint,a duratei unei ore de
matematică ([76],[97]). Aceste diferent,e influent,ează s, i diferent,ele duratelor efective în
care elevii lucrează ([71]). Durata unei ore variază între 45 de minute s, i 90 de minute,
dar există t,ări (sau regiuni, sau s,coli cu suficientă autonomie) în care programul este
de la 8 la 13 cu o pauză la ora 10, în rest trecerea de la o activitate la alta nu implică
pauze (acest lucru fiind posibil acolo unde, chiar s, i la nivelul gimnazial, predau profesori
generalis, ti). Mai mult, în unele t,ări durata orelor poate varia în funct,ie de ciclul s,colar, cu
o tendint,ă crescătoare în ciclurile superioare. La activităt,ile investigative abstractizarea
s, i formalizarea are loc de obicei în fazele finale. Astfel managementul timpului este
esent,ială s, i structurarea unei activităt,i după un model complex cu 5 faze poate crea
dificultăt,i profesorilor care la rândul lor experimentează s, i ei aceste metode. În mai multe
proiecte europene focusul a fost pe crearea unui cadru conceptual flexibil, gândit din
perspectiva practicii, a profesorilor s, i mai ales din perspectiva profesorilor care încep să
folosească metodele investigative. Pentru ei, la început, folosirea unui model complex
este practic imposibilă, pentru că ar trebui să urmărească activitatea grupurilor de elevi,
să anticipeze dificultăt,ile, să react,ioneze dacă e nevoie, să nu react,ioneze dacă cred că
elevii vor găsi (sau e important să găsească) răspunsul căutat. Din acest motiv a fost ela-
borat diagrama PRIMAS care descrie ingredientele esent,iale ale metodelor investigative.
Aceste ingrediente, des, i unele sunt conectate între ele, pot fi folosite, pot fi introduse la
orele/activităt,ile de matematică gradual, unul câte unul, fără a ies, i complet din zona de
confort.
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Ingredientele esent,iale ale metodelor investigative, elaborate în proiectul PRIMAS

Aceste ingrediente au fost gândite s, i din perspectiva cont,inuturilor tradit,ionale pentru
ca profesorii să aibă la început oportunitatea de a experimenta schimbări în organiza-
rea orelor, în metodele folosite fără a schimba radical tipul cont,inuturilor cu care sunt
obis,nuit,i elevii. Dacă pe lângă problemele tradit,ionale apar s, i probleme preluate din
contexte cotidiene sau diverse contexte profesionale, este posibil ca stilul problemei să
implice schimbări în structura, în modul de organizare al solut,iei: dat fiind că rezolvarea
problemei implică un proces de modelare, iar în ciclul de modelare rezolvarea mate-
matică a problemei, care se obt,ine din model, este numai o parte a procesului, această
rezolvare trebuie integrată într-un proces mai complex, prin care calculele efectuate sau
rat,ionamentul matematic elaborat se va proiecta în situat,ia reală init,ială. De exemplu,
dacă o problemă provine dintr-un context real, atunci răspunsul trebuie să fie coerent în
contextul init,ial s, i e suficient dacă validitatea solut,iei se poate proba în acest context –
ceea ce uneori e posibil s, i fără a parcurge rat,ionamentul matematic din spate. Pentru a
înt,elege mai bine acest aspect, considerăm problema următoare:

Problemă: Avem două bucăt,i de hârtie pătratice cu latura de 9 cm. Tăiat,i cele două
bucăt,i în câteva piese mai mici din care să asamblat,i un singur pătrat!

Solut,ie: Tăiem fiecare pătrat de-a lungul unei diagonale s, i asamblăm cele patru
triunghiuri isoscele dreptunghice obt,inute ca în figura alăturată.

Verificarea faptului că solut,ia este bună nu necesită un rat,ionament care explică de
ce am procedat as,a. Astfel, dacă dorim să evităm eliminarea rat,ionamentului, trebuie să
reformulăm problema.

Din acest motiv a fost elaborat în cadrul proiectului MASCIL diagrama cu caracte-
risticile metodelor investigative în cazul în care apar probleme provenite din contexte
profesionale sau cotidiene.
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Caracteristici ale metodelor investigative cu elemente din lumea muncii
elaborate în proiectul MASCIL
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Aceste caracteristici preiau ingredientele esent,iale enumerate anterior s, i adaugă o per-
spectivă nouă care se încorporează în tot procesul de investigare. Perspectivele enumerate
pentru probleme sunt: contextul, rolul, activitatea s, i produsul.

Contextul în care se formulează problema este legat de lumea muncii sau cea cotidiană,
această legătură nu este una superficială, ci una de fond. Totus, i, această conexiune poate
fi foarte puternică dacă se foloses, te o practică autentică din lumea muncii ca s, i context
pentru învăt,are. Acesta de regulă oferă o motivat,ie clară s, i o nevoie de a cunoas, te, de
a rezolva problemele formulate. Conexiunea între problemă s, i lumea muncii poate fi
s, i slabă, dacă problema este formulată în context profesional, dar acest context nu este
important în rezolvarea problemei, pe parcursul investigat,iei.

Dacă problema implică un context profesional autentic, atunci activităt,ile elevilor
trebuie să fie legate de practici autentice de la locul de muncă (cu toate implicat,iile privind
folosirea dispozitivelor specifice). Ele pot fi mai mult sau mai put,in similare cu activitatea
lucrâu atorilor de la diferite locuri de muncă s, i trebuie să reflecte caracteristicile unei
munci reale cum ar fi: organizarea ierarhică, munca în echipă, divizarea sarcinilor, etc.
Astfel activităt,ile trebuie să aibă un scop precis, să implice probleme reale s, i să scoată
în evident,ă modurile de aplicare a matematicii sau a s, tiint,elor. Este foarte important ca
elevii să folosească matematica s, i s, tiint,ele în moduri s, i în contexte ce sunt determinate
de lumea muncii. Dacă problemele s, i activităt,ile sunt similare cu cele din manualele sau
culegerile de probleme tradit,ionale, atunci legătura cu lumea muncii este foarte slabă.
Pentru a rezolva problema, elevii sunt pus, i în roluri profesionale legate de context s, i
astfel în unele cazuri pot ies, i din rolul de elevi. Este de asemenea foarte important ca
activitatea să fie finalizată prin crearea unui produs care este similar cu un produs din
lumea muncii.

Pentru ca o problemă să fie strâns legată de lumea muncii, fiecare componentă (context,
rol, activitate s, i produs) trebuie să fie explicită s, i clară pentru elevi. Nu este necesar ca
toate cele patru componente să fie la fel de importante, însă pentru elaborarea materialului
didactic este binevenit ca toate aceste componente să fie analizate profund.

Din acest punct de vedere este important să formulăm cerint,ele în as,a fel încât să
rezolvăm s, i problema din contextul real (pentru că altfel pierdem legătura între matematica
pe care o facem s, i contextul init,ial), dar să existe s, i ancore care nu permit desprinderea
de rat,ionamentele matematice, de not,iunile matematice pe care dorim să le abordăm.

Pentru realizarea activităt,ilor, mai ales în perioadele incipiente, considerăm că se
potrives, te condit,iilor din România modelul conceptual (simplificat) prezentat în lucrarea
[14], model care cuprinde următoarele trei etape:

1. Crearea contextului pentru activităt,ile elevilor:

– formularea unor întrebări sau a unor provocări;
– stabilirea mediului didactic de lucru;
– stabilirea cadrului temporal s, i practic;
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– clarificarea cerint,elor referitoare la rezultatul elaborat de elevi, a formei de
evaluare s, i a criteriilor de evaluare.

2. Activităt,i independente ale elevilor, orientate spre investigat,ii:

– acordarea de timp suficient, libertate s, i sprijin pentru activitatea elevilor;
– sprijin s, i provocare prin dialog, conform principiului îndrumării minime

(profesorul având rol de facilitator);
– pregătire prealabilă a unor dialoguri posibile prin parcurgerea etapelor de

investigare de către profesor.

3. Reflect,ii s, i învăt,are împărtăs, ite:

– experient,ele, rezultatele s, i reflect,iile din cadrul activităt,ii sunt sistematizate
s, i împărtăs, ite;

– ideile principale s, i rezultatele matematice sunt evident,iate din rezultatele
elevilor s, i din reflect,iile împărtăs, ite;

– rezultatele sunt corelate cu cont,inuturile/cunos, tint,ele institut,ionalizate, de
exemplu cu programa s,colară.

Bineînt,eles, la crearea contextului s, i la formularea problemelor vom avea în vedere
nivelul van Hiele la care se află majoritatea elevilor, vom t,ine cont de dimensiunile TRU
s, i de caracteristicile întrebărilor ca fiind ingrediente esent,iale în IBL.

Pe parcursul activităt,ilor rolul de facilitator este crucial, în anumite momente trebuie
să intervenim pentru a stimula elevii, pentru a sust,ine important,a unor gesturi, pentru a
consolida unele idei importante etc.; în alte situat,ii intervent,ia va fi de altă natură sau
poate nici nu intervenim. În această fază e important să fim cons, tient,i de act,iunile noastre
s, i să le raportăm la caracteristicile IBL, la ingredientele esent,iale s, i la cadrele conceptuale
cu care operăm. În ultima etapă organizăm modul în care ideile vor fi discutate, prezentate
din pozit,ia de facilitator. În tabelul alăturat ([32]) am inclus câteva idei referitoare la
acest rol de facilitator, care este complet diferit de rolul obis,nuit al unui profesor la orele
tradit,ionale.
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Strategii IBL Sugestii pentru întrebări/îndemnuri adre-
sate elevilor:

Acordat,i timp elevilor să înt,eleagă pro-
blema s, i să se familiarizeze cu ea.
Descurajat,i graba, nu lăsat,i să vă pună în-
trebări de la început.

• Nu te grăbi, înt,elege problema!
• Ce s, tii?
• Ce încerc să faci?
• Ce este fixat? Ce se poate schimba?
• Nu cere ajutor de la început – în-

cearcă să te gândes, ti la o abordare
posibilă.

Oferit,i mai mult ajutor strategic s, i nu de or-
din tehnic. Evitat,i simplificarea probleme-
lor prin precizarea pas, ilor pe care urmează
să le parcurgă elevii.

• Cum ai putea începe?
• Ce ai încercat până acum?
• Ai încercat cazuri particulare?
• Cum ai putea sistematiza ideile?
• Pot,i găsi o reprezentare relevantă?

Încurajat,i elevii să găsească metode alter-
native, abordări diferite pentru aceeas, i pro-
blemă. Încurajat,i-i să compare idei, me-
tode, strategii.

• Pot,i obt,ine acelas, i rezultat altfel?
• Descrie metoda folosită s, i colegilor

tăi!
• Care metodă t,i se pare mai bună s, i

pentru ce anume?
Încurajat,i explicat,iile date de elevi (chiar
s, i cele gres, ite, sau doar intuitive). Ceret,i
elevilor să elaboreze rat,ionamente s, i să le
discute între ei.

• Pot,i explica metoda folosită?
• Pot,i explica din nou, dar altfel?
• Pot,i reformula cu propriile cuvinte

ce a spus colegul?
• Pot,i formula o explicat,ie?

Prezentat,i metodele eficiente s, i ideile
except,ionale doar la sfârs, it. Când elevii
au făcut tot ce au putut, vor învăt,a mai
mult dintr-o abordare elegantă s, i eficientă.
Dacă prezentat,i acestea la început, vor în-
cerca să imite metoda fără a înt,elege sau a
aprecia necesitatea acesteia, fără a înt,elege
limitele de aplicabilitate.

• Încerc să rezolv s, i eu, mă voi gândi
cu voce tare.

• Poate gres,esc undeva, încercat,i să
reperat,i gres,eala!

• Solut,ia poate fi îmbunătăt,ită...
• Vă prezint s, i eu o abordare, vă rog

s-o criticat,i!

6 Evaluarea elevilor
Evaluarea nivelului de cunos, tint,e acumulate s, i a competent,elor formate la elevii care
învat,ă prin activităt,ile investigative este o sarcină foarte grea, deoarece elaborarea unei
evaluări profesionale pornes, te de la definit,ia cadrului de evaluare, de la competent,ele
pe care dorim să evaluăm, iar în evaluările tradit,ionale nu au fost incluse competent,ele
pe care încercăm să le dezvoltăm. De exemplu, evaluarea PISA din 2009 ([70]) a urmă-
rit opt competent,e: gândirea s, i rat,ionamentele (formularea unor întrebări matematice
s, i înt,elegerea tipurilor de răspunsuri pe care matematica le poate oferi), argumentarea
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(utilizarea demonstrat,iilor s, i rat,ionamentelor matematice, elaborarea s, i exprimarea argu-
mentelor matematice), comunicarea (exprimarea într-un limbaj matematic, atât oral, cât
s, i în scris, precum s, i înt,elegerea conceptelor comunicate de ceilalt,i), modelarea (struc-
turarea, interpretarea, comunicarea, analiza, lucrul cu modele predefinite, criticarea s, i
validarea modelelor matematice în funct,ie de realitate), formularea s, i rezolvarea probleme-
lor matematice (formularea, definirea s, i rezolvarea problemelor matematice prin diverse
metode), reprezentarea (reprezentarea obiectelor s, i situat,iilor matematice în funct,ie de
context s, i scop), utilizarea limbajului simbolic, a celui formal s, i a operat,iilor (utilizarea
simbolurilor matematice, a limbajului formal s, i a operat,iilor pentru a rezolva ecuat,ii
s, i a efectua calcule), utilizarea mijloacelor s, i instrumentelor (cunoas, terea s, i utilizarea
metodelor s, i instrumentelor matematice, inclusiv a instrumentelor oferite de tehnologia
informat,iei, pentru a sprijini abilităt,ile matematice). Aceste competent,e însă au fost
evaluate pe trei niveluri: nivelul reproducerii (calcule de rutină, proceduri s, i algoritmi
de rutină, rezolvarea unor probleme de rutină), nivelul conexiunilor (realizarea legături-
lor între contextele cotidiene s, i reprezentările matematice, rezolvări standard ale unor
probleme prin metode multiple), nivelul reflect,iilor (rezolvarea problemelor complexe,
abordări originale, generalizări, metode multiple complexe). Astfel problemele au fost
clasificate atât după competent,e, cât s, i în funct,ie de nivelurile ment,ionate. Pe de altă
parte, marea majoritate a evaluărilor tradit,ionale (evaluare nat,ională, bacalaureat) este
axată pe verificarea unor cunos, tint,e punctuale scoase din context, care de obicei atinge
cel mult al doilea nivel s, i numai una sau două dintre competent,ele de mai înainte, în plus,
timpul este un factor crucial la aceste evaluări. Prin urmare o evaluare tradit,ională de
regulă nu reus,es, te să evalueze rezultatele proceselor de învăt,are la adevărata lor valoare,
existând atât erori de spet,a întâi (când un elev este evaluat peste nivelul lui general de
cunos, tint,e doar datorită faptului că a reus, it să dea răspunsurile as, teptate, ori în urma
unor rat,ionamente gres, ite, ori în urma unor încercări aleatorii), cât s, i erori de spet,a
a doua (când un elev este evaluat sub nivelul lui de cunos, tint,e, de exemplu gres,es, te,
sau interpretează incorect o problemă, dar are un rat,ionament corect sau pur s, i simplu
nimeres, te o problemă pe care nu s, tie s-o rezolve). Bineînt,eles, ambele erori pot fi co-
rectate într-un proces educat,ional prin evaluări repetate, prin construirea unor evaluări
care reduc cât mai mult efectele aleatorii, dar evaluările tradit,ionale de cele mai multe ori
nu au aceste caracteristici. Totus, i există o serie de rezultate ([48]) care arată că există o
corelat,ie semnificativă între cres, terea notelor elevilor mai slabi (deci rezultatele obt,inute
la evaluări tradit,ionale pe o perioadă mai îndelungată) s, i folosirea metodelor investigative
chiar s, i la cont,inuturi matematice abstracte, s, i că nivelul competent,elor la elevii care
învat,ă (s, i) prin metode investigative este mai ridicat decât nivelul competent,elor celor care
nu folosesc metode investigative ([31]). Ba mai mult, folosirea metodelor investigative
are un efect pozitiv asupra dezvoltării competent,elor legate de gândirea critică, asupra
nivelului de motivare s, i asupra performant,elor academice în general ([85]), dar s, i la elevii
cu dificultăt,i socio-emot,ionale s, i de comportament ([110]).
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În proiectele dedicate elaborării metodelor de evaluare care pot cuprinde eficient s, i
corect rezultatele învăt,ării în diferite contexte investigative, în care uneori elevii au oport-
unitatea de a alege chiar s, i problemele studiate, sau abordările experimentate (de exemplu
ASSIST-ME, SAILS), au fost formulate o serie de concluzii privind important,a folosirii
evaluării formative pe parcursul procesului de învăt,are. Independent de aceste proiecte s, i
într-un context social put,in diferit, autorul tezei [36] a folosit cadrul de evaluare utilizat în
PISA din 2009 s, i a formulat următoarea concluzie: evaluarea formativă sprijină învăt,area
matematicii în diferite etape ale procesului de învăt,are, oferind elevilor oportunităt,i de
a conecta s, i sintetiza ideile lor, de a reflecta asupra ideilor proprii despre matematica
explorată. Astfel gândirea devine un proces de conceptualizare s, i investigat,ia conduce
la o gândire s, i o înt,elegere mai profundă a cont,inuturilor matematice. Volumul [35]
detaliază o serie de perspective actuale privind evaluarea inovativă a elevilor în contextul
schimbărilor care au intervenit în societate.

6.1 Cadrul de evaluare PISA 2022

Este important de ment,ionat că PISA evaluează domeniile matematică, lectură s, i s, tiint,ă
în fiecare ciclu, însă ciclurile au doar câte un domeniu considerat domeniul principal al
evaluării. În fiecare ciclu (2000, 2003, 2006, 2009, 2012, 2015, 2018, 2022) este elaborat
un cadru conceptual prin definirea obiectivelor evaluării (ca cel prezentat succint mai
înainte), dar la fiecare evaluare PISA când matematica este domeniul principal (2003,
2012, 2022) cadrul conceptual este complet regândit, actualizat, incluzând s, i reflectând
atât o serie de rezultate de cercetare didactică cât s, i o serie de linii importante din domeniul
politicilor educat,ionale la nivel mondial, precum s, i schimbările/provocările din lumea
socio-economică.

Cadrul de evaluare din 2022 a fost mult mai complex decât cel anterior. Ciclul mode-
lării matematice, utilizat s, i în evaluări anterioare pentru a descrie etapele prin care trec
elevii în rezolvarea problemelor contextualizate, a rămas o componentă esent,ială a cadru-
lui PISA 2022. Acesta a fost utilizat pentru a ajuta la definirea proceselor matematice
în care sunt implicat,i elevii pe măsură ce rezolvă probleme - procese care, împreună cu
rat,ionamentul matematic (atât deductiv, cât s, i inductiv) constituie principalele dimensiuni
de raportare. Obiectivul principal a fost evaluarea gradului în care elevii sunt capabili
să rat,ioneze matematic s, i să utilizeze concepte, proceduri, fapte s, i instrumente matema-
tice pentru a descrie, explica s, i prezice fenomene într-o varietate de contexte specifice
secolului XXI. În comparat,ie cu PISA 2003 s, i PISA 2012 există tendint,a de a focusa
mai put,in pe efectuarea calculelor s, i mai mult pe luarea unor decizii bazate pe informat,ii
valide s, i fundamentate s, tiint,ific în diferite contexte, astfel elaborarea rat,ionamentelor
matematice a (re)căpătat o important,ă sporită s, i a fost evaluată separat de rezolvarea
problemelor. Au fost definite patru dimensiuni de evaluare: elaborarea rat,ionamentelor
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matematice, rezolvarea problemelor, competent,ele necesare secolului XXI s, i contextele
în care absolvent,ii vor trebui să funct,ioneze. În paragrafele care urmează detaliem câteva
caracteristici importante ale acestor dimensiuni (conform [73]).

6.1.1 Rat,ionamentele matematice

Rat,ionamentul matematic (atât deductiv, cât s, i cel inductiv) implică evaluarea situat,iilor,
selectarea strategiilor, formularea concluziilor logice, elaborarea s, i descrierea solut,iilor
s, i recunoas, terea modului în care aceste solut,ii pot fi aplicate. Elevii rat,ionează matematic
atunci când:

• identifică, recunosc, organizează, conectează s, i reprezintă (not,iuni, relat,ii, date,
etc.);

• construiesc, abstractizează, evaluează, deduc, justifică, explică s, i sust,in (idei, cone-
xiuni, argumente, proprietăt,i, rat,ionamente, etc.);

• interpretează, judecă, critică, infirmă s, i califică (date, argumente, conexiuni,
rat,ionamente, proprietăt,i, etc.).

Capacitatea de a rat,iona logic s, i de a prezenta argumente în mod onest s, i convingător
este o abilitate care devine din ce în ce mai importantă în lumea de astăzi. Matematica
este o s, tiint,ă a conceptelor, not,iunilor, proprietăt,ilor s, i obiectelor bine definite, care
pot fi analizate s, i transformate în diferite moduri folosind „rat,ionamentul matematic”
pentru a obt,ine concluzii de care suntem siguri. Prin intermediul matematicii, elevii
învat,ă că, folosind un rat,ionament adecvat, pot ajunge la rezultate s, i concluzii pe care
le pot considera adevărate. Mai mult, aceste concluzii sunt logice s, i obiective s, i, prin
urmare, impart,iale, fără a fi nevoie de validarea de către o autoritate externă. Acest tip de
rat,ionament a cărui utilitate depăs,es, te cu mult domeniul disciplinei, poate fi învăt,at s, i
practicat cel mai eficient în cadrul matematicii.

Rat,ionamentul matematic (atât deductiv, cât s, i inductiv) care se bazează pe înt,elegerea
unor concepte/not,iuni/proprietăt,i cheie din matematică reprezintă nucleul alfabetizării
matematice. Dintre aceste cont,inuturi matematice în PISA 2022 au fost incluse următoa-
rele:

• înt,elegerea sistemelor de numerat,ie, a diferitelor cantităt,i s, i a proprietăt,ilor lor
algebrice;

• înt,elegerea s, i aprecierea puterii abstractizării s, i a reprezentării simbolice;

• explorarea structurilor matematice s, i a tiparelor caracteristice acestora;

• recunoas, terea relat,iilor funct,ionale dintre diferite mărimi;
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• utilizarea modelării matematice ca o perspectivă asupra lumii reale (de exemplu,
modele care apar în fizică, biologie, s, tiint,ele sociale, economice s, i comportamen-
tale);

• înt,elegerea not,iunii de dispersie ca una din cele mai importante not,iuni ale statisticii.

Documentul [73] detaliază fiecare cont,inut enumerat.

6.1.2 Rezolvarea problemelor matematice

Pentru a descrie procesele legate de rezolvarea problemelor matematice, cadrul PISA 2022
foloses, te capacitatea unei persoane de a formula, utiliza s, i interpreta (evalua) matematica.
Aceste trei perspective oferă o structură utilă s, i semnificativă pentru organizarea proceselor
matematice care descriu ceea ce fac elevii pentru a conecta contextul unei probleme cu
matematica s, i pentru a rezolva problema. Itemii din testul PISA 2022 la matematică
au fost atribuit,i fie dimensiunii de rat,ionament matematic, fie unuia dintre cele trei
procese matematice care descriu procesul de rezolvare a problemelor (dar s, i procesul de
modelare):

• formularea matematică a situat,iilor;

• utilizarea de concepte, not,iuni, proprietăt,i s, i proceduri matematice;

• interpretarea, aplicarea s, i evaluarea rezultatelor matematice.

Formularea matematică a situat,iilor în acest context de evaluare arată cât de eficient
pot elevii să recunoască s, i să identifice oportunităt,ile de a utiliza matematica în situat,ii
problemă s, i apoi să recunoască/construiască structura matematică necesară pentru a
formula problema init,ială într-un cadru matematic. Procesul de formulare matematică a
situat,iilor include următoarele activităt,i (fără exhaustivitate):

• selectarea unui model adecvat dintr-o listă;

• identificarea aspectelor matematice ale unei probleme situate într-un context real s, i
identificarea variabilelor semnificative;

• recunoas, terea structurii matematice (inclusiv tipare, relat,ii s, i modele) în probleme
sau situat,ii;

• simplificarea unei situat,ii sau probleme pentru a o face accesibilă prin instrumente
matematice (de exemplu prin descompunere);

• identificarea constrângerilor s, i ipotezelor care stau la baza elaborării unui model
matematic, identificarea simplificărilor desprinse din context;
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• reprezentarea matematică a unei situat,ii, utilizând variabile, simboluri, diagrame s, i
modele standard adecvate;

• reprezentarea unei probleme într-un mod diferit, inclusiv organizarea acesteia
conform conceptelor matematice s, i formularea unor ipoteze adecvate;

• înt,elegerea s, i explicarea conexiunilor dintre limbajul specific contextului unei
probleme s, i limbajul simbolic s, i formal necesar pentru a o reprezenta matematic;

• traducerea unei probleme în limbaj matematic;

• recunoas, terea aspectelor unei probleme care corespund unor probleme, proprietăt,i
sau concepte matematice cunoscute;

• alegerea s, i utilizarea celui mai eficient instrument de calcul pentru a reprezenta o
relat,ie matematică inerentă unei probleme contextualizate;

• elaborarea unei secvent,e de instruct,iuni pentru rezolvarea problemelor.

Utilizarea conceptelor se referă la gradul capacităţii elevilor de a efectua calcule s, i de
a aplica conceptele s, i teoremele/proprietăt,ile pe care le cunosc pentru a obt,ine o solut,ie
matematică relevantă în contextul init,ial al problemei. În mod concret, acest proces
de utilizare a conceptelor, proprietăt,ilor s, i procedurilor matematice include activităt,i
precum:

• efectuarea unui calcul simplu;

• formularea unei concluzii simple;

• selectarea unei strategii adecvate dintr-o listă;

• conceperea s, i punerea în aplicare a unor strategii pentru obt,inerea unei solut,ii
matematice;

• utilizarea instrumentelor matematice, inclusiv a tehnologiei, pentru a ajuta obt,inerea
de solut,ii exacte sau aproximative;

• aplicarea proprietăt,ilor, teoremelor, regulilor, algoritmilor s, i structurilor matema-
tice pe parcursul obt,inerii unor solut,ii;

• folosirea corectă a numerelor, a datelor s, i informat,iilor grafice s, i statistice, a expre-
siilor s, i ecuat,iilor algebrice s, i a reprezentărilor geometrice;

• realizarea de diagrame, grafice, simulări s, i construct,ii matematice s, i extragerea de
informat,ii matematice din acestea;
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• utilizarea s, i comutarea între diferite reprezentări în procesul de căutare a solut,iilor;

• generalizarea s, i formularea de ipoteze pe baza rezultatelor aplicării procedurilor
matematice pentru găsirea solut,iilor;

• reflectarea asupra argumentelor matematice s, i explicarea s, i justificarea rezultatelor
matematice;

• evaluarea semnificat,iei modelelor s, i tiparelor observate (sau propuse) în date.

Interpretarea (s, i evaluarea) se referă la eficient,a cu care elevii sunt capabili să reflecteze
asupra solut,iilor sau concluziilor matematice, să le interpreteze în contextul unei probleme
din lumea reală s, i să determine dacă rezultatul (rezultatele) sau concluzia (concluziile)
sunt rezonabile s, i/sau utile. Procesul de interpretare, aplicare s, i evaluare a rezultatelor
matematice include activităt,i precum:

• interpretarea informaţiilor prezentate sub formă grafică şi/sau prin diagrame;

• evaluarea unui rezultat matematic din punctul de vedere al contextului;

• interpretarea unui rezultat matematic sau a impactului acestuia în contextul unei
probleme cotidiene/profesionale;

• evaluarea caracterului rezonabil al unei solut,ii matematice în contextul unei pro-
bleme din lumea reală;

• înt,elegerea modului în care lumea reală influent,ează evaluarea rezultatelor s, i cal-
culelor matematice din perspectiva luării unor decizii contextuale despre cum ar
trebui să fie rezultatele pentru a putea fi aplicate;

• explicarea motivului pentru care un rezultat sau o concluzie matematică are sau nu
sens, având în vedere contextul unei probleme;

• înt,elegerea limitelor conceptelor s, i solut,iilor matematice folosite;

• criticarea s, i identificarea limitelor modelului utilizat pentru rezolvarea unei pro-
bleme;

• utilizarea gândirii matematice s, i a gândirii computat,ionale pentru a face predict,ii,
pentru a oferi dovezi pentru argumente, pentru a testa s, i compara solut,iile propuse.

Capacitatea elevilor de a aplica matematica la probleme s, i situat,ii formale s, i informale
depinde de competent,ele inerente acestor trei etape, iar o înt,elegere a eficacităt,ii elevilor
în fiecare dintre aceste etape poate contribui la fundamentarea discut,iilor la nivel politic
s, i a deciziilor luate. Este important de ment,ionat că, pe parcursul acestor procese, elevii
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sunt încurajat,i să folosească instrumente s, i practici computat,ionale, tehnologice, iar în
cadrul evaluării (formative sau sumative) elaborarea itemilor trebuie să aibă în vedere
activităt,ile enumerate mai înainte.

Toate aceste procese s, i activităt,i nu pot fi evaluate decât dacă sunt fixate s, i cont,inuturile
la care acestea sunt raportate. Cadrul PISA 2022 a fost construit pe patru categorii de
cont,inuturi:

• schimbare s, i relat,ii (modelarea schimbărilor s, i relat,iilor cu ajutorul funct,iilor s, i
ecuat,iilor adecvate, precum s, i crearea, interpretarea s, i traducerea reprezentărilor
simbolice s, i grafice ale relat,iilor);

• spat,iu s, i formă (geometria este fundamentală pentru această categorie, dar cate-
goria se extinde dincolo de geometria tradit,ională în ceea ce prives, te cont,inutul,
semnificat,ia s, i metodele folosite, bazându-se pe elemente din alte domenii mate-
matice, cum ar fi vizualizarea spat,ială, folosirea unor mărimi fizice sau a algebrei);

• cantitatea (aspecte ale unor rat,ionamente privind diferite cantităt,i cum ar fi repre-
zentările numerelor, calculul structurat, calcul mental, simulările pe calculator,
estimările care pot interveni în validarea calculelor s, i a rezultatelor);

• incertitudine s, i date (prezentarea s, i interpretarea datelor sunt concepte cheie în
această categorie, dar categoria include s, i recunoas, terea important,ei cuantificării
unor variat,ii împreună cu gradul de incertitudine s, i de încredere al acestora, include
elaborarea, interpretarea s, i evaluarea concluziilor în situat,iile în care este prezentă
incertitudinea).

Documentul [73] cont,ine câteva exemple ilustrative pentru toate aceste categorii,
potrivite atât pentru evaluările sumative, cât s, i pentru organizarea unor activităt,i s, i
efectuarea unor evaluări formative.

6.1.3 Competent,ele cheie pentru secolul XXI

Competent,ele incluse în cadrul de evaluare au fost identificate în ultimii 15 ani, atât prin
proiectele proprii ale organizat,iei OECD (The Future of Education and Skills: An OECD
2030 Framework), cât s, i în alte studii profesionale. Aceste competent,e sunt:

• gândirea critică;

• creativitatea;

• investigarea s, i cercetarea;

• autodirect,ionarea, init,iativa s, i perseverent,a;
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• utilizarea informat,iilor;

• gândirea sistemică;

• comunicarea;

• reflect,ia.
6.1.4 Contextele de funct,ionare

Cadrul PISA 2022 a fost construit pe patru contexte în care pot apărea problemele care
trebuie rezolvate:

• contextul personal focusat pe activităt,ile personale ale elevilor (incluzând s, i cele
din cadrul familiei sau altor grupuri);

• contextul profesional (ocupat,ional) legat de locurile de muncă;
• contextul social focusat pe comunitatea mai largă în care elevii trăiesc s, i pe abor-

darea problemelor care apar din perspectiva comunităt,ilor (s, i nu din perspective
individuale);

• contextul s, tiint,ific în care apar diferitele aplicat,ii ale matematicii în alte domenii
s, tiint,ifice, incluzând, bineînt,eles, dezvoltarea proprie a matematicii.

Am detaliat acest context din mai multe motive:
• este cel mai recent context de evaluare folosit la nivel mondial s, i cu rezultate bazate

pe un es,antion semnificativ, care ilustrează totodată schimbarea perspectivelor din
care sunt construite instrumentele de evaluare în mai multe t,ări (nu numai cele ale
evaluării PISA);

• arată clar că dimensiunea de rat,ionament este distinctă de dimensiunea de rezolvare
a problemelor (bineînt,ele, ambele dimensiuni pot fi atinse prin rezolvarea proble-
melor matematice, dar există un risc enorm de a rezolva o serie de probleme fără a
dezvolta s, i partea de rat,ionament);

• arată foarte clar că abordarea bazată s, i pe metode investigative poate contribui nu
numai la dezvoltarea competent,ei de investigare/cercetare (care este listat explicit),
dar s, i la dezvoltarea celorlalte competent,e, sprijină procesele s, i activităt,ile care
formează cadrul de evaluare s, i poate contribui la îmbunătăt,irea rezultatelor la toate
dimensiunile de evaluare.

6.2 Instrumentele de evaluare dezvoltate în diferite proiecte
În volumul [54] (capitolul 8) sunt prezentate trei tehnici de autoevaluare utilizate în
studiile metacognitive s, i anume: inventarul de autoevaluare, autoevaluarea retrospectivă
s, i interviul calitativ. Inventarul constă în detalierea unor aspecte prestabilite: planificare,
monitorizare sau autoverificare, strategii cognitive s, i cons, tientizare.
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Autoevaluarea retrospectivă constă în raportarea în timp real sau retrospectiv de către
elevi a elementelor/ideilor/gândurilor legate de rezolvarea problemelor. Această metodă
s-a dovedit a fi o metodă fiabilă de colectare a datelor atunci când există s, i alte mijloace
de triangulare a datelor, cum ar fi interviurile sau inventarul anchetei. Un exemplu de
interviu calitativ este realizat prin următoarele trei etape:

(a) vorbirea/gândirea cu voce tare: elevii îs, i verbalizează gândurile în timpul procesului
de rezolvare a problemelor. Informat,iile consemnate sunt cele care au captat atent,ia
elevului în timpul procesului de rezolvare a problemei;

(b) sondarea concomitentă: elevii raportează aspecte specifice care îi interesează pe
profesori în cursul rezolvării problemei;

(c) sondarea retrospectivă: elevii sunt rugat,i să îs, i amintească amănunte referitoare la
elaborarea rat,ionamentului după rezolvarea problemei s, i apoi să raporteze aspecte
specifice care prezintă interes pentru evaluator.

Init,ial aceste tehnici au fost dezvoltate din perspectiva cercetărilor, dar ele pot fi
folosite s, i pentru o evaluare formativă (sau chiar sumativă, dacă probleme au fost elaborate
corespunzător). Ideea fundamentală este implicarea elevilor în procesul de evaluare, prin
autoevaluări s, i prin inter-evaluări, după discutarea criteriilor generale pe baza cărora vor
fi realizate aceste evaluări.

De exemplu, în volumul [54] capitolul 9 este prezentat un instrument elaborat pornind
de la activităt,ile echipei PRIMAS din Elvet,ia, care a definit patru dimensiuni de evaluare a
competent,elor la activităt,ile de rezolvare de probleme: prezentarea, narat,iunea, cercetarea,
tehnica. Această grilă de evaluare a fost elaborată într-un grup de lucru la care au participat
18 de profesori – implicat,i într-un curs de perfect,ionare în cadrul căruia au aplicat metode
investigative la orele de matematică – s, i poate fi folosită prin parcurgerea repetată a
ciclului ESRU în cadrul unui interviu.

Des, i grila pare foarte complicată la prima vedere, este un instrument util, dacă
profesorul este obis,nuit cu folosirea ei. De exemplu, pe parcursul unei activităt,i de 67 de
minute au fost purtate 21 de conversat,ii evaluative cu elevii care lucrau în 4 grupe (de
4-7-5-5 elevi respectiv) s, i au avut loc 48 de cicluri part,iale E-S-R-U (9 cicluri complete,
26 cicluri S-R-U, 13 cicluri E-S-R) purtate pe fundalul unei activităt,i investigative.

Tot în volumul [54] (capitolul 11) este descrisă o evaluare bazată pe rezolvarea unor
probleme s, i completarea unui chestionar care prezintă abordări diferite pentru problemele
rezolvate. Elevii aleg pe o scară Likert cu 6+ 1 opt,iuni (dintre care primele s,ase se referă
la cele două abordări contrastante, una mai mult investigativă s, i una mai mult formală,
iar ultima se referă la posibilele alte abordări. Abordarea este una foarte interesantă dar
foarte dificil de realizat individual de către tot,i profesorii. Bineînt,eles, elaborarea unui
set de astfel de probleme la fiecare capitol, împreună cu un instrument pentru evaluare, ar
elimina presiunea care apasă pe profesori.
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Ciclul ESRU

Grila de criterii stabilită de grupul de lucru
Dimensiuni Criterii
Prezentare Grijă
Narat,iune • Comprehensivă

• Relevantă (centrată pe investigat,ie) s, i structura textului (fiecare
etapă are un început, o dezvoltare s, i o concluzie).

• Completă s, i cronologică (toate etapele sunt descrise, ordinea co-
rectă).

Modelare • Însus, irea problemei: reformularea problemei în propriul limbaj
s, i/sau exprimarea ei prin desene, diagrame, tabele.

• Utilizarea instrumentelor, teoriilor s, i strategiilor matematice potri-
vite.

Cercetare • Urmarea unei piste, a unei strategii.
• Efectuarea de încercări relevante s, i eliminarea caracterului aleator.
• Explicat,ia s, i justificarea tuturor conjecturilor.
• Expunerea unei conjecturi valide sau a unor conjecturi invalide.
• Testarea (sau demonstrarea) fiecărei conjecturi.
• Încheierea analizei fiecărei conjecturi.
• Exprimarea unei concluzii globale cu privire la investigare, discut,ia

solut,iei matematice în raport cu contextul problemei.
Tehnică • Utilizarea adecvată a instrumentelor s, i teoriilor matematice (unităt,i

de învăt,are, not,iuni, teoreme etc.).
• Introducerea unor notat,ii/variabile/parametri noi.
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6.2.1 Recomandări ale proiectului ASSIST-ME

Proiectul ASSIST-ME a propus patru metode de evaluare, fiecare implementat s, i testat la
ore de matematică în cele opt t,ări participante, în vederea transformării metodelor actuale
de predare s, i evaluare din perspectiva realizării unui feedback mai bun s, i mai eficient din
partea profesorului, feedback care sprijină dezvoltarea elevilor.

Feedback scris
ASSIST-ME sugerează parcurgerea următorilor pas, i pentru a cres, te calitatea feedback-

ului scris destinat elevilor:

• Elevii realizează livrabile bine specificate (rapoarte de laborator, idei pentru expe-
rimente, jurnale, hărt,i mentale, portofolii etc. asociate competent,ei vizate).

• Profesorii oferă feedback scris pe livrabilele predate fie pe hârtie, fie prin platforme
digitale.

• Feedback-ul profesorilor este realizat pe formulare special concepute, care oferă
o listă de verificare a criteriilor folosite s, i pe componentele competent,ei vizate
pentru lect,ia/unitatea de învăt,are s, i arată progresul realizat în învăt,are.

• La primirea comentariilor din partea profesorului, fiecare elev revizuies, te livrabilul
relevant t,inând cont de feedback-ul primit.

Feedback oral pe parcurs
ASSIST-ME sugerează următorii pas, i pentru a cres, te calitatea feedback-ului oral

oferit în timp real pentru grupuri mici de elevi:

• Profesorul sugerează o activitate pentru a investiga o ipoteză care a apărut în timpul
unei discut,ii.

• Profesorul formulează o întrebare menită să promoveze gândirea elevilor cu privire
la problema discutată.

• Profesorul pune întrebări de clarificare pentru a-i ajuta pe elevi să detalieze mai
bine o contribut,ie aparent validă pe care au făcut-o.

• Profesorul utilizează ceea ce a spus elevul pentru a oferi feedback.

• Elevii exprimă mai multe idei care permit profesorului să le ceară să compare
ideile.

• Profesorul obt,ine o contribut,ie din partea elevilor s, i solicită explicat,ii suplimentare
cu intent,ia de a-i ajuta să-s, i evalueze s, i să-s, i ajusteze rat,ionamentul.
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Feedback din partea colegilor
ASSIST-ME sugerează următorii pas, i pentru a cres, te calitatea feedback-ului de la

elev la elev (de la egal la egal):

• Materialele de predare s, i învăt,are elaborate vizează competent,ele relevante.

• Înainte de implementare, elevilor li se prezintă rolurile de evaluator s, i evaluat. În
timpul implementării, elevii îs, i vor schimba rolurile.

• Ca parte a materialelor de predare s, i învăt,are, elevii prezintă colegilor lor anumite
artefacte pe care le produc, asociate competent,ei puse în evident,ă. Aceste artefacte
pot fi produse fie de elevi individuali, fie de grupuri de elevi.

• Elevul (elevii) oferă feedback colegilor. Procesul de schimb de feedback între
colegi este sust,inut de formulare special concepute care cuprind criterii de evaluare
a artefactelor specifice. Aceste instrumente sunt dezvoltate de către profesor.

Dialog structurat de evaluare
ASSIST-ME sugerează următorii pas, i pentru a cres, te eficient,a dialogului structurat

de evaluare:

• Profesorii elaborează materiale didactice care vizează competent,ele alese.

• Planul de realizare include o conversat,ie ritualizată (5 minute) între un elev (elevul în
centrul atent,iei) s, i profesor, desfăs,urată pe baza pregătirii elevului s, i a formularului
completat de profesor, care reflectă cerint,ele pentru competent,a care urmează să fie
evaluată. Profesorul pregătes, te întrebări care ajută la evaluarea progreselor elevului
(atingerea obiectivelor) în procesul de învăt,are.

• Conversat,ia precedentă este urmată de o fază de feedback între colegi, în care elevul
vizat discută despre această conversaţie cu un grup de elevi care oferă feedback (de
ce ar fi nevoie pentru ca dialogul elev-profesor să acopere mai bine obiectivul de
învăt,are?).

• În timpul acestor două interact,iuni, restul clasei observă s, i încercă să-s, i
îmbunătăt,ească propria înt,elegere a problemelor discutate.

• La final, tot,i elevii formulează rezultatele propriilor reflect,ii cu privire la nivelul
atins de ei s, i la activităt,ile viitoare în vederea îmbunătăt,irii acestui nivel, utilizând
un formular special de autoreflect,ie creat pentru elevi.

În cadrul proiectului ASSIST-ME au fost elaborate formulare în sprijinul recoman-
dărilor (acestea pot fi accesate la adresa https://www.ind.ku.dk/english/projects/assist-
me/). Anexa livrabilului D4.7 ([40], https://www.ind.ku.dk/english/projects/assist-
me/documents/researchers-documents/project-outcomes/D4.7.pdf) cont,ine s, i un tabel cu
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etape de învăt,are pentru competent,a de rezolvare a problemelor, care poate fi urmărit în
cadrul evaluărilor formative (bazat pe cadrul de evaluare PISA 2013).

6.2.2 Abordarea din proiectul SAILS s, i câteva concluzii

Concluziile principale ale proiectului SAILS au fost următoarele:

• Profesorii pot dezvolta strategii de evaluare relevante pentru investigat,ii specifice.

• Profesorii pot evalua elevii în timpul unei activităt,i investigative s, i le pot oferi
feedback pentru a le permite să efectueze schimbări în munca lor.

• Alegerea investigat,iilor de obicei se bazează pe cont,inuturile specifice s, i afectează
alegerea dimensiunilor de evaluarea.

• Unele aspecte ale investigat,iilor sprijină realizarea conexiunilor între progresul
individual, autoevaluarea s, i evaluarea colegială.

În cadrul acestui proiect au fost elaborate 19 unităt,i de învăt,are care cuprind s, i
perspectivele de evaluare. Aceste unităt,i au fost puse în aplicare în mai multe t,ări, iar cele
două volume elaborate cont,in s, i feedback-ul din cadrul acestor implementări. Cadrul de
evaluare SAILS a fost construit având în vedere cinci competent,e:

• elaborarea de ipoteze;

• planificarea s, i implementarea investigat,iilor;

• formularea de argumente coerente s, i munca în colaborare;

• elaborarea de rat,ionamente s, tiint,ifice;

• alfabetizare s, tiint,ifică.

Principalele metode de evaluare propuse sunt:

• dialogul în clasă;

• observarea activităt,ii de către profesor;

• evaluarea de către colegi;

• autoevaluarea;

• fis,ele de lucru;

• materiale concepute de elevi;
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• alte elemente de evaluare (test post-activitate);

La fiecare unitate propusă autorii au specificat s, i competent,ele vizate de unitatea
respectivă s, i au elaborat formulare pentru autoevaluare, pentru evaluare colegială, dife-
rite tabele pentru a evalua nivelul competent,elor vizate. De asemenea, ei au prezentat
mai multe studii de caz din diferite t,ări în care a fost implementată unitatea respectivă,
împreună cu criteriile specifice de evaluare adaptate la standardele nat,ionale.

7 Dezvoltarea profesională a profesorilor
7.1 Modelul conceptual al lui Clarke s, i Hollingsworth
În ultimele decenii, au fost efectuate numeroase cercetări în legătură cu dezvoltarea
profesională continuă (CPD) s, i au fost elaborate criterii de calitate aferente. Pentru a
fi eficientă, CPD ar trebui să fie colaborativă s, i extinsă în timp, să includă timp pentru
practică, coaching s, i urmărire, să fie fundamentată pe curriculum-ul elevilor s, i aliniată la
politicile locale, să fie încorporată în lumea muncii s, i conectată la mai multe elemente de
instruire ([83], [20]). Cercetările indică faptul că activităt,ile comunicative s, i activităt,ile
de cooperare reprezintă factorii de bază care favorizează impactul durabil al programelor
CPD ([51]). Lerman s, i Zehetmeier afirmă, de asemenea, că în special furnizarea unor
oportunităt,i bogate de reflect,ie s, i discut,ie în colaborare (exemple de practici profesio-
nale, analiza muncii elevilor, a gres,elilor sau a altor aspecte ale predării) reprezintă o
caracteristică de bază a proceselor de schimbare eficiente. De asemenea, există tot mai
multe dovezi că un ingredient-cheie pentru un program CPD eficient este colaborarea
între profesori. ([89]).

Pentru a urmări s, i a sprijini dezvoltarea profesională a cadrelor didactice au fost
elaborate diverse modele conceptuale, unele liniare (modelul lui Guskey, vezi [41]), sau
ciclice (vezi [100] sau [99]), dar cel mai robust s, i mai eficient, atât din punct de vedere
al cercetării, cât s, i din punct de vedere practic, s-a dovedit modelul interconectat al
cres, terii/dezvoltării profesionale a cadrelor didactice, elaborat de Clarke s, i Hollingsworth
([26]), care poate avea atât secvent,e liniare, cât s, i secvent,e ciclice, dar, datorită flexibilităt,ii
sale, permite s, i secvent,e mai complexe. Modelul operează cu patru domenii:

• domeniul personal, care cuprinde bagajul de cunos, tint,e al profesorului, convingerile
sale s, i atitudinile sale privind situat,iile care intervin la orele de matematică sau în
procesul educat,ional în general;

• domeniul practicii, care cuprinde activitatea sa profesională de la planificarea
activităt,ilor, derularea activităt,ilor, evaluarea elevilor la analiza activităt,ilor, până
la activitatea lui în comunitatea profesională, însă acest domeniu este mai ales zona
în care individul poate experimenta/implementa schimbări;
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• domeniul extern, care cuprinde sursele externe de informat,ii, discut,iile cu alt,i
specialis, ti, elemente de la cursurile de formare, toate având specificul de a crea o
disonant,ă cognitivă, de a scoate individul din zona de confort (dar nu s, i din zona
proximei dezvoltări);

• domeniul consecint,elor proeminente, adică zona în care individul poate observa
rezultate, schimbări sau lipsa acestora.

În acest model, autorii au identificat două tipuri de interact,iuni între domeniile enumerate.
O interact,iune de tip act,iune, care înseamnă punerea în aplicare, adaptarea unor elemente
dintr-un domeniu (de exemplu metode noi de abordare ale unor cont,inuturi) într-un
alt domeniu (de exemplu domeniul practicii) – s, i o interact,iune de tip react,ie care se
manifestă la nivel metacognitiv prin reflect,ie.

Modelul interconectat al dezvoltării profesionale a cadrelor didactice

Sunt mai multe aspecte importante care trebuie remarcate în acest model:
• între domeniul personal s, i domeniul consecint,elor nu există interact,iune directă

de tip act,iune, deci schimbările în domeniul personal nu se vor produce în mod
automat, în urma unor rezultate din domeniul consecint,elor. Pentru aceasta este
nevoie de reflect,ii, iar pentru producerea unor schimbări în urma reflect,iilor este
esent,ială autonomia profesională;

• nu există interact,iuni de tip act,iune care să act,ioneze asupra domeniului personal,
deci schimbările în domeniul personal nu se vor produce în mod automat nici
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prin introducerea elementelor externe noi, nici prin schimbări implementate în
domeniul practicii, dar nici în urma rezultatelor obt,inute (oricare ar fi acestea) –
este nevoie iarăs, i de reflect,ii asupra tuturor acestor aspecte;

• folosind cadrul conceptual al acestui model, putem descrie sau urmări o serie de
activităt,i complexe atât la nivelul individual al fiecărui profesor, cât s, i la nivelul
organizării unor cursuri de formare.

Modelul interconectat face diferent,a între ceea ce se numes, te „secvent,e de schimbări”
s, i „ret,ele de dezvoltare”. Schimbarea într-un domeniu poate să nu conducă la schimbări
într-un alt domeniu, dar atunci când se întâmplă o schimbare, se foloses, te termenul de
„secvent,ă de schimbare”. O secvent,ă de schimbare constă în una sau două legături între
domenii, fie prin punere în aplicare, fie prin reflect,ie. Termenul „dezvoltare” este rezervat
schimbărilor mai durabile. O „ret,ea de dezvoltare” cuprinde mai mult de două legături s, i
implică dovezi ale unor schimbări durabile fie în practică, fie în cunos, tint,e sau convingeri.

În prezentarea [103] autorii au identificat similarităt,i, dar s, i diferent,e marcante între
profesorii din Norvegia s, i profesorii din România care au experimentat implementarea
metodelor investigative în proiectul Mascil. De exemplu, interact,iunea de tip reflect,ie
spre domeniul consecint,elor a apărut în ambele t,ări numai dinspre domeniul practicii,
dar secvent,a

Domeniul extern → Domeniul practicii → Domeniul personal

nu a apărut decât în Norvegia. De asemenea ret,eaua de dezvoltare

Domeniul extern → Domeniul practicii → Domeniul personal → Domeniul practicii

a apărut în ambele t,ări, dar ciclul

Domeniul practicii → Domeniul consecint,elor → Domeniul personal →

→ Domeniul practicii

nu a apărut în interviurile profesorilor norvegieni. Des, i interviurile provin de la un
număr redus de profesori din ambele t,ări, arată că tiparele de evolut,ie profesională pot fi
diferite în contexte sociale diferite, chiar dacă cursurile de formare au fost gândite din
aceeas, i perspectivă s, i s-a folosit aceeas, i colect,ie de materiale ca factor de influent,ă din
domeniul extern. Multitudinea de posibilităt,i s, i analiza interviurilor arată clar că percept,ia
s, i procesul de dezvoltare al profesorilor privind aplicarea metodelor investigative poate fi
foarte diferită, chiar dacă contextul social este acelas, i. Acest aspect nu poate fi neglijat
nici la construirea cursurilor de formare, dar nici la elaborarea materialelor didactice,
nici la diferitele abordări ale unităt,ilor de învăt,are s, i nici la studiul impactului.
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7.2 Caracteristici ale metodelor investigative la orele de matematică
s, i aplicarea acestora în cursurile de formare

Un curs de formare poate fi organizat în foarte multe moduri, ca mod efectiv de realizare
sau chiar la nivel de planificare conceptuală. În acest paragraf nu dorim să discutăm
aceste aspecte, doar dorim să punctăm unele repere care trebuie urmărite indiferent de
derularea efectivă a cursurilor. Aceste repere au fost discutate s, i experimentate în 14 tări
europene în perioada 2010–2013 în cadrul proiectului PRIMAS s, i au fost implementate
în mai multe t,ări după 2013. Una dintre t,ările în care a fost documentat procesul complet
a fost Malta (vezi [21]). Autorul articolului citat scoate în evident,ă patru caracteristici:
sarcinile matematice, învăt,area colaborativă, întrebările cu intent,ii s, i responsabilizarea
elevilor. Toate sunt de fapt gândite din perspectiva rolului care îi revine profesorului în
selectarea sarcinilor, planificarea orelor, organizarea s, i gestionarea clasei s, i orchestrarea
învăt,ării. Des, i cele patru caracteristici pot apărea ca fiind distincte, în cadrul lect,iilor
IBL acestea de regulă se suprapun s, i sunt conectate între ele. Această interconectare
trebuie să se manifeste atât în timpul lect,iilor cu elevii, cât s, i în timpul atelierelor CPD
cu profesorii.

O provocare majoră pentru profesori pare a fi adoptarea s, i integrarea pedagogiilor
IBL ca parte a predării, deoarece acestea necesită pe de o parte competent,e străine de
abordările tradit,ionale de la orele de matematică, dar pe de altă parte, în unele cazuri
necesită s, i o înt,elegere mai profundă a motivat,iilor profesionale din spatele cont,inuturilor.
În vederea consolidării schimbărilor în domeniul personal s, i în domeniul practicii, cur-
surile de formare care s-au dovedit efective din perspectiva metodelor investigative au
fost concepute în jurul acestor patru caracteristici pentru a transmite un mesaj coerent
de IBL ([92]). De exemplu, în transmiterea către profesori a semnificat,iei transferului
responsabilităt,ii asupra elevilor s, i în sprijinirea dezvoltării identităt,ii profesionale, profe-
sorii îns, is, i trebuie să fie responsabilizat,i s, i sprijinit,i în preluarea unui control semnificativ
privind cont,inuturile, ideile discutate, în încercarea ideilor prezentate, în împărtăs, irea
experient,elor (s, i nu numai a cazurilor de succes), precum s, i în adaptarea s, i construirea
propriilor perspective teoretice ale predării prin investigat,ii. Scopul unui curs de dezvol-
tare profesională este de a prezenta pedagogii care să stimuleze profesorii să act,ioneze,
să vorbească s, i să gândească dintr-o perspectivă IBL.
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Caracteristici Rolul profesorului Condit,ii pentru IBL
Sarcini
(probleme,
contexte,
situat,ii
problemă)
matematice

Profesorul prezintă pro-
bleme, situat,ii problemă
sau contexte matema-
tice bogate care im-
plică elevii în elabora-
rea unor rat,ionamente în
timp ce accesează activ
cont,inutul s, i realizează
conexiuni.

Sarcinile prezentate
• sunt accesibile tuturor elevilor;
• oferă provocări realizabile;
• contribuie la înt,elegerea conceptuală s, i

la dezvoltarea proceselor de gândire, a
fluent,ei în comunicarea rezultatelor;

• pot fi abordate prin multiple strategii
sau metode de rezolvare;

• necesită folosirea mai multor metode
sau strategii;

• valorifică mai degrabă procesul decât
răspunsul.

Învăt,area
colabora-
tivă

Profesorul oferă un me-
diu de colaborare care
implică elevii în schim-
bul de idei / dezbaterea
argumentelor facilitând
s, i construirea concepte-
lor matematice.

Cultura clasei
• sprijină schimbul de idei s, i abordări;
• valorifică diversitatea ideilor s, i a

înt,elegerii;
• promovează discut,ii s, i analize critice;
• recunoas, te că elevii pot învăt,a unii de

la alt,ii.
Întrebări
cu intent,ii
didactice
s, i profesio-
nale

Profesorul foloses, te în-
trebări care stimulează
rat,ionamentul s, i stimu-
lează elevii să îs, i comu-
nice gândurile s, i ideile
matematice într-o formă
structurată.

Întrebările profesorului
• sunt planificate în prealabil;
• ajută gândirea elevilor s, i elaborarea

rat,ionamentelor;
• favorizează evaluarea s, i comunicarea

diferitelor strategii;
• scot în evident,ă concept,iile gres, ite;
• sprijină elevul să învet,e din gres,eli;
• încurajează explorarea abordărilor al-

ternative.
Responsabi-
lităt,ile
elevilor s, i
identitatea
lor profesio-
nală

Profesorul oferă opor-
tunităt,i elevilor să
îs, i asume mai multe
responsabilităt,i în
învăt,are s, i lucrează
pentru a-i sprijini să
devină mai activi în
asumarea unor roluri.

Responsabilităt,ile elevilor
• selectarea problemelor de rezolvat

(când este cazul);
• formularea propriilor întrebări s, i a răs-

punsurilor la acestea;
• luarea de decizii;
• conceperea s, i elaborarea strategiilor;
• prezentarea ideilor;
• criticarea punctelor de vedere.
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Aplicarea
caracteristi-
cilor

Profesorii în s,coli Formatorii la cursurile de formare profesio-
nală

Folosirea
sarcinilor
autentice,
bogate

Prezintă elevilor sarcini
matematice autentice
prin care ei pot aborda
s, i experimenta atât
not,iunile matematice,
cât s, i conexiunile dintre
not,iuni.

Prezintă sarcini care oferă profesorilor
oportunităt,i de a explora, interpreta, expe-
rimenta s, i dezvolte cunos, tint,e autentice
profunde despre investigat,iile matematice.

Cultivarea
unui mediu
de colabo-
rare

Organizează activităt,i în
grupuri mici pentru ca
elevii să împărtăs,ească
idei, să formuleze argu-
mente matematice, să
elaboreze rat,ionamente
s, i să discute opinii.

Organizează activităt,i de colaborare pentru
ca profesorii să reflecteze s, i să evalueze prac-
ticile s, i consecint,ele folosirii unor abordări,
atât la nivelul pedagogiilor, cât s, i la nivelul re-
zolvării efective a unor probleme. Furnizează
provocări noi s, i generează disonant,e cogni-
tive.

Promovarea
unei ati-
tudini
investiga-
tive

Pun întrebări care stimu-
lează formularea unor
argumente, elaborarea
unor rat,ionamente.
Sust,in învăt,area s, i
încurajează elevii să
comunice, să-s, i formu-
leze ideile într-o formă
structurată, într-o formă
matematică.

Dezvoltă un mediu bazat pe formularea între-
bărilor relevante, pe căutarea răspunsurilor,
pe analiza metodelor s, i a practicilor didac-
tice folosite, cu scopul de a angrena profesorii
într-o serie de dezbateri bazate pe reflect,ii s, i
analize profunde privind toate aspectele pro-
cesului didactic. Sprijină profesorii, în asu-
marea unor roluri mai active în dezvoltarea
lor profesională.

Transferul
responsa-
bilităt,ii în
învăt,are s, i
sprijinirea
dezvoltă-
rii unei
identităt,i
profesio-
nale

Oferă elevilor
oportunităt,i pentru
a-s, i asuma mai multă
responsabilitate în
procesul dezvoltării lor,
sprijină dezvoltarea unei
încrederi în important,a
implicării active în
studiul matematicii.

Oferă experient,e care să sprijine dezvoltarea
încrederii în capacităt,ile proprii ale profeso-
rilor privind planificarea, implementarea s, i
evaluarea practicilor bazate pe investigat,ii.

Mai multe detalii despre cursurile de formare care au constituit punctul de pornire
pentru trecerea la metodele investigative în mai multe t,ări europene, precum s, i câteva
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exemple de materiale pot fi consultate în ghidul elaborat în cadrul proiectului Primas
([82]). Au avut loc o serie de activităt,i experimentale s, i în România, în majoritatea
activităt,ilor au fost implicat,i elevi de liceu s, i unele materiale abordate au fost incluse
în cartea Primas publicată în limba română ([3]). Unele dintre activităt,ile prezentate în
această carte pot fi folosite s, i la clase gimnaziale, bineînt,eles, prin renunt,area la unele
aspecte ale formalismului folosit. Pentru o exemplificare concretă prezentăm două astfel
de probleme.

1. Problema bicicletei
Doi biciclis, ti pleacă într-o excursie, în timpul căreia călătoresc cu trenul până în

localitatea 𝐴, de acolo se deplasează pe un teren accidentat, pe bicicletă, până în localitatea
𝐵, iar din 𝐵 se întorc acasă cu trenul. Pe port,iunea dintre 𝐴 s, i 𝐵, în punctul 𝐶, una dintre
biciclete nu se mai poate folosi pentru că a căzut într-o prăpastie. Distant,a dintre 𝐶 s, i 𝐵
este de 40 kilometri, distant,a între 𝐴 s, i 𝐶 este de 60 km, iar trenul care i-ar duce acasă
din 𝐵 pleacă peste 5 ore s, i jumătate. Când merg pe jos, cei doi au viteza 𝑣1 = 5 km/h,
iar când merg pe bicicletă, au viteza 𝑣2 = 20 km/h. Pot să ajungă amândoi la timp în 𝐵

pentru a prinde trenul, dacă nu pot folosi simultan bicicleta?
Încercat,i să extindet,i rezultatele la cazul în care sunt mai mult,i biciclis, ti s, i mai multe

biciclete devin nefolosibile s, i încercat,i să formulat,i rezultatele în limbaj matematic cu
argumente complete.

2. Configurat,ii cu pătrate
Problema apare s, i în cartea fundamentală scrisă de Spencer Kagan despre metodele

cooperative, dar în contextul original este destinată elevilor din ciclul primar. În timpul
acestei activităţi, elevii sunt împărt,it,i în grupe de câte 4 şi fiecare elev primeşte 3 fâs, ii de
hârtie identice (aproximativ 20 cm lungime, 1, 5 cm lăt,ime). În locul fâs, iilor de hârtie
pot fi folosite bet,is,oare sau chibrituri mari. Fiecare grupă trebuie să creeze (să aranjeze)
s, i să deseneze configurat,ii în care apar 1, 2, 3, . . . pătrate respectând următoarele reguli:

• în configurat,ia desenată fiecare fâs, ie de hârtie este importantă, adică dacă se înlătură
una din ele, se schimbă numărul pătratelor din figură;

• fiecare grupă trebuie să folosească la fiecare configurat,ie toate fâs, iile de hârtie pe
care le are la dispoziţie;

• nu există extremităţi libere, adică la fiecare capăt al unei fâs, ii se atas,ează capătul
altei fâs, ii;

• nu există acoperiri part,iale sau totale, adică fâs, iile paralele nu au părt,i care se
suprapun – ceea ce nu exclude intersect,ia fâs, iilor de hârtie neparalele.

În primele 15-20 minute ale activităt,ii, elevii trebuie să aranjeze fâs, iile de hârtie în diferite
configuraţii, apoi, timp de 10-15 minute, să deseneze configurat,iile posibile, după aceea
fiecare grupă trebuie să deseneze configurat,iile obţinute pe un poster comun.
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În etapa următoare a activităt,ii, elevii trebuie să formuleze întrebări legate de activita-
tea lor (inclusiv despre configurat,iile obţinute), apoi să ordoneze problemele după gradul
de dificultate (fără a cunoas, te solut,ia lor) s, i din aceste probleme să aleagă câteva pe care
cred că le pot rezolva s, i să le rezolve.

Aceste probleme au fost folosite s, i la cursuri de formare unde profesorii, după ce
au elaborat propriile lor solut,ii s, i generalizări, au avut de analizat lucrările elevilor, au
discutat despre posibilele dificulăt,i cu care elevii se pot confrunta s, i strategiile didactice
cu care putem ajuta elevii pe parcursul rezolvării acestor probleme. Putem observa,
că prima este mai mult apropiată de PBL, unde problema fundamentală este formulată
din start, iar a doua este o investigat,ie mai deschisă în care nu am formulat o problemă
matematică concretă. Problema fundamentală la această activitate este legată de numărul
maxim de pătrate care pot apărea (55) sau descrierea tuturor posibilităt,ilor. Această
problemă poate fi foarte us,or dirijată de către profesor sau chiar transformată pe parcurs,
dacă la rândul său a efectuat un rat,ionament investigativ în acest context s, i este cons, tient
de dificultăt,ile care pot apărea.

În figurile alăturate avem câteva configurat,ii posibile s, i numărul de pătrate care se
pot identifica pe fiecare configurat,ie.

Este important faptul că niciuna din cele două probleme nu abordează obiectivele de
învăt,are în mod direct. La prima problemă, obiectivul este ca elevii să modeleze o situat,ie
complexă s, i să formuleze ipoteze pe care să le verifice folosind not,iunea de viteză. La nivel
formal obiectivul este să folosească inegalităt,i. În cazul problemei a doua, obiectivul este
să numere corect pătratele pe o configurat,ie complexă. Participant,ii cursurilor de formare
trebuie să treacă prin procesul de investigare tocmai pentru a înt,elege cum se leagă aceste
obiective de activitatea propriu zisă s, i să poată ghida elevii, dacă aces, tia omit elemente
esent,iale care ulterior duc la ratarea acestor obiective. O altă concluzie importantă de la
aceste cursuri este că, în clasă se poate întâmpla ca profesorii care nu au parcurs procesul
de investigare să nu poată react,iona în timp real la unele întrebări la care ar trebui să
răspundă. În cartea Primas (care poate fi accesată online aici cu parola Primas2013! sau
fără parolă de la adresa https://simplexportal.ro/tananyagok/primas/primas_ro_opt.pdf)
am detaliat câteva idei importante legate de solut,ia acestor două probleme.
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8 ANEXE

8 Anexe
8.1 Să construim numerele!
Cont,inuturile vizate la aceste activităt,i: numere prime, divizori, teorema fundamentală a
aritmeticii, cel mai mare divizor comun, cel mai mic multiplu comun, numărul divizorilor.

8.1.1 Cadrul conceptual

Această unitate de învăţare cuprinde 2–4 activităţi care sunt bazate pe modelul conceptual
trifazic descris în lucrarea [14].

Unitatea de faţă a fost concepută nu numai pentru a investiga conţinuturi matematice,
ci şi în vederea sprijinirii acestui proces de scufundare în investigaţii din ce în ce mai com-
plexe. Întrucât acest proces depinde de elevi (atât din punctul de vedere al cunoştinţelor,
cât şi din punctul de vedere al metodei de lucru), dar şi de profesor, nu am fragmentat pro-
cesul în lecţii separate, ci am înşirat practic întrebările/sarcinile propuse pentru abordarea
temei. Totuşi precizăm câteva sugestii metodologice sau de ordin organizatoric.

• Scopul activităt,ilor este de a introduce conceptul de număr prim, teorema fun-
damentală a aritmeticii, noţiunea de divizor, respectiv cel mai mare divizor comun
şi cel mai mic multiplu comun şi de a deduce formula de calcul pentru numărul
divizorilor. Toate aceste denumiri trebuie să apară numai după ce elevii au for-
mulat cu propriile cuvinte, la nivelul intuitiv, proprietăţi care indică înţelegerea
conceptuală sau procedurală a unor aspecte importante.

• Contextul de bază este introdus prin folosirea unui set de blocuri Lego şi are rolul
de a capta atenţia elevilor. Recomandarea este de a fragmenta investigaţia în patru
activităţi distincte. Prima dintre acestea este dedicată introducerii numerelor prime
şi înţelegerii teoremei fundamentale a aritmeticii. A doua activitate poate fi dedicată
fundamentării noţiunii de divizor şi multiplu, respectiv stabilirii formulei de calcul
a numărului divizorilor pe baza factorizării. Următoarea activitate sau următoarele
două activităţi pot fi dedicate noţiunilor de cel mai mic multiplu comun şi cel mai
mare divizor comun. Întrucât nu există transfer direct de la înţelegerea conceptelor
la aplicaţiile lor în contexte cotidiene, se poate completa cu o activitate separată
dedicată acestor aspecte, sau aceste aspecte pot fi incluse în celelalte activităţi.

• Elevii vor lucra în echipe formate din 3-4 elevi. Fiecare echipă va avea la dispoziţie
o suprafaţă orizontală de aproximativ 1 m2 şi vor primi câte un set de blocuri Lego
de dimensiuni egale, având cel puţin 7-8 culori diferite (albastru, verde, roşu, alb,
galben, negru, portocaliu, mov, etc.), 21 de bucăţi de culoare albastră şi 10-15
bucăţi din celelalte culori. Profesorul va mai pregăti şi câte un set de cartonaşe
identice pe care le va da elevilor numai la rezolvarea problemei 4).
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• O metodă de lucru eficientă s-a dovedit a fi ca fiecare echipă să fotografieze con-
strucţiile pe care le face la câte o problemă, urmând ca acestea să fie afişate pe o
tablă digitală (sau proiectate pe un ecran) şi pe baza acestor fotografii să discute
raţionamentele pe baza cărora au realizat acele construcţii. Este important ca în
urma acestor discuţii să fie introduse denumirile corecte şi să fie fixate noţiunile
noi (în mod etapizat).

8.1.2 Derularea activităţilor

1) Construct,iile de pe biroul profesorului reprezintă numerele: 6, 12, 75, 99, 245
s, i 1001. Blocurile de construct,ie (elementele Lego) reprezintă câte un număr,
aceeas, i culoare reprezentând acelas, i număr. Liantul (mortarul) care t,ine construcţia
împreună este o operat,ie. Sarcina este să aflaţi această operaţie şi să stabiliţi valoarea
reprezentată de fiecare culoare.

8.1. Comentarii. Operaţia căutată este înmulţirea, iar culorile reprezintă următoa-
rele numere:

• albastru → 2
• verde → 3
• roşu → 5
• alb → 7
• galben → 11
• negru → 13
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Dacă elevii nu se descurcă din prima încercare, atunci profesorul poate da exemple
de alte construcţii folosind numere mai mici (mai ales pentru identificarea factorilor
7 şi 11). De exemplu 4, sau 33, sau 25, pentru a compara acestea cu 12, 99, 75, până
când cineva observă că adăugarea unui bloc Lego de culoarea verde înseamnă că
valoarea creşte de trei ori. Este important ca operaţia de înmulţire să fie recunoscută
de elevi – chiar dacă profesorul simte nevoia să explice ce înseamnă o operaţie, s-o
facă pe un exemplu din care să nu rezulte faptul că este vorba de înmulţire.

2) a) Ce numere de la 2 la 20 pot fi construite în mod similar folosind culorile folosite
anterior?
b) Construiţi toate aceste numere. Care sunt numerele (de la 2 la 20) care nu pot fi
construite astfel? Atribuiţi câte o culoare nouă fiecăruia dintre acestea s, i adăugat,i-le
la setul vostru.
c) Dacă dorim să obt,inem toate numerele până la 100 din cuburi Lego, câte culori
trebuie să mai adăugăm la set? În câte moduri putem reprezenta numerele?

8.2. Comentarii. Printre numerele de la 2 la 20 numai 17 şi 19 nu se poate scrie ca
produsul a două numere mai mici (care deja au fost reprezentate). În figura de mai
jos putem vedea reprezentările numerelor şi cele două culori atribuite numerelor
17 respectiv 19.

2 3 4 5 6 7 8 9

10 11 12 13 14 15 16 17

18 19 20

Pentru a vedea care sunt numerele pentru care trebuie să mai adăugăm şi alte culori,
putem proceda fie prin construcţia efectivă a numerelor, fie prin eliminarea acelora
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care se pot construi. Astfel orice număr par are cel puţin un bloc Lego albastru,
deci pentru a depista numerele pentru care trebuie să asignăm o culoare nouă nu
mai trebuie să verificăm numerele pare mai mari decât 2. La fel, multiplii lui 3 se
pot elimina şi aşa mai departe ajungem practic la ciurul lui Eratostene şi obţinem
numerele pentru care este nevoie de o culoare separată (la început am înşirat şi cele
deja folosite):

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67,

71, 73, 79, 83, 89, 97,

deci ar mai fi nevoie de încă 17 culori.
Pe baza exemplelor studiate elevii îşi vor putea da seama că reprezentarea unui
număr este unică în sensul că elementele Lego din care este construit un nunăr sunt
determinate în mod unic. De exemplu, 12 poate fi reprezentat prin două blocuri
albastre şi un bloc Lego verde (pe care le putem suprapune în orice ordine).

3) Ce proprietate au în comun numerele reprezentate de culorile din set?

8.3. Comentarii. Numerele reprezentate prin culori diferite nu se pot scrie sub
forma unui produs 𝑎 · 𝑏, unde 𝑎, 𝑏 ≥ 2, deci ajungem la definiţia numerelor prime.
Este de remarcat faptul că nu am definit încă noţiunea de divizor, deci definiţia
nu este legată de această noţiune, ci efectiv de operaţia de înmulţire. Un avantaj
al acestei abordări este faptul că elevii vor formula prin cuvinte proprii definiţia
numerelor prime, poate nu chiar exact, dar definiţia corectă oricum se va baza pe
formulările lor şi pe intuiţia lor. În acest context nu mai este necesar să subliniem
că numerele prime au o importanţă deosebită în matematică, pentru că este clar
pentru toată lumea că toate numerele se pot construi pornind de la numerele prime,
deci acestea sunt elementele de bază.

4) Ce s-ar fi schimbat dacă ai fi adăugat la set o culoare şi pentru numărul 1?

8.4. Comentarii. Dacă şi numărul 1 ar fi reprezentat de o culoare, atunci pentru
orice număr ar exista o infinitate de reprezentări (pentru că am putea folosi oricâte
blocuri cu valoarea 1). Pentru a evita acest lucru, numărul 1 nu îl vom reprezenta
cu blocuri Lego, ci cu ajutorul unui pătrăţel de hârtie care este pus sub fiecare
construcţie, ca şi cum ar fi baza (fundaţia) construcţiei. Acest aspect este important
pentru a defini corect divizorii unui număr şi a evita tratarea separată a divizorilor
proprii.

5) Construit,i din setul vostru numerele 150, 54, 80 şi 810.
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150 = 2 · 3 · 52 54 = 2 · 33 80 = 24 · 5

10 11 12 13 14 15

810 = 2 · 34 · 5

17

18 19 20

8.5. Comentarii. Aceste reprezentări se pot obţine în mai multe moduri, dar oferă
o oportunitate pentru a discuta eventualele abordări, algoritmi pe care le putem
folosi. De exemplu, luăm numerele prime în ordine crescătoare şi verificăm dacă
numărul ales divide numărul dat în problemă. Dacă am găsit un divizor prim, atunci
în continuare vom căuta divizorii primi ai câtului, fără a mai reveni la numerele
prime mai mici. De exemplu, după ce am împărţit 54 la 2 şi am obţinut câtul
27 verificăm dacă se mai divide cu 2 şi după acesta încercăm să împărţim 27 la
3, iar după ce obţinem câtul 9 nu mai revenim la numărul prim 2, ci verificăm
divizibilitatea cu 3. Totodată acest exerciţiu oferă oportunitatea de a discuta teorema
fundamentală a aritmeticii şi anume faptul că orice număr natural mai mare ca 1
admite o descompunere unică în produs de puteri ale unor numere prime. Unicitatea
în acest caz înseamnă că numerele prime şi exponenţii care intervin sunt determinate
în mod unic.

6) a) Construit,i din setul vostru numerele 64, 12, 45, 72, 108.
b) Separat pentru fiecare construct,ie obţinută la punctul a), realizaţi toate
construct,iile care pot fi produse folosind numai o parte dintre piesele folosite
la reprezentarea numărului.150 = 2 · 3 · 5254 = 2 · 33 80 = 24 · 5

64 = 26 12 = 22 · 3

810 = 2 · 34 · 5

17

72 = 23 · 3245 = 32 · 5 108 = 22 · 33
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8.6. Comentarii. O parte a unei construcţii reprezintă un divizor al numărului
reprezentat de construcţia iniţială. Rolul exerciţiului este de a fixa această noţiune.
Totodată punctul b) oferă posibilitatea de a discuta două chestiuni importante:
numărul divizorilor unui număr care este puterea unui număr prim şi faptul că
numărul divizorilor depinde numai de exponenţii care intervin în descompunerea
în factori primi al numărului, nu şi de numerele prime din această descompunere.
Mulţimea divizorilor unui număr 𝑛 o vom nota cu 𝐷𝑛.

Divizorii puterii unui număr prim:

64 = 26 12 = 22 · 3

17

72 = 23 · 3245 = 32 · 5 108 = 33 · 22

1 2 22

1

23 24 25 26

Divizorii unui număr de forma 𝑝2
1 · 𝑝2, unde 𝑝1 şi 𝑝2 sunt numere prime:

64 = 26 12 = 22 · 3 72 = 23 · 3245 = 32 · 5 108 = 33 · 22

1 2 22

1

23 24 25 26

𝐷12 𝐷45

7) Construiţi toţi divizorii pentru numerele de la problema 5).

8.7. Comentarii. În cazul numerelor 54 şi 80, folosind ideea de la problema pre-
cedentă, obţinem divizorii

𝐷54 = {1, 3, 32, 33, 2, 2 · 3, 2 · 32, 2 · 33}
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𝐷80 = {1, 2, 22, 23, 24, 5, 5 · 2, 5 · 22, 5 · 23, 5 · 24}
Din aceste cazuri putem deduce că, în general, numărul divizorilor numărului
𝑛 = 𝑝

𝑘1
1 · 𝑝𝑘2

2 este (𝑘1 + 1) · (𝑘2 + 1).
Dacă avem mai mulţi factori primi, atunci mai avem nevoie de o idee. Vom enumera
divizorii lui 150 prin adăugarea treptată a factorilor primi. La divizorii lui 2, adică
la 1, 2 adăugăm factorul 3. Astfel obţinem primele două coloane din figura alăturată.
Dacă la toate aceste elemente adăugăm factorul 5 respectiv 52, atunci obţinem
coloanele 3 s, i 4 respectiv 5 s, i 6. În total avem 2 ·2 elemente în primele două coloane
(aici se aplică regula formulată mai înainte) şi avem 3 astfel de blocuri, deci în total
4 · 3 = 12 divizori.

𝐷150

𝐾

Pentru numărul 810 obţinem în mod analog 2 · 5 · 2 = 20 de divizori.

8) Cât,i divizori au numerele din problema 5) şi 6)? Încercaţi să calculaţi numărul
divizorilor fără a enumera toţi divizorii.

8.8. Comentarii. Problema aceasta are rolul de a fixa ideile din cele două probleme
precedente şi de a crea un context pentru intuirea unei proprietăţi mai generale.
Practic, în rezolvarea următoarelor 5 probleme, elevii pot parcurge pas cu pas
raţionamentul care duce la formula numărului divizorilor, dar bineînţeles pot
ajunge la înţelegerea acestei proprietăţi mai repede şi atunci nu vor mai folosi
blocurile Lego pentru a scrie divizorii. Astfel problema 9) este pentru a fixa ideea
că un număr de forma 𝑝𝑘 are exact 𝑘 + 1 divizori şi aceştia sunt {1, 𝑝, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑘 }.
Problemele 10) s, i 11) au rolul de a fixa cazul numerelor de forma 𝑛 = 𝑝

𝑘1
1 · 𝑝𝑘2

2
cu (𝑘1 + 1) · (𝑘2 + 1) divizori. Deşi în problema 11) aparent nu facem altceva
decât repetăm ideea aranjării sub forma unui tabel a divizorilor, avem oportunitatea
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de a pregăti rezolvarea problemei 12) care este cheia trecerii la cazul general. În
problema 13), fie elevii au reuşit deja intuirea formulei generale şi aici vor verifica
numai dacă este corectă în cazurile studiate, fie prin studierea cazurilor particulare
şi discutarea observaţiilor vom ajunge la formularea generală: „Numărul divizorilor
unui număr 𝑛 se obţine înmulţind numerele care sunt mai mari cu o unitate decât
exponenţii din descompunerea numărului 𝑛.”

9) Construit,i din set numerele 2, 4, 8, 16, 32, 64. Cât,i divizori au aceste numere?
Repetat,i acelas, i lucru pentru numerele 3, 9, 27, 81, 243. Ce observat,i? Formulaţi
o proprietate despre numărul divizorilor unui număr care poate fi reprezentat cu o
singură culoare din setul Lego.

10) Construit,i din set numerele 24, 40, 54, 135, 56 s, i apoi determinat,i numărul divizo-
rilor lor. Ce observat,i? Repetat,i pentru numerele 36, 100, 225, 441. Ce observat,i?
Formulaţi o proprietate relativ la numărul divizorilor unui număr care poate fi
reprezentat cu două culori din setul Lego.

11) Pentru numerele 24, 40, 54, 135, 56, 36, 100, 225, 441, aranjaţi divizorii acestora
într-un tabel (câte un tabel pentru fiecare număr) după factorii primi. Pentru 24
tabelul ar arăta astfel:

1 2 4 8
1 1 2 4 8
3 1 · 3 2 · 3 4 · 3 8 · 3

Pentru 36 tabelul ar arăta astfel:

1 2 22

1 1 2 4
3 1 · 3 2 · 3 4 · 3
32 1 · 9 2 · 9 4 · 9

Câte rânduri s, i câte coloane au aceste tabele? Formulaţi o proprietate generală.
12) a) Construit,i divizorii numerelor 28 s, i 375, apoi construit,i divizorii lui 28 · 375.

b) Decideţi dacă este adevărată următoarea proprietate: „Dacă două numere nu au
factori primi în comun, atunci numărul de divizori al produsului lor este egal cu
produsul numărului de divizori ai celor două numere.”

13) Construit,i următoarele numere s, i apoi găsit,i numărul de divizori ai acestora: 400,
360, 1050. Formulaţi o proprietate generală.
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14) În cazul construcţiilor de la punctul b) al problemei 6) formaţi perechi de construcţii
complementare. Două construcţii sunt complementare dacă suprapunerea lor
reprezintă numărul iniţial. Care sunt numerele pentru care nu se pot forma astfel
de perechi din construcţiile reprezentând toţi divizorii proprii?

8.9. Comentarii. Problemele 14) şi 15) au rolul de a fixa noţiunea de divizor
complementar. Pentru numărul 𝑛 divizorii 𝑑 şi 𝑛

𝑑
sunt divizori complementari.

Cele două probleme scot în evidenţă faptul că pentru un număr care nu este pătrat
perfect, divizorii se pot grupa în perechi de divizori complementari, iar acest lucru
nu este posibil pentru pătrate perfecte. Astfel numărul divizorilor unui număr
natural este impar dacă şi numai dacă numărul este pătrat perfect. Bineînţeles,
acest lucru poate fi dedus şi din formula generală pentru numărul divizorilor.

15) Reprezentaţi numerele 9, 64, 144 s, i 225 folosind setul de Lego şi determinaţi
numărul de divizori ai acestor numere. Formulaţi o proprietate relativ la paritatea
numărului de divizori ai unui număr.

16) Construiţi ansamblurile care reprezintă numerele 30 s, i 72, apoi enumeraţi toate
construcţiile care fac parte din ambele ansambluri. Cum le putem numi? Câte
sunt? Care dintre ele este cea mai mare?

8.10. Comentarii. Un ansamblu format din blocuri Lego care sunt comune celor
două reprezentări este reprezentarea unui divizor comun. În cazul acesta un bloc
albastru şi un bloc verde sunt elementele comune ale celor două reprezentări.

30

72

6

120 168

24

60
75

15

Orice ansamblu construit numai cu aceste două blocuri Lego reprezintă un divizor
comun al celor două numere date. Astfel divizorii comuni sunt 1, 2, 3, 6. Este clar
că cel mai mare dintre acestea este numărul 6. Abordarea aceasta însă are avantajul
de a scoate în evidenţă şi faptul că orice divizor comun este de fapt divizor al celui
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mai mare divizor comun. Din punct de vedere matematic acest lucru este foarte
important, pentru că reflectă faptul că sintagma „cel mai mare” nu se referă numai la
ordonarea obişnuită, ci şi la ordonarea în raport cu relaţia de divizibilitate (care este
o relaţie de ordonare parţială). Bineînţeles, această diferenţă nu o putem explica la
nivelul clasei a VI-a, dar poate fi importantă atât la rezolvarea unor probleme, cât
şi la elaborarea unor raţionamente ulterioare.

17) Facet,i acelas, i lucru pentru perechile 120 s, i 168, apoi pentru 60 s, i 75. Încercat,i să
formulat,i o regulă care să arate cum poate fi creată construct,ia corespunzătoare
celui mai mare dintre divizorii comuni a două numere. Cum pot fi descris, i divizorii
comuni folosind cel mai mare divizor comun?

8.11. Comentarii. Numărul 120 este reprezentat prin trei blocuri albastre, unul
verde şi unul roşu, iar numărul 168 prin trei blocuri Lego albastre, unul verde şi
unul alb, deci cele două construcţii au în comun cele trei blocuri albastre şi unul
verde. Astfel cel mai mare divizor comun este 24 = 23 · 3 şi divizorii comuni sunt
de fapt divizorii numărului 24 (deci avem 8 divizori comuni).
În cazul numerelor 60 şi 75, un bloc Lego verde şi unul roşu sunt bucăţile care apar
în ambele construcţii, deci cel mai mare divizor comun este 15 = 3 · 5 iar divizorii
comuni sunt divizorii numărului 15.

30

72

6

120 168

24

60
75

15

18) Pe baza problemei anterioare, formulat,i modul în care cel mai mare divizor comun
a două sau mai multe numere poate fi calculat pornind de la factorizarea numerelor.
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8.12. Comentarii. Pentru a construi cel mai mare subansamblu comun a mai
multor construcţii, selectăm culorile care apar în ambele construcţii, adică numerele
prime comune în factorizarea numerelor. Căutăm pentru fiecare culoare câte blocuri
avem în fiecare construcţie şi determinăm minimul acestor numere, deci practic
alegem cel mai mic exponent pentru fiecare factor prim comun. Astfel am şi ajuns
la algoritmul prin care putem determina cel mai mare divizor comun a două sau a
mai multor numere.

19) Pentru construct,iile corespunzătoare numerelor 12 s, i 15, găsit,i câteva numere care
au toate elementele de construct,ie atât din 12, cât s, i din 15. Care dintre acestea
cont,ine cele mai put,ine elemente de construct,ie? Cum pot fi descrise construct,iile
rezultate folosind construct,ia cu cele mai put,ine elemente de construct,ie?

8.13. Comentarii. Este clar că la această problemă construim multipli comuni
şi ne focusăm asupra celui mai mic multiplu comun a două numere. Abordarea
scoate în evidenţă pe lângă algoritmul cunoscut şi faptul că toţi multiplii comuni
sunt multipli ai celui mai mic multiplu comun.

20) Pe baza problemei anterioare, formulat,i modul în care cel mai mic multiplu comun
a două sau mai multe numere poate fi calculat pornind de la factorizarea numerelor.

21) Folosind reprezentarea numerelor cu elemente Lego, arătat,i că produsul dintre cel
mai mare divizor comun şi cel mai mic multiplu comun a două numere este egal
cu produsul celor două numere. Încercat,i să generalizat,i această proprietate la mai
multe numere.

8.14. Comentarii. Pentru fiecare culoare comună 𝑐, dacă 𝑎 şi 𝑏 reprezintă numărul
blocurilor de culoarea 𝑐 în reprezentarea celor două numere date, atunci culoarea 𝑐
apare atât în reprezentarea celui mai mare divizor comun cât şi în reprezentarea
celui mai mic multiplu comun şi numărul blocurilor de culoare 𝑐 este minimul
dintre 𝑎 şi 𝑏 în reprezentarea celui mai mare divizor comun, iar în reprezentarea
celui mai mic multiplu comun numărul blocurilor de culoarea 𝑐 este maximul
dintre 𝑎 şi 𝑏.
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30

72

6 = 2 · 3

360 = 23 · 32 · 5

Astfel apar în total 𝑎 + 𝑏 blocuri de culoarea 𝑐 atât în produsul celor două numere,
cât şi în produsul dintre cel mai mare divizor comun şi cel mai mic multiplu comun
al celor două numere. Culorile care nu sunt comune apar numai în reprezentarea
celui mai mic multiplu comun, deci numărul blocurilor pentru fiecare astfel de
culoare este acelaşi atât în produsul celor două numere, cât şi în produsul dintre
cel mai mare divizor comun şi cel mai mic multiplu comun al celor două numere.
Abordarea prezentată are avantajul că această proprietate devine accesibilă şi pentru
copii nu foarte buni, nu numai în sensul că o pot înţelege, dar şi în sensul că o pot
descoperi şi vor înţelege inclusiv raţionamentul pe care se bazează.

8.1.3 Observaţii finale

1) Practic se pot deosebi patru părţi mai mari în secvenţa de sarcini de mai înainte:

• problemele 1–5 au rolul de a introduce noţiunea de număr prim şi număr
compus şi de a scoate în evidenţă teorema fundamentală a aritmeticii;

• problemele 6–15 fixează noţiunea de divizor şi conduc elevii către proprietatea
generală referitoare la numărul divizorilor;

• problemele 16–18 au rolul de a scoate în evidenţă noţiunea de cel mai mare
divizor comun a mai multor numere, împreună cu proprietatea care leagă cel
mai mare divizor al numerelor cu descompunerea în factori primi, dar şi cu
proprietatea foarte importantă care arată că orice divizor comun a două sau
mai multe numere este divizorul celui mai mare divizor comun;
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• problemele 19–20 au rolul de a scoate în evidenţă noţiunea de cel mai mic
multiplu comun a mai multor numere împreună cu proprietatea care leagă
cel mai mic multiplu comun al numerelor cu descompunerea în factori primi,
dar şi cu proprietatea foarte importantă care arată că orice multiplu comun a
două sau mai multe numere este multiplul celui mai mic multiplu comun.

Ultimele trei părţi mai mari sunt practic independente (noţiunea de divizor şi de
multiplu pot fi introduse prin problema 6 în mod independent de problemele 7–15)
şi pot fi permutate între ele. Astfel putem organiza chiar 4 activităţi distincte, sau
2-3 activităţi în care parcurgem aceste probleme (sau o parte din ele) în funcţie de
nivelul clasei cu care lucrăm.

2) Folosirea blocurilor Lego nu este obligatorie, etapele investigative pot fi parcurse
şi fără acestea, dacă elevii au un nivel de abstractizare suficient de ridicat. Acest
aspect este la decizia profesorului. De asemenea, pe parcursul activităţilor se
poate renunţa la blocurile Lego la orice moment, dacă profesorul crede că este în
beneficiul elevilor. Este important însă ca profesorul să fie convins (prin feedback
confirmat de la elevi) că elevii au înţeles ideile principale şi nu numai au reţinut
câteva formule/fraze.

3) Pentru fixarea ideilor şi noţiunilor recomandăm completarea ultimelor trei părţi
mai mari cu câte o problemă în care aceleaşi noţiuni apar în contexte diferite. De
exemplu:

• În închisoarea unui sultan sunt 100 de celule şi în fiecare celulă este închis câte
un condamnat. În fiecare noapte, cei 100 de gardieni efectuează câte o rundă
de verificare a celulelor. Încuietoarele celulelor au două poziţii, deschis şi
închis şi seara toate celulele sunt încuiate. Într-o noapte sultanul le porunceşte
gardienilor ca al 𝑛-lea gardian să schimbe poziţia zăvorului la fiecare a 𝑛-a
celulă (pentru fiecare 𝑛 de la 1 la 100). Dimineaţa va elibera condamnaţii
care vor avea us,a celulei deschisă. Întrebarea este: câţi condamnaţi va elibera
sultanul şi care sunt celulele din care îi va elibera?

• Fiecare planetă revine în aceeas, i pozit,ie atunci când a trecut un multiplu al
perioadei sale, astfel Pământul revine în aceeas, i pozit,ie după fiecare multiplu
de 1 an (de exemplu, 1, 2 sau 3 ani), Marte revine în aceeas, i pozit,ie după
fiecare multiplu de 1,88 ani (de exemplu, 1,88 sau 3,76 sau 5,64 ani), iar
Jupiter după fiecare multiplu de 11,87 ani (de exemplu, 11,87 sau 23,74 sau
35,61 ani). După câţi ani cele trei planete vor avea aceeaşi poziţie relativă
una faţă de celelalte două?

• Un producător produce 240 de ciocolate mici s, i 320 de ciocolate mari în fiecare
zi (folosind două utilaje diferite). Acesta dores, te să-s, i ambaleze produsele în
cutii cadou identice, folosind toate ciocolatele. Câte cutii poate folosi şi care
poate fi conţinutul unei cutii?
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4) Bineînţeles, investigaţii suplimentare pot fi efectuate şi într-un cadru mai abstract,
de exemplu putem cere elevilor să generalizeze proprietatea din ultima problemă
pentru mai multe numere sau să suprapună reţele pătrate generate de pătrate de
diferite dimensiuni, etc.

5) Obstacolele şi dificultăţile de învăţare legate de noţiunile din această unitate de
învăţare pot fi multiple (a se vedea [58]), dar abordarea PBL/IBL poate fi benefică
atât din punctul de vedere al apariţiei unor atitudini pozitive faţă de învăţarea
matematicii, cât şi din perspectiva pregătirii pentru examene ([52]). Pe de altă
parte, fără o abordare care să elimine din start majoritatea greşelilor raţionale şi a
concepţiilor eronate, elevii vor genera atât greşeli procedurale, cât şi conceptuale
şi nu vor fi putea aplica aceste noţiuni nici în contexte formale şi nici în contexte
cotidiene ([62]). Abordarea prezentată poate elimina majoritatea acestor greşeli.

8.2 Teorema lui Pitagora prin metode investigative
8.2.1 Cadrul conceptual

Structura activităţilor propuse pentru această unitate de învăţare este bazată tot pe modelul
conceptual trifazic prezentat în lucrarea [14].

Prezentăm două alternative distincte pentru abordarea tematicii propuse, ambele
conţin o activitate introductivă mai distractivă şi care poate capta atenţia şi curiozitatea
elevilor, urmată de o fază de investigare mai riguroasă şi apoi de discuţii, reflecţii, respectiv
formularea rezultatelor. Astfel partea introductivă are rolul de a crea un context pentru
investigaţie.

Crearea contextului pentru activităt,ile elevilor
Este important să nu facem nicio referire la teorema lui Pitagora la început. Pe

parcursul activităţii se poate întâmpla să cerem elevilor, pentru a-i sprijini în trecerea unor
obstacole, să caute pe internet anumite informaţii legate de sarcinile primite. Dacă au
cuvintele cheie care duc direct la rezultat, atunci e posibil să subminăm întreaga activitate
de investigare.

8.2.2 Varianta 1 - Acoperirea planului cu pătrate

Contextul de bază este următorul:
Elevii vor lucra în perechi, fiecare elev va primi câteva (10–15) cartonaşe pătratice

congruente, astfel încât membrii unei perechi să aibă pătrăţele de dimensiuni diferite (deci
fiecare pereche are două tipuri de pătrăţele). Sarcina lor este să realizeze un model de
acoperire (o pavare) a planului care să folosească ambele tipuri de pătrate, să nu depindă
de dimensiunea exactă a celor două pătrate (implicit nici de raportul lungimilor laturilor),
să fie periodică (deci, în principiu, modelul de acoperire poate fi extins pentru a acoperi
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întregul plan). O acoperire (pavare) a planului înseamnă că pătrăţelele nu pot fi suprapuse
şi trebuie să acopere planul în întregime.

Este important să clarificăm aspectele importante şi, în cazul în care apar acoperiri
care nu respectă cerinţele, acestea să fie discutate cu întreaga clasă pentru a evita repetarea
aceloraşi greşeli. Eventual, pentru a concretiza sarcina, ne putem raporta la cele două
tipuri de pătrăţele ca la două tipuri de gresie pătratică şi astfel acoperirea planului este de
fapt o pavare periodică care foloseşte ambele tipuri de gresie. Este foarte important ca
modelul să fie independent de lungimea laturilor celor două tipuri de pătrăţele.

Pentru verificarea modelelor este recomandat ca pătrăţelele de diferite dimensiuni
să fie de culori diferite. Nu este necesar ca fiecare pereche să primească pătrăţele de
aceleaşi dimensiuni. Astfel, dacă pe parcursul activităţii apar acoperiri care depind de
dimensiunile pătrăţelelor, putem cere unor perechi de elevi care au pătrăţele de alte
dimensiuni să încerce acoperirea planului folosind aceste modele şi astfel elevii au şansa
să realizeze că modelul lor nu este corect.

Timpul recomandat pentru realizarea unei astfel de acoperiri este de 15-20 de minute.
Dacă elevii nu se descurcă, atunci putem să le cerem să se găndească la pardoseli acoperite
cu două tipuri de gresie pătratică sau chiar să caute pe internet poze cu clădiri celebre,
sau cu picturi celebre unde apar asemenea pardoseli.

𝑎 = 2.4

𝑏 = 3.5

86

https://www.dreamstime.com/royalty-free-stock-images-vaulted-hall-alcazars-image26019669
https://www.wikiwand.com/en/articles/Street_Musicians_at_the_Door
https://www.pinterest.com/wendyeclarke/hopscotch-tile-pattern/


8.2 Teorema lui Pitagora 8 ANEXE

8.2.3 Varianta a 2-a - Rezolvarea unei probleme de tip puzzle

Contextul de bază este următorul:
Elevii vor lucra în perechi, fiecare pereche va primi câteva bucăţi de carton foliat;

sarcina lor va fi să aranjeze bucăţile în as,a fel încât să formeze un pătrat. După îndeplinirea
acestei sarcini, a doua problemă va fi să aranjeze bucăţile astfel încât să formeze două
pătrate diferite. Bineînţeles, pentru ca ambele probleme să fie rezolvabile, este nevoie de
pregătirea corespunzătoare a bucăţilor de carton.
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1 1
2
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𝐴1 𝐵1
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𝐹1

𝐿1

𝑀

𝑁

𝑂

Soluţia primei probleme

Există multe pagini web (de exemplu [67]) sau cărţi ([65], [66], [74], [80]) în care
sunt detaliate diferite demonstraţii pentru teorema lui Pitagora, care pot genera câte un
puzzle corespunzător. Unele demonstraţii nu se bazează pe o descompunere directă ci pe
completarea figurii cu anumite elemente (de exemplu demonstraţia nr. 4 din [67]), astfel
pe baza acestora vom obţine un raţionament puţin diferit.

Dacă dorim să creştem dificultatea provocării, atunci putem porni de la un caz par-
ticular cum ar fi cel din figura de mai jos şi să cerem elevilor să transforme acest caz
particular într-unul general, universal valabil.
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𝑎𝑏

𝑎

𝑎

𝑎

𝑏

𝑏

𝑏

𝑏 − 𝑎

Observaţie. În ambele variante, partea introductivă poate fi concepută ca o activitate
separată (în funcţie de nivelul elevilor, de cunoştiinţele anterioare ale elevilor, de limitările
de timp, etc.). În acest caz merită să explorăm mai amănunţit structura figurilor obţinute
şi să demonstrăm faptul că aceste figuri sunt într-adevăr corecte.

Activitatea independentă a elevilor
Varianta 1 - Suprapunerea unei reţelei pătrate peste pavare
Sarcina propriu zisă este căutarea unei reţele pătrate care se suprapune peste pavarea

obţinută. Putem cere elevilor să construiască o reţea pătrată folosind numai o parte dintre
nodurile pavării (punctele corespunzătoare vârfurilor pătratelor). Datorită faptului că
există o infinitate de astfel de reţele, dacă elevii observă numai reţele mai complicate,
atunci putem rafina cerinţa şi să cerem construcţia unei reţele cu pătrate cât mai mici.
După construcţia unei astfel de reţele, următoarea sarcină este de a găsi o relaţie între
aria celor două pătrate iniţiale şi aria pătratului de bază care generează reţeaua pătrată
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şi eventual transcrierea acestei relaţii cu ajutorul lungimilor laturilor celor trei pătrate.
Introducerea notaţiilor poate fi lăsată la latitudinea elevilor, sau o putem strecura în
formularea problemelor, în funcţie de gradul de independenţă cu care sunt obişnuiţi elevii.
Este important să fim conştienţi de faptul că alegerea unei notaţii poate crea dificultăţi
elevilor şi notaţiile introduse de ei probabil nu vor fi identice, deci pot crea dificultăţi în
discuţiile ulterioare.

Reţeaua căutată este cea din figură (sau una translatată faţă de această reţea). Analizând
bucăţile în care se descompune în mod natural pătratul de bază, se poate observa că aria
acestuia este suma ariilor celor două pătrate iniţiale.
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𝑎 = 2.9

𝑏 = 4.1

𝑀

𝑇 𝑈

𝑁

𝑆 𝑉

𝑄 𝑅

𝑃

𝑋

𝑍

Această observaţie poate fi ghidată de profesor în funcţie de gradul de autonomie cu
care sunt obişnuiţi elevii (sau la care dorim să ajungem). Putem să le cerem să găsească
triunghiuri congruente, sau patrulatere congruente etc. Dacă folosim echipamente IT
(tablă digitală, laptopuri sau tablete), atunci putem construi în GeoGebra modelul pavării
şi astfel ariile pătratelor vor apărea în fereastra cu construcţiile, deci observaţia primară
între cele trei arii poate fi una de natură algebrică (suma a două numere este al treilea
număr), urmând ca partea geometrică a raţionamentului să urmeze numai după această
observaţie. Folosirea programului GeoGebra depinde s, i ea de cunos, tint,ele elevilor, dacă
folosesc GeoGebra în mod regulat, atunci le putem cere să construiască ei figura, dacă
nu, putem pregăti noi fişierul în care ei vor experimenta individual (în perechi) sau să
folosim un singur fişier GeoGebra pe o tablă digitală.

Important este să ajungem la relaţia

𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2,

unde 𝑎 şi 𝑏 reprezintă lungimea laturilor pătratelor iniţiale şi 𝑐 este lungimea laturii
pătratului de bază al reţelei construite.

O altă posibilitate ar fi să nu specificăm ca reţeaua pătrată să aibă noduri comune cu
pavarea, ci să cerem să fie legat „cumva” de pătratele pavării. Am putea cere ca reţeaua
să taie fiecare pătrat mai mic în acelaşi mod (deci decupând aceste pătrate împreună
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cu dreptele reţelei să obţinem figuri congruente). Bineînţeles, există şi în acest caz o
infinitate de soluţii, dar toate vor fi translatări ale reţelei care are nodurile în centrele
pătratelor mici (sau mari) sau o translaţie a reţelei obţinute folosind nodurile pavării.

Analizând şi în acest caz bucăţile în care se descompune în mod natural pătratul de
bază al reţelei, se poate observa că aria acestuia este suma ariilor celor două pătrate iniţiale.
În figura de mai jos, cele patru bucăţi albastre formează pătratul mic de culoare albastru
deschis, iar triunghiurile roşii sunt congruente cu cele portocalii, deci aria triunghiurilor
roşii împreună cu aria regiunii verzi formează aria pătratului mai mare din pavare. Astfel
ajungem la relaţia

𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2,

unde 𝑎 şi 𝑏 reprezintă lungimea laturilor pătratelor iniţiale şi 𝑐 este lungimea laturii
pătratului de bază al reţelei construite.

În ambele cazuri, dacă avem la dispoziţie timp suficient (2 ore pentru întreaga acti-
vitate), putem cere elevilor să elaboreze câte un poster A3 pe care să vizualizeze şi să
explice relaţia observată.
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𝑎

𝑏

𝑎2 + 𝑏2 = 𝑐2
𝑎

𝑏

𝑎 = 2.7

𝑏 = 4.9

𝑋

𝑌

𝑍

𝑇

𝑀

𝐸

𝑁

𝑃 𝑄

𝐺

Varianta a 2-a - Relaţia dintre ariile pătratelor
În acest caz, sarcina propriu zisă este stabilirea unei relaţii între ariile celor trei pătrate,

pregătirea unui poster cu vizualizarea pătratelor şi cu vizualizarea relaţiei observate.
Dacă nu suntem convinşi că elevii se vor descurca cu puzzle-ul, atunci putem pregăti
piesele în aşa fel încât unul dintre cele două pătrate să fie foarte simplu de asamblat. De
exemplu, cele două piese care formează pătratul mai mic să fie de aceeaşi culoare (nu ca
în prima figură cu piesele de puzzle, ci ca în soluţia prezentată). Sau putem da conturul
pătratului mai mare şi atunci vor avea de aranjat trei piese într-un pătrat dat. Toate aceste
mici variaţii în metoda de lucru ne pot ajuta să ne încadrăm într-un interval de timp mai
restrâns şi să lucrăm cu elevi care nu sunt obişnuiţi cu metodele investigative, poate nici
cu lucrul în perechi la orele de matematică. Bineînţeles şi elevii vor resimţi faptul că
investigarea este mai strict dirijată, deci nu vor avea acelaşi sentiment de proprietate
proprie în legătură cu rezultatul obţinut, sau poate nu vor fi la fel de angrenaţi în discuţii.
În această fază este importantă formularea relaţiei

𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2,

unde 𝑎, 𝑏, 𝑐 sunt lungimile laturilor celor trei pătrate.
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Evidenţierea rezultatelor
Varianta 1 - Reţele peste pavare
În ambele cazuri este important să discutăm câteva aspecte importante:

1) Din figurile construite obţinem practic câte o modalitate de a tăia cele două pătrate
iniţiale în bucăţi mai mici în as,a fel încât din rearanjarea bucăţilor obţinute să
putem alcătui un singur pătrat. Astfel figura formată din cele două pătrate iniţiale
şi pătratul de bază al reţelei sunt echidecompozabile. Se poate aminti eventual şi
teorema Wallace-Bolyai-Gerwien care afirmă că două poligoane cu arii egale sunt
echidecompozabile (deci fiecare poate fi descompus într-un număr finit de piese
din care să putem asambla celălalt poligon).

2) În ambele cazuri este important să evidenţiem faptul că relaţia obţinută poate
fi folosită pentru calculul unor distanţe. De exemplu, în primul caz distanţele
𝑀𝑄,𝑄𝑃, 𝑁𝑃, 𝑀𝑁 sau în al doilea caz distanţele 𝑇𝑋, 𝑋𝑌, adică distanţa dintre
centrele pătratelor albastre.

𝑎2

𝑐2

𝑏2

𝑐

𝑎𝑏

𝐴 𝐵

𝐶

𝛼 = 90◦

𝐷 𝐸

𝐹

𝐺

𝐻

𝐼

3) Este important ca pe fiecare figură să reformulăm relaţia obţinută ca o relaţie între
lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic. În primul caz putem folosi triunghiul
𝑀𝑆𝑁 iar în al doilea caz triunghiul 𝐺𝑇𝑋.
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4) Ca un ultim pas în evidenţierea şi fixarea proprietăţii, este important să construim
o figură nouă care să conţină numai elementele cheie şi să studiem dacă relaţia
obţinută (şi implicit raţionamentul folosit) este valabilă pentru orice lungimi 𝑎, 𝑏,
respectiv pentru orice triunghi dreptunghic. Eventual putem da câteva aplicaţii
imediate şi putem evidenţia şi câteva triplete pitagoreice.

Managementul timpului. Pentru fixarea ideilor sunt necesare cel puţin 10 minute, deci
în varianta fără poster am avea 15 minute pentru pavaje, 15 minute pentru reţele, 10
minute pentru stabilirea relaţiei şi încă 10 minute pentru discuţiile finale. Dacă avem la
dispoziţie 1,5-2 ore, atunci putem avea 15-20 de minute pentru partea introductivă, 15
minute pentru reţele, 15-20 de minute pentru pregătirea posterului cu pavaj şi reţeaua
pătrată. Stabilirea relaţiei ar necesita încă 10-15 minute, după care discuţiile finale ar
dura încă 10-20 de minute şi ar mai fi timp şi pentru câteva aplicaţii scurte.

Varianta a 2-a - Analiza soluţiei unui puzzle
Este important să discutăm câteva aspecte importante:

1) Puzzle-ul ne arată practic o modalitate de a tăia cele două pătrate mai mici în bucăţi,
astfel încât din rearanjarea bucăţilor obţinute să putem alcătui un singur pătrat.

2) Relaţia obţinută poate fi folosită pentru calculul lungimii unei laturi într-un triunghi
dreptunghic, dacă cunoaştem lungimile celorlalte două laturi.

1 1
2

2

3

3

4

4

5

1
2

345𝐴 𝐵

𝐽

𝐶

𝐹

𝐺

𝐷

𝐸

𝐿

𝐾

𝐴1 𝐵1

𝐶1𝐷1 𝐿1

𝑀

𝑁

𝑂

𝑀

𝐼
𝑅

𝑃

𝑁

𝑄

𝐻
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1) Ca un ultim pas în evidenţierea şi fixarea proprietăţii, este important să construim
o figură nouă care să conţină numai elementele cheie şi să studiem dacă relaţia
obţinută (şi implicit raţionamentul folosit) este valabilă pentru orice lungimi 𝐴𝐶 =

𝑎 şi 𝐵𝐶 = 𝑏, respectiv pentru orice triunghi dreptunghic. Eventual putem da câteva
aplicaţii imediate şi putem evidenţia şi câteva triplete pitagoreice.

Managementul timpului. Pentru aranjarea bucăţilor de puzzle în funcţie de metoda
aleasă (bucăţi de culori diferite, culori identice pentru cele două pătrate sau chiar şi
conturul unui pătrat) putem aloca 15, 10 sau 5 minute. Pentru elaborarea unui poster sunt
necesare încă 15-20 de minute, după care putem aloca 10-15 minute pentru discuţii şi
formularea proprietăţii propriu-zise, sau poate chiar şi pentru o aplicaţie scurtă. Astfel ne
putem încadra într-o oră obişnuită.

Bineînţeles, dacă avem la dispoziţie mai mult timp, atunci putem da elevilor sarcini
suplimentare, putem folosi mai multe tipuri de puzzle, sau după aranjarea pieselor le
putem da alte două pătrate de dimensiuni diferite faţă de cele cu care au lucrat şi îi putem
ruga să taie acele pătrate în piese mai mici din care să poată alcătui un singur pătrat; sau
le putem da mai multe pătrate cu sarcina de a tăia aceste pătrate în bucăţi mai mici în aşa
fel ca din bucăţile obţinute să poată forma un singur pătrat.

Observaţii finale

1) Putem formula şi alte probleme pentru investigaţii ulterioare. De exemplu, la
prima variantă, dacă există pavaje cu mai multe tipuri de pătrate ([88]), sau cu
dreptunghiuri, sau dacă putem umple spaţiul cu două sau trei tipuri de cuburi ([37]),
etc. La a doua variantă se pot formula diverse probleme, de exemplu dacă putem
scade numărul pieselor, sau putem minimaliza lungimea totală a decupărilor etc.
Poate fi important ca elevii să vadă că problema studiată – deşi este una antică –
poate genera rezultate noi chiar şi la nivelul cercetărilor actuale.

2) Putem scoate în evidenţă şi faptul că putem folosi în locul pătratelor triunghiuri
echilaterale, triunghiuri asemenea, pentagoane sau hexagoane regulate, semidiscuri
sau orice alte forme asemenea şi că proprietatea se poate folosi şi în mod recursiv,
obţinând astfel proprietatea arborilor pitagoreici şi anume că suma ariilor tuturor
frunzelor este egal cu aria trunchiului, adică aria celui mai mare pătrat din figură.
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3) Deşi ambele abordări sunt dirijate, prima variantă oferă o deschidere mai mare
atât spre probleme matematice mai adânci, cât şi spre o investigare mai profundă,
mai independentă. A doua variantă însă este mai strict dirijată, mai apropiată de
metodele tradiţionale cu care sunt obişnuiţi majoritatea profesorilor, deci poate fi
mai potrivită pentru elevi/profesori care sunt într-o fază de tranziţie spre aplicarea
metodelor investigative.

4) Privind cele două abordări din perspectiva cadrului TRU (Teaching for Robust
Understanding), prima variantă poate fi mai bogată în conţinuturi relevante, poate
necesita o solicitare cognitivă mai intensă şi poate oferi un acces mai echitabil
la conţinuturi. Implicarea elevilor poate fi la nivel similar în ambele contexte iar
evaluarea nu este relevantă în aceste activităţi.

5) Ambele activităţi pot fi realizate şi în mod hibrid, în sensul că o parte de desfăşoară
cu obiecte fizice şi o parte într-un cadru digital (de exemplu GeoGebra), sau chiar
folosind numai instrumente digitale. Indiferent de metoda de realizare, este foarte
important ca în urma discuţiilor elevii să fie conştienţi de importanţa rezultatului
formulat (teorema lui Pitagora) şi să le fie foarte clar că – deşi unele momente
ale activităţii au fost de tip „joacă” – partea de raţionament a fost o activitate
matematică serioasă.

6) Activitatea prezentată trebuie urmată de cel puţin alte două activităţi în care elevii
vor aplica teorema lui Pitagora pentru a calcula diferite distanţe sau arii, atât în
contexte formale, cât şi în contexte cotidiene – şi trebuie evidenţiat faptul că poate
fi necesar şi un efort din partea lor.

7) Este posibil ca unii profesori să considere pierdere de timp partea de investigaţii şi să
focuseze pe aplicaţii (care oricum nu pot fi evitate). Designul unei activităţi concrete
are trei componente importante: elevii cu care realizăm activitatea, profesorul care
va realiza activitatea şi conţinutul. Pentru a realiza o activitate cu succes, fiecare
profesor trebuie să găsească un echilibru între aceste trei componente. Pentru mai
multe abordări recomandăm capitolul 7 din [109].
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Manipulabile
1. Pătrate pentru realizarea pavărilor



2. Bucăţile de puzzle pentru varianta a doua (două seturi)



3. Instrucţiuni pentru varianta 1 (fiecare pereche primeşte două tipuri de pă-
trate):

• (15’) Folosind cele două tipuri de pătrate primite realizaţi un model de pavare
al planului care să nu depindă de dimensiunile efective ale pătratelor! Pavarea
înseamnă că pătratele acoperă în întregime planul fără suprapuneri.

• (15’) Peste pavarea realizată suprapuneţi o reţea pătrată care să aibă toate nodurile
în vârfurile pătratelor care formează pavarea!

• (10’) Stabiliţi o relaţie între ariile pătratelor primite iniţial şi aria pătratului de bază
care generează reţeaua pătrată!

• (10’) Calculaţi distanţa dintre nodurile vecine ale reţelei şi formulaţi relaţia dintre
arii folosind numai lungimile laturilor unui triunghi!

4. Instrucţiuni pentru varianta a 2-a (fiecare pereche primeşte două seturi de
piese puzzle):

• Aranjaţi un set din piesele primite în aşa fel încât acestea să formeze două pătrate!

• Aranjaţi piesele celuilalt set astfel încât acestea să formeze un singur pătrat!

• Stabiliţi o relaţie între ariile celor trei pătrate formate!

• Aranjaţi cele trei pătrate obţinute astfel ca fiecare două să aibă un vârf comun iar
cele trei puncte astfel obţinute (vârfuri comune) să formeze un triunghi care are
câte o latură comună cu fiecare pătrat!

• Formulaţi relaţia dintre arii cu ajutorul lungimilor laturilor triunghiului anterior
obţinut!
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