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1 Introducere

Algera liniard este o disciplind importantd prezentd in toate programele de

invatdmant ale universitatilor tehnice si ale facultatilor de matematica.

Cartea este structuratd pe cinci capitole: Notiuni introductive, Structura
spatiilor vectoriale, Aplicatii liniare si matrici, Valori si vectori proprii, Spatii
vectoriale euclidiene. Fiecare capitol contine aspecte teoretice prezentate
detaliat necesare pentru rezolvarea de probleme. Fiecare capitol contine, de
asemenea, cate un subcapitol cu probleme de algebra liniarad dintre care unele
sunt rezolvate, altele sunt propuse pentru rezolvare. Culegerea respectd pro-
grama disciplinei Algebra Liniard si Geometrie predata studentilor din anul
I a Facultatii de Electronica si Telecomunicatii si a Facultatii de Constructii
din cadrul Universitdtii "Politehnica” din Timisoara.

Lucrarea de fata se adreseazd, asadar, studentilor de la universitatile
tehnice avand la bazd experienta autoarei ca asistent in cadrul Universitatii
"Politehnica” din Timisoara in perioada 2011 — 2013. Sperdm ca aceasta carte
sd constituie un ajutor important pentru pregdtirea cursurilor, a seminariilor

si a examenelor de algebra liniara.

Timisoara, 1 martie 2013 Autoarea



2 Notiuni de baza

Definitie 2.0.1. Un corp este format dintr-o multime F si doud
operatii "+’ si’-" care atribuie fiecdrei perechi (g, b) de elemente din F in
mod unic un element a + b respectiv a - b din F astfel incat urmatoarele
conditii sd fie indeplinite:

1. (F,+) este un grup abelian, adica:

(@) Va,be FLa+bekF;

(b) (@a+b)+c=a+(b+c),Va,b,ceF

(c)a+b=>b+a,Va,beF

(d) exista un element neutru 0 € F, adica0+a =a,Va € F;

(e) Va € F, existd —a € F astfel incat (—a) + a = 0, unde 0 este
elementul neutru din F;

2. elementele din F au fatd de inmultire - urmadtoarele proprietati:

(@ (@-b)y-c=a-(b-c),VYa,b,ceF

(b) existd un elementneutrul € F,adicda1-a=a,Ya € F;

1

(c) Va € F, existd a™! € F astfel incat a' - a = 1, unde 1 este

elementul unitate din F;
(d)a-b+c)=a-b+a-c,(b+c)-a=b-a+c-a,Va,b,ceF
(e) 1#0;

Daca conditiile 2.(b) si 2.(c) nu sunt indeplinite, atunci F se numeste
inel. Dacad este indeplinitd conditiaa-b = b-a,V¥a,b € F, atunci F se
numeste corp respectiv inel comutativ.

Exemplu2.02. 1. (R, +,-),(Q,+,-),(C, +,-) corpuri comutative;

2. (Z,+,-) inel comutativ cu unitate; nu este corp deoarece pentru
2 € Z, de exemplu, nu existd element inversabil in Z;

3. Multimea numerelor pare intregi 2 - Z este un exemplu de inel
fara element unitate.



Definitie2.0.3. Un spatiu vectorial peste un corp F este format dintr-
un grup aditiv, comutativ V a cdrui elemente se numesc vectori, un
corp de scalari F si o operatie de inmultire care atribuie fiecarei perechi
(x,a),x € V,a € F in mod unic un vector ax astfel incat urmatoarele
conditii sa fie indeplinite:

1. @a-b)x=a-(b-x),Yx € V,Va,beF,
2a-x+y)=a-x+a-yVx,ye V,VaeF;
3. (@a+b)-x=a-x+b-x,VxeV,¥Ya,beF;
4. 1-x=x,VxeV,1€F.

Exemplu 2.0.4. 1. Vectoriide pozitie fatd de un punct fix formeaza
un spatiu vectorial real.

2. Multimea functiilor R*?! = {f | f[a,b] :— R} formeaza un spatiu
vectorial fata de operatiile:

(@) (f +8)(t) = f(t) +g(t),Vt € [a,b], ¥ f, g € RI*Y;
) (c- )H) =c- (1), ¥t € [a,b],Yc € R,V f € RI#),

Vectorul nul in acest spatiu vectorial este 0(t) = 0, Vt € [a, b].

3. F" este un spatiu vectorial peste F fatd de operatiile liniare:

@ a+b=(@ +0by,..a,+b,),¥Ya=(ay,..,a,),b=(by,.. b,) € F*;

(b) c-a=(c-ay,..,c-a,),Ya=(ay,..a,) € F',Yc €F.

Vectorul nul in acest spatiu vectorial este (0, ...,0). F" se numeste
spatiul vectorial aritmetic peste F de dimensiune 7.



3 Structura spatiilor vectoriale

3.1 Subspatii vectoriale

In acest capitol vom studia submultimi nevide U ale unui spatiu vec-
torial V peste un corp comutativ F care sunt inchise fatd de operati-
ile liniare si care formeaza ele insele un spatiu vectorial. Asemenea
submultimi sunt, conform urmatoarei definitii, subspatii vectoriale ale
lui V.

Definitie 3.1.1. O submultime U a unui spatiu vectorial V peste un
corp F se numeste subspatiu vectorial daca este diferitd de multimea
vidd si indeplineste urmatoarele doua conditii:

1. v1+v, € U, Yvq,0, € U

2.a-vel,Yve lU,YaeF.

Notatie: U < V.

A se observa cd conditiile 1. si 2. pot fi sintetizate in urmadtoarea
conditie: (v, +v;)-a € U, Vovi,v, € U Va € F.

Exemplu3.1.2. 1. {(a,0,0)|a € F} < F5;
2. {(a,b,0)|a,beF} <F
3. {(a,1,0) | a,b € F} nu este subspatiu vectorial in F?;
4. Fiecare spatiu vectorial este un subspatiu vectorial in el insusi;
o<V, v spatiu vectorial;
{f| f € R £ functie integrabild } < RI*¥;
{f | f € R £ functie continua } < RIY;

{f| f € R £ functie diferentiabild } < RI*Y;

o P N o O

o dreaptd din R? ce trece prin origine este subspatiu vectorial in
R?;



10. o dreaptd din R? ce nu trece prin origine nu este subspatiu vecto-
rial in R?;

11. un plan din R?® ce trece prin origine este subspatiu vectorial in R3;

12. un plan din R? ce nu trece prin origine nu este subspatiu vectorial
in R3;
13. R?\ {(0,0,0)} nu este spatiu vectorial peste R.
Propozitie 3.1.3. Fiecare subspatiu vectorial al unui spatiu vectorial
V peste un corp F este un spatiu vectorial.

Definitie 3.1.4. Fie V un spatiu vectorial peste un corp F. Vectorul
v € V se numeste combinatie liniara a vectorilor vy, ...,v, € V daca
existd scalariay, ..., a, € F astfel incitv =a;, - v1 + ... + a, - 0,.
Exemplu 3.1.5. 1. Vectorul v5(5,8,0) este o combinatie liniard a
vectorilor v1(2, -1, 0) si v5(1, 1,0) deoarece v; = —v1 + 705;

2. Vectorulvs(1, 1, 1) nu poate fiscris o combinatie liniard a vectorilor
0_1(2/ _1/ 0) §1 U_Z(ll 1/ 0)/

3. Vectorul v3(a, b, 0) este o combinatie liniara a vectorilor v{(2, —1, 0)

$i 05(1,1,0) deoarece U3 = %2 - 7 + “+32h - Uy.

Fie V un spatiu vectorial peste corpul F.

Propozitie 3.1.6. Fie vy,...,v, € V. Multimea tuturor combinatiilor
liniare L = {).;_; a; - vjla; € F} ale vectorilor v;,i = 1, este un subspatiu
vectorial a lui V.

Demonstratie. Deoarece 0=0-0;4+..40-v, €L, rezultd ci L # 2.

Dacad wy, w, € L, atunci existd ay, ...,4,, by, ..., b, € F astfel incat w; =
;- 01+ .. +a, -0, 81wy =by -1 + ... + b, - v,. Astfel wy + w, = (a1 + by) -
U1+ ..+ (@ +b)- v, €L.

Pentruw e L, avemVce Fc-w=(a;-¢)-v1+...+(@,-c)-v,€L. O

Definitie 3.1.7. Fie v4,...,v, € V. Subspatiul vectorial

L={Y;,a;vila; € F)

se numeste subspatiul generat de cdtre vectorii v;,i =1, r.

Notatie: L =< 7;,i = 1,7 >. Dacdr =0, avem L = {0}.
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Propozitie 3.1.8. Intersectia unui numar oarecare de subspatii vec-
toriale ale unui spatiu vectorial V este un spatiu vectorial.

Demonstratie. Fie S un sistem nevid de subspatii vectoriale ale lui
V.FieD =n{UU <V, U € S}.

Din0 € U YU € S, rezultd cd 0 € D. Astfel D # @.

Fiea,b e D. Atunciz,b € UYU € S. Dar U < Vsidecia+Db ¢
UVYUeS. Atuncia+ b € D.

Fiece FaeD.CumU<V,c-aclUVYU€eS. Atuncic-a € D.
DeciD < V. m|

Reuniunea unui numadr oarecare de subspatii vectoriale ale unui
spatiu vectorial V nu este un spatiu vectorial. De exemplu reuniunea
unei drepte din R? ce trece prin origine si a unui plan din R® ce trece
prin origine nu este un subspatiu vectorial in R°.

Definitie 3.1.9. Fie M o submultime oarecare a unui spatiu vectorial
V. Sistemul S al tuturor subspatiilor U din V pentru care M C U, este
diferit de multimea vida (deoarece V € S). Se considera intersectia
<M >=n{UM c U U £ V} £V (conform Propozitiei 3.1.8). < M > se
numeste subspatiul generat de catre multimea M si este cel mai mic
subspatiu care il contine pe M.

Propozitie 3.1.10. < M > contine toate combinatiile liniare posibile
a oricdrui numar finit de vectori din M. De asemenea, < @ >= {0}.

Demonstratie. Adundnd doud combinatii liniare din M sau inmultind
o combinatie liniard cu un scalar, se obtine din nou o combinatie
liniara. Multimea Y a tuturor combinatiilor liniare din M este, conform
definitiei, un subspatiu vectorial a lui V. Deoarece a4 = a - 1, fiecare
vector a € M este o combinatie liniard din M. Astfel MCY si deci,
conform definitiei anterioare, < M >< Y. Pe de alta parte, deoarece
< M > este un subspatiu vectorial, el trebuie sa contind, pentru fiecare
numadr finit de vectori, si combinatiile lor liniare. Astfel Y << M >.
Asadar Y =< M >. De altfel {0} este cel mai mic subspatiu a lui V si
este indeplinitd conditia @ C {0}. O

Definitie 3.1.11. Fie U, W < V. Suma subspatiilor U si W se cal-
culeaza prin U+ W ={u+w|ueclwe W}
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Propozitie 3.1.12. Suma a doud subspatii vectoriale U; si U, este un
subspatiu vectorial.

Demonstratie. Deoarece U; si U, sunt inchise fatd de operatiile
liniare, U; + U, este, de asemenea, inchisd fatd de aceste operatii. O

3.2 Baza si dimensiune

In acest capitol vom arita ca fiecare subspatiu vectorial U finit generat
al unui spatiu vectorial V peste F are o baza, iar oricare doud baze din
U au acelasi numadr de elemente.

Fie v4, ..., v, un numadr finit de vectori din F-spatiul vectorial V. Fie
U =< v;,i = 1,r > subspatiul din V generat de cdtre acesti vectori.
Atunci fiecare vector u € U poate fi scris ca o combinatie liniara

_ . _
u=y.,a;-v,a; €F.

In particular

0=0-79; +..+0- v, (reprezentarea triviala a vectorului nul).

Dacd vectoriiv;, ..., v, sunt alesi adecvat, vectorul nul admite si reprezentarea

622?:1511"51‘

astfel incat cel putinuna; #0,i =1, r.

Definitie 3.2.1. Vectorii vy, ..., 0, € V se numesc liniar independenti
peste F daca din

6=2§=10iﬂ

rezultd a; = ... = a, = 0. In caz contrar, ei se numesc liniar dependenti.

O submultime M C V se numeste liniar independenta daca co-
incide cu multimea vida sau contine un numadr finit de vectori liniar
independenti care sunt doi cate doi diferiti. In caz contrar, submultimea
M se numeste liniar dependenta.
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Exemplu 3.2.2. 1. Vectorii unitatee; € F",i =1,n,e; = (a1, ..., a,),

|1 dacij=i . — o :
a; = { 0 dacij %1, j = 1,n sunt liniar independenti.
2. Vectorii v1(2,1,0),7,(1,0,1) si v3(3,1,1) sunt liniar dependenti
deoarece v + v, — v3 = 0.

3. Vectorul v € V este liniar dependent daca si numai daca v = 0.

4. Daca o submultime M = {vy, ..., v,} contine vectorul nul, atunci ea
este liniar dependenta.

Definitie 3.2.3. O submultime M a spatiului vectorial V se numeste
sistem de generatori a lui V dacd V =< M >. V se numeste finit
generat daca are un sistem finit de generatori.

Spatiul nul este generat de cdtre vectorul nul si de cdtre multimea
vida.

Definitie 3.2.4. Multimea {vy, ..., v,} de vectori din V este o baza
pentru V daca:

1. V este generat de cdtre vectorii {vy, ..., 7,};
2. vectorii {vy, ..., v;} sunt liniar independenti.

Exemplu 3.2.5. 1. Vectorii unitate ey, ..., e, formeazd o baza in F".
Acestd bazd se numeste baza canonicd. Ea nu este singura baza
din F". Vectorii v1(1,1) si v5(1,0), de exemplu, formeazd, de
asemenea, o bazd pentru R?.

2. Vectorii v1(1,1),v2(1,2) si v3(2, 3) sunt un sistem de generatori din
R?, dar nu formeazd o bazi pentru R? deoarece nu sunt liniar
independenti.

Fie U un subspatiu vectorial finit generat al spatiului vectorial V
peste F.

Propozitie 3.2.6. Fiecare sistem de generatori din U contine o baza
din U.

Demonstratie. Demonstratia este prininductie dupd r. Daca U = {0}
este spatiul nul, atunci multimea vidd @ este o baza pentru U. In acest
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caz afirmatia este triviald. Din acest motiv putem presupune, fard a
restrictiona generalitatea, cd v; # 0,1 =1, .

Daca r = 1, U este generat, conform ipotezei, de v;. Deoarece v; # 0,
v; este liniar independent si deci {7;} este o bazad pentru U.

Presupunem ca afirmatia propozitiei este adevaratd pentru toate
sistemele de generatori ale lui U ce contin mai putin de r elemente.

Daca vy, ..., v, sunt liniar independenti, atunci {7y, ..., v,} formeaza o
bazi. In caz contrar, existi o combinatie liniard 0 = 0y-a1+...40,-a, astfel
incat nu toti scalarii a; sunt egali cu zero. Numerotand corespunzator,
putem presupune ci a, # 0. Atunci v, = (0; - a1 + ... + 0, - a,) - (—a; )
este o combinatie liniara a vectorilor vy, ..., v,_1. Asadar {vy, ..., v,_1} este
un sistem de generatori pentru U. Aceasta multime de r — 1 vectori
contine deci, conform ipotezei inductiei, o baza. O

Propozitie 3.2.7. Fie {uy, ..., u,} o bazd din U. Atunci fiecare r + 1
vectori din U sunt liniar dependenti.

Propozitie 3.2.8. Fie uj, ..., u, vectori liniar independenti din U < V
si fie {03, ..., Us} un sistem de generatori din U. Atuncir <s.

Demonstratie. Conform Propozitiei 3.2.6, {v;, ..., Us} contine o baza
din U cu t < s vectori. Renumerotand vectorii, rezulta cd vectorii
{01, ..., v} formeazd o bazd pentru U. Conform Propozitiei 3.2.7, multimea
de vectori liniar independenti {u, ..., u,} contine cel mult ¢ vectori.
Asadarr < tsidecir <s. O

Lemi3.2.9. Fie u;, ..., u, vectoriliniar independenti din V. Un vector
v € V este o combinatie liniara a vectorilor u; daca si numai daca vectorii
v, Uy, ..., U, sunt liniar dependenti.

Propozitie 3.2.10. Fie U un subspatiu vectorial al unui spatiu vecto-
rial V. Atunci:

1. U este de asemenea finit generat si contine o bazs;

2. oricare doud baze din U au acelasi numar de elemente.

In particular, V are o baza finitd si oricare doud baze din V au acelasi
numadr de elemente.

12



Demonstratie. 1. Daca uj, ..., u, sunt vectori liniar independenti
din U, atunci ei sunt si vectori liniar independenti din V. Deoarece
V are un sistem de generatori cu n elemente, conform Propozitiei
3.2.8, rezulta ca r < n. Fie B = {uy, ..., u,} o submultime maxima
liniar independentd de vectori u; din U, i = 1,7. Atunci si B
este un sistem de generatori pentru U, deoarece pentru fiecare
v € U, vectorii v, uy, ..., u, sunt liniar dependenti din pricina max-
imalitatii lui B. Asadar, conform Lemei 3.2.9, v este 0 combinatie
liniard a vectorilor uy, ..., u,. Asadar B este o baza pentru U.

2. Fie B = {u, ..., u,} si B’ = {u},...,u.} doud baze din U. Deoarece
B’ este un sistem de generatori si vectorii uy, ..., u, sunt liniar
independenti, conform Propozitiei 3.2.8, rezultd cd r < s. Analog,
deoarece B este sistem de generatori i vectorii i}, ..., i, sunt liniar
independenti, s < r. Asadarr =s.

O

Definitie 3.2.11. Fie V un spatiu vectorial finit generat peste F.
Numadrul comun de elemente a tuturor bazelor din V se numeste di-
mensiunea lui V si o notam cu dim V.

Exemplu 3.2.12. 1. dimF" = n deoarece baza canonica {ej, ..., ,}
este o baza pentru F".

2. Fie U = {(a,b,0) | a,b € F} < F?. Deoarece 7,(1,0,0),7,(0,1,0)
formeazd o bazd pentru U, dim U = 2.

3. dim{@} = 0.

Corolar 3.2.13. Fie U un subspatiu vectorial finit generat al spatiului
vectorial V cu dim U = d. Atunci avem:

1. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(@) {uy, ..., uy} formeaza o baza in U;
(b) {ui,...,us} sunt liniar independent;;
(c) {uy, ..., ua} este un sistem de generatori din U;
(d) fiecare u € U are o reprezentare unicd u = Zle a; - u;;

(e) 0 € U are numai reprezentare triviala.

13



2. dimU < dim V;
3. DacadimU =dimV, atunci U = V.

Propozitie 3.2.14. (Steinitz) Fie u;, ..., u, vectori liniar independenti
din V si fie {0y, ..., vs} 0 bazd din V. Atunci avem:

1. r<s;

2. Numerotand corespunzdtor vectorii vy, ..., Us, rezultd cd vectorii
{1, ..., Uy, Ups1, ..., U5} formeazd, la randul lor, o baza pentru V.

Obtinem asadar o bazd pentru V inlocuind anumiti r vectori dintre
vectorii vy, ..., Us cu vectorii uy, ..., u,. Invers, orice submultime de vectori
liniar independenti din V, u3, ..., u, poate fi extinsd la o bazd pentru V.

Demonstratie. 1. Conform Propozitiei 3.2.8.

2. Dacdar = s, conform Corolarului 3.2.13, vectorii {u, ..., u,} formeaza
o baza pentru U.

Dacd r < s, deoarece {0y, ...,Us} este o bazd pentru V, cel putin
unul dintre vectorii v € {vy,...,v5} nu este o combinatie liniarad
a vectorilor uy, ..., u,. Renumerotdnd putem presupune cd v =
U,41. Asadar, conform Lemei 3.2.9, vectorii 1y, ..., U,, U,41 sunt liniar
independenti. Repetand acelasi argument de r — s ori, propozitia
rezultd. Conform Corolarului 3.2.13, oricare doud baze pentru U
au acelasi numar de elemente. Asadar, cele doud afirmatii rezulta
din 2.

O

Propozitie 3.2.15. Fie U si W doua subspatii vectoriale finit generate
ale spatiului vectorial V. Atunci

dim U + dim W = dim(U N W) + dim(U + W).

Demonstratie. Conform Propozitiilor 3.1.813.1.12, UNWsi U+ W
sunt subspatii vectoriale din V. Fie B; = {d;, ..., d,} obazad pentru UNW.
(Observati cd si cazul r = 0 este admis; daca U N W este spatiul nul,
atunci baza sa este multimea vidd). Conform Propozitiei 3.2.14, baza
B, poate fi extinsd atat la o baza By = {dy, ..., d,, a1, ..., a5} pentru U cat si
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la obazd B, = {dy, ..., d,, by, ..., b} pentru W. Vom ardta in continuare cd
B={d,..d;,m,..,a,0b,.., b} este o baza pentru U + W.

Conform definitiei sumei a doud subspatii vectoriale, fiecare vector
x € U+ W poate fi scris sub formax = u+wundeu € Usiw € W.
Deoarece u poate fi scris ca o combinatie liniard a vectorilor din B;,
iar w ca o combinatie liniard a vectorilor din B,, x poate fi scris ca o
combinatie liniard a vectorilor din B. Asadar < B>=U + W.

Pentru a demonstra liniar independenta lui B, vom presupune

dixy + .. +dx, +ayr + o+ asys + iz + ..+ bz =0,

unde x;, y;,zx € Fi=1,7,j=1,5,k=1,t. Asadar
dixi + ... +dox, +a1y1 + .+ asys = —biz — ... — bizp.

Deoarece membrul stang al egalitdtii de mai sus contine un vector
din U, iar cel drept contine un vector din W, ambele parti trebuie
sd reprezinte un vector din U N W. Acest vector poate fi scris ca
o combinatie liniara a vectorilor dy, ..., d,. Conform Corolarului 3.2.13,
datorita faptului ca vectorii din B; si B, sunt liniar independenti, rezulta

XM=..=X%=y1=.=Y; =21 =..=2=0.
Astfel obtinem
dimU+dim W = (r+s)+(r+t) = r+(r+s+t) = dim(UNW)+dim(U+W).
O

Fie V un spatiu vectorial finit generat peste F. Fie B = {v;,...,0,} 0
baza pentru V. Atunci fiecare vector v € V are o reprezentare unica

V=m0, +...+a,0,,a;, €Fi=1,n.

Coeficientiia;, i = 1, n se numesc coordonatele vectorului v fata de baza
B, iar vectorul a(ay, ..., a,) € F" se numeste vectorul de coordonate a lui
v fatd de baza B.

Propozitie 3.2.16. Fie V un spatiu vectorial de dimensiune nsifie B =
{01,..., v} obazd pentru V. Fie g : V — F" aplicatia care atribuie fiecarui
vector v € V vectorul sau de coordonate a(ay, ..., a,) € F". Atunci:

15



1. @ este bijectivd;
2. p(w+w) =@+ ew),Vo,weV;
3. p(c-v)=c-p@),YveV,VYceF.

3.3 Sume directe

Vom arata cd fiecare F—spatiu vectorial V are o baza. De aici va rezulta
faptul cd V admite o descompunere directa in subspatii vectoriale de
dimensiune 1.

Fie V un F-spatiu vectorial de dimensiune finitd, fie A o multime
de indici si fie {U, | a € A} un sistem de subspatii vectoriale din V.
Suma subspatiilor U,, @ € A este

Yweala ={0=Y eqtla € V|u, € Uy, a € A}.

Propozitie3.3.1. Suma )., 4 U, subspatiilor U,, a € Aeste unsubspatiu
vectorial din V. Mai exact:

Zaeﬂ uoz = m{us Vl ua S U,Va eﬂ}

Definitie 3.3.2. Fie V un F-spatiu vectorial de dimensiune finits,
fie A o multime de indici si fie {U, | @ € A} un sistem de subspatii
V_ectoriale din V. Suma ) . 4 U, se numeste directa daca Ya € A, U, #

{0},

Ua N Ygeayiy Up = {0}

Propozitie 3.3.3. Fie V un F-spatiu vectorial de dimensiune finita,
fie A o multime de indici si fie {0} # {U,]o € A} un sistem de subspatii
vectoriale din V. Suma S = },.4 U, este directd daca si numai daca
VO # 5 € S poate fi reprezentat in mod unic sub formas = i, + ... + Uy,
ay, ..., a, € Aindici doi cate doi diferiti, 0 # i, € U, i = 1,n.

Propozitie 3.3.4. Fie V un F-spatiu vectorial de dimensiune finitd si
fie 0 # u; € V,i = {1,7}. Vectorii u;,i = {1,7} sunt liniar independenti
dacd si numai dacd suma S = ), F - u; este directd unde F - u;,i = {1, 1}
sunt subspatii vectoriale 1-dimensionale din V.
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Propozitie 3.3.5. 1. Fiecare F-spatiu vectorial V' de dimensiune
finitad are o baza.

2. Daca V # {0} este un F-spatiu vectorial de dimensiune finitd si B
este o bazd pentru V, atunci V = &;_,F - b.

Fie V un F-spatiu vectorial de dimensiune n si fie U < VU #
{0}, U # V. Atunci existd un subspatiu vectorial K < V astfel incat
V = UeK. Dacad B = {uy, ..., u,} este obazd pentru U, conform lui Steinitz
(vezi Propozitia 3.2.14), B poate fi completatd cu n — r vectori 0,41, ..., U,
la 0 bazd pentru V. Conform Propozitiei 3.1.6, K = {Z’JZ{ aj - Upyj |
a; € F} < V. Asadar, am gasit o baza pentru V formata din vectorii {u; |

1<i<riUfo411<j<n—r}. Observamcda UNK = {0}si V = U+ K.
Subspatiul vectorial K se numeste complementul lui U in V.

Fie V un F-spatiu vectorial si fie {0} # U < V. Complementul lui
U nu este unic determinat. De exemplu, dacd V = F?2siU = {(a,0) |
a € F'} <V, atunci atat K; = {(0,b) | b € F*} < V catsi K, = {(c,¢) |
c € F'} £V sunt complemente ale lui U in V.

Propozitie 3.3.6. Orice subspatiu vectorial al unui spatiu vectorial
are un complement.

3.4 Exercitii

Exercitiu 3.4.1. Stabiliti daca urmadtoarele multimi sunt subspatii
vectoriale.

1. S ={(x1,x) | x1 + x2 = 0};

2. S ={(x1,x0) | x1- %2 = 0};

3. S ={(x1,x0) | x3 = x3);

4. S ={(x1,x0,%3) | X3 = X1 + X2};

5. S={Be Myn(R)|A-B=B-A},unde A € Myx>(R);
6. S={Be Mpa(R)|A-B #B- A}, unde A € Myxa(R);
7. S§={B € Myn(R)|B-A =0}, unde A € Myx>(R);
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8. Uy={v=(x,y,2eR|2-x+y+4-2=0};

9. h={v=(x,y,2)eR®|x—y+2z=0,3-x+2-y=0};

_ x -y .
10. Ul—{( Yy x ),x,ye]R},
11, uzz{(g) g),z,welR};

12. 5§ = {(x1,x2,x3) | x3 = X1 sau x3 = X»}.

Solutie. 1. Deoarece (0,0) € S,S # @. Trebuie sa verificim daca
pentru oricare X = (x1,x2),y = (y1,Y2), x + y € S. Observam cd
acest lucru e adevdrat deoarece x; + y1 +x, + 1> = 0. De asemenea,
trebuie sad verificdm dacd pentru oricare x € S si oricare a €
R,ax € S. Intr-adevar, deoarece a(x; + x2) = 0, aceasta conditie
este indeplinits. In concluzie, S < R

2. Observdm cd pentru oricare X = (x1,Xx2),y = (Y1,¥2) € S,x+ Yy &
S. Acest lucru rezulta deoarece, desi x1 -x, = 0siy; -y, = 0,
(x1 + ¥1)(x2 + 12) # 0. Deci S nu este subspatiu vectorial in R

3. Observam cd pentru oricare x,y € 5,x + y ¢ S. Asadar S nu este
subspatiu vectorial in R?.

4. Deoarece (0,0,0) € 5,S # @. Pentru oricare x = (x1,x2,X3),y =
(y1,Y2,¥3) € S rezultd cd x + y € S. Mai departe, observam ca
pentru oricare X = (x1,X2,x3) € S si pentru oricare @ € R, avem
ax € S. In concluzie rezulti ¢ S < R3.

5. Observam cd, deoarece I, € S, S # @. Pentru oricare B,C € S,
observam ca B + C € S. Acest lucru rezulta deoarece dacd A - B =
B-AsiA-C=C-A,atunciA-B+A-C=B-A+C-Asidec
A-(B+C)=(B+C)-A. Mai departe, observam cd pentru oricare
B € Ssioricare @ € R, aB € S. Acest lucru rezulta deoarece daca
A-B = B-Aatunci A - (aB) = (aB) - A. In concluzie rezulti ci
S < Mpo(R).

Exercitiu 3.4.2. Fie S multimea perechilor ordonate de numere reale.
Definim inmultirea scalard si adunarea pe S prin a(x;, x2) = (ax, ax),
(x1,%2) ® (Y1, y2) = (x1 + y1,0). Sd se arate ca S cu inmultirea cu scalari
si cu operatia de adunare @ nu este un spatiu vectorial.
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Exercitiu 3.4.3. Stabiliti care din urmadtoarele multimi reprezinta
sisteme de generatori:

AN L R

((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} pentru R%;

{1,2,4),(2,3,1),(4,-1,1)} pentru R%;

S
S
S

{(-1,2),(1,-2),(2,—4)} pentru R?;
S$=1{(1,0,0),(0,1,1),(1,0,1)} pentru R3;

S ={(1,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,2,3)} pentru R?;
5 =1{(1,1,3),(0,2,1)} pentru R,

Solutie. 1. Trebuie sa verificim daca exista aq, an, a3 astfel incat

sd un vector oarecare (4, b, ¢) din R® sd poata fi scris ca 0o combinatie
liniara a vectorilor din S. Din

(al b/ C) = 0(1(1/ 1/ 1) + aZ(lr 1/ O) + a3(11 0/ 0)

obtinem sistemul

a1 t+ay+az=a 111
a1 +a,=>b . Deoarece |1 1 0] = =1 # 0, matricea sis-
= 100

temului este nesingulard si deci sistemul are o solutie unicd
a1 = c¢,ap =b—-c,a3 = a—->b. In concluzie, S formeaza un sis-
tem de generatori pentru R®.

. Notam cu (a, b, c) un vector oarecare din R3. Ciutim numere reale

a1, dp, vz astfel incat
(ll, bl C) = al(ll 2/ 4) + a2(21 3/ 1) + a3(4/ _1/ 1)

a1+ 20 +4a3 =a

Obtinem sistemul { 2a; + @, —a3 =b a cdrui matrice este sin-
oy + 3+ a3 =

gulard. Verificdm dacd sistemul este compatibil. Deoarece

1
2 =2a+5b-3c,
4

W =N
O S
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sistemul este incompatibil si deci vectorii din S nu formeaza un
sistem de generatori pentru R>.

3. Cdutdm numerele reale a1, ay, a3 astfel incat
(ﬂ, b/ C) = al(_ll 2) + 0(2(]., _2) + 0(3(2, _4)

—a1+ar+2a3=a

. Verificim dacd sis-
2&1 - 2&2 — 40{3 =b

Obtinem sistemul {

a )
2 b = —2a—b # 0. Dedi,

sistemul fiind incompatibil, S nu formeaza un sistem de genera-
tori pentru R?.
Exercitiu 3.4.4. Fiind dati vectorii x; = (-1,2,3),x, = (3,4,2),x =
(2,6,6),y = (-9,-2,5), verificati daca:

temul este compatibil. Observam ca

1. x € Span{xy, X2};
2. y € Span({x, X,}.
Solutie. 1. Trebuie verificat dacd existda numere reale a4, a, astfel
incat
X = a1X] + QaXs.

—a1+3a, =2
Rezultd sistemul { 2a7 +4a, =6 . Pentru a verifica dacd sis-
3aq + 200 = 6.
-132
temul este compatibil, calculdm |2 4 6 | = —=10 # 0. Asadar,
326
deoarece sistemul este incompatibil, x ¢ Span{x;, X,}.

2. Verificam dacé existda numere reale a4, o, astfel incat

X = alyl + agyz.

—a1 + 3a, = -9 -13 -9
Rezultd sistemul { 2a7 +4a, = -2 . Calculam |2 4 —-2| = 0.
3a1 +2a, = 5. 32 5

Asadar, deoarece sistemul este compatibil, ¥ € Span{x;, X,}. Re-
zolvand sistemul, obtinem a; = 3 si a; = =2 si deci y = 3x; — 2x,.
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Exercitiu 3.4.5. Verificati care din urmatoarele multimi este un sis-
tem de generatori pentru P; (multimea polinoamelor de grad cel mult
2):

1. S={1,x%x>-3};

2. S=1{2,x%,x,2x + 3};

3. S={x+2,x+1,x2-1};
4. S={x+2,x>*-1}.

Solutie. 1. Verificdm dacd un polinom oarecare ax?+bx+c din Ps
poate fi scris ca o combinatie liniard a polinoamelor din S. Adica
verificim dacé existd constante ay, &y, a3 astfel incat

ax> +bx+c=a; +ay - x> +az - (x* - 2).

0y + 03 =0 1 1 a
Obtinem sistemul { 0 =10 . Deoarece |0 —2 c| = -2b #
a1 —2a3 = C. 0 0 b

0, sistemul este incompatibil si deci S nu este un sistem de gen-
eratori pentru Ps.

2. Verificdim dacd pentru oricare polinom ax? + bx + ¢ din P3, existd
scalari aq, ap, a3, a4 astfel incat

ax> +bx+c=a;-2+a - X2 +az-x+ag- (2x +3).

ar =4ad
Obtinem sistemul { a» +2a,=b . Deoarece rangul matricii
2-a1+3a4 =c.
sistemului este 3, sistemul este compatibil nedeterminat. Re-
zolvand sistemul, obtinem a; = }1 “(2c-3b+3p),a, = a,a3 =
B, ay = b_Tﬁ, B € R. Asadar S este un sistem de generatori pentru
Ps.

Exercitiu 3.4.6. Stabiliti daca urmatorii vectori sunt liniar independenti.
Daca sunt liniar dependenti, stabiliti relatia de liniar dependenta.

1L % =(1,1,1),% = (1,1,0),% = (1,0,0);
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W N

S

o O1

.x1=01,2,4),%=2,3,1),x=4,-1,1);

p1(x) = x% = 2x + 3,p(x) = 2x* + x + 8,p3(x) = x> + 8x + 7;

10 01 2 3

2,x%,x,2x +3;

x+2,x+1,x2-1.

Solutie. 1. Verificim dacd singura combinatie liniard a vectorilor

X1,X>, X3 care da vectorul nul, este cea triviald. Dinc; - X1+ ¢, - X0 +
C1+C+cC3 = 0

C3-X3 = 0 rezults sistemul { ¢; +c, =0 a carui matrice este
1 = 0

nesingulard ceea ce implicd faptul ca cei trei vectori sunt liniar

independenti.

. Verificdm dacd singura combinatie liniard a vectorilor X, X, X3

care da vectorul nul, este cea triviald. Dinc;-x;+c-xo+c3-x3 =0
c1+2c+4c3=0

rezultd sistemul ¢ 2¢; + ¢, —c3 =0 a cdrui matrice este singu-
4c1+ 3¢ +c3=0

lard ceea ceimplicd faptul cd cei trei vectori sunt liniar dependenti.

Asadar sistemul este compatibil nedeterminat. Rezolvandu-l,

obtinem ¢; = 2a,¢c;, = —3a,c3 = a,a € R. Deci relatia de liniar

dependentd a vectorilor este 2x; — 3x, + x3 = 0.

. Verificdm dacd singura combinatie liniara a vectorilor p1(x), p2(x),

p3(x) care dd vectorul nul, este cea triviald. Din
c1-pr(x) +ca-pi(x) +c3-pi(x) =0

c1+20+c3=0
rezulta sistemul { —2c; + ¢, +8c3 =0 a cdrui matrice este singu-
3c1+8c, +7c3=0
lard ceea ceimplica faptul cd cei trei vectori sunt liniar dependenti.
Asadar sistemul este compatibil nedeterminat. Rezolvandu-l,
obtinem ¢; = 3a,c; = —2a,¢c3 = a,a € R. Deci relatia de liniar
dependentd a vectorilor este 3x; — 2x, + x3 = 0.
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4. Verificdm dacd singura combinatie liniard a vectorilor A;, A;, A3
care da vectorul nul, este cea triviald. Din

c1+2c3=0
c1 A1+ Ar+c3+- Ay = Oy rezultd sistemul { ¢, +3c3 =0
c1+2c3=0

a cdrui matrice este singulard ceea ce implicd faptul cd cei trei
vectori sunt liniar dependenti. Asadar sistemul este compatibil

nedeterminat. Rezolvandu-l, obtinem ¢; = —2a,¢; = —3a,c3 =
a,a € R. Deci relatia de liniar dependentd a vectorilor este —2x; —
3&2 + Eg; =0.

Exercitiu 3.4.7. Gasiti o bazd pentru subspatiul S alui R* care contine
toti vectorii de forma (a + b,a — b + 2¢,b,c) unde a, b,c € R.

Solutie. Deoarece
(@+ba-b+2b,c)=a(1,1,0,0)+b(1,-1,1,0) +¢(0,2,0,1),

rezulta ca S = {(1,1,0,0),(1,-1,1,0),(0,2,0,1)} formeaza un sistem de
generatori pentru subspatiul din R* pe care il genereazd. Observadm ci
cei trei vectori sunt liniar independenti. Asadar, deoarece vectorii din
S formeaza o bazd pentru S, dim S = 3.

Exercitiu 3.4.8. Gasiti dimensiunea subspatiului lui P; generat de
cdtre vectorii:

1. x,x=1,x*+1;

2. %, x*—x—-1,x+1;
3. x,x-1,x>+1,x>-1;
4. 2x,x — 2.

Solutie. 1. Verificam daca vectorii sunt liniar independenti. Din

cix+c-(x—1D)+c-(x2+1)=0
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C3 = 0
rezultd sistemul { ¢; +¢; =0 a cdrui matrice este nesingulara.
C3 —C = 0
Asadar, deoarece cei trei vectori sunt liniar independenti, ei
formeazd obazd pentru subspatiul generat de ei, iar dim Span{x, x—

1,x2+1} =3.
2. Verificdim daci vectorii sunt liniar independenti. Din ¢; - x* + ¢, -
C1+C = 0
(x*—x—-1)+c3-(x+1) = 0 rezultd sistemul { —c;+c3=0 a
—Cy +C3 = 0

carui matrice este singulard. Asadar cei trei vectori sunt liniar
dependenti. Observam cd oricare doi vectori dintre cei trei vec-
tori sunt liniar independenti deoarece gasim minoranti de or-
dinul doi ai matricii sistemului diferiti de zero. Deci oricare
doi vectori formeazd o bazd pentru subspatiul generat de ei, iar
dim Span{x,x —1,x* + 1} = 2.

Exercitiu 3.4.9. Gasiti o bazd pentru urmitoarele subspatii ale lui R*:
UVv,uUnV,U+Vunde U = {(uy,u,,0,0) | uy, uy € R}, iar V = {(0, v,, v3,0)
| 0y, 03 € R}

Solutie. Observam ca By; = {(1,0,0,0),(0,1,0,0)},iar By = {(0,1,0,0),
(0,0,1,0)}. Asadar, deoarece U NV = {(0,s,0,0) | s € R}, rezulta ca
Bunv =1(0,1,0,0)}. Analog, deoarece U+V = {(t1,15,t3,0)|t1, 12,13 € R},
rezulta ca By.v = {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0)}.

Exercitiu 3.4.10. Grupativectorii(1,2,2),(2,5,4),(1,3,2),(2,7,4),(1,1,0)
astfel incat si formeze o baza pentru R>.

Exercitiu 3.4.11. Dati fiind vectoriiu; = (3,2), up = (1,1)six = (7, 4),
gasiti coordonatele lui x fata de vectorii u; si us.

Solutie. Matricea de trecere de labaza canonica 8. = {e; = (1,0),e; =

(0,1)} labaza B = {uy, u} este U = ( 31

s 1 ) Matricea de trecere de la

1 -1

_1=T _
o 3 ) Deoarece U *'x =

baza B la baza canonici este U™! = (

( _32 ), rezultd cd x = 3u; — 2u,.

Exercitiu 3.4.12. Dati fiind vectorii u; = (L,-1),u, =(-2,3)six =
(1,2), gdsiti coordonatele lui x fatd de vectorii b; si b.
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Exercitiu 3.4.13. Gasiti matricea de trecere corespunzdtoare schimbarii
debazddelaB; = {v; = (5,2),v1 = (7,3)}1a B, = {u; = (3,2),u; = (1, 1)}.

Solutie. Matricea de trecere de la B, la B, este

1 -1 5 7 3 4
-1 _ . —
wv=( L T3S 5)
Exercitiu 3.4.14. Gasiti matricea de trecere de la baza E = {v; =
(1/ 1/ 1)/52 = (2/ 3/ 2)/53 = (1/ 5/4)} la baza F = {El = (1/ 1/ O)IEZ =
(1,2, 0),53 = (1,2, 1)} Daca x = 351 + 252 - 53, iar y = 51 - 352 + 253,
gasiti coordonatele lui x si y fatd de baza F.

Solutie. Matricea de trecere de la baza E la baza F este

1 1 -3
utv=l -1 -1 0 |,

1 2 4

unde U = (u1|us|uz), iar V = (v1|v2vs). Coordonatele vectorului x fata
de baza F sunt (8, -5, 3), iar coordonatele vectorului y fatd de baza F
sunt (=8§, 2, 3).

Exercitiu 3.4.15. In P gdsiti matricea de trecere de la baza canonica
B. =1{1,x,x*} labaza B = {1,2x, 4x> — 2}.

Solutie. Deocarece1=1-1+0-x+0-x22x=0-1+2-x+0-x? iar
4x* -2 =(-2)-1+0-x +4-x% matricea de trecere de la baza B la baza

1 0 -2
B.esteS=10 2 0 ] Matricea de trecere de la baza B, la baza B
0 0 4
10 3
este S7! = [ 030 ]
00 %

Exercitiu 3.4.16. Gasiti matricea de treceredela B, = {v; = (4,6,7),v, =
0,1,1),93 = (0,1,2)} la B, = {u; = (1,1,1),ur = (1,2,2),u3 = (2,3,4)}.
Gasiti coordonatele vectorului x = 20, + 3v, — 405 fatd de B,.

Exercitiu 3.4.17. Se dau vectorii v; = (1,2),v, = (2,3) si matricea

1 -2
matricea de trecere de la baza {w;, w,} la baza {v, v,}.

S = ( 39 . Gasiti vectorii wy, = (a,b), w, = (c,d) astfel incat S sa fie
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Solutie. Fie V = (v1[0,), iar W = (w,[w,). Deoarece S = V~'W, rezulta

s (51
caW—V-S—(9 4|
Exercitiu 3.4.18. Date fiind bazele B; = {1,x}si B, = {2x - 1,2x + 1},
sd se determine matricea de trecere de la baza B, la baza B, si matricea
de trecere de la baza B, la baza B;.

Exercitiu 3.4.19. Gasiti matricea de trecere de la baza canonica pen-
truPs;, B. = {1,x,x*} labaza B=1{1,1+x,1+x + x?}.

Exercitiu 3.4.20. In spatiul vectorial R® se considera subspatiile V; =
{1, %0, %3, %8, %5) | X1+ X2 + X3+ X4+ x5 = 0,X1 —Xp + X3 — X4 + x5 = 0}
si Vo = Span{v(1,1,1,1,1),vs5(1,-1,1,-1,1)}. Sad se determine pentru
fiecare subspatiul complementar V7 si V7.

Solutie. Observam ca

Vi={a-v1(-1,0,1,0,0) + B-v2(0,-1,0,1,0) + y - v3(-1,0,0,0,1) |
a,B,y € R}.

Asadar o bazd pentru V; este By, = {v1(-1,0,1,0,0),v,(0,-1,0,1,0),
73(-1,0,0,0,1)}. Extindem baza By, la o bazd pentru R’ addugéand celor
trei vectori din By, vectorii v4(1,1,1,1,1)sivs(1,-1,1,-1,1). Observam
cd vectorii v;, i = 1,5 sunt liniar independenti si deci ei formeazd o baza
pentru R°.

Exercitiu 3.4.21. In R® se considera subspatiile

Eiz{(xzy/Z)ERﬂf[: bl = c%}’

1

a,b;,c;eR,i=1,3.Ince conditii R® = E; ® E, @ E3?

Solutie. Observam ca E;,i = 1,_3 sunt drepte prin origine. Asadar
0(0,0,0) € E; NE; NE;. Pentru a putea efectua suma directd, trebuie ca
0(0,0,0) = EyNE;NE;. Acestlucru este adevarat daca vectorii directori
ai celor trei drepte sunt diferiti. Asadar daca (a1, b1,c1) # (a2, by, ¢2) #
(a3, b3, c3). Aceastd conditie poate fi exprimata astfel:

ap dx 4as
bl bz Cy # 0.
as by c3
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Exercitiu 3.4.22. Fie subspatiile vectoriale E; = {(x, y) € R*|3x—2y =
0} si E; = {(x,y) € R* | 2x + y = 0}. S& se arate cd R?> = E; ® E; si sd se
determine componentele vectorului (x, y) in E; si Es.

Solutie. Observam ca E; si E; sunt doud drepte prin origine cu pante
diferite. Asadar E; N E, = {(0,0)} si deci R? = E; @ E,. Verificim daci
oricare vector (x, y) din R? poate fi scris in mod unic sub forma

(x,v) = (x1, 1) + (x2, Y2)

unde (x1, y1) € Eq, iar (xp, y2) € E;. Observdm cd sistemul

X1+Xo =X
ity =Yy
3x1 — 2]/1 =0
2xy + Yo = 0
are o solutie unica
X = 2Q2x +y)
y1=3(2x + )
x; = 2(3x — 2y)

Asadar existd E; @ E,. Componentele vectorului (x,y) in E; sunt
(x1,y1) € E;, iar componentele vectorului (x, y) in E; sunt (xy, i) € E,.
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4 Aplicatii liniare si matrici

4.1 Matrici

Pentru A € M,,x,(F), n este numarul de linii, iar m este numarul de
coloane.

Subspatiul < s; [ 1 < j < n > vectorilor coloand s; din A in F" se
numeste spatiul coloanelor din A. Dimensiunea spatiului coloanelor
s(A) = dim <s;|1 < j <n > se numeste rangul coloanelor din A.

Subspatiul < z;|1 < i < m > vectorilor linie z; din A in F" se numeste
spatiul liniilor din A. Dimensiunea spatiului liniilor z(A) = dim < z; |
1 <i <m > se numeste rangul liniilor din A.

4.2 Aplicatii liniare

Fie A € M,x,(F) matricea care duce un vector v € F" intr-un vector
A-v=weF"

Propozitie4.2.1. Aplicatiav — w = A-vdela F"la F" are urmatoarele
proprietati:

1. A-(v+w)=A-v+A-w,Vo,w € F";
2. A-(a-v)=a-(A-v),Yae FYoueF".

Asadar, conform propozitiei de mai sus, existd aplicatii liniare in
sensul urmatoarei definitii.

Definitie 4.2.2. Fie V, W spatii vectoriale peste F. O aplicatiea : V —
W este o aplicatie liniarad daca:

1. a(@ + ) = a(@@) + a(@), V3,7 € V;

2. a@-v)=a-a(),Yoe V,VaeF.
Aplicatia a se numeste:

1. epimorfism daca este liniara si surjectiva;
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2. monomorfism dacd este liniard si injectiva;

3. izomorfism dacd este liniara si bijectiva.

Douad spatii vectoriale se numesc izomorfe daca exista un izomor-
fism o : V — W. Notatie: V = W.

Dam in continuare o metoda simpld de a construi aplicatii liniare
intre spatii vectoriale. Stiind cd fiecare spatiu vectorial are o baza (vezi
Propozitia 3.2.8), vom putea construi cu ajutorul lor aplicatii liniare
intre spatii vectoriale.

Propozitie 4.2.3. Fie V # {0} si W dous spatii vectoriale peste F. Fle

B o baza pentru V. Dacd atribuim fiecdrui vector b € B un vector b’
din W, atunci existd o unicd aplicatie liniard o : V' — W astfel incat

a(b)=b,beB.

Demonstratie. Conform Propozitiei 3.2.8, fiecare vector v € V are

reprezentarea v = }; _, f, - b unde scalarii f, € F sunt unic determinati
prin v. Definim aplicatia liniard o prin

a(v) = ZEEB Jo 'E’

Deoarece Yo € V,0 = } - o fi ~E, a este bine definitd si a(g) = E,, Vb € B.
Pentruw = }; , g -b € Vsig, € F,avem

(@ + ) = a(Ls4lfo + g1 b) =
= Yislfy + 81D =
= Yo fo b + Tsp b =
= (D) + a(D).
Mai departe, avem, Vo € V,Vf € F,
a(f - 0) = a(Lylf - fil - b) =
= ilf - fil -0 =
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= f-a().
Presupunem ca existd f: V — W,B(b) = b, Vb € B. Atunci avem:
B@) = B(fy - b)
= Liep fi - BO) =
= Yiep fo b = a(d).
Deci § = a. O

Exemplu4.24. 1. a : FP = Fa(r,ry,r3) = 1 + 1+ 13 este o
aplicatie liniara.

2. a:R?> > R%a(r,n) = (rn +1,r + 1) nu este o aplicatie liniara
deoarece, de exemplu, 2 - a(1,1) = (4,4) iar a[2- (1,1)] = (3, 3).

Definitie 4.2.5. Fie a : V. — W o aplicatie liniard. Multimea
Kera = {v e V| a@) = Ow}
se numeste nucleul lui . Multimea
Ima ={a(v) e W|v eV}

se numeste imaginea lui a.

Propozitie 4.2.6. Fie a : V — W o aplicatie liniard. Atunci avem:

1. Kera <'V;

2. Kera = 0 © a este injectiva;
3.YULV,al) W,

4. Ima = W & a este surjectiva;

5.0 (Z)=GeV]a@eZl<V,Z<W.
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Demonstratie. 1. Deoarece a(0) = a(0-7) = 0-a(@) = 0, avem
0 € Kera.

Mai departe, Yoy, v, € Kera, a(vy + v2) = a(vy) + a(vy) = 0. Astfel
v + vy € Kera.

Pe de alta parte, Va € F, Vv € Kera,a(av) = aa(v) = a- 0=0.
Astfel av € Kera.

In concluzie, Kera < V.
2. = a fiind injectiva,

a@) =0 pentrua = 0.

Astfel Kera = 0.

& Dacd a(v) = a(w),v,w € V, atunci avem 0 = a@) - a(@) =
a(v —w). Astfel v —w € Kera = 0. Deci v = w si astfel a este
injectiva.

3. Deoarece a(0) = 0,0 € a(U). Astfel a(U) # @.

Fie wy,w, € a(U). Atunci existd v;,v, € U astfel incat w; =
a(v;),1=1,2. Astfel w; + w, = a(v7) + a(0,) = a(vy + v,) € a(U).

Mai departe, Va € F,aw; = aa(v1) = a(avy) € a(U).

In concluzie a(U) < W.

4. DacaIma = a(V), deoarece, conform punctului precedent, a(V) <
W, avem Ima < W. Astfel Ima = W & «a este surjectiva.
5. Fie Z < W. Atunci 0 = a(0) € Z si astfel 0 € a1(2).

Fieu, v € aY(Z). Atuncia(u), a(v) € Z. Deoarece Z < W, a(u+7v) =
a(m) + a(v) € Z. Atunciu +v € a”(Z).

Fiea € Fsiu € a™}(Z). Atunci a(au) = aa(u) € Z. Astfel au €
a l(2).

In concluzie a }(Z) < V.

Propozitie 4.2.7. Fie A € M, (F). Atunci avem:
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1. Imaginea aplicatiei liniare v — Av de la F" la F" este spatiul
coloanelor matricii A;

2. Nucleul aceleiasi aplicatii liniare este multimea solutiilor sistemu-
lui omogen de ecuatii Ax = 0.

PentruA € M,x,(F), numim multimea solutiilor sistemului omogen
de ecuatii Ax = 0, spatiul nul al matricii A si il notdm cu Null(A) = {x
| Ax = 0}. Observam ca Null(A) = KerA.

Propozitie 4.2.8. Fie (H) : Ax = 0 sistemul omogen de ecuatii obtinut

din sistemul de ecuatii (G) : Ax = d. Atunci avem:

1. KerA este multimea solutiilor lui (H);

2. Dacda este o solutie pentru (G), atuncia+KerA = [@a+b| be KerA}
este multimea solutiilor pentru (G).

Problema studiului dependentei liniare a unei multimi de vectori
dintr-un spatiu vectorial de dimensiune finitd poate fi redusa la sta-
bilirea solutiei unui sistem omogen de ecuatii.

Propozitie 4.2.9. Fie A € M,x,(F). KerA = {0} daci si numai daca
coloanele lui A sunt vectori liniar independenti.

Demonstratie. Fie s;,j € 1,n vectorii coloand ai matricii A si fie
g _ on UL
vEF. CumAv =), 05,

TeKerA & YL v = 0.

= Dacad coloanele lui A sunt liniar independente, atunci v; = ... =
v, = 0. Deciv = 0. Dar v € KerA. Astfel KerA = {0}.

& Presupunem cd coloanele lui A sunt liniar dependente. Atunci
existd vy, ..., v, € F nu toti simultan egal cu 0 astfel incat Z;’zl v;s; = 0.

Astfel {0} # v(vy,...,v,) € KerA. Dar, cum KerA = {0}, am obtinut o
contradictie. Asadar coloanele lui A sunt liniar independente. |

Exemplu 4.2.10. Vectorii v1(2,1,0),v,(1,0,1) si v3(3,1, 1) sunt liniar
dependenti deoarece spatiul nul al matricii A = [01[0;[v5], Null(A) =
{0(0,0,0), (1,1, -1)}.
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Conform Propozitiei 4.2.6, nucleul si imaginea unei aplicatii liniare
sunt subspatii vectoriale. Dimensiunile acestor subspatii vectoriale
verificd urmatoarele relatii.

Propozitie 4.2.11. Fie V si W doud subspatii vectoriale peste F. Fie
a:V — W o aplicatie liniard. Atunci:

1.

2.

dim V = dim Kera + dim Ima;

dim Ima < dimW.

Propozitie 4.2.12. Fie V si W doud subspatii vectoriale peste F de
dimensiune n. Fie a : V. — W o aplicatie liniard. Atunci urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

1.
2.
3.
4.

« este injectiva;
« este surjectiva;
« este bijectiva;

Dacd B = {vy, ..., vy} este obazd pentru V, atunci a(B) = {a(t), ..., a(Vn)}
este o baza pentru W.

Demonstratie. 1. 1. = [2.,3.] Cum « este injectivd, conform Propozitiei

4.2.6, Kera = {0}. Atunci, conform Propozitiei4.2.11,n =dimV =
dim W = dim a(V). Astfel, conform Corolarului 3.2.13 (3), W =
a(V) si deci a este surjectivd. Cum este si injectivd, ea este bijec-
tiva.

. 4. > 2. Deoarece n = dima(V) = dim W, conform Corolarului

3.2.13 (3), W = a(V) si deci a este surjectiva.
1.=24.Cum0 =Y, fi-a@) = &(XL, f; - 0;). Deci
Y. fis € Kera.

Dar, conform 1., Kera = {0}. Astfel rezultd ci fi = 0,Vfi €
F,i = 1,n. Asadar, deoarece vectorii {a(v), ..., a(v,)} sunt liniar
independenti, ei formeaza o bazd pentru W.

O
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Propozitie 4.2.13. Doud spatii vectoriale finit dimensionale peste
acelasi corp sunt izomorfe dacd si numai dacd au aceeasi dimensiune.

Definitie 4.2.14. Fie V si W douad spatii vectorialesifiea: V — Wo
aplicatie liniard. Rangul lui a este rga = dim Ima.

4.3 Matricea unei aplicatii liniare

In acest paragraf vom studia legatura dintre aplicatii liniare a : V —
W intre doud spatii vectoriale de dimensiune finitd si matricile A =
(a;j),a;; € F. In acest scop, vom fixa o bazd 8 = {uy,..,u,} in Vsio
baza 8’ = {vy,...,,vs} In W. Astfel vom putea atribui aplicatiei liniare
« o matrice A care contine toate informatiile despre a. Matricea A nu
depinde doar de a cisi de bazele Bsi B’ pe care le-am ales in V respectiv
W. Tot in acest paragraf vom analiza cum se modificd matricea A dacd
alegem alte baze.

Fie o : V. — W o aplicatie liniard. Fixam bazele 8 = {uy, ..., u,} in V
si respectiv 8’ = {vy, ..., 05} in W. Pentru fiecare vector u; € B,j = 1,7,
a(u;) € W. Asadar, conform Corolarului 3.2.13 (1), a(u;) poate fi scris
in mod unic ca si combinatia liniara

_ s — . .
a(uj) = Zizl aijvi, aij € Fi= 1,5,] =1,r.

Matricea A = (a;;) € M,x,(F) se numeste matricea lui o relativ 1a bazele
B si B'. Vom scrie A = A (B, B).

Exemplu 4.3.1. Fie
V={@a,b,c) eR3a+b+c=0} <R3
si
W ={(,s,t,u) e R*Yr+s+t+u=0} <R
Fixam
B = {u1(1,-1,0),u2(1,0,-1)}
baza pentru V si
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B’ = {51(1/ _11 0/ 0)1 52(1/ 0/ _1/ O)/ 53(1/ O/ O/ _1)}
baza pentru W. Fiea : V — Wa(a,b,c) =(@a—-2b-c,2a-b-c,—a -
b, —6a — 2c) o aplicatie liniard relativ la bazele 8 si 8’. Prima coloand a

matricii corespunzatoare aplicatiei o este

a(iy) = a(1,-1,0) = (3,3,0,—6) ==
x-(1,-1,0,0)+ v - (1,0,-1,0) + z - (1,0,0, —1).

Deci
a(ﬂl) = —3'51 +O‘52+6'53.
Analog, cea de-a doua coloand a matricii A este
a(ﬁz) = 0((1, 0, —1) = (2, 3,-1, —4) =-3. 51 + 52 +4- 53.

Asadar

-3 -3

A=Au8B,B) = [au)la(m)l=| 0 1 |
6 4
* Dacd estedatd A = A,(8B, B') € M,(F), atunci pentru orice vector
u € V, se poate calcula a(u) dupa cum urmeaza. Conform Corolarului
3213 (1)
U= Z;:l a]ﬁ],ﬁ eF.
Asadar A -7 = b(by, ..., b;) € F5. Fie
v=Y.,buv.

Astfel

a(m) = a(Yjqaju;) = Y aja(u)) =
= Yjm1 /(L1 4501) = Loy 01X 4ijaj) = Loy bi0i = 0.
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Exemplu 4.3.2. (vezi exemplu 4.3.1) Pentru u(2,3,-5) € V, sa se
calculeze a(u) € W.

Observam cd, deoarece B = {u1(1,-1,0),u,(1,0,-1)} este o baza
pentru V, u = =3 -u; +5- u,.

Pentru a afla pe a(u), vom calcula A - u = b. Obtinem

-3 -3 -6

0 1 (?):5

6 4 2

a(il) = —6-0145-0,+2-03 = —6+(1,-1,0,0)+5-(1,0,-1,0)+2-(1,0,0,-1) =
=(1,6,-5,-2).

. Deci E(—6, 5,2). Asadar

Definitie 4.3.3. Fie 8 = {uy, ..., u,} si B’ = {uy, ..., u,} doud baze ale
F—spatiului vectorial V. Pentru fiecare j = 1,7,

—/

= r -._.
uj - Zi:l pi] u;,

scalarii p;; € F fiind alesi convenabil. Matricea P = (p;j) € M,x(F) se
numeste matricea schimbarii de baza dela 81a 8'.

De remarcat la definitia matricii P = (p;;) a schimbarii de bazd dela 8
la B’ faptul cd aplicatia liniard « : V — V relativ la matricea P duce baza
8B in noua baza ', adicd a(u;) = H},j =1,r si Ay(B,8B) = P. Conform
Propozitiei 4.2.3, aplicatia liniard a : V — V este unic determinata prin

atribuirea vectorilor u;, j = 1,7 din baza 8B, a(u;) = ﬂ}.

Propozitie 4.3.4. Matricea P a schimbarii de bazd de la 8 1a B’ este
inversabild. Inversa sa este matricea schimbadrii de bazd de la B’ la B.

Propozitie 4.3.5. Fie V si W doud spatii vectorialesifiea : V — Wo
aplicatie liniard. Fie 8, si 8] doud baze pentru V si fie 8, si B/, doud
baze pentru W. Fie P matricea de trecere de la baza $; la baza 8. Fie
Q matricea de trecere de la baza 8, la baza 8,. Atunci

A8, B) = Q" - Au(B1, B,) - P.

wd

Demonstratie. Fie By = {uy, ..., u,} si fie B, = {u3, ..., u}.

—/

Fie B, = {0y, ..., 0.} si fie B, = (T, ..., T.}.
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Fie A = Ay(B1, B,) = (a;j) sifie A’ = Ay(B], B)) = (alf].).
Conform definitiei matricii schimbarii de baza, avem:

—

Ui = Yy Pijli
si
0; = Yiz1 49i0;-
Astfel

a(@)) = Ly pija() = Yisy Pij Yk WiV = Loy O(Lis i)
Analog

a(it) = iy 40, = Yiey 4] it GOk = Loy Ox(Lizy Git}))-

Conform Corolarului 3.2.13 (1), avem

T T
Zi:1 axipij = Zi:1 Qkiﬂll-]-/

k = R, j = ﬁ Asadar, deoarece elementul de pe pozitia (k,j) a
matricii AP coincide cu elementul de pe pozitia (k, j) a matricii QA’,
rezulta ca

AP = QA’.
Deci
Au(B;,B)) = Q- Au(By,B,) - P.
]

Propozitie 4.3.6. Fie V, W si Z F-spatii vectoriale finit dimensionale
si fie B = {vy,...,0,}, By = {wy, ..., wy} respectiv B3 = {zy,...,z,} baze
pentru aceste spatii vectoriale. Fiea : V — Wsip: W — Z aplicatii
liniare si fie A, (B4, B,) si Ap(B,, B3) matricile lor relativ la bazele B, B,
respectiv B3. Atunci fa : V — Z este o aplicatie liniard ce are relativ la
bazele B, 85 matricea Ag.(B1, B3) = Ag(B2, Bs) - Au(B1, By).
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4.4 Rangul unei matrici

Pentru orice matrice A rangul coloanelor s(A) (dimensiunea subspatiului
generat de vectorii coloand ai matricii) coincide cu rangul liniilor z(A)
(dimensiunea subspatiului generat de vectorii linie ai matricii).

Propozitie 4.4.1. Fie A € M (F). Atunci s(A) = z(A).

Definitie 4.4.2. Fie A € M,x,(F). Valoarea rgA = s(A) = z(A) se
numeste rangul matricii A.

Exemplu 4.4.3. 1. Dacd A =0,, rgA = 0.

2. Daca A = I, rgA = n.

1 2
3 4
5 6
independenti, rgA = 2.

3. Daca A = , deoarece coloanele matricii sunt vectori liniar

Corolar 4.4.4. Fie V, W F-spatii vectoriale finit dimensionale, fie 5,
o bazd pentru V si fie 8, o baza pentru W. Fiea : V. — W o aplicatie
liniara si fie A = A,(B1, B,) matricea lui a relativ la bazele B, si B;.
Atunci rga = rgA.

Corolar 4.4.5. Fie A € M,,x,(F). Atunci:
1. rgA = rgAT;
rgA < min{m, n};

rg(A - B) < min{rgA, rgB}, VB € M (F);

Ll

VB € Myxm(F),C € M,x,(F) matrici inversabile, r gBA = rgA =
rgAC;

5. Multimea solutiilor KerA a sistemului omogen de ecuatii (H) :
Ax = 0 are n — rgA solutii liniar independente.

Propozitie 4.4.6. Fie A € M,x,(F). Atunci urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

1. A este inversabilg;

2. existd S € M, (F) astfel incat AS =1I,;;
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3. existd T € M, (F) astfel incat TA = I,,;

4. rgA =n.

4.5 Echivalenta si asemanarea matricilor

Definitie 4.5.1. Doud matrici A, B € M,,x,(F) se numesc echivalente
daci existd doud matrici inversabile Q € M,x,(F) si P € M, (F) astfel
incat B = Q- A - P. Notatie: A ~ B.

Conform Propozitiei 4.2.1 si a Propozitiei 4.3.5, asemdnarea a doud
matrici A, B € M,x,(F) inseamnd cd matricile A si B corespund, relativ
la anumite baze din V = F" respectiv W = F", aceleiasi aplicatii liniare
a:V —-W.

Corolar 45.2. 1. Fiecare matrice A € M,x,(F) cu rgA = r este

echivalentd cu matricea ( 8 8 );

2. pentru oricare A, B € M,;x,(F), A ~ B dacd si numai dacd rgA =
rgB =r.

Definitie 4.5.3. Fie A, B € M, x,(F). Spunem cd matricile A si B sunt
asemenea dacd existd o matrice inversabild P € M, (F) astfel incat
B =P 'AP.

* Doud matrici asemenea sunt echivalente.

* Doud matrici asemenea au acelasi rang.
Definitie 4.5.4. Urma unei matrici A € M,x,(F), A = (a;j) este

trA = Y1 ay.

Propozitie4.5.5. Doud matriciasemenea A, B au aceeasi urmd, acelasi
rang si acelasi determinant.

Definitie 4.5.6. Fie a : V. — V un endomorfism, fie 8 o bazd pentru
Vsitie A =A,(B,B). Atunci tra = trA se numeste urma lui a.

4.6 Exercitii

Exercitiu 4.6.1. Verificati dacd urmdtoarele aplicatii sunt liniare:
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1. M:R? = R, M((x1, %)) = (3 +x2)%;

2. M: R? > R3, M(xl,xz) = (xz,xl,xl + XQ),'

3. M:R? > R%, M(X) =x+a,Va € R%.

Solutie. 1. Observdm cd Ya € R,VX = (x,x,) € R, M(a - X) =
la| - M(x) # a - M(x). Asadar M nu este aplicatie liniara.

2. Observam cd Yo € R, VX, 7 € R, M(x + ) = M(x) + M(y) si M(a -
X) = a - M(x). Deci M este o aplicatie liniara.
Exercitiu 4.6.2. Fie L : R* — R? un operator liniar. Stiind ca L(1,2) =
(-2,3)si L(1,-1) = (5,2), sa se calculeze L(7, 5).

Solutie. Deoarece L este operator liniar, existd «, f € R astfel incat
L(7,5) = aL(1,2) + BL(1, -1). Inlocuind, obtinem a = 4 si f = 3 si deci

L(7,5) =

(7,18).

Exercitiu 4.6.3. Sd se calculeze nucleul siimaginea pentru urmatorii
operatori liniari:

1. L:R3 > R3 L(xy,x0,x3) = (1, X1, X1);

2. L:S—> R3S <R3S =Spanfey, e}, L(x1, X2, X3) = (x3, X2, X1);

3. L:P; — P3,L(p(x)) = xp’(x) (P41 este multimea polinoamelor de
grad k);

4. L:Ps — P5, L(p(x)) = p(O)x + p(1);

5.L:S—> R3S <R3S =Spanfe;, &}, L(x1, x2,x3) = (x1,x,0);

6. L:P; — P3, L(p(x)) = p(x) — p'(x);

7. L:P3 — P35, L(p(x)) = p(0)x + p(1).

Solutie. 1. Conform definitiei, Ker L = {x = (x1,x2,x3) | L(X) =
0} = {x = (x1,x2,x3) | (x1,x1,%1) = 0} = {x = (x1,x2,x3) | x1 = 0} =
{a-(1,0,0) +B-(0,1,0) | @, B € R} = Span((1,0,0), (0, 1,0)}.

Conform definitiei, Im L = {y = (y1, y2, ¥3) | 3X = (x1, %2, x3) € R®

astfel incat L(x) = y} = {y = (yo,y,y1) | y1 € R} = {a- (1,1,1) |
a € R} =Span({(1,1,1)}.
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2. Conform definitiei, Ker L = {x = (x1, x2,x3) | L(x) = 0} = {(0, 0, 0)}.

Conform definitiei, Im L = {y = (y1, y2, ¥3) | 3 X = (x1,x2,x3) € S
aStfel incat L(E) = y} = {y = (]/1; yZI y3) | L(xlleI O) = (yll ]/2/ y3)/
(x1/x210) € S} = {(O,XZ,Xl) | X1,X2 € R} = {a(ol 110) + ﬁ(olol 1) |
a, B € R} = Span{e,, e3}.

3. Conform definitiei, Ker L = {p(x) € P3| L(p(x)) = 0} = {p(x) € P3|
xp’(x) = 0} = {p(x) € P3| p(x) constant } = P;.

Conform definitiei, Im L = {g(x) € P3 | 3 p(x) € P; astfel incat
L(p(x)) = q(x)} = {g(x) € P3| A p(x) = ax? + bx + ¢ € P; astfel incat
xp’(x) = q(x)} = {g(x) € P3| A p(x) = ax® + bx + ¢ € P; astfel incat
2ax? + bx = q(x)} = Span{x, x?}.

4. Conform definitiei, Ker L = {p(x) = ax*>+bx+c € P3| L(p(x)) = 0} =

{p(x) = ax®* +bx+c € P3| p(0)x+p(1) = 0} = {p(x) = ax*>+bx+c € P3|
cx+a+b+c = 0} = {p(x) = ax’>+bx+c € P3|c = 0,a = —b} = {a-x—a-x?
| « € R} = Span{x — x?}.
Conform definitiei, Im L = {g(x) € P3 | 3 p(x) € P; astfel incat
L(p(x)) = q(x)} = {g(x) € P3| A p(x) = ax? + bx + ¢ € P; astfel incat
p(0)x + p(1) = g(x)} = {g(x) € P3| I p(x) = ax*> + bx + ¢ € P; astfel
incatcx +a+ b+ c =q(x)} = Span{l, x}.

Exercitiu 4.6.4. Se da aplicatia liniard L : R® — R2,L(X) = x1b; +
(x2 + x3)b,)Vx € R3, unde b, = (1,1),b, = (-1,1). Gasiti matricea
corespunzdtoare lui L fatd de bazele E = {e;, e,, €5} si B = {b1, by}.

Solu;}ie._Observ_ém cal(e) =1 -El +0- Ez, L(e;) =0- El +1 -Ez, iar
L(es) = 0-by +1-b,. Asadar matricea corespunzdtaore lui L fatd de

100

011/

Exercitin4.6.5. Se dd aplicatialiniara L : P; — Py, L(p(x)) = p’(x), Vp(x) €
Ps.

bazele E si B este A = (

1. Gasiti matricea corespunzdtoare lui L fatd de bazele canonice
By = {x?x,1}si B, = {x, 1};

2. Fie p(x) = ax* + bx + c. G8&siti coordonatele vectorului L(p(x)) fatd
de baza B,.
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Solutie. 1. Observam cad L(x?) =2-x+0-1,L(x) =0-x+1-1,iar
L(1) =0-x+0-1. Asadar matricea corespunzataore lui L fatd de
. 2 00
bazele B, si B, este A = ( 01 0 )

2. Observam cd coordonatele vectorului L(p(x)) fata de baza B; sunt
(a,b,c). Coordonatele vectorului L(p(x)) fatd de baza B, le obtinem

a
e v (200 (2
efectuand mmul’grea( 010 )[ i ] —( b )

Exercitiu 4.6.6. Gasiti matricea A corespunzatoare urmadtorilor op-
eratori liniari L : R*> — R? relativ la bazele canonice pentru R® si R?.

L. L(x1,x2,X3) = (x1 + x2,0);
2. L(x1,%2,%3) = (X1, X2);
3. L(x1,x2,X3) = (X2 — X1, X3 = X2);

Solutie. 1. DeoareceL(1,0,0) = (1,0),L(0,1,0) = (0,1),iar L(0,0,1) =

. (1 00
(0,0), obtinem A = ( 010 )

Exercitiu 4.6.7. Gasiti matricea A corespunzdtoare urmatorilor op-
eratori liniari L : R®> — R relativ la baza canonica pentru R®.

1. L(x1,x2,x3) = (2x3, X2 + 3x1,2x1 — X3);
2. L(x1,x2,x3) = (2x%1 — X2 — X3,2Xp — X1 — X3,2X3 — X1 — X2);

Pentru operatorii liniari de mai sus, calculati L(x), pentrux = (1,1, 1), x =
(2,1,1),x =(-5,3,2).
Solutie. 1. Deoarece L(1,0,0) = (0,3,2), L(0,1,0) = (0,1,0), iar

00 2
L(0,0,1) = (2,0,-1), obtinem A =3 1 O ] Pentru a cal-
2 0 -1
00 2 1 2
cula L(1,1,1), efectudam inmultirea ( 31 0 J . ( 1 J = ( 4 J
2 0 -1 1 1

Asadar L(1,1,1) = (2,4,1). Analog obtinem L(2,1,1) = (1,7,3) si
L(-5,3,2) = (4,-12,-12).
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Exercitiu 4.6.8. Se dau vectorii vy, = (1,1,1), y, = (1,1,0), y; =
(1,0,0) si operatorul identitate I : R®* — R>. Exprimati vectorii I(1, 0, 0),
1(0,1,0) si I(0,0,1) in functie de vectorii v, y,, Y.

Solutie. Observam ca I(1,0,0) = 0-y, +0-y, +1-7%,,1(0,1,0)
0-7,+1-9,—-1-7,iar[(0,0,1)=1-7, = 1-7,+0- 7.

Exercitiu 4.6.9. Se dau vectorii y; = (1,1,1), y, = (1,1,0), y, =
(1,0,0) si operatorul liniar L : R* — R®, L(c1Y, + €2y, + ¢315) = (c1 + 2 +
C3)y1 + (2C1 + C3)y2 — (2C2 + C3)y3.

1. Gasiti matricea corespunzatoare lui L fata de baza {y,, y,, y,}-

2. Scrieti vectorul x = (7,5,2) ca o combinatie liniard a vectorilor
Y1, Y, Si y, si folositi matricea A pentru a calcula L(x).

Solutie. 1. Observam ca L(y,) =y, +2-y,+0-vy,, L(y,) =y, +0-
1 1 1
2 0 1 |

0 -2 -1

yz -2 %, iar L@s) = yl + yz — ?3. Asadar A =

2. Observdm cd X =2-¥, +3-¥, +2-¥,. In continuare, observim ci

1 1 1 2 7
2 0 1 |-{3]|=| 6 |
0 -2 -1 2 -8

Exercitiu 4.6.10. Se da aplicatia liniard L : P; — P, L(p(x)) = p’(x) +
p(0).

1. Gasiti matricea A corespunzdtoare lui L fatd de bazele ordonate
E={x?x1}siF=1{2,1-x}.

LX) = AX =

2. Pentru fiecare dintre vectorii p(x) € Ps, gdsiti coordonatele vec-
torului L(p(x)) fatd de baza {2,1 — x} din P».

(@) p(x) =x*+2x - 3;
(b) p(x) =x*+1;
() p(x) =3x;
(d) p(x) = 4x? + 2x.
Solutie. 1. Observam cad L(x?) = 2-x = 1-2+(=2)- (1 —x),
Lix)=1=3-2+0-(1-x),iarL(1)=1=3-2+0-(1 —x). Asadar

1
i
(1 3 3
A‘(—zo 0)
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NI
ONI=

2. (a) L(p@) = A- [p)]e = ( 5

(34
i)

Exercitiu 4.6.11. Se d& aplicatia liniard L : R> — R®, L(xy,xp) =
(x1 + Xo, =X, X1 + 2X2).

(@) NI
(@) STEN

(b) L(p(x) = A~ [p)]e = ( 5

1. S& se determine matricea aplicatiei liniare L relativ la perechea de
baze (BX¥, BX).

2. Sd se determine matricea aplicatiei liniare L relativ la perechea de
baze (B, B’) unde B = {u;(1, 1), u»(0, 2)}, respectiv

B = {51(_1/ 2/ 0)152(01 1/ _1)/ 53(1/ O/ 2)}
Solutie. 1. Observam cd L(1,0) = (1,0,1), iar L(0,1) = (1,-1,2).
1 1
Asadar A;(B¥,B®¥) = 0 -1 |.
1 2
2. Vom aplica urmdtoarea formuld

ALB,B) =T, - AL (B¥, BRY). Ty

c ’/7~c¢

-1 0 1
Q=Tuy,=| 2 1 0
0 -1 2

unde am notat cu

matricea de trecere de la baza canonicd pentru R® la B/, iar cu

1 0

am notat matricea de trecere de la baza canonicd pentru R? la B.
Efectuand calculele, obtinem

-1 11 11 1 0o 0o -1
ABB)= 1 5 =3 |0 -1 ||, ,]=|1 -1}
2 o1 1)1 2 0 3



5 Valori si vectori proprii

Doud matrici A,B € M,x,(F) se numesc asemenea dacd existd P €
M,,(F) astfel incat B = P~1AP.

Ne propunem sd analizam conditiile in care o matrice A este aseme-
nea cu o matrice diagonald D = (d;;),d;; = 0,i # j.

5.1 Polinom caracteristic si valori proprii

Fie V un F-spatiu vectorial finit dimensional. Fie a : V — V un
endomorfism.

Definitie 5.1.1. Un vector v € V se numeste vector propriu a lui a
daca:
1. v# 6;
2. a(v) = fou, f €F.
f se numeste valoarea proprie corespunzdtoare vectorului propriu v.

Un scalar f se numeste valoare proprie a lui @ dacd exista un vector
propriu a lui a avandu-1 pe f ca valoare proprie corespunzatoare.

Fie B o baza pentru V si fie A = A,(8B, B) matricea atribuitd lui a.
Notiunile valoare si vector propriu se definesc analog pentru matricea
A si vectorii sdi coloana din F".

Definitie 5.1.2. Fie A € M,x,(F). Vectorul coloand s € F" se numeste
vector propriu a lui A daca:

1.5#0;
2. As=fs,feF.

Scalarul f se numeste valoarea proprie a lui A corespunzdtoare vec-
torului propriu s.

Fie A = A.(8B, B) matricea atribuitd unui endomorfism a relativ la
0 baza B. Vectorului v € V ii corespunde relativ la baza 8 vectorul

45



coloand s € F". Observam ca ecuatia a(v) = fov este echivalentd cu
ecuatia As = fs. Asadar v este vector propriu pentru a daca si numai
daca s este vector propriu pentru A. Insi vectorul s depinde, la fel ca si
matricea A, de alegerea bazei 8 iar la schimbarea bazei se va modifica.
In schimb, valoarea proprie f nu depinde nici de a, nici de alegerea
bazei 8 sau de matricea astfel obtinuta.

Propozitie 5.1.3. Matrici asemenea au aceleasi valori proprii.

Demonstratie. Matricile A, B € M,x,(F) sunt asemenea daca si nu-
mai dacd descriurelativ la anumite baze acelasi endomorfism a. Asadar,
conform observatiei de mai sus, valorile proprii ale lui A si B coincid
cu valorile proprii ale lui a. m]

Observdm cd ecuatia a(v) = fv pentru valori si vectori proprii este
echivalentd cu 0 = (f - id — a)v, unde f - id — a este un endomorfism a
lui V.

Propozitie 5.1.4. Scalarul f este valoare proprie pentru « respectiv
pentru matricea A € M,,(F) dacd si numai daca Ker(f - id — a) # {0}
respectiv Ker(f - I, — A) # {0}. Daci f este o valoare proprie, atunci
vectorii proprii corespunzatori lui f sunt vectorii 0 # o € Ker(f - id - a)
respectiv s € Ker(f - I, — A).

Demonstratie. f este valoare proprie pentru a daca si numai daca
existd 0 # 7 astfel incat 0 = f-v—a@)=(f-id — a)v. Acest lucru este
echivalent cu Ker(f - id — a) # {0}. Vectorii proprii corespunzitori sunt
vectorii 7 # 0 din Ker(f - id — a). Tinand cont de definitia vectorului
propriu al unei matrici, aceeasi afirmatie ramane adevdratd si pentru

matrici. O

Definitie 5.1.5. Daca f este o valoare proprie a endomorfismului a
respectiv a matricii A, atunci subspatiul diferit de vectorul nul Ker(f-id—
a) respectiv Ker(f-I, — A) se numeste subspatiul propriu corespunzator
valorii proprii f.

Fie 8 o baza pentru V. Fie A = A,(8B, B) = (a;;) matricea atribuita
endomorfismului @ : V — V relativ la baza 8. Conform Propozitiei
4.2.11 si Corolarului 4.4.5, conditia de valoare proprie este echivalenta
cu rg(f - id — a) < n respectiv rg(f - I, — A) < n. Aceastd relatie este
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echivalentd cu det(f - id — a) = 0 respectiv det(f-I, — A) = 0. Din aceastd
ecuatie vom calcula valorile proprii f.

Definitie 5.1.6. Polinomul P4(X) = det(X - I, — A) respectiv P,(X) =
det(X-id—a) se numeste polinomul caracteristic al matricii A € M, x,,(F)
respectiv al endomorfismului a al F-spatiului vectorial V.

Propozitie 5.1.7. 1. Fie A = A,(8B, B) matricea endomorfismului
a relativ la baza B a lui V. Atunci P,(X) = Pa(X).

2. Doua matrici asemenea au acelasi polinom caracteristic.

Demonstratie. 1. Pentrufiecarescalar f € F, I,,- f —A este matricea
endomorfismuluiid-f—a alui V. Inlocuind pe f cu necunoscuta
X, obtinem:

det(id - X — a) = det(I, - X — A).
Deci P,(X) = P4(X).

2. Fie A,B € M,x,(F) doud matrici asemenea. Atunci existd o ma-
trice inversabild Q € M, (F) astfel incat B = Q'AQ. Mai de-
parte avem Py(X) = det(X - I, — B) = det(X- Q'Q - Q'AQ) =
detQ - det(X - I, — A) - detQ = det(X - I — A) = PA(X).

O

Propozitie 5.1.8. Polinomul caracteristic al unei matrici A € M,,.,(F)
are forma Pa(X) = X" + g,.1 X" + ... + ;1X + qo, cu coeficientii core-
spunzadtori qo, ..., 4u-1 € F, unde g9 = (=1)"detA si g,-1 = —trA.

Propozitie 5.1.9. f € F este valoare proprie a lui A € M,«,(F) daca si
numai dacd f este rdddcind a polinomului caracteristic P4(X) a lui A.

Demonstratie. f € F este rdddcind a polinomului P4 & 0 = P4(f) =
det(f-I,—A) & rg(f-I,— A) < nrelatie echivalentd, conform Propozitiei
4211, cudimKer(f - I, — A) =n—-rg(f-I, — A) > 0. Asadar, conform
Propozitiei 5.1.4, f € F este raddcind a polinomului P4 daca si numai
daci A are un vector propriu 7 # 0 corespunzitor valorii proprii f. O

Exemplu 5.1.10. Determinati valorile si vectorii proprii ai matricii
311
2 42
113

A= . Obtinem P, (X) = (X - 2)*(X - 6).
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Subspatiul propriu Ker(2I; — A) corespunzator valorii proprii f; =
2 este multimea solutiilor sistemului omogen de ecuatii avand ma-

-1 -1 -1
tricea coeficientilor 2I; — A =| -2 -2 -2 |. Deoarece rg(2l; — A) =
-1 -1 -1

1,dimKer(2l; — A) =3 —dimIm(2l; - A) =3 -rg(2l; - A)=3-1=2.
Gasim Byerr,-a) = {01(1,0,-1),7,(0, 1, —1)} vectori proprii pentru f; =
2.

Pentru f, = 6, avem dim Ker(6I; — A) = 3 —rg(6l; — A) = 1. Gasim
Brere1,-a) = 105(1,2, 1)} vector propriu pentru f, = 6.

Observam cd, deoarece vectorii v, v, si v3 sunt liniar independentj,
ei formeaza o bazd pentru R®.

* Dacd polinomul caracteristic al unei matrici A nu are raddcini in
F, atunci, conform Propozitiei 5.1.9, A nu are vectori proprii in F".

0 1
-1 0
racteristic P4(X) = X2 + 1 nu are radécini in R.

Definitie 5.1.12. Fie A € M,x,(F). Daca toate valorile proprii f,, 1 <
r < k ale lui A sunt continute in F, atunci, conform Propozitiei 5.1.9,

Exemplu 5.1.11. Daca A = ( ), F = R, atunci polinomul ca -

PA(X) = nl;zl(X - ff)cr'

Numadrul natural ¢, se numeste ordinul de multiplicitate al valorii
proprii f, alui A.

Analog se defineste ordinul de multiplicitate al valorii proprii f a
unui endomorfism o € EndgV.

In Exemplul 5.1.10, valoarea proprie 2 avea ordinul de multiplicitate
2, iar acestei valori proprii i corespundeau doi vectori proprii liniar
independenti. Aceastd situatie Insd nu este permanenta.

11
0 1 |este fip =
1. Observam cd aceastd valoare proprie are ordinul de multiplicitate
egal cu 2. Astfel rg(1 -1, — A) = 1. Deoarece dimKer(1 -1, — A) =
2-rg(l-1I, = A) =1, valorii proprii fi, = 11i corespunde un singur
vector propriu.

Exemplu 5.1.13. Valoarea proprie ale matricii A =
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Propozitie 5.1.14. Fie f o valoare proprie a lui « € EndgV cu ordinul
de multiplicitate c. Atunci dim Ker(f-id — a) < c.

Demonstratie. Fie {vy,...,0,} o bazd a subspatiului propriu core-
spunzdtor valorii proprii f. Completdm aceastd bazd la o baza B =
{v1,..., 0y, ..., Uy} a spatiului vectorial V. Deoarece a(v;) = fv;,i = 1,7,

a are relativ la baza B matricea A = A,(B,B) = ( é: 1(; ), unde
f .. .0
F=1]. ... .| iar Csi D sunt matrici. Asadar f este o val-

0 ... f

oare proprie a lui @ avand ordinul de multiplicitate cel putin egal cu
r. O

Propozitie 5.1.15. 1. Fie A € M,..(F),A = (a;j). A este asemenea
cu o matrice superior triunghiulara B = (b;;) daca si numai daca
polinomul ei caracteristic poate fi descompus in factori liniari, i.e.
Pa(X) = (X = fi)",c1 4 .+ e = 1.

2. Daca echivalenta de la punctul 1. este adevaratd, atunci ele-
mentele de pe diagonala principald a matricii B sunt valorile
proprii f, ale lui A avand respectiv ordinul de multiplicitate c,.

5.2 Descompunerea matricilor

Fie V un F-spatiu vectorial finit dimensional. Vom caracteriza in
continuare acele endomorfisme a € EndgV pentru care existd o bazd
pentru V formatd din vectorii proprii a lui a.

Propozitie 5.2.1. Vectorii proprii ce corespund la valori proprii dis-
tincte ai unui endomorfism a a lui V sunt liniar independenti.

Demonstratie. Fie fi, ..., fi valorile proprii distincte ale luia, k <n =
dimp V. Pentru i = 1,k, fie v; vectorul propriu a lui a corespunzator
valorii proprii f;. Atunci avem:

dacidj =1,

. - 0
(ﬁ-ld—a)vj=fiVj—04(Vj)=fiVj—ijj={ (fi— fi)o; dacitj # 1.
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Presupunem cd vectorii vy, ..., sunt liniar dependenti. Atunci
existd ¢; € F, nu toti egal cu 0 astfel incat
k
Ciﬁi =0. (1)
i=1

Fie c; # 0. Din (1) obtinem
0=[rf,(fi-id— )] L eVi = (f — f1) - oo - (fi — f1)c1 V1 # O
Deoarece am ajuns la o contradictie, rezultd cd vectorii v, ..., Ux sunt

liniar independenti.

O

Propozitia de mai sus poate fi reformulatd pentru matrici.

Corolar 5.2.2. Dacd polinomul caracteristic al endomorfismului « :
V — V are exact n = dim V radacini distincte, atunci V are o baza
formata din vectorii proprii a lui a.

Demonstratie. Fie vy, ..., v, vectorii proprii corespunzdtori valorilor
proprii distincte fi, ..., f,. Deoarece conform propozitiei anteriore, vec-
torii v, ..., v, sunt liniar independenti, ei formeaza, conform Corolaru-
lui 3.2.13, o baza pentru V. m]

Definitie 5.2.3. 1. O matrice patraticd D = (d;;) se numeste ma-
trice diagonald daca d;; = 0, Vi # ;.

2. Omatrice patraticd A € M,x,(F) se numeste diagonalizabila daca
este asemenea cu o matrice diagonald D € M, (F).

3. Un endomorfism a : V — V se numeste diagonalizabil daca V
are o baza formata din vectorii proprii a lui a.

fi.. .0
0 ... f
Pp(X) = (X = fi) .. . (X = fu),

Daca D = este o matrice diagonald, atunci

i.e. elementele de pe diagonala principald f;,i = 1,n, sunt valorile
proprii ale lui D.
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Propozitie 5.2.4. Fie A € M,x,(F), fie f1,..., f, valorile proprii ale
lui A si fie d; = dim Ker|[f;l, — A] dimensiunea subspatiului propriu
corespunzdtor valorii proprii f;. Atunci urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

1. existd o bazd in F" formatd din vectorii proprii ai lui A;

2. A este diagonalizabild;

3. Y di=ni=1,n.

Demonstratie. 1 = 2Fie B = {vy, ..., v,} 0 bazd pentru F" formatd din
vectorii proprii corespunzétori valorilor proprii f;,. Atunci Av; = fv;.
Matricea A, (8B, B) aplicatiei liniare a : v — Av de la F" la F" relativ la
i .. .0 )

.« . . . | Fie Pma-
0 . . . fu

tricea schimbadrii de baza de la {ey, ..., e,,} la {vy, ..., v,}. Atunci, conform
Propozitiei 4.3.5, avem D = P"'AP. Asadar A este diagonalizabila.

fi...0
0o ...

este numarul de valori proprii distincte ale lui A.

aceastd baza este matricea diagonala D =

2=3FieD=P'AP = o matrice diagonald. Fie s

Conform Propozitiei 5.1.9, elementele f, de pe diagonala principald

a matricii D sunt valorile proprii ale lui A, r = 1,s. Fie ¢, ordinul de

multiplicitate al valorii proprii f,, r = 1,s. Atuncin = Y _, ¢. Conform
Propozitiei 5.1.9, PA(X) = Pp(X) = ©_ (X - f,).

Matricea f, - I, — D are c, zerouri pe diagonala principald. Astfel
n—c =rgf I, — D) = rg(f, - P'P - P'AP) = rg[P7'(f, - I, — A)P] =
(conform Propozitiei 4.5.5) rg(f; - I, — A) = (conform Propozitiei 4.2.7)
dim Im(f; - I, — A) = (conform Propozitiei 4.2.11) = n — Ker(f; - I, — A) =
n—d,. Asadard, =c, si ), d, =Y, ¢ =n.

3 = 1 Fie U, subspatiul propriu corespunzator valorii proprii f; a
lui A. Conform Propozitiei 5.2.1 si a Propozitiei 3.3.3, suma ) ;_; este
directd, unde U; < V = F". Atunci, conform 3., dimV =n =Y. ,d; =
Y- dim U; = dim(&;_, U;). Astfel, conform Corolarului 3.2.13,

V= @?:1 Ui. (2)
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Asadar, conform Propozitiei 3.2.10, Vi = 1,s,U; are o baza B; cu d,

elemente b;j, j = 1,d,.

Pe de altd parte, deoarece U; = Ker(f; - I, — A), Vb;; este un vector
propriu a lui A corespunzdtor valorii proprii f;. Asadar, din relatia
2,8=8U..UB,=1{bjli= 1,51< ji < d;} este o bazd pentru V
formatd din vectorii proprii ai lui A. O

Exemplu 5.2.5. 1. Stabiliti dacd matricea A = ( (1) i ) este diag-
onalizabila.

Deoarece P4(X) = (X — 1)?, fin» = 1 este valoare proprie a lui A
avand ordinul de multiplicitate 2.

Deoarece rg(I, — A) = dimIm(I, — A) =1, avem
dy =dimKer(Lb -A)=2-1<2=n.

Asadar, conform Propozitiei 5.2.4, A nu este diagonalizabila.

311
2. Stabiliti dacd matriceaA = 2 4 2 ]este diagonalizabila. Con-
113

form Exemplului 5.1.10, f; = 2 avand ordinul de multiplicitate 2
si fo = 6 avand ordinul de multiplicitate 1, sunt valorile proprii
ale lui A. Obtinem d; = 2sid, = 1. Deoarece d; + d, = n, matricea

A este diagonalizabila.

Propozitie 5.2.6. (Metoda de calcul a matricii de transformare P a
unei matrici diagonalizabile A € M,,(F)) Conform Propozitiei 5.2.4,
matricea A = (a;;) este diagonalizabild daca si numai dacd spatiul vec-
torial V = F" are o bazd formatd din vectorii proprii a lui A. Asadar
toate valorile proprii f; ale lui A sunt din F. Astfel, pot fi parcurse
urmadtoarele etape:

1. calculdm coeficientii polinomului caracteristic a lui A;

2. calculdam zerourile f; ale polinomului caracteristic P4(X) = 71’]?:1 (X-

f;)% unde valorile proprii f; € Fj = 1,k sunt distincte si n =
21;21 d jr
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3. pentru fiecare valoare proprie f;alui A, calculdm obaza {s;.1, ..., St+4,}
a subspatiului sau propriu W; = Ker(f; - I, — A) unde t = Zf;ll d;;

4. asadar B = B, ... Bresteobazd pentru V; fie P € M,x,(F), P =

[s1]...]syx] unde s,, r = 1,k sunt vectorii din 8 in ordinea stabilita la
punctul 3.; atunci D = P~1AP este o matrice diagonala.

Demonstratie. Trebuie sd ardtdm ca D este o matrice diagonala.

Deoarece dimW; = d; sin = Zl;:l d;, baza B din V este formatd,
conform Propozitiei 5.2.4, din vectorii proprii s, alui A din V. Conform
constructiei matricii P, vectorii proprii s, sunt vectorii coloand a lui P.
Asadar, conform Propozitiei 4.3.5, D = P"L AP este o matrice diagonali.

O

Exemplu 5.2.7. Gasiti o matrice diagonald asemenea cu matricea

2 0 0 O

0 2 0 O y . . o
A= 1 _o o _1 |Ppeste C. Calculdm valorile proprii ale Iui A si

2 =41 0

obtinem f1, =2, f3 =isi fs = —i.

Pentru f1, = 2 avem
dimKer(2l; = A) =n-dimImQ2l; - A) =n-rg2l, —A)=4-2 =2,
O baza pentru Ker(2I4 — A) este
Brereu-») = {01(2,1,0,0),2(1,0,0, D)}.
Analog, pentru f; = i avem
dimKer(ily — A) =4 —rg(il;, —A)=4-3=1.
O baza pentru Ker(ily — A) este
Breriin,-a) = {03(0,0,1,1)}.
Analog, pentru f; = —i obtinem
Brer(-ir,-a) = {74(0,0, 1, -1)}.
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20 0 0
= = =1 0200
Asadar P = [01[0,|03[04], iar D = P7AP = 00 i 0
00 -0
5.3 Exercitii

001

Exercitiu 5.3.1. Sd se arate cd matricca A =| 1 0 0 | este diag-
010

onalizabild. Calculati matricea P pentru care D = P1AP, D fiind o
matrice diagonald ce este asemenea cu A.

f 0 -1
Solutie. Din ecuatia caracteristici | =1 f 0 | = 0 obtinem val-
0o -1 f
orile proprii fi =1, fo3 = AiT“/g ale matricii A.

Notdm cu d; = dim Ker(f;- I; — A), i € {1,2, 3}. Observam cd rang(I; —
A) =2sidecid; = 3—-2 = 1. De asemenea, observam cd rang(f;-I;—A) =
2sidecid; =1,i € {2,3}. Asadar, deoarece d; +d, +d; = 3 = n, matricea
A este diagonalizabila.

Cdutam in continuare vectorul propriu corespunzator valorii pro-
prii f; = 1. In acest scop, calculdm o bazd pentru

Ker(I3 — A) = {(x1, %2, x3) |
X1—x%3=0,-x1+x=0,—x+x3=0}={a(1,1,1) |« € R}.
Asadar o baza pentru Ker(I3 — A) este {v; = {(1,1,1)}}.

Cdutam In continuare vectorul propriu al matricii A corespunzdtor
valorii proprii f; = 1. In acest scop, calculdm o baza pentru

Ker(I; = A) = {(x1,X2,x3) | x1 =x3=0,—x1+x, =0, —=x2 + x3 = 0} =
={a(1,1,1)|a € R}.

Asadar o bazd pentru Ker(I; — A) este {v; = (1,1,1)}. Vectorul v; =

{(1,1,1)} este vectorul propriu al matricii corespunzator valorii proprii

f1:1.
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Cdutam in continuare vectorul propriu al matricii A corespunzator

valorii proprii fi = _&Ti"/g,i € {2,3}. In acest scop, calculim o baza
pentru

Ker(fi - I3 = A) = {(x1,x2,x3) | fi - x1 —x3 =0,—x1 + fi - 22 = 0,
—x2+ fi-x3 =0} = a(f, 1, 2) | a € R).

Asadar o bazad pentru Ker(f; - I; — A) este {v; = (f;,1, fl.z)}. Vectorul
v; = {(fi, 1, f?) este vectorul propriu al matricii corespunzitor valorii
proprii f;,i = {2,3}.

1 £ fs ]

Deoarece matricea A este diagonalizabild, pentru P = ( 1 1 1

1 g R
10 0
siD=| 0 f, 0 | avem relatia D = P~!AP.
0 0 f3
100
Exercitiu 5.3.2. Verificati dacd matricea B = ( 110 ] este diago-
011
nalizabila.

Solutie. Din ecuatia caracteristica

f-1 0 0
-1 f-1 0 |=0
0 -1 f-1

obtinem valoarea proprie f; = 1,i € {1,2, 3} a matricii B. Observam cd
aceastd valoare proprie are ordinul de multiplicitate 3.

Céutdm in continuare vectorul propriu al matricii B corespunzator
valorii proprii f; = 1. In acest scop, cautdm o bazd pentru

Ker[13 - B] = {(X1/X2/ X3)| - X1 = 0/ —X2 = O} = {Oé ' (OI 0/ 1)|0( € R}
Asadar v(0, 0, 1) este vectorul propriu al matricii B corespunzator val-
orii proprii f; = 1.

Notam cu d; = dimKer(I; — A), i € {1,2,3}. Observam cd rang(l; —
A) =2sidecid; =3 -2 =1. Deoarece d; < n = 3, matricea B nu este
diagonalizabila.
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Exercitiu 5.3.3. Verificati dacd urmadtoarele matrici sunt diagonal-

1 -2 1 -5 -10 2 3 2 -1
izabile A=|10 3 -1|,B=|14 9 2|[C=]126 2]
0 2 0 8§ 12 -1 00 2

In caz afirmativ, gasiti matricile D si P pentru care D = P~'!MP, M €
{A, B, C}.

Exercitiu 5.3.4. Fie A € M,,(F) si fie c o valoare proprie a lui A
avand ordinul de multiplicitate k. Aratati cd rang(c-I, — A) >n—k.

Solutie. Deoarece c este valoare proprie pentru A, det(c-I,—A) = 0.
Asadar rang(c - I, — A) < n. Fie rang(c -1, — A) = n—r1,r > 0. Astfel
dimKer(c - I, — A) = r. Aceasta inseamnd cd matricea A are r vectori
proprii liniar independenti care formeaza o baza pentru Ker(c- I, — A).
Aceastd baza poate fi extinsa la o bazd pentru R". Asadar

Pp(X) = (c = X)"- g(X).

Deoarece ¢ are ordinul de multiplicitate k, rezultd cd r < k. Astfel
n—r>n-—ksidecirang(c-I, - A) >n-k.

Exercitiu 5.3.5. Aratati cd matricea A € M,,(F) este inversabila
dacd si numai dacd 0 nu este valoare proprie a lui A.

Solutie. Fie @ : V. — V un endomorfism corespunzator matricii A,
V fiind un R—spatiu vectorial de dimensiune 7.

Matricea A este singulard daca si numai daca detA = 0. Asadar
dacd si numai daca det(0 - I, — A) = 0. Deci A este singularad daca si
numai daca existd un vector x # 0 astfel incat a(x) =0 = 0-x. Asadar

daca si numai dacd 0 este valoare proprie a lui a si deci valoare proprie
alui A.

Exercitiu 5.3.6. Ardtati printr-un exemplu cd ordinul de multiplici-
tate a valorii proprii ¢” pentru matricea A" este mai mare decat ordinul
de multiplicitate a valorii proprii ¢ pentru matricea A.

Solutie. Fie A = (1) _01 . Aceastd matrice are ca valori proprii
fi = 1 avand ordinul de multiplicitate 1 si fi = —1 avand ordinul de

multiplicitate 1.

10

X < A2 _
Observam c3 A* = (O 1

). Matricea A? are ca valoare proprie
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f{, = 1 avand ordinul de multiplicitate 2 acesta fiind asadar mai mare
decat ordinul de multiplicitate al valorii proprii fi = 1 a matricii A.

Exercitiu 5.3.7. Sd se determine valorile proprii ale matricii A =
1 a1 bl
1 a, b, |cunoscandu-ivectorii propriivi(1,1,1),7,(1,0,-1),v3(1,-1,0).

1 as b3
fi 00 11 1
0 f, 0|siP=]1 0 -1 |Din relatia

0 0 f3 1 -1 0
D = P'AP, rezults un sistem cu 3 ecuatii si trei necunoscute (fi, f2, f3)-

Solutie. Fie D =

Exercitiu 5.3.8. Gasiti valorile proprii nenule si vectorii proprii core-
spunzdtori ai endomorfismului « : C[0,21] — C[0, 2],

a(f)) = [ sin(x +y) - f(y)dy.
Solutie. Observam ca
a(f)(x) =sinx- fozn cosy - f(y)dy + cosx - fozn siny - f(y)dy.

DeciIma c< sinx, cosx >=V, x € [0,2n]. Pentru valori proprii nenule,
vectorii proprii sunt in Ima si deci putem sd analizdima : V — V.

In continuare, obtinem:

a(sin)(x) = sinx - fOZH cosy - sinydy + cosx - fozn sin” ydy =

= - fozn(l + cos 2y)dy = T - cos X.
Analog obtinem
a(cos)(x) = 1 - cos x.
Observam cd B = {sin x, cos x} este o bazd pentru spatiul vectorial
V =<sinx,cosx >.
0

Valorile proprii ale matricii A sunt f;, = +7. Pentru a gasi vectorul
propriu corespunzdtor valorii proprii f; = 7, cdutdm o baza pentru

. . ) . — 0 =
Matricea asociatd endomorfismului @ : V — V este A = o )
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Ker(mt- I — A) = {(xq1, X)Xy — ixp = 0, —11x1 + 1o = 0} =
={a(1,1)la € R}.

Deci vectorul propriu corespunzator valorii proprii f; = 7 este v1(1, 1).
Analog gdsim vectorul propriu corespunzator valorii proprii f, = —m.
Acesta este v5(1, —-1).

Exercitiu 5.3.9. Sa se determine valorile proprii si vectorii proprii
pentru endomorfismul « : C[a, b] — Cla, b], a(g)(x) = x - g(x).
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6 Spatii vectoriale euclidiene

6.1 Produse scalare

Fie V un R—-spatiu vectorial. Definim pe V forma biliniard g: V — V
astfel incat urmatoarele proprietati de liniaritate sa fie indeplinite:

L Bl +x2,y) = p(x, Y) + p(x2, Y);

2. ptu Yy + 1) = P yy) + PG Y,);

3. Blcx,y) = cB(x,y) = p(x,cy),
Vx1,%,%,Y,,Y, € V,¥c e R.

Definitie 6.1.1. Forma biliniard § : V — V se numeste produs scalar
pe V dacd sunt indeplinite urmatoarele proprietati:

1. & 7) = @, D), VXL, T € V;
2. B(xX,%) > 0,Y0 £ X.

Notatie: x- ysau <X,y >.

Exemplu 6.1.2. 1. In spatiul vectorial R" fixdm baza {vy, ..., v,}.
Vectorii X,y € V au relativ la aceastd baza coordonatele x =
(x1, ., X0), ¥ = (Y1, ..., Yn). Definim produsul scalar al vectorilor

Xsiyprinx-y = xyj + ... + X, Yn.

2. Forma biliniard B : R”Z X R? = R, B(X, V) = 4x1y1 — 2x1y2 — 2x011 +
3x,1, este un produs scalar.

3. Considerdm spatiul vectorial V = {f | f : [a,b] — R continud}. Fie
h € V,h(t) > 0,a <t <b. Pentru f, g € V, definim pe V produsul

scalar B(f, ) = [ h(t)f(t)g(H)dt.

4. Considerdam spatiul vectorial

V ={f1|f:[a b] = Rintegrabild}.
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Forma biliniara (f,g) = [ h(H)f())g(®)dt, f,g € V nu este produs

scalar pe V. Dupd cum reiese din exemplul urmator, f nu este

definita pozitiv. Fiea = 0,b = 1L,h(t) = 1,0 <t < 1,f(t) =
1 dacit =0, ) 1 . N

{ 0 dact > 0. Atanci B(f, f) = [, f®Of(t)=0desi f #0in V.

Definitie 6.1.3. Un spatiu vectorial real inzestrat cu un produs scalar
se numeste spatiu vectorial euclidean.

Intr-un spatiu vectorial euclidean produsul scalar e caracterizat prin
urmadtoarele proprietati:

1. (El + Ez)y = f1y + Ezy}
2. (ex)y = c(xy);
3. Xy = yx;

4. xx > 0,x #0.

6.2 Norma si ortogonalitate

Fie V un spatiu vectorial euclidean.

Propozitie 6.2.1. (Inegalitatea lui Schwarz) Pentru oricare x,y € V
are loc urmadtoarea inegalitate:

-yP <@y - y)
Arelocegalitate dacd sinumai dacd vectorii x si y sunt liniar dependenti.

Demonstratie. Dacd y = 0, avem egalitate.

Dacay # 0, atunciy -y > 0. Fiec = ¥ Deoarece

vy
0<@-PE-cp) =% ¥-22% 7+ 2277,
avem
0@y Y-Ey =07 -y-Kk-y
Asadar
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-y <Gx-0-Y).

Daci [x-y|* = (x-X)(y - y), atunci [y - y* = (x-X)(y - y). Astfel cy =X
si deci vectorii x si y sunt liniar dependenti. O

Definitie 6.2.2. Definim norma (lungimea) unui vector x € V ca
fiind [x| = Vx - x.
Propozitie 6.2.3. Pentru oricare x, y € V si oricare ¢ € R avem:
1. [x[ > 0;
2. x|=0x=0;
3. lc-x[ = el - [x];

4. [x+y| < x|+ [yl

Demonstratie. 1. Rezultd din definitia normei;
2. x| =

3. |ex] = J(cX) - (cx) = Ve-c- Vx-x =|c| - |x];
LR+YP = E+PE+Y) = @2 + 2%+ [JP < 7P + 2% 7]+ 7P =
(Il + [y1)?. Astfel [x + y| < [x| + [y].
O
Propozitie 6.2.4. Pentru oricare x,y € V, [x + y| < |x| + [y| dacd si
numai dacd y = 0saux =cy,c € R,.

Definitie 6.2.5. Un vector x € V se numeste normat dacd [x| = 1.

*Y0#x€ V, i este un vector normat.

Definitie 6.2.6. Y0 # X, € V,cos L(x, ) = |:| Tk

Deoarece, conform Propozitiei 6.2.1, Vx,y € V, [x-y| < [x|-[y|, rezultd
cd -1 < cos £(x,y) < 1. Asadar in definitia anterioard s-a definit intr-
ade-var cosinusul unui unghi.
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Definitie 6.2.7. Doi vectorix, y € V se numesc ortogonali daca x-y =
0. O submultime @ # M C V se numeste sistem ortogonal daca 0 ¢
si oricare doi vectori distincti din M sunt ortogonali.

Un sistem ortonormat este un sistem ortogonal format din vectori
normati. O baza ortomormata pentru V este un sistem ortonormat
care este o bazd pentru V.

Propozitie 6.2.8. Fiecare sistem ortogonal M este liniar independent.

Demonstratie. Fie vy,...,v, € M distincti care indeplinesc conditia
€101 +...+¢, 0, = 0. Atunci pentru fiecarek = 1,n, c1(v1-0p)+... 4+, (0, 0¢) =
0. Astfel, deoarece v;vy = 0,i # k, rezultd cd cx(vv) = 0. Cum vy # 0,
de aici rezultd ca ¢, = 0,k = 1,n si deci vectorii vy, ..., v, sunt liniar
independenti. O

Propozitie 6.2.9. Fie {ey,...,e,} o bazd ortonormata pentru V. Fie
X1, ..., Xn $1 Y1, ..., Y, coordonatele vectorilor x si y relativ la aceasta baza.

Atuncix -y =xy1 + ...+ X,y six; =x-¢,i=1,n.

* Fiecare baza {vy, ..., v,} a unui spatiu vectorial euclidean V poate
fi privita drept o baza ortonormata pentru V relativ la un nou produs
scalar X -y = x1y1 + ... + XY, unde X = Y. X0, S1 Y = Yinq YiU;.

* Pentru R"” vom alege baza canonica drept baza ortonormata.

Exemplu 6.2.10. Fie x(x1, x2), y(y1, y2) € R?. Definim produsul scalar
Ey = 4x1y1—2x1y2—2x2y1+3x2y2. Observamca B = {E;(%, 0),5&(%, %)}
este 0 bazd ortonormatd pentru R%. Fie B, = {e1(1,0),e(0,1)} baza

x 1 = 15 15 1-
canonici din R2. Astfel avem ¢; = 01816 = 7581+ 5o
Asadar X = xie; + xjpe, = (3x) + zl—ﬁx;)él + %x’z - 2. Deoarece X =
= = . _ 1 1 . _ 1
x1€; + Xz€3, obtinem x; = Jx] + ﬁx,z Sixp = @yc;. Analog avem

_1 1 |

Vi=3Y1 55l sty = 5Ys

Efectuand calculele rezultd cd x - y = xjy; + x,1;.
6.3 Metoda Gramm-Schmidtde ortonormare a uneibaze
Metoda Gramm-Schmidt este un algoritm de constructie recursiva a
unei baze ortonormate 8’ = {q,, ..., g, } intr-un spatiu vectorial real eu-

clidean V, pornind de la o baza oarecare B = {vy, ..., U,}.

62



Etapa 1: Se defineste vectorul g, = %
Etapa 2: Se construieste un vector 0, = 7, — ag,. Scalarul a se

determind impunand ca vectorul 0, s fie ortogonal pe 7,. Adica
09, =0 @ —aq,) 4, =00 a=70,-7,.

Deci vectorul 0, = 7, — (7, - §,)d, este ortogonal pe 7,.

52 - (52 'ﬁ1 )61

TGy, AVem construit sistemul
1711

Notand versorul lui 0, cu g, =
ortonormat {q,,4,}.

Etapa k: Presupunem cd am construit deja un sistem ortonormat
Gy, -q),3<k<n.

Etapa k+1: Definim vectorul O.1Ca0 combinatie liniara a vectorului
Ur41 din baza initiald si a vectorilor din sistemul ortonormat {gq,, ..., 4, }
construit deja:

_ _ P
Ok+1 = ka1 — Ljoq Qi

Scalarii «; i determindm impunand conditia ca vectorul 6k+1 sa fie

simultan ortogonal peq, ..., ,. Asadar, din conditia Ox;-q; = 0, obtinem

@ = Vg1 - ;1 = 1, k. Deci

6k+1 = 5k+1 - Z?:l(zkﬂ : ﬁz)ﬁl

— k — =
A A —_ D, —2 .10 -g.)g. . .
Notand versorul lui 01 cu gy, = — L1 Ok 97 , am construit recursiv

- 7 =L Gk )7
sistemul ortonormat {7, ..., §;,,}-

Propozitie 6.3.1. Fie V un spatiu euclidean n-dimensional. Atunci
fiecare bazd ortonormata pentru un subspatiu m— dimensional U a lui
V poate fi completatd la o0 baza ortonormata pentru V.

Demonstratie. Fie {q,,...,q,} o baza ortonormatd pentru V. Con-
form Propozitiei 3.2.14, aceastd baza poate fi completatd la o bazd
4y, 9,,--4,} pentru V. Folosind metoda de ortonormare Gramm-
Schmidt, vom construi, pornind de la aceasta bazd, o baza ortonormata
pentru V. O
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Exemplu 6.3.2. In spatiul euclidean R* fie vectorii 7;(4,2, -2, -1),
2(2,2,-4,-5),73(0,8, -2, -5). Pornind de la aceastd baza, gasiti o baza
ortonormatd pentru un subspatiu 3-dimensional din R*.

Aplicand Gramm-Schmidt, gdsim baza ortonormata

2 _2 2

{ﬁl(%l 5/ 57/ _%)/ ﬁz(_%/ 0/ _%/ _%)/ ﬁg(_ﬁ/ %1 ﬁ/ 0)}
Definitie 6.3.3. Fie V unspatiu euclideansi fie M, N doud submultimi
din V. Spunem cd M si N sunt ortogonale dacax-y =0,Vx € M,y € N.

Definitie 6.3.4. Fie M o submultime a spatiului euclidean V. Multimea
Mt={veV]vLM}={veV|v-m=0,Ym e M} se numeste comple-
mentul ortogonal alui Min V.

* Complementul ortogonal al unei submultimi a unui spatiu vec-
torial V este un subspatiu vectorial a lui V.

Propozitie 6.3.5. Fie U un subspatiu r-dimensional al unui spatiu
eudlidean n-dimensional V. Atunci avem:

1. complementul ortogonal U* a lui U este un subspatiu (n — r)-
dimensional a lui V;

2. Ut ={weVu-v=0Yuel*+}=U;
3. V=UesU".

Demonstratie. 1. Conform Propozitiei6.3.1, U are o baza ortonor-
mata {vy, ..., v;} care poate fi completatd la obaza {vy, ..., Uy, Uys1..., Uy}
pentru V. Asadar, deoarece vectorii ¥,;..., v, sunt din U+,

dimU+>n-r.

Fieu € UNU*. Atunciu-u = Osiastfelu = 0. Astfelavem UNU* =
{0} si deci dim U N U* = 0. Deoarece, conform Propozitiei 3.2.15,

dim U + dim U* = dim(U + U*) + dim U N U+,
de aici obtinem dimU+ =n —r.

2. Observamca Vv € U+, Yu € U rezultd cdu-v = 0. Astfel U c U++.
Conform punctului precedent dim U+ = n—dim U* = r. Asadar,
deoarece dim U = r, obtinem U = U*+.

O
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6.4 Proiectia ortogonala a unui vector pe un subspatiu

Fie V un R-spatiu euclidean de dimensiune 7, fie {0} # U un subspatiu
al sausifie {0} #0 € V.

Definitie 6.4.1. Proiectia ortogonald a vectorului ¥ pe subspatiul U
este vectorul u € U cu proprietatea cd v —u L u, adicd (v—u)-u =0.

Cazul 1. Proiectia ortogonald a unui vector o pe un vector 0 # @
este proiectia ortogonald a vectorului v pe subspatiul generat de w:
U=1{ue€Vlu=a-wace R} Proiectia ortogonald a lui v pe U este
vectorul u = a - w,a € R astfel Incat

G-a W) =0

De aici obtinem a = £%. Deci

el|
2|12

=prov=a-

<l
3|

=l

I
5.||.
=

=l

=|

Dacd [w| = 1, atunci pr;v =v - w.

Consecinta Coordonatele unui vector v intr-o bazd ortonormatd
B = {e,..,e,) sunt x; = v-¢,i = 1,n. Asadar vectorul v poate fi
exprimat in baza 8 astfel:

v=(v-e)er +...+(V-e)er =pryV+..+prg v
Cazul 2. Proiectia ortogonald a unui vector 7 pe un subspatiu
m—dimensional U, m > 1.

Fie 8 = {ey, ..., e} 0 bazd ortonormatd pentru U.

Propozitie 6.4.2. Suma proiectiilor ortogonale ale lui v pe vectorii
bazei B subspatiului U este proiectia ortogonald a vectorului v pe
subspatiul U. Adica

u= prélv + ...+ prEnV =(V-e)-e1+..+(V-ey)-en

Demonstratie. Trebuie sda demonstram ca v — u L u. Intr-adevar
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6.5 Exercitii

Exercitiu 6.5.1. Gasiti o bazd pentru complementul ortogonal al
vectorului 9(—1,5, 2, 0) din spatiul vectorial euclidean R*.

Solutie. Folosind definitia complementului ortogonal, obtinem

—1 — = —
v ={wl|v-w=0}={xy,z1)]
—x+5y+2z=0}={a-u(1,0,1,0)+B-1(0,1,-2,0) | a,f € R}.

Deci o bazd pentru 7" este B = {u;(1,0, 1,0),1(0,1,-2,0)}.

Exercitiu 6.5.2. Deduceti coordonatele unui vector ce este ortogonal
pe fiecare vector din subspatiul vectorial S de ecuatie 3x —y +2z = 0
din spatiul vectorial euclidean R>.

Solutie. Cdutdm intai o baza pentru S. Observam cd
S={xy2)|3x-y+2z=0} ={a-wi(1,3,0)+p-wi(0,2,1) | a,p € R}.

Asadar o bazd pentru S este B = {wi(1,3,0),w:(0,2,1)}. Conform
definitiei complementului ortogonal, avem

St={ulx,y,z)|u-w =0,u-wy =0} ={(x,y,2) |
x+3y=0,2y+z=0}={a-3,-1,2) |a € R}

Deci v(3, -1, 2) este un vector ortogonal pe fiecare vector din S.

Exercitiu 6.5.3. Sd se determine complementul ortogonal S* al subspatiului
vectorial S avand ecuatiile —2x + y — 3z = 0, x + 5y — 2z = 0 din spatiul
vectorial euclidean R®.

Solutie. Observam ca

S={xy2z)|-2x+y—-3z2=0,x+5y -2z =0} = {a-w(13,-7,-11) |
a € R}

Asadar o baza pentru S este B = {w(13, -7, —11)}. Atunci

St={u|u-w=0}={(x,y,2) | 13x - 7y — 11z = 0}.
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Exercitiu 6.5.4. Sa se determine proiectia ortogonald a vectorului
v(2,-1,3,5) in spatiul vecorial euclidean R* pe vectorul w(2,2,2,1).
Stiind ca distanta dintre doi vectori intr-un spatiu vectorial se defineste
prin d(v,w) = [v — w|, sd se calculeze distanta dintre vectorul v dat si
proiectia sa ortogonald pe w.

Solutie. Observam cd proiectia vectorului v pe vectorul w este

§||§I
zll<

prv==2L.w=1.w=w(2221).

Calculdm in continuare

d@, pr.v) = d(v,w) = [v - W| = V26.

Exercitiu 6.5.5. Sd se determine o bazd in spatiul vectorial eu-
clidean S c R® de ecuatie 4x — y + 2z = 0, sd se ortonormeze folosind
Gramm-Schmidt si apoi sd se calculeze proiectia ortogonala a vectoru-
lui v(3,1,-1) pe S. Dacd B = {q,,4,} este o bazad ortonormata pentru S,
ce fel de bazi este B = {7,,7,, u(4, —1,2)} pentru R%?

Solutie. Observam ca
S={xy2) |4x-y+2z=0} ={a-u1(1,4,0) +-u(0,2,1) | o, p € R}.

Asadar o baza pentru S este B’ = {u1(1,4,0),u42(0,2,1)}. Deoarece
uy - up # 0, baza B’ nu este o baza ortogonald. O vom transforma intr-o
baza ortonormatd aplicind metoda de ortonormare Gramm-Schmidt a
unei baze oarecare. In acest scop definim

0 =5

|fh|

si calculdam
0= — (U2-q,) 7, = (_%' %' DI(-8,18,17).

Definim in continuare versorul

|c>|

— —_1 . (_
5= & == (-8,18,17).

67



Asadar B” = {q,,4,} este o baza ortonormatad pentru S. Observam ca
u(4,-1,2) este complementul ortogonal al spatiului vectorial S fiind
astfel perpendicular pe fiecare vector din S si deci, in particular, pe
vectorii g, si q,. Asadar B = {q,,4,,u(4,-1,2)} este o baza ortogonald
pentru R%. B nu este o bazi ortonormats deoarece [u] = V21 # 1.

Exercitiu 6.5.6. In spatiul euclidean R* se considerd vectorii v1(1,0,2, 1)
$i0(1,2,0,1). Sa se arate cd acesti vectori sunt ortogonali si sd se com-
pleteze acesti doi vectori la o baza ortogonald pentru R*.

Solutie. Deoarece v1-v, = 0, cei doi vectori sunt perpendiculari. Deci
ei formeazd o baza ortogonald pentru subspatiul vectorial generat de ei
pe care il notdm cu S. Cautam in continuare complementul ortogonal
aluis:

St={wx,y,zt)|w-v1=0w-v, =0} == {(x,y,2,1) |
x+2z—-t=0,x+2y+t=0} =={a-u1(1,0,-1,-1) + - u»(0,1,-1,-2) |
a,p € R}.

Asadar B = {0y, 7, U1, Uy} este 0 bazd ortogonald pentru R*.

Exercitiu 6.5.7. 1. Sd se arate ca intr-un spatiu vectorial inzestrat
cu produsul scalar ’- astfel incat [x]> = X - X, are loc egalitatea
paralelogramului:

X+ Y+ &=y =2 (& + [yP)(%).
2. Dacd V este un R—spatiu vectorial in care lungimea unui vector
v € V are proprietdtile uzuale ale modulului astfel incat are loc

egalitatea (%), atunci V poate fi inzestrat cu un produs scalar "’
astfel incat x> =x - x.

Solutie. 1. Observdm ca

K+yP+R-YP=@F+y) - GF+P+E-7) -F-p) =
=FP+2- %G+ [P+ FP 2%+ [y =2 (7P + [P

2. Daca egalitatea (*) este indeplinitd pentru functia modul pe V,
atunci prin

X y=g(x+yP+x-yP) Vr,yeV
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putem defini un produs scalar cu X - x = [x[*.

Ardtam in continuare cd operatia "’ defintid mai sus inde phnegte
proprleta’glle unui produs scalar. Observamcdx-y =1y -
x=0

" este comutativ. Observam, de asemenea, cd x -
Vom ardta in continuare ca

X1+X) - yY=x1-Y+X-Y, VX1, %,y € V.

Observam cd, deoarece X1, X,y € V, avem

(1 +9) + %P + [ + Y =% =2 (% + Y1 + %)
si

(2 + ) + X1 + 6 + Y =%l =2 (6 + Y + 1 P).
De asemenea, stim ca

(M1 +%) -y = 1% + X+ P - [+ —YP).
Asadar, obtinem
4. y+%-y) = (W +yP = -yP) + (2 +yP - -yP) =

= (R + yP + e+ yP) — (% -y + [ - yP) =

1+ Y+ + [ + Y17 + [0 P - (IE ~ Y+l - (|E2 ~yP+[xf)

@D+ 45 @A)+ - 5 @ -+l - 5 (=Y + T
=|x1+x2+yl2—|x1+x2—y|2 4. (x1+x2)-y.

In concluzie operatia ’-” definitd pe V este un produs scalar.
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