Costel Dragoi

Probleme de geometrie plana
rezolvate pentru gimnaziu

D C

Presa Universitara Clujeana




COSTEL DRAGOI

PROBLEME DE GEOMETRIE PLANA
REZOLVATE PENTRU GIMNAZIU

PRESA UNIVERSITARA CLUJEANA
2018



Referenti stiintifici:

Prof. univ. dr. Ferucio Laurentiu Tiplea
Conf. univ. dr. Maria S. Pop

ISBN 978-606-37-0412-3

© 2018 Autorul volumului. Toate drepturile rezervate. Reproducerea integrala
sau partiald a textului, prin orice mijloace, fira acordul autorului, este interzisa si se
pedepseste conform legii.

Universitatea Babes-Bolyai
Presa Universitara Clujeana
Director: Codruta Sacelean

Str. Hasdeu nr. 51

400371 Cluj-Napoca, Romania
Tel./fax: (+40)-264-597.401

E-mail: editura@editura.ubbcluj.ro
http://www.editura.ubbcluj.ro



“Lucrul cel mai minunat cu care ne putem Tntalni este misterul. La baza artei si stiintei

adevarate se afla emotia primara. Cel care nu stie acest lucru si nu poate fi curios sau

simti uimire este ca si mort, asemenea une lumanari stinse”.

Albert Einstein



“Daca a1 vointa poti muta si muntii din loc,dar daca ai minte ii lasi acolo unde sunt,
ca nu te deranjeaza”

Murphy

Cuvant Tnainte

Lucrarea este alcatuita din trei capitole. Capitolul I- Unghiuri, Capitolul 11-
Triunghiuri, Capitolul I11- Patrulatere particulare. Contine 101 probleme rezolvate
si se adreseaza elevilor de gimnaziu pasionati de matematica si profesorilor de
matematica, ca instrument de lucru. Am avut in vedere atat tehnica matematica cat
si creativitatea, necesard in abordarea problemelor. Este recomandat sa se resolve
problemele si apoi sa se compare cu solutiile date in lucrare. Orice solutie diferita
de cea prezentatd in lucrare constituie un bun céstigat. Doresc success celor care
parcurg aceasta lucrare!

Prof. Dragoi Costel



“Teoria demonstratiel insemana un acompaniament la procesle gandirii

demonstratoare”

D. Hilbert

Capitolul 1

1. <AOB si <BOC sunt adiacente si suplementare [OE — bisectoarea <AOB,
[ OF- bisectoarea < BOC.

Aflati m(<EOF)
Solutie:
E B F
A C
Notdm cu m (AOB) =x° => m(<BOC) = 180° - x°
X° 180°-x°
m(<EOB) =— , m(<BOF) =

2 2



X  180°-x°

m(<EOF) = m(<EOB) + m(<BOF) = —+——— =
2 2

x°+180°-x° 180°
D e D s = 90°, deci m(<EOF)= 90°
2 2
2. <AOB si <BOC sunt adiacente si complementare [OE — bisectoarea <AOB,
[ OF- bisectoarea < BOC.

Aflati m(<EOF)
Solutie:
A E B
F
@) C
Notdm cu m (AOB) =x° == m(<BOC) =90° - x°
X° 90°-x°
m(<EOB) =— , m(<BOF) =
2 2
X% 90%x°
m(<EOF) = m(<EOB) + m(<BOF) = —+ ——=
2 2
X°+900°-x° 90°
S D e = 45°, deci m(<EOF)= 45°
2 2
1
3. Aflati masura unui unghi, stiind ca masura complementului sau este de ----
3

masura suplimentului sdu.

Solutie: Fie x° masura unghiului, atunci
1

90°-x° = ---- (180°-x°)|-3 =>3(90°-x°)=180°-x°
3

270°-3x°=180°-x°



270°-180°=3x9-X°
90°=2x°=> x0=450

4. Raportul masurilor a doud unghiuri suplimentare este ------ . Aflati masurile

celor doua unghiuri.
Solutie: Fix x° s1 180°-x cele doud unghiuri atunci

X 1
==mmmmmeme S emcee- => 5x°=180°x
180°-x° ) 6x° = 180°
X =180°: 6
X =30°

Unghiurile cautate au 30° respective 180°-30° = 150°
5. Masura unui unghi este cu 36° mai mare decat masura suplimentului sau.
Aflati masura unghiului.
Solutie : Fie x® masura unghiului, atunci
X° = (180°-x°) + 36
X%+ x°=216
2x° = 216
X =216:2
x° =108 , iar suplimentul are
180°-108° = 72°
6. Determinati doud unghiuri suplimentare a caror diferenta este de 90°.
Solutie: Fie x si 180°-x unghiurile cautatate
Caz 1. x>90° => x°-(180°-x°) =90°
x°-180°+x° = 90°
2x° = 270°
X =270°2
x = 135% iar suplimentul este de 180°-135°= 45°
Caz 2. x<90°=>  (180°-x°)-x = 90°
180°-x°-x°= 90°
180°-90°= 2x°
90°=2x° =>
x=45°, iar suplimentul este de 180°-45°= 135°



7.Determinati unghiurile pentru care raportul dintre suplimentul si complementul
este un numar natural.

Solutie: Fie x unghiurile care au proprietatea din enunt.

180 — x Kk
=k, N
90 — x )
180—x _90—x , %0 _ 4, %0 _ n_s90_
90-x  90-x  90—x 90-x

x este un divizor a lui 90

=>90-x {1,2,3,5,6,9,10,15,18,30,45,90}
=>x € {89,88,87,85,84,81,80,75,72,60,45,0}

7. Aflati masurile a patru unghiuri formate in jurul unui punct, stiind ca acestia
sunt direct proprtionale cu numerele 3,4,5 si 6.

Fie m(£01)=x, m ( £02)=y, m(£03)=z, m(£04)=t

X Yy z t
o = e = oeoen S e R ED RS EK
3 4 5 6 y = 4k
z =5k

t = 6k



X+y+z+t = 360°
3k+ 4k+5k+6k = 360°
18k =360° => x=60°

k = 360°:18 y =80°
k=20 z =100°
t=120°

9. Calculati masurile unghiurilor necunoscute din figurile de mai jos :

A
D °c 7
100°
XO
C
A.
A
E
400
D B
X O 2x+30
4x 80



Solutie: a) x+60°+70°+ 100°=360°

x = 360° - 230°

X =130°

b) x+40°+ 2x + 30° + 80° + 4x = 360°

7x + 150° = 360°

7x = 360-15Q0°

7x =210°

x=2100:7

x =30°
n(<EOD) = 30°, m(<AOB) =2-30°+ 30°= 90°
n(<COD) =4-30°=120°

10. Suma a trei unghiuri <AOB, <BOC, <COD este de 180°, stiind ¢ masurile
unghiurilor sunt invers proportionale cu nr.3,4,6. Aflati masurile unghiurilor.

Fie
B
m(<AOB) =x°
m(<BOC) =y°
m(<COD) = z°
y
X zZ
D
X0+ y° + z°=180° k k k
x3=y4=z6=k = x=---- Yy = - y L= mmmeee
4 3 2 3 4 6 20°
k k k 9k 180212
------ 4+ -+ - = 180° => - =180° => K= - =>
3 4 6 12 -9
=>k =240°



X0 =240°: 3 =80° y° = 240°4 = 60°, z° = 240°: 6 = 40°

11. Se dau unghiurile adiacente <AOB s1 <BOC asa incat bisectoarele lor

[ OM, respectiv [ ON formeaza un unghi cu masura de 65° si 3-m(<BOC) =
2-m(<AOB).

a) determinati masurile unghiurilor <AOB si <BOC;

b) dacda OD 1OM, M si D situate de aceeasi parte cu punctele B fata de dreapta
OA, determinati m(<COD).

A M B
N
D
C
Solutie:
m(<AOB) m(<BOC)
a)  -mmmmmmmemeeee- + oo = 65° => m(<AOB) + m(<BOC) = 130°
=>
2 2

=> m(<AOC) = 130°, => m(<AOB) = 130° - m(<BOC) => 3- m(<BOC) = 2 - (130°-
m(<BOC)) => 5 -m(<BOC) = 260° => m(<BOC) = 52°, m (KAOB) = 78°

b) m(<DOM) = m(<MON) + m(<NOD) => 90° = 65° + m(<NOD) =>
m(<NOD) = 25°, m(<NOC) = 26° => m(<COD) = 26°-25° = 1°

10



12. De aceeasi parte a dreptei AB se duc semidreptele [OC si [OD, astfel incat
O € (AB), si (OD) inclus in interiorul (<COB), iar masura (<COD) = 70°. Aflati
masura unghiului format de bisectoarele unghiurilor <AOC s1 <BOD.

F C D E

A —B

Solutie: Fie [OF- bisectoarea <AOC si [OE —bisectoarea <BOD
m(<AOC) m(<BOD)
m(<FOE) =m(<FOC)+ m(<COD) + m(<DOE)
m(<AOC) m(<BOD)
= > + > + m(<COD)

180°- m(<COD) 180°-70°
S TEPIC00))) P T— + 700 = 550 + 70°= 125°
2 2

13. Fie unghiurile <AOB si <BOC astfel incat m(<AOB) este de 4 ori mai
mare decat m(<BOC). Daca m(<AOC) = 120° si [OD este semidreaptd opusa
semidreptei [OB, calculati m(<AOD).

11



Solutie:

m(<AOC) = m(<AOB) + m(<BOC) => 120° = 4- m(<BOC) + m(<BOC)
120° = 5- m(<BOC) == m(<BOC) = 24°

m(<AOB) = 4- 24° = 96°, m(<AOD) = 180° - 96° = 84°

14. Aflati masura unui unghi, stiind cd masura complementului unghiului
reprezinta 20% din masura suplimentului sau.
Solutie : 1
2Q
90° - X° = ------ (180°-x°) / - 5 => 5(90°-x°) = 180°-x°

5
450°-5x° = 180°-x° => 450°-180° =5x°-x° => 370° = 4x°
x =368°120": 4 = 92°30" =>x°=93°30’

15. Fie <AOB un unghi cu masura de 120°, M si N : in interiorul sdu astfel
incat M se afla in interiorul unghiului <AON, iar bisectoarele unghiurilor <AOM si
<BON sunt perpendiculare.

a. determinati masura unghiului <MON
b. daca P este un punct astfel incat O € (MP), aratati ca <BOP = <AON

A E M

Solutii:

a) Cu notatiile din figura avem:
2X0+2y%+7=120° => x°+y%+z 0= 90° => 2x0+2y°+7°-x0-y°-7°=120°-90°
X0+y° = 30°
30°+2°=90° => 7°=60° => m<MON = 60°

12



b) m(<AOM) = 2y°+z°=2y°+60°
m(<BOP) = 180°-(2x°+z)= 180°-(120°-2y°)=60°+2y° => <AON=<BOP

16. Se considera unghiurile adiacente <AOB s1 <BOC, astfel incat bisectoarele
lor [OE si [OF sa formeze un unghi de 75°.

a) determinati m(<AOB) si m(<BOC), stiind ca 3-m(<BOC) = 2-m(AOB).

b) daca semidreapta [OG formeaza un unghi drept cu semidreapta [OE astfel
incat G si E sunt de aceeasi parte a dreptei OA ca si B ardtati cd [OG este bisectoarea
<COF.

E.L.Alba 2013
Solutia:

o)

Fie m(<AOE)=m(<EOB)=x

m(BOF)=m(<FOX) )=y

X+y=75% => y=75%x => 3-2y=2-2X => 3(75°-X)=2Xx=>225=3x°+2x°
5x°=225°=> x=45° si y= 75°-45°=30° => m(<AOB) = 2-45°=90°,
m(<BOC) =2-30°=60°

b. m(<EOG)=m(<EOB)+m(<BOF)+m(<FOG)
90°=45°+30°+m(<FOG) => m(<FOG)=15°

M(<GOC)= m(FOC)-m(<FOG)=30°-15°=15°

= [OG este bisectoarea <COF

13
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17. Fie unghiurile neadiacente <AOC si <AOB astfel incat -------------- = ----
m<AOC 2
Se stie ca masura unghiului format de bisectoarea lor este de 30°.
a) Determinati masurile celor doua unghiuri;
b) Aratati ca [OA si [OB sunt semidrepte opuse
Nicolae Bivol
A

Solutie:
m(<AOB) m(<AOC)
---------------- = —mmmmemmem-- = k => m(<AOB) =3k, m(AOC)=2k

3 2
=>[OC c int (AOB) 2k
Fie [OM — bisectoarea <AOC) => m(<AOM)=m(<MOC)=------ =k si
2
3k
[ON — bisectoarea <AOB => m(<AON) = m(<NOB)= ------ - m(<MON)=
2
3k k
------ -k = ------- =30°=> k = 60°
2 2

m(<AOC) = 2k=2-60°= 120°, m(<AOB) = 3k = 3-60° = 180°
b. m(AOB) = 180° => [OA si [OB sunt semidrepte opuse



18. Doua unghiuri suplementare au o latura comuna, iar bisectoarele lor
formeaza un unghi cu masura de 60°. Determinati masurile unghiurilor.
G.M.10/2013

A O

Solutie:
Daca unghiurile sunt adiacente, atunci bisectoarele lor sunt perpendiculare
=> ca unghiurile nu sunt adiacente.
Fie m(<AOB) = 2x si m(<BOC) = 2y cu x >y, atunci 2x+2y = 180° =>
=> x+y = 90° 51 x-y = 60° => 2x+y-y=150° => 2x=150°
x=75%°512y=30°=>y=15°
Deci m(<AOB)= 150° si m(<BOC) = 30°

19. Unghiurile <AOB si <BOE sunt adiacente suplimentare C, D € int (BOE),

Delnt (<COE).
Daca unghiurile <AOB, <BOC si <DOE sunt ascutite, cu masurile exprimate
2 2
prin numere naturale si m(<AOB)=------- - m(<BOC)= ------ - m(<COD), aflati
3 15

masurile unghiurilor <AOB, <BOC, <COD si <DOE.

15



A O E

Solutie: 3X 15x
Notam m(<AOB) = x, m(<EOD) =y => m(<BOC) =------ , m(<COD)=-----
2 2
3x  15x
Din X + ----- + -eeee- +y = 180°=> 10x + y = 180° => y = 180° - 10x, m(<COD)<90°
2 2
15x

=> e < 90° => x<12° (1) , m(DOE)<90° => 180°-10x < 90° => x>9° (2)

Din (1) si (2) => xe{10°,11}

Daci x=10° => m(<AOB) = 10°, m(<BOC) =15°, m(<COD)=75°, m(<DOE)=
80°.

Daca x=11 => m(AOB) = 11°, m(BOC) = 16°30°, care nu este numar natural.

20. Doud unghiuri complementare au o laturd comund si bisectoarele lor
determind un unghi de 25°. Se accepta ca una din laturile celor doud unghiuri apartine
interiorului unghiului format de cele doua bisectoare.

a. Demonstrati ca cele doud unghiuri nu pot fi adiacente;

b. Determinati masurile celor doud unghiuri.
O.L.ALBA 2015

Solutie:
16



a. Daca unghiurile sunt adiacente, atunci m(<EOF) = 45°. Contradictie cu
ipoteza => unghiurile nu pot fi adiacente.
b. X-y = 25° 2x+2y=90° => X + y = 45° => 2x +y-y = 70° => 2x = 70°=>
=>x=235%350+y=45°=>y =1Q°
m(<AOB) m(<BOC)
Am notat cu X = ---------------- §1 Y = mmmmmmmmmmeeeee => m(<AOB) = 70° si
2 2
m(<BOC) = 20°

17



“Mai bine sa nu intelegi nimic, decat sa intelegi ceva gresit”

Didactica

TRIUNGHIURI

1. Se considera AABC isocel cu [AB] = [AC] si D elnt AABC cu
proprietatea ca <DBA=<DCA.
Aratati ca [AD este bisectoarea <BAC.

Solutie:

<ABC =<ACB (AABC- isoscel) == m(<DBC)=m(<ABC)-m(<ABD)=>
=>m(<DCB)=m(<ACB) — m(<DCA) => <DBC =<DCB => ADBC isoscel
=>[DB]=[DC].
Din [AB]=[AC]
[AD]=[AD] >}. L.L) AABD=AACD => <BAD=<CAD=>[ AD-bisectoarea <BAC
DBIJ=[DC]

18



2. Fie un triunghi isoscel AABC cu baza [BC]. Bisectoarele unghiurilor
<B si <C intersecteaza laturile [AC] si [AB] in D, respective E.

Demonstrati ca:

a. [BE]=[CD]

b. AADE este isoscel.

Solutie:
a. Din [BC]=[BC] (laturda comund) <DBC=<ECB cu jumatati de unghiuri
congruente , <DCB=<EBC

—>(U.L.U.) AEBC = ADCB => [EB]=[CD]
b. AE = AB-BE=AC-CD=AD => [AE]=[AD] => AAED - isoscel

19



3. In triunghiul isoscel AABC, [AB]=[AC]. Daca perimetrul triunghiului
AABC este de 64 cm, iar perimetrul triunghiului ADC este de 40cm, aflati lungimea
inaltimii [AD].

A

D
Solutie:
AD — 1nadltime => AD mediana => [BD]=[DC]
PaaBc = AB+AC+BC = 2AB+2DC = 2(AC+DC) =64 =>AC+DC=64:2=32cm
Paabc = AD+AC+DC
40 = AD +32 => AD =40-32 =8 cm
AD =8cm

4, In triunghiul isoscel AABC, [AB =[AC]. Se noteaza cu O,I,H, respectiv
G punctele de intersectie ale mediatoarelor, bisectoarelor, inaltimilor, respectiv,

medianelor triunghiului. Demonstrati ca aceste puncte sunt coliniere.
A

Solutie:

20



Intr-un triunghi isoscel bisectoarea [AD corespunzatoare bazei este mediana,
mediatoare si indlfime => O, I, H respectiv G sunt coliniare.

5,In ADABC, AM L BC, Me(BC), MELAC, E€(AC), [AN —bisectoarea <MAC, Me(BC),
AM N ME = {Q}. Demonstrati ca AMNQ este isoscel.
A

E

Solutie:
<QAE=<QAM ([AN - bisectoarea <MAC)=> <AQE=<ANM ) au complemente egale.
<AQE= <MQN (op.varf) => <MQN= <MNQ=>AMNQ este isoscel.

6.Se considera triunghiul echilateal AABC, De(AB) Si Ee>(BC), m(<BAE) = m (<ACD) =
20°, AE N CD = {F}.
Calculati m(<ADF).

B E C
Solutie:
m(<CAE)=60°-20°= 40°

m(<EFC)=20+40=60° unghi exterior AAFC => m(<ADF)= 180° - (60°+20°)=100°

21
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7.In triunghiul isoscel AABC, [AB]=AC. Daca E este intersectia perpendicularei in A pe
AC cu perpendiculara in B pe BC si F este intersectia perpendicularei In A pe AB cu
perpendicular in C pe BC.
Demonstrati ca [BE]=[CF]

B C
Solutie:
m(<EAB)=90°-m(<BAC) si m(<FAC)=90°- m(<BAC)=> <EAB=<FAC
Din <ABC=<ACB =>
m(<EBA)=90°-m(<ABC) si m(<FCA) = 90°- m(<ACB) => <EBA=<FCA, [AB]=[AC]=>
=> AABE=AACF (U.L.U) => [BE]=[CF]



23

8. In exteriorul triunghiului ABC construim triunghiurile echilaterale ABM si ACN.
Demonstrati cd [CM]=[BN]

N
A
M
B C
Solutie:
m(<BAN)=m(<BAC)+m(<CAN)=m(<BAC)+60° si
m(MAC)=m(<MAB)+m(<BAC)=m(BAC)+60°=>
<MAC=<BAN (L.U.L))
[MA]=[AB] ——> ABAN=AMAC => [CM]=[BM]

[AC]=[AN]



9 . In triunghiul isoscel ABC [AB]=[AC], De(AB) si Ee(AC) astfel incat [BD]=[CE]. Daca
punctele Fe(CD si Ge(BE), astfel incat CF=2CD si BG=2BE. Demonstrati ca [AF]=[AG].

A
F
D E
B C
Solutii:
AD=AB-BD
=>[AD]=[AE]
AE=AC-EC
[BD]=[CE]
=>L.UL

[BC]=[BC]
<DBC=<ECB
=>ADBC=AECB => [DC]=[BE] si
<BDC=<BCE
FD=FC-DC=2DC-DC=DC

=> [FD]=[GE]
GE=BG-BE=2BG-BE=BE
<FDA=<BDC (op.varf)

=><FDA=<AEG

<AEG=<BEC (op.varf)
= AADF=AEG (L.U.L.) => [AF]F[AG]

24



10. Pe latura [AB] a triunghiului echilateral ABC se ia De(AB astfel incat [AB]=[BD].

Demonstrati ¢ DCLAC
A
B
C
D
Solutie:
ADBC - isoscel

m(<DBC)=180°-60°=120° => m(<BDC)=m(<BCD)=(180°-120°):2=30°=>
= m(<ACD)=60°+30°=90° => ACLDC

11. In triunghiul ABC cu m(<B)=70° si m(<C)=30° construim AD-LBC, [AE —bisectoarea
unghiului A cu D, E € (BC). Aratati ca punctul D este mijlocul segmentului BE.

A

B D E C
Solutie:
m(<A)=180°-(70°+30°) = 80°
[AE — bisectoarea <A => m(<BAE)= m(<CAE) = 80°:2= 40° =>
= m(<AEB)=m(<C)+m(<EAC)=30°+40°=70° (unghi exterior AAEC) =>
= m(<B)=m(<AEB)=70° => AABE isoscel
iar ADLBE este iniltime in AABE =>AD este mediand => [BD]=[DE]
= D ete mijlocul lui [BE]

25



12. In triunghiul ABC, m(<A)=40°. Perpendiculara din B pe bisectoarea unghiului A
intersecteaza latura AC in D. Calculati m(<BDC).

A

Solutie:

Notam cu E intersectia bisectoarei <A cu BD, In triunghiul ABD, AE este
bisectoare si este inaltime=> AABD- isoscel=>

m(<ABD)=(180-40):2=70=>m(<BDC)=180-70=110

26



13. In triunghiul isoscel ABC [ABJ=[AC], Ee(AB, Fe(AC), BF N CE = {D},

[AE]=[AF]. Demonstrati cda AD-LBC.

27

Solutie:

BE=AB-AE=-AC-AF=CF => [BE]=[CF]

<EBC=<FCB (L.U.L.)

[BC]=[BC] => AEBC=AFCB => <DBC=<DCB => ADBC - isoscel

[DB]=[DC] L.L.L => AABD=AACD => <BAD=A<CAD
[AB]=[AC]

[AD]=[AD] (latura comuna)

AD este bisectoare iIn AABC=>AD-LBC



14. In triunghiul dreptunghiular ABC, mediatoarea ipotenuzei [BC] intersecteaza (BA in
punctul D, astfel incat A € (BD) si latura (AC) in F. Demonstrati ci BFL-CD.

B

Solutie:
In ABCD, CAL1BD, DELBC, DE N AC = {F} este ortocentruol triunghiului =>BFLDE

15. In AABC, D este mijlocul lui (AC) si E € (AC) astfel incat CE =2AE, F este simetricul
lui B fata de D, FE N AB = {P}. Demonstrati ca:

a. AF || BC
B. [AP]=[PB]
A
C
Solutie:
a.[AD]=[DC] (LU.L) == AADF=ACDB=><CBD=<DFA (alt.int)=>
AF||BC
[BD]=[DF]

<ADF=<BDC (Op.varf)

b. D mijlocul lui [BF] => AD mediana in AABF, CE =2-AE, AE+ EC = AC => AE +2AE
=AC
AC
= 3AE=AC=>AE=-----—---
3

28



AC AC AC 3AE AE

ED = AD-AE = - - =-- = - =R

2 3 6 6 2

= AE = 2ED, E apartine medianei (AD), in AABF =>E este central de greutate al AABF =>

FP este mediana => [AP]=[PB]

16. Se dau dreptele concurente diNd2Nds={O}, A, A'eds; B, B'edz2; C, C'eds, astfel incat
[OA]=[OA’], [OB]=[OB], [OC=[OC'].

Demonstrati ca daca A,B, C nu pot fi coliniare atunci nici A’,B’,C’' nu sunt coliniare, iat
AABC=AA'B'C'.

d1

D3

A’ é\
d2
Solutie:

[AO]=[A'O], [BO]=[B'O], <AOB=<A'OB’'=> (L.U.L.)

AAOB=AA'OB’ => OAB=0OA'B’

[AO]=[A'O], [CO]=[C'O], <AOC=A'OC=> (L.U.L.)

AAOC=AA'OC’ => <OA'C'=<0AC

Dar <OAB=<OAC deoarece A,B si C nu sunt coliniare => <OA'B'Z <OA'C'=> A’,B'si C’

nu sunt coliniare.

Din AA'OB'=AAOB, AA'OC'=AAOC si AB'OC'=ABOC => [A'B']=[AB], [A'C'] =AC

respectiv [B'C']5[BC] =>AA'B'C'=AABC (L.U.L.)
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17. In triunghiul dreptunghic ABC, m(<A)=90°, m(<B) =15°, ADLBC, De¢(BC).
Demonstratica BC =4AD

Solutie:
Construim mediana AE, E¢(BC)=> AAEB si AAEC — isoscel, m(<EAB)=<B=15°

m(<AEC)=30° - unghi exteriortriunghiului AEB =>

AE BC
=>AD=------- = => BC = 4AD (AD cateta opusa unghiului de 30°.

2 4

18. Daca intr-un triunghi isoscel bisectoarele unghiurilor <B si <C de la baza formeaza un
unghi <BIC de doua ori mai mare decat unghiul <A atunci triunghiul este echilateral.

A
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9%.0

Solutie™:
Fie [BI si [CI — bisectoarele unghiurilor B si C, notam <ABI)=x°, m(<A)=180°-4x°
m(<BIC)=180°-2x°=2-m(<A) => 180°-2x°=2-(180°-4x°)
180°-2x°=360°-8x°
6x°=360°-180°
x=30°
= m(<ABC)=60°=>AABC — este echilateral (triunghi isoscel cu un unghi de 60°).

19. In triunghiul isoscel ABC, [AB]=[AC], De(AB), E€(AC) astfel incat DE || BC. In

exteriorul triunghiului pe dreapta DE se considerd punctual F. Din F construim FM-LAC si
FN-LAB. Demonstrati ci (FE este bisectoarea <MFN.

31

A

Solutie:
DE||BC
<B=<C

<C=<AED (corep)

<B=<ADE (corep)

<ADE=<FDN (op varf)
=><FDN=<AED
m(<MFE)+m(AED)=90°

=> <MFE=<NFD =>[FE - bisectoarca<MFN

M(NFD)+m(<FDN)=90°



20. In AABC si AA'B'C’ se da [AB]=[A'B']
BC+CA=B'C'+C'A’ si <B=<B'
Demnostrati ca AABC=AA'B'C’
0O.M.etapa judeteana Valcea,1990

A A’
B C
D B’ C D’
Solutie:
Prelungim BC cu [CD]=[AC], respectiv B'C' cu [C'D'=[A'C'] astfel incat Ce(BD) si
C'e(B'D")

[AB]=[A'B'], [BD]=B'C'] si <B=<B'=> AABD=AA'B'D’ (L.U.L)=> <BAD=<B'A'D'
AACD - isoscel ([CD]=[AC])=> <D=<CAD

AA'C'D’ — isoscel ([C'D']=[A'C'])=> <D'=<C'A'D’
m(<BAC)=m(<BAD)-m(<CAD)=m(<B'A'D’)-m(<C'A'D")= m(<B'A'C’)=> (U.L.U)
AABC=AA'B'C’
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21. Fie triunghiul ABC, in care AB<AC. Fie De(AB), Be(AD) si E€(AC), Ce(AE), astfel
incat [BD]=[CE]. Perpendicularele din B si D pe bisectoarea unghiurilor <BAC intersecteaza
dreapta AC in F si respective G.

a. Demonstrati ca [FG]=[CE]

O.L.Hunedoara 2013

Solutie:

a. [AM — bisectoarea unghiului <BAC
AM-BF, AM-LDG, Me(DG)
=>AABF si AADG — isosceles

b. [BD]=[FG]=[CE] deoarece
(BD=AD-AB=AG-AF=FG)
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22. Fie ABC triunghiul isoscel cu [AB]=[AC], si m(<BAC)=72°. Pe latura AB se iau punctele D si
E, astfel incat <ACD=<ECB=<DCE, iar Fe(BC), astfel incat EF este bisectoarea <BEC.
a. Aratati ca AAFB=ACFE
b. Demonstati ci AFLCE
A

Solutie:

a. AABC —isoscel => m(<ABC)=m(<ACB)= (180°-72°):2=108°:2=54°
m(<ACD)=m(<DCE)=m(<ECB)=54°:3=18°=> m(ACE)=36°, m(AEC)=180°-
(72°+369)=72°
=>AACE - isoscel => [AC]=[CE]=[AB]
m(<BEC)=180°-72°=108°=>m(<BEF)=m(<CEF)=108:2=54°=m(<ABC)
=>AFEB — isoscel => [FE|=[FB]

Din [FE]=[FB], [AB]=[CE], <ABF=<FEC =>(L.U.L.) AABF=ACFE

b. m(<AEC)=72°, m(<BAF)=m(<ECF)=18° => m(<AME = 180°-(72°+18°)=90°=>

—>CE-LAF
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23. Se dau triunghiurile AABC si AA'B'C’, M si M’ sunt mijloacele laturilor [BC] si
[B'C']. Demonstati ca daca [AB]=[A'B'], [AC]=[A'C'] si [AM]E[A'M’], atunci
AABC=A'B'C’

C
B M B M’
D D’
Solutie:
Fie D simetricul lui A fata de M si D', simetricul lui A’ fatd de M’ =>[AM]=[MD] si
[AM] =[MD]

[MB]=[MC], [MA]=[MD] si <BMD=<AMC (op.varf) ( L.U.L.) =>AMBD=AMCA
=>

[BDI=[AC] (1)

[M'B']E[M'C’], [M'A'IE[M'D’] si <B'M'D'=<A'M'C’ (op.varf) (L.U.L.)
==AM'B'D'=AM'C'A' =>[B'D']=5[A'C'] (2)

=> [BDJ=[B'D'] (Din (1) 51 (2) )

AD=2AM, A'D'=2A'M’' => [AD]=[A'D’] (deoarece [AM]=[A'M’]) (L.U.L.)
AABD=AA'B'D’' => [BM]=[B'M’] (mediane corespunzatoare la laturi congruente in
triunghiuri congruente)

BC=2BM, B'C'=2B'M'=>[BC]=[B'C’]

Din [AB]E[A'B'], [BC]=[B'C'] 51 [CA]=[C'A'] => (L.L.L)

AABC=AA'B'C’



24. In triunghiul ABC se considera ADLBC, De(BC), AM bisectoarea unghiului BAC,
me(BC) si MPLAC, Pe(AC). Daci AD este bisectoarea unghiului BAM si punctul P este mijlocul
laturii (AC), calculati masurile unghiurilor triunghiurilor ABC.

Ion Cicu, Bucuresti

A

B D M C

Solutie:

[AD — bisectoarea <BAM, notam m(<BAD)= m(<DAM)=a

[AM — bisectoarea <BAC, => m(<BAM)= m(<MAC)= 2a

In triunghiul AMC, MP este ndltime i mediand => AAMC este isoscel =>
m(<ACM)=m(<MAC) = 2a

In triunghiul ABM, AD este inaltime si mediandi => AABM este isoscel,
m(<ABM)=m(<AMB) = 4a

<AMB este unghi exterior AAMC, dar m(<ABC)+m(<BAC)+m(<ACB)=180°=>

=>4a + 4a+2a =180° => a=18° => m(<ABC)=m(<BAC)= 4-18=72°

m(<ACB)=2-18°=36°

25. Se considera triunghiul ABC, in care m(<ABC)=30° si m(<ACB)=15°. Punctul M
este mijlocul laturii [BC]. Determinati masura unghiuluiAMB
O.L.Bucuresti 2013
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Solutie:

Construim semidreapta [CD astfel incat [CD N [BA={D} si m(<ACD)=15°=> ADBC —
isoscel cu  mM(<DBC)=m(<DCB)=30° => DMLiBC (M mijlocul lui
[BC]=>m(<CDM)=m(<BDM)=120°:2=60°=>m(<BDE)=180°-120°=60°

[CA — bisectoarea <BCD, [DA — bisectoarea exterioara in AMDC => [MA este bisectoare
exterioara iIn AMDC => [MA bis <BMD=> m(<AMB)=90°:2=45°

26. Sa se demonstreze cd intr-un triunghi isoscel medianele, 1naltimile si bisectoarele

corespunzatoare laturilor congruente sunt congruente.

A

B C
Solutie:
Fie [AB]=[AC], BDLAC,CELAB
[AB]=[AC]~<A=<A (unghi comun) IU => AABD=AACE=>[BD]=[CE]. La fel

demonstram pentru mediane si bisectoare.
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27. In triunghiul echilateral ABC se considera punctele A'e(BC), C'e(AB), B'e(AC) astfel incat
[BA]=[CB']=[AC']. Determinati ca AA'B'C’ este echilateral.

B A’ C
Solutie:
Din [BA'A]=[CB’]=E[AC']=> [BC'|=[AB']E[CA'] (ca diferenta de segmente congruente) si
<A=<B=<C=>AAB'C’'=ABC'A'=ACA'B' (L.U.L.)=> [A'C']=[A'B'|=[B'C']=>
=> AA'B'C’ este echilateral.

28. Sa se demonstreze casuma inalfimilor unui triunghi este mai mica decat perimetru

triunghiului:

A
B!

B A’ C
Solutie:
Deoarece ntr-un triunghi la unghiul mai mare se opune latura mai mare, avem,
pentru AALBC =>AA'<AB (1), AA'<AC
pentru BB'LAC => BB'<AB, BB'<BC (2)
pentru CC'LAC => CC'<BC, CC'<AC (3)

din (1), (2) si (3) => AA'+BB'+CC'<AB+BC+AC
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29. Sa se demonstreze ca in orice triunghi in care AA’,BB’ si CC’ sunt mediane cu A'e(BC),
Be(AC), C'e(AB) avem:

AB+AC+BC
----------------- < AA+BB+CC'<AB+AC+BC

D

Solutie:
Fie D simetricul lui A fata de A’ => [AA'|=[A'D’] }
[BA'|=[CA'] (L.U.L)
<BA'D=<CA’'A
ABA'D=ACA’A => [BD]=[AC] == AD<AB+BD => AD<AB+AC =>2AA'<AB+AC=>
AB+AC

La fel rezulta cd BB'<------------- , CC'< mmmmmmmmceaeee

Adunand cele trei relatii avem
/2% (AB+AC+BC)
AA'+BB+CC' < ----------- --- => AA'+BB+CC’' <AB+AC+BC

21

Pentru prima inegalitate avem:

AB <AA+A'B
=> AB+AC<2AA'+BC => AB+AC-BC <2AA’

AC < AA'+A'C
Luand si relatiile similar pentru celelalte doud mediane avem:

BA+BC-AC<2BB’
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Adunénd cele trei relatii ob{inem
CA+CB-BA<2CC’

AB+AC+BC

------------------ < AA+BB+CC’

30. Se da triunghiul ABC in care m(<ABC) <90° si m(<ACB) <90°. E, F € BC, astfel incat
Be(EC), Ce(BF), [BE]=[BA] si[CF]=[CA]. Perpendiculara in B pe AE, intersecteaza perpendicular
in C pe AF in {I}. Aratati ca <BAI=CAI

m

Solutie:
Cobstruim BM--AE, CN-LAF, [AB]=[BE] si[CA]=[CF] =>BM este mediatoarea lui
[AE]
[CN] este mediatoarea lui [AF] => [IE]=[IA]=[IF] =>
m(<IEA)=m(IAE)
=> m(<IEB)=m(IAB) ca diferenta de unghiuri congruente,
m(<BEM)=m(BAM)

m(<IFA)=m(IAF)
=> m(<IFC)=m(IAC) ca diferentd de unghiuri congruente, =>
m(<CFA)=m(CAF)

m(<IEB)=m(IFC) (deoarece AIEF este isoscel => m(<IAC)=m(IAB) => <IAB=IAC
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31. In triunghiul ABC, pe prelungirea medianei [CM], dincolo de varful C, se considera punctual
K pentru care [CK]=[AM]. Stiind cd m(<BMC)=60°, aratati ca |=[AC]=[BK]
Olimpiada Moscova 2016

Solutie:
Fie Ne(MC astfel incat [MN]=[MB]=> AMNB este echilateral NK=NC+MN=MC
m(<AMC)=m(<BNK)=180°-60°=120° => (L.U.L) AAMC=ABNK => [AC]=[BK]

32. Intr-un triunghi oarecare ABC, m(<A) este media aritmetica a masurilor unghiurilor <B
si <C. Bisectoarea (AM a unghiului <A intersecteaza inaltimea BN, Ne(AC), in punctual P. Aratati
ca

2

AP=---—--- BN.

3

Luca Tuta
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Solutie:
Din 2-m(<A)=m(<B)+m(<C)=180°-m(<A) => 3-m(A)= 180°=>m(<A)=60°.
Atunci m(<PAN)=m(<PAB) =30°
m(<ABN)= 90°-60°=30° => APAB este isoscel
PA = 2PN (1) (PN cateta opusa unghiului de 30°)
AB = 2AN (AN catetd opusa unghiului de 30°)

PB AB 24N
(Conform T bisectoarei) => ------- = === = == =2
PN AN /A(\l
PB=2PM
BN
PB+PN=BN => 3PN=BN => PN = ---——--- 2)
3
2
Din relatiile (1) si(2) =>PA =----BN
3
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33. Fie ABC un triunghi oarecare. In exterior se construiesc triunghiurile dreptunghice isoscele
AABD cu [AB]=[AD] si AACE cu [AC]=[AE]. Aritati ¢ CDLBE

E

Solutie:
Din [AD]=[AB], [AE]=[AC]
<DAC=<BAE (au masurile egale cu m(<BAC) +90°) => (L.U.L)
ADAC=ABAE
= m(<ADC)=m(ABE)= x°
m(<ACD)=m(AEB)=y°
Din ADAC => x+y = 90°-m(<BAC) (1)
Fie DC N BE = {M}, m(<MBC)=m(<ABC)-x, m(<MCB)=m(<ACB)-y.
In AMBC avem m(<MBC)~+m(MCB)=m(<ABC)-x+m(<ACB)-y
= m(<ABC)+m(<ACB)-(xt+y)= m(<ABC)+m(<ACB)-[90°-m(<BAC)]= m(<ABC)+
m(<ACB)+m(<BAC)-90°=180°-90°=90°
Deci m(<BMC)=90°=>CD-LBE
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34. Fie ABC un triunghi isoscel, cu [AB]=[AC], DeBC astfel incat Ce(BD) si [DC]=[AC], iar E un
punct aflat de aceeasi parte a dreptei BC ca si A, astfel incat EBLBC si [EB]=[AB]. Stiind ci
punctele D, A si E sunt colineare, aflati masurile unghiurilor triunghiurilor ABC.

Revista KOMal, Ungaria

E

B C D
Solutie:
Din [CD]=[AC] => ACAD —isoscel, notam m(<CAD)= m(<CDA)=x°
Din [AB]=[EB] => ABAE —isoscel, notam m(<BAE)= m(<BEA)=y°
Dar x°+y°=90° => m(<BAC)=180°-90°=90°
Din [BA]E[AC] => AABC — dreptunghic isoscel=>m(<ABC)=m(<ACB)=45°

34. Fie ABC un triunghi in carte m(<A)=90° si AC=2AB. Notam cu M mijlocul
segmentului

FC 2
[AC] si cu F punctul de pe segmental [BC] pentru care------- = ------- . Aratati cda MF 1 BC
FB 3
Victor Felecan
C
/ F
M
N
Solutie A B _
Notim AB=x => AC=2x. Fie AN-LBC, din teorema lui Pitagora => BC = x /5. Din teorema
x5
catetei => AB>=BN-BC=>x*=BN-X V5. => BN= ---------
5
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5x2 20x2 25 x

AN?=AB2- BN?=x2- = =>AM = -
25 25 5

FC 2 FC 2 2-xV5
Din -------- = => e =>FC = === =>[AM]=[FC], [AB]=[MC],

FB 3 BC 5 5
<NAB=<MCF
=>(L.U.L.) AABN=ACMF=> MF LBC

2x\5
OBS. Din FN=BF-BN => CF=FN = --------- => MF este linie mijlocie in ACAN => MFLCN.
5

35. Bisectoarea unghiului BAC al triunghiului ABC intersecteaza latura BC in D. Se
considera punctele E€(AB), Fe(AC), astfel incat [ED]=[BD] si [FD]=[CD]. Aratati ca daca
AD-LEF, atunci:

a. [AE]=[AF]
b. [AB]=[AC]
O.L.Bucuresti 1991,
A
E F
B D C
Solutie:

a. Fie ADNEF={M} (AM - bisectoare si indltime in AAEF => AAEF este isoscel
=>[AEJ=[AF] (1)

b. [EM]=[MF], DM-LEF =>ADEF - este isoscel => [DE]=[DF]= [DB]=[DC]
<DEB=<DFC (au suplimete egale) =>ABDE=ACDF (L.U.L)=>
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= [BE]=[CF] (2)
Din relatiile (1) si (2) => [AB]=[AC] (cu suma de segmente egale)
OBS. Din <B=<C(ABDE=ACDF=>AABC - este isoscel => [AB]=[AC]

36. Pe latura BC a triunghiului obtuzunghic isoscel ABC, [AB]=[AC] se considera punctul
M astfel incat [BM]=[AC], iar pe latura AB se considera punctul N astfel incat [BN]=[MC]. Daca
m(<AMN)=40°, aflati masurile unghiurilor triunghiurilor ABC
Eugeniu Blajut

Solutie:

ABNM=ACAM (L.U.L)

[BM]=[AC], [BN]E[MC], <B=<C => [MN]E[AM]=>AAMN este isoscel =>
m(<MAN=m(MNA)=(180°-40°):2=70°

[BM=[AB]=>AABM - este isiscel =>m(<AMB)=m(<BAM)=70°, m(ABM =180°-140°=40°
AABC este isoscel => m(<ACB) = m(<ABC)=40° si m(<BAC)=100°
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37. Se considera triunghiul ABC in care AB<AC, Ee(AB si Fe(AC astfel incat [AE]=[AC] si
[AF]=[AB], EF N BC={D}, aritati ci <BAD=<CAD

A

E
Solutie:
Din [AE]S[AC], [AB]=[AF] si <A=<A=> (L.U.L.) => AAEF=AACB => <AEF=<ACB si
<ABC=<AFE=> <EBD=<CFD (au suplimente egale)

BE= AE-AB, FC=AC-AF } =>[BE]=[FC] cum <EBD=<CFD si
<BED=<FCD => (U.L.U.)A BED=AFCD=>
= [EDJ=[CD], dar [AE]=[AC] si [AD]S[AD]=> (L.LL.) AAED=AACD =>
<BAD=<CAD
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38. Fie ABC un unghi dreptunghic in A, cu m(<B)=60°, iar D si E pe latura BCastfel incat
m(<CAD =10° si (AE este bisectoarea <BAD. Aratati ca [AD]=[CE].
G.M.9/2012

Solutie:

m(<ACB)=30°

m(<BAD)= 90°-10°= 80°

=> M(<BAE)=m(<DAE)=80° : 2=40°
m(<AED)=m(<BAE)+m(<ABE)=40°+60°=100°
m(<EDA)=(180°-40°+100°) = 40°=> AADE este isoscel, [AE]=[ED]

Construim F simetrul lui E fata de AC, AC N EF = {P} =>ACEF este isoscel, m(<ECF)=

2-30° = 60° =>ACEF este echilateral => [CE]=[EF] CF] (1)

AAEEF este isoscel, AE]=[AF], m(<EAF) = 2-m(EAC)=2-50°=100°

AEAD=AAEF (L.U.L.) => [AD]=[EF] (2)

Din relatia (1) si (2) => [AD]=[CE]
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39. Se da triunghiul ABC cu [AB]=[AC] si unghiurile <A si <B sunt direct proportionale cu
numerele 2 si 4. Fie D simetricul Iui C fatd de AB. Determinati masura unghiului DEB, daca
punctul E€AC si DE+EB este minima.

O.L.Vaslui 2013

Solutie:
m(<A) m(<B) m(<C)
mmmmmemmen D emmmemeen D eeeeeeees =k =m(<A) =2k
2 4 4
m(<B)=4k, m<©==k => 10k = 180°, k= 18°=>m(<A) =36°
m(<B)=m(<C) = 72°
D simetricul lui C fata de AB=> [AD]=[AC]=[AB]. Fie F simetricul lu D fata de AC si BFNAC
={E}
AC mediatoarea lui DF => [DE]|=[EF]
DE+BE=FE+BE=BF
Pentru % Me(AC) cu M£E=>BM+MD=MF+MB>BF.Minimul are loc pentru M=E.AC
mediatoarea lui DF =>
=>AADF si AEDF sunt isoscele.
m(<AFE)=m(<ADF)=(180°-144°):2=18°
m(<ABF)=m(<AFB)=(180°-108°)=72:2=36°
m(<DFE)=m(<FDE)=18°
= m(<BED)=18°+18°=36° (unghi exterior ADEF)
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40. In triunghiul isoscel ABC cu [AB]=[AC], se considera M mijlocul Iui [AC] si D un
punct pe (BM astfel incat [AD]=[AB], E mijlocul lui [AB] si F mijlocul lui [AD]. Aratati ca CE+CF
=BD

A F D

Solutie:
[CE]=[BM] (mediane corespunzatoare laturilor congruente intr-un triunghi isoscel AABC)

[CF]=[DM] (mediane corespunzatoare laturilor congruente intr-un triunghi isoscel AACD)
BD=BM+MC = CE+CF
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41. In triunghiul isoscel ABC, cu [AB]=[AC], se considera bisectoarele (AD, respective (CE cu
De(BC), E€(AB) si punctele F, mijlocul lui (AC), astfel incat EFLAC
a. aflati masurile unghiurilor triunghiului ABC
b.aratati ca triunghiul ABP este isoscel, unde ADNEF={P}
G.M.9/2015

Solutie:
a. In AEAC, [EF] inal{ime si median => triunghiul este isoscel =>[CE]=[AE]
Notam m(<BAD)=m(<CAD)=x => m(<EAC)= 2x, m(<ABC) = m(<ACB)=4x

2X+4x+4x = 180° => x=18°

= m(<BAC)=36°, m(<ABC)=m(<ACB)=72°

Construim PN--AB, Pe bisectoarei (AD) => AC

= [PN]=[PF] => AAPN=AAPF => AN=AF=------------ => N este mijlocul lui AB
2

Dar AAPN=BPN (C-C) => [PB]=[PA] => AAPB este isoscel

42. In triunghiul oarecare ABC, se considera M si N mijloacele segmenteloir [BC],
respective (AM), punctul D simetricul punctului C fatd de A, BNNAC={S}, DMNAB={T} si
punctul P mijlocul segmentului [SC].

a. Demonstati ca AC =3PC

b. Demonstrati ca ST|BC

c. Calculati aria triunghiului ANS, stiind ci aria triunghiului ABC este egald cu 48 cm?.

O.L.Arad 2016
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S
P
B M C
Solutie:
a. [MP] linie mijlocie in ACBS => MP||BS, N mijlocul lui AM => [NS] linie mijlocie n
AAMP => [AS]=[SP]=[PC] => AC=3PC BM CD AT
b. Aplicand teorema lui Menelaus in AABC pentru D-T-M => ------- + —mmemm - oo =1
MC DA TB
1 2 AT AT 1
e . —_— =1=> e = -
1 1 B TB 2
AS 1 AT AS
Dar ---------- = => =- (conform reciprocei teoremei lui Thales => ST | | BC
SC 2 TB SC
AS 1 1 48
C. -—===-- = -mm-- => ApBs= ------- - AaBc= ------- =16 cm?
AC 3 3 3
Ascs 32
Ascs=Ansc — Angs= 32 cm? [MP] linie mijlocie in ABCS => Ampg = -=--------- = mmeeeee- =8 cm?
4 4
Ansc
[AM] mediana in AABC => Aacm = ------------- =24 cm?=> Aawp =24-8=16 cm?
2
Anmp 16
[NS] linie mijlocie in AAMP => Aans = ------------- e =4 cm?
4 4
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43. In triunghiul ABC cu m(<B)>m(<C) avem AD-LBC, De(BC) si E mijlocul lui [BC].
Daca AB=2-DE, aratati cd m(<B)=2m(<C).
E:14887, G.M.9/2015

A
N
B D E C
Solutie:
Fie N mijlocul lui AB [EN] linie mijlocie in AABC => EN| |AC, <NED=<C
(corespondente)
AB
DE = --------- = DN (DN median corespunzatoare ipotenuzei)
2

= ADNE isoscel => m(<B)=m(NED)+m(<DNE)= 2-m(C)

44. Intr-un triunghi ascutitunghic, o inaltime si o mediand construite din varfuri diferite
formeaza un unghi cu masura de 60°. Aratati ca indl{imea simediana au aceeasi lungime.
G.M. 9/2015
A

60°

C N D B
Solutie:
Notim ADNBM ={P} unde ADLBC, De(BC), BM mediand, Me(AC)
Construim MN-LBC=> MN | | AD, [MN] linie mijlocie in AACD

AD
MN= -------- =>AD =2 MN (1)
2
BM
MN = ------- (cateta opusa unghiului de 30°)=> BM =2MN (2)
2

Din (1) si (2) => BM=AD
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45. In triunghiul ABC cu m(<A)=80° si m(<B)=40°, fie AA-LBC, CC'LAB si BB’

bisectoarea <B. Aratati ca triunghiul determinat de intersectiile dreptelor AA’, BB’ si CC’ este
isoscel.

O.L.Buzau 2013
B!
50°
A C’ B
Solutie:
Notam cu CCNAA'={M}
CCNBB" ={P}
AA'NBB’ ={N}

m(<ABB')=m(<CBB’) = 40°:2=20°

m(<BAA') = 90°-40°=50°=> m(<AMC’)= 90°-50°=40°

m(<BPC’)= 90°-20°=70°

m(<MNP)= 180°-(40°+70°)=70° => <MNP=<MPN => AMNP - isoscel



46. In triunghiul ABC cu [AB]=[AC], consideram punctele De(AC) si Ee(CA astfel Tncat
[AC]=[ED] si punctele Te(BC). Demonstati ci DT | | AB daci si numai daci [EB]=[ET].
E

B I C
Solutie:
Din DT | | AB=><EAB=<EDT (corespondente)
[EDIS[AC]=[AB], [DT]=[DC]
<ABC=<ACB, <ABC=<DTC (corespondente ADTC - isoscel) => (L.U.L.) AEBA=ATED

= [EBJ=[ET]
AABC isoscel = <ABC=<ACB, [BE]JE[TE]=><EBT=<ETB, m(<EBA=m(<EBT)-
m(<ABC)=m(<ETB)-m(<ACB)=m(<TEC)(<ETB este unghi exterior AETC =
(L.U.L)=>
AEBA=ATED ([EB]=[ET], <EBA=<TED, [AB]=[ED] => <EAB=<TDE
(corespondente) => AB | | TD

47. In triunghiul ABC ascutitunghic notdam cu AD inéltimea si cu AM mediana, unde
D, M €(BC). Segmentele [AD], [AM] se prelungesc dincolo de D, respective M cu [DE]=[AD],
respectiv [MN]=[MA]. Demonstati ca [BN]=[CE].
O.L.Hunedoara 2010

A
B D M C
E N

Solutie:
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CD — mediatoare si inaltime iIn ACAE => ACAE isoscel => [CA]=[CE]
[BM]=[MC], [AM]=[MN]
<BMN=<AMC (opuse la varf) => (L.U.L.) ABMN=ACMA => [BN]=[AC]=[CE]

48. Se considera AABC, m(<A) =7 - m(<B). Mediatoarea segmentului [ AB] intersecteaza
dreapta AC in M. Aflati masurile unghiurilor triunghiurilor ABC, stiind cd BM si BC sunt

perpendiculare.
C

B M

Solutie:

Notam cu m(<B)=x, atunci m(<A) = 7x unde O°<x<90°. MD — mediatoarea lui [AB]=>
[MA]=[MB], deci m(<MAB)=m(<MBA)
M(<MAB)=180°-7x
MB-LMC =>m(<MBC)=90° si m(<MBA) =m(<MBC)-m(<ABC)=90°-x
180°-7x=90%-x=> 6x=90° => x=15°
Unghiurile triunghiurilor ABC sunt m(<A)=7 - 15°=105°, m(<B)= 15° si m(<C) = 180°-8-15°=60°
OBS. Daca luam C, M 1n acelasi semiplan determinat de dreapta AB obtinem ABMD cu un unghi
de 90° si altul de 105°, ceea ce este imposibil.
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49. Fie (AD bisectoarea <ABC a triunghiului ABC, De(BC), [AD]=[DC] si AB+BD=AC.
Calculati masurile unghiurilor triunghiului ABC.

A E C

Solutie:

Fie E€(AC) astfel incat [AB]=[AE], AABD=AAED (L.U.L.) => [BD]=[DE]

AB+BD=AC => AE+BD=AE+EC => [BD]=[CE]

=>[ED]=[EC] => ACED este isoscel. Notam m(<C)=m(<EDC) = m(<DAB)= x
(Deoarece [AD]=[DC]) => m(<AED) = 2x (unghi exterior ACED.
Din AABD=AAED = m(<ABC) = m(<AED) = 2x = m(<C)
+m(<ABC)+m(<BAC)=x+2x+2x=180°,
=>x=36° => m(<C)= 36°, m(<ABC)=m(<BAC)=72°
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50. Se considera triunghiul ABC in care 3AB = 2AC si m(<BAC)=60°. Daca D este mijlocul lui
[AB]. Aratati ca [CD]=[CB]
(O.M. etapa judeteana, Suceava 1991)

E
Solutie:
Fie E€(AB astfel incat Be(AE) si [BE]=[BD]
Din 3AB=2AC si AB=2BD

AC AC
=>BD = ---—----- => BE = ---—----
3 3
2AC AC
AE= AB+BE = + - =AC
3 3

[AE]=[AC] st m(<EAC) = 60° => AACE este echilateral, deci [CA]=[CE]
Prin urmare ACAD=ACEB (L.U.L) => [CD]=[CB]
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51. Triunghiul ABC este isoscel cu [AB]=[AC], iar m(<A)=36°. Bisectoarea <B intersecteaza AC
in D. Demonstreati ca :
a. [AD]=[BD]=[BC]

b. BC>=DC - AC
O.L. Timis 2014

C

Solutie:

a. Din [AB]=[AC] = m(<ABC)= m(<ACB)=(180°-36°):2=144°":2=72°

[BD — bisectoarca <ABC => m(<ABD)=m(<BAD)=36°

=>AABD - isoscel => [BD]=[AD] (1)

In ABDC, m(<BDC)=180°-(36°+72°)=72° => ABDC - isoscel => [BD]=[BC] (2)
Din relatia (1) si (2) => [BD]=[AD]=[BC]

b. Aplicand teorema bisectoarei in AABC =>

AD AB
-------- =-------=> AD - BC = AB - DC, dar AD =BC => BC>=DC AB

DC BC

52. Se considera triunghiul ABC in care BC=2AB si m(<B)=2-m(<C). Determinati masurile
unghiurilor triunghiului.

A
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Solutie:
Fie [BD — bisectoarea <ABC si DELBC, De(AC), E€(BC)
m<ABC
m(<DBC)= --------=----- = m(<C)=> ADBC - isoscel, din DELBC
2

In triunghiul isoscel BDC=> [BE]=[CE], cum BC=2AB => [BE]=[BA]
=> AABD=AEBD (L.U.L.) = m(<BAD)=m(<BED)=90°, m(<ABD)+m(<ACB)=90°=>
=> 3-m(<ACB)=90°=> m(<ACB)=30° si m(<ABC)=60°

53. Se considera triunghiul ABC si A'B'C’, ADLBC, (BE-bisectoaa <ABC, De(BC),

Ee(AC), ADB'C’ si (B'E’' -bisectoarca <A'B'C/, D'e(B'C’), Ee(A'C’). Aritati ci daca
[AD]=[A'D'], [BE]=[B'E'] si <ABC=A'B'C’, atunci AABC=AA'B'C'.

e

B D C B D’ C
Solutie:
m(<ADB) =m(<A'D'B’)=90°, [AD]=[A'D’]
si <ABD=A'B'D’' => (C.U.) AABD= AA'B'D' => [AB]=[A'B’]
Din [AB]=[A'B'], [BE]S[B'E’], <ABE=<A'B'E’ => (L.U.L.) AABE=AA'B'E'=>(L.U.L.)
AABC=AA'B'C'.
Din [AB] =[AB], <ABC=<A'B'C’, <BAC =<B'A’C' =>(U.L.U) AABC=AA'B'C’
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“Adevarul este cee ace ramane dupi ce elimini toate erorile”

Logica

Patrulatere particulare

1. In paralelogramul ABCD se considerd punctele E ©] (AB), F [ (BC), G [
(CD), H [ (AD) astfel incat [AE] = [CG] si1 [CF] = [AH]. Ardtati ca EFGH
este paralelogram.

Solutie: BE= AB-AE
DG=DC-CG
=>[BE] = [DG]

BF=BC-CF
DH=AD-AH
=>[BF] = [DH]

"] A= [1 C (unghiuri opuse in paralelogram)
=>AAEH = ACGH (L.U.L) => [HE] = [GF] (1)
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/B =[] D (unghiuri opuse in paralelogram)
=>AEBF = AGDH (L.U.L) => [EF] = [HG] (2)

Din relatiile (1) si (2) => EFGH este paralelogram.

2.In patrulaterul ABCD, AB || DC, AC N BD ={0} si [DO] = [BO]. Aritati
ca ABCD este paralelogram.

Solutie: AB || DC si BO secanta
=> [JABO = [1CDO
JAOB = [1DOC (opuse la varf)
[DO] = [BO]

=> AAOB = ACOD (U.L.U)
= [AO] = [CO]

=>ABCD este paralelogram (deoarece diagonalele se
injumatatesc)
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3.Demonstrati ca linia mijlocie a unui triunghi este paraleld cu cea de-a treia latura
a triunghiului si are lungimea egala cu jumatate din lungimea acesteia.

Solutie: Construim F simetricul lui D fatd de E unde D este mijlocul lui [AB]
si E este mijlocul lui [AC] => [DE]=[EF] si [AE] = [CE] => DCFA este
paralelogram (doarece diagonalele se injumatatesc)

=>FC || BD si [FC] = [BD] => BCFD este paralelogram
=>DE || BC si DE=2=="

2
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4.Prin punctul E situat pe diagonala AC a paralelogramului ABCD, se duce o
paraleld la BD care intersecteaza dreptele BD,BC,CD,DA in punctele M,N,P,Q.
Demonstrati ca: a) MQ+PN = constant
b) AM - CN=AQ - CP

O.L.Mures 2013

Solutie: a) Din MQ || BD =>(T.Thales)

MQ AM _AE
BD AB A0
PN CN CE
BD BC CO

_>MQ+PN_AE+CE_AE+CE_AC_2A0_
"7 BD BD A0 CO  CO A0 A0
=constant

b) Din AM || CP=> AAEM ~ ACEP => 22 = 2(1)
Din AQ || CN=> AAEQ ~ ACEN =>22 =22(2)

CN

. . _o AM _ AQ_ _ _ _
Din (1) 51 (2) => = =2=>AM - CN = AQ - CP
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5.In paralelogramul ABCD, M este mijlocul lui [AB], iar N este mijlocu lui[CD].
MD N AC = {E}, MB N AC = {F}. Aratati ca:

a)[AE]=[EF] = [FC]

b)BEDF este paralelogram

Solutie: a) Din DM || BM si DNZBMZATB =>MBND-paralelogram
=>BN || DM
EM || FB si [AM] = [MB]
=>EM este linie mijlocie in AABF
=>[AE] = [EF]

Analog FN-linie mijlocie in ACDE => [CF] = [EF]
=>[AE] = [EF] = [CF]

b) Notim {O}= AC N BD => [BO] = [DO] si [AO] = [CO]
EO=AO-AE si OF=CO-CF => [OE] = [OF]

=>BEDF este paraleolgram (doarece diagonalele se injumatatesc)
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6.Pe laturile BC si CD ale paralelogramului ABCD se construiesc in
exteriorul sau triunghiurile echilaterale BCE s1 CDF. Aratati ca triunghiul
AEF este echilateral.

A B

/ST A

Solutie: m(") ABE)=m([| ABC)+ 60° =m(]ADP)
[AB] = [DC] = [DF]
[BE] = [BC] =[AD]
=>(L.U.L) AABE = AFDA
=>[AE] = [AF] (1)

m(JFCE)=360°-[m(JFCD)+m(1BCD)+m(JECB)]
=360°-[120°+180°-m(I " ABC)]
=360°-[300°-m( " ABC)]
—60°+m( 1 ABC)



=>[] ABE =[] FCE

[AB] = [FC], [BE] = [CE] =>(L.U.L)

AABE = AFCE
—>[AE] = [FE] (2)

Din relatiile (1) si (2) => AAFE este echilateral.

7.Fie ABCD un paralelogram. Pe segmentele [AB] si [BC] se iau punctele M,
respectiv N, astfel incat % = 5—;. Daca {T}=DM N ACsi {U}=BD N AM,
demonstrati ca AB || TU.

G.M. 12/2016

. . AB BC BM CN
Solutie: Din — = —==>-— ==k

cM AB ~ BC

Notam AB=L si CB=1 => BM=kL si CN=k'l
AM=AB-MB=L-kL=L(1-k)
BN=BC-CN=I1-kI=1(1-k)

Din AM || DC =>AATM ~ ACTB
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TC TD DC L

Din AD || BN =>AMUB ~ AAUD

=>M0 _BU _BN _ 1070 — 1 _ k(2
UA UD AD l

. .. . __TM _ ﬂ _ _
Din relatiile (1) §i (2) => = = o, =1k

Conform reciprocei teoremei lui Thales
=TU || AM=>TU || AB

8. ABCD este un paralelogram in care AC=2AD. Fie E simetricul lui A fata de
B si {F}=EONBC, unde {O}=ACNBD. Construim FM | | AC, cu ME(AB)

a) Aratati ca CM | BD

b) Calculati Aascp stiind ca BD=5cm, si CM=4cm.

Solutie: a) Tn AACE, CB si EO sunt mediane concurente in {F} => F este
centrul de greutate al triunghiului
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Tn AABC MF | | AC (Conform T.Thales) avem:

CF AM

BF BM >
in AABC:
CA_CA_ZAD_Z_AM
CB  AD AD °~ BM

Atunci conform reciprocei teoremei bisectoarei ABOC este isoscel =>CM | BD

b) Fie BD n CM ={N}. Conform T.F.A. ACMD ~ AMND

_>CN_CD_AB_3
""" MN MB MB

_CN_ N3 3. .
7 CM CN+MN 3+1 4 - oem

AABCD=2ABCD=BD*CN=15cm2
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9. Tn paralelogramul ABCD se considerd PE(BC). Dacd G1,G,Gs sunt centrele
de greutate ale triunghiurilor APB, APD si DPC atunci demonstrati ca aria
triunghiului G1G,G3 a noua parte din aria paralelogramului ABCD.

Solutie: Fie S, T-mijloacele segmentelor [AP] si [DP], AC n BD ={O}

Din reciproca teoremei lui Thales => GG, | | BD

=>AG,5SG; ~ ABSD

>G1G2_1_6162_2 )
BD 3 BO 3 €

Din reciproca teoremei lui Thales => AG,TG3 ~ AATC

6263_1_6263_2(2)
AC 3 0oC 3

G1G: | | BDsiG:Gs | | AC =>4 G1G,G3= 4 BOC (3) (unghiuri cu laturile

paralele)

Din (1), (2) si (3) => AG1G,G3~ ABOC
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Ac16263/Asoc=(G1G,)?/BO?= g
=>Ac16263=4/9-Asoc=4/9- A acp/4=1/9-Aascp
10. Tn patrulaterul ABCD, notdm cu E si F mijloacele laturilor [AB] si respectiv

[BC]. Dreptele DE si DF intersecteaza diagonala AC in M si respectiv N. Daca [AM] =
[MN] = [MC], demonstrati ca ABCD este paralelogram.

Solutie: [EM] este linie mijlocie Tn AABN =>EM | | BNsiDM | | BN
La fel BM | | DM => MBND este parallelogram

Atunci diagonalele MN si BD se injumatatesc. Mijlocul lui [MN]
coincide cu mijlocul lui [AC], deci diagonalele [AC] si [BD] se injumatatesc si
ABCD este paralelogram.
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11. Demonstrati ca intr-un trapez isoscel cu diagonalele perpendiculare,lungimea
inaltimii este egala lungimea linii mijlocii.

AAOB-drepunghic isoscel si OE | AB => OE este si mediana
AB
=>0F = 7 (D

ADOC-drepunghic isoscel si OF | DC => OF este si mediana

DC
=> 0OF :7 (2)

Din (1) si (2)

_>0E+0F_AB+DC_AB+DC_
B 2 2 2 N

(unde MN este linie mijlocie n trapez)

= EF=MN
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12.Demonstrati ca intr-un trapez ABCD cu diagonalele perpendiculare avem
AD+BC > AB+DC, unde AB | | DC.

O.L. Timis 2017

Solutie: Fie M,N- mijloacele laturilor [AD],[BC]

Tn AAOD-dreptunghic :

oy = AD
2
Tn ACOB-dreptunghic :
on < BC
T2

OM+ON= MN

_>AD+BC>AB+DC
) 2 = 2

=>AD+BC>AB+DC (egalitate avem daca O€ MN )
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13. Demonstrati ca un trapez cu diagonalele congruente este isoscel.

74

Solutie: Fie DE | AB, CF | AB
=>[DE] = [CF] si [AC] = [BD]
=>(I.C) AACF = ABDE
=>[AF] = [BE]
Din [DE]=[CF]
[AE]=[BF]
=>(C.C) ADAE = ACBF
=>[AD] = [BC]

=>ABCD-trapez isoscel



14. Tn trapezul MNPQ (MN | | PQ, MN < PQ) iar A mijlocul segmentului MP.
Punctele B,C si D sunt picioarele perpendicularelor din M, P respectiv A pe dreapta
NQ. Aratati ca [BD] = [DC].

O.L. Neamt 2017

Solutie: Din MB_| QN, AD | QN,PC | QN
=>MB | | AD | | PC

Conform T.Thales in AOBC avem:

OA 0D
AP~ DC
lar in AOBM
__Ao _obD
=~ M " DB
AP=AM
_ OA_OA_ OD_OD_ DC = DB
=2 ap-am ~Dpc DB P¢=
=>[DC] = [DB]
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15. Tn trapezul ABCD oarecare, AB | | CD, AB baza mare, (AM-bisectoarea
unghiului

£ CAB, M € [BC], astfel incat [BM] = [MC] si DM n AB ={E}.
a) Aratati ca DBEC este paralelogram
b) Daca AMNCE={N}si BP | BC, PE[CE], aratati ca 2MN=BP
O.L. Satu Mare 2017

Solutie: a) [BM] = [MC], £BMC = £DMC (opuse la varf)
AMCD=4MBC (alterne interne)
=>(U.L.U.) ADCM=ACBM =>BP | | MIN

=> DBEC paralelogram (diagonalele se injumatatesc)

b) MN | BCsiBP_| BC=>BP | | MN, M este mijlocul lui [BC]

=> [MN] este linie mijlocie in ABCP
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PB
=>MN = —- = 2MN = PB

16. Se consider trapezul ABCD, AB | | CD, AB > CD. AB=2AD=2CD, M este mijlocul
laturii [AB], MC n BD = {P}.

a) Stabiliti natura triunghiului ABC

b) Aratati ca APMB=% Anscp

D C

—

Solutie: a) Din AB=2AD=2DC si M-mijlocul lui [AB] =>[AM] = [AC]
=>ADCM este paralelogram
Cum [AM] = [AD] =>ADCM este romb
=>AC | MD (1)
BM || DC si [BM] = [DC] =>BMDC-paralelogram
=>BC | | MD (2)
Din (1) si (2)=>AC | BC
=>AACB-dreptunghic
Obs.: Din

CM =—
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CM-mediana =>AACB-dreptunghic

b) Aapc=Aamc=Awmec= @ (1)

AADCM
2

Aapc=Aamc=

(jumatatea ariei unui paralelogram)

Aamc=Awmec= (A acs)/2 (mediana Tmparte triunghiul in
doua triunghiuri cu arii egale)

[MP] = [PE] => APMB:(AMB(:)/Z (2)
Din (1) Si (2) :>Ap|\/|B:1/2'(AABCD)/3:(AABCD)/6



17. Se considera trapezul ABCD cu AB | | CD, AB > CD si AC | BD. Fie E mijlocul
diagonalei [AC]. Paralela prin E la [BD] intersecteaza pe AB in M. Demonstrati ca:

a) AAMC este isoscel

b)ME = % si CM = —AB;CD
O.L. Alba 2016
D C
E
A M B T

Solutie: a) Tn AAMC, [ME] este median3 si indltime (ME | | BD, BD | AC)
=>AAMC este isoscel
b) Fie CT | | BD. n AACT, [ME] este linie mijlocie =>ME=="
BTCD este paralelogram =>ME=="
DC=BT=> AT=AB+BT=AB+DC
[CM] este mediana in triunghiul dreptunghic ACT =>
AT _ AB+CD

CM =—
2 2
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18. Fie ABCD un trapez dreptunghic cu m(£A) = m(£D)=90 ° si P un punct variabil
AP AB

pe [AB]. Aratati ca suma PB+PC este minima daca si numai daca s =

lon Voicu E14791 G.M. 2/2015

Solutie: Fie E simetricul lui C fata de D. PD este mediatoarea segmentului
[EC]

=>[PE] = [PC]
PB+PC = PB+PE care este minim < => B,P,E sunt coliniare

<=>APDE ~ APAB

o AP _AB
~ 7 DP DC
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19. Fie ABCD un trapez, AB | | CD, AB < CD, E mijlocul lui [AB], F mijlocul lui [CD],
AF n DE ={P}, BF n CD = {Q}. Aratati ca AB | | PQ.

O.L. llifov 2015

Solutie: Din AE | | DF => APAE ~ APFD

_PE _EA
”PD " DF
EA=24B, FD ==DC
2 2
_ PE_4B
>pp-pc Y
Analog din BE | | FC
=>AQBE ~ AQFC
_QF _BE _AB
ZQCc~FC _DC
_QE _4B
Q_C =oc (2)

Din relatiile (1) si (2)
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_>PE_QE
T PD QC

Conform reciprocei teoremei lui Thales =>PQ | | DCdar AB | | DC

=>PQ | | AB

20. Aratati ca intr-un trapez isoscel inaltimea este egala cu linia mijlocie
daca si numai daca diagonalele sunt perpendiculare.

O.L. Hunedoara 2015

Solutie: OP | AB, OR | DC, trapezul fiind isocel => AODC si AOAB sunt
triunghiuri dreptunghice isoscele.

—>0P—AB i OR _be
I N
AB + DC L
=> 0P+ O0OR = > = EF (unde EF este linie mijlocie)

Reciproc AAOB ~ ADOC

_>R0_DC
T 0P AB
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S RO+0P DC+ AB

OP AB

_s PR _ AB + DC
7 0P AB

AB + DC
ar = PR
2

PR 2PR
= — = —
OP AB

AB
AB = 20P => OP =7

Analog OR = %, cum AAOB si ADOC sunt isoscele =>AC | BD

21. Tn dreptunghiul ABCD perpendiculara din C pe diagonala BD
intersecteaza pe (AB) in M si pe (AD) in P. Aratati ca:

a)DM | PB
b) DB - DC=DA - PC
O.L. Bistrita Nasaud 2016

83



84

Solutie: a) in ABPD, BA | PDsi PM | BD =>M este ortocentrul
triunghiului ABPD=>DM | PB

b) £CDB = £ ADB (alterne interne)
m(£DCP) = 90°-m(£CDB) ADCN-dreptunghic (1)
in AADB => m(£ADB)=90°-m(£ABD) (2)
£CDB = AADB (3)
Din relatiile (1), (2) si (3) => m(£DCP)=m(£ADB)
=>AADB ~ ADPC

22 _8 _>ap- PC=BD-DC
DC PC



22.1n figura al3turatd, patrulaterele ABCD si EFGH sunt dreptunghiuri avand
aceleasi dimensiuni. Aratati ca BDHF este paralelogram.

Solutie: Din A, m(£BCD)=m(£HEF)=90°, [BC] = [HE] si [CD] = [EF]
=>ABCD = AHEF (C.C)

=>[BD] = [HF] si £ BDC = £HFE (alterne interne) =>BD | | HF
=> BDHF este paralelogram
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23. Se consider dreptunghiul ABCD, E si F picioarele perpendicularelor din D,
respective B pe AC. Aratati ca daca [EF] = [AD], atunci unghiul ascutit format de
diagonalele dreptunghiului are masura de 60°.

Solutie: AC n BD = {0}, [OD] = [OB], £DOE = £BOF (opuse la varf)
=>(1.U) ADOE = ABOF

=>[EQ] = [OF]
o poEF_4D
= E0=o =

Fie M mijlocul lui [AD]

DM = % => [DM] = [E0]
[DO]-cateta comuna => (I.C) ADMO = AOED
=>AMDO = £EOD =>AADO este isoscel
=>[AD] = [AO] dar [AO] = [DO]
=>AADO echilateral =>m(£A0D)=60°.

86



24. Tn dreptunghiul ABCD notdm cu O intersectia diagonalelor. Perpendiculara in O
pe AC intersecteazi latura DC in E si bisectoarea £DAC in F. Perpendiculara in F pe
AF intersecteaza latura DCin G. Se cere:

a) Aratati ca AFEG este isoscel

b) Aflati valoarea ADAC pentru care dreapta FG
este paralela cu DB.

O.L. lalomita 2011

Solutie: a) Notam iDAF=iFAC=a, atunci iACD=90°-2a,
£ OFC=90°-(£0CE)=90°-(90°-2a)=2a
=>A EFG=AFAC=a, £ EGF=4 CEO-£EFG=2a-a=a
=>A EFG=4 EGF=a =>AEFG este isoscel
b) Daca GF | | BD, atunci AEGF=£CDB (alterne interne)
=> a=90°-2a =>a=30° iar m(£DAC)=60°
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25. Fie dreptunghiul ABCD. Pe laturile [BC] si [DC] constuim in exteriorul
dreptunghiului triunghiurile echilaterale BCE si DCF. Demonstrati ca:

a) FC | BE
b) RC | EF, unde {R}=EB n DF

lon Bilciurescu

Solutie: a) Fie FC n BE={C’} =>m(4BCC’)=180°-(90°+60°)=30°
=>[CC’ -bisectoarea £BCE =>CC’ | BE
=>FC | BE
b) FC | BE, EC | DF => C-ortocentrul AEFR =>RC | EF
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26. Pe latura DC a patratului ABCD se consider punctul E si fie {P}=AE n BC, iar AN
bisectoarea £EAB, N € (BC). Perpendiculara din P pe NE intersecteaza dreapta DC
in M. Demonstrati ca (AM este bisectoarea unghiului DAE.

O.L. Bacau 2016

Solutie: Din NE | MPsi ME | NP =>E este ortocentrul AMNP =>PE | MN
Notam {F}=PE n MN

AABN = AAFN (I.U) => [AB] = [AF]

AADM = AAFM (1.C)

=>ADAM = £FAM =>AM este bisectoarea £DAE
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27.1n interiorul patratului ABCD se consider un punct E astfel incat AAEB este
echilateral. Determinati masura unghiului A CDE.

Solutie: Din AABE echilateral => m(£DAE)=90-60=30
[AE]=[AB]=[AD] =>ADAE este isoscel
=>m(£ADE)=m(£AED)

=(180°-30°):2=150°:2=75°
=>m (£ CDE)=90°-75°=15
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28.Tn rombul ABCD, AC n BD={0}, M € (AB), astfel incat AM=1,5MB.
a) Dacd ON | | DM, N € (AB) determinati raportul ==
b) Daca DM n AC={P}si DM n BC={Q}, determinati raportul %

Damian Marinescu

A
Q
M
p
D
B 0
C
Solutie: a)
AM 15 3 _AM 3
MB 77 10 2 ~“ MB 5

O mijlocul lui [BD], ON | | MD =>0N- linie mijlocie in ABMD
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=>BN=MN=>MB=2NB

=>AM=3MB =>AN=4MB

>AN—4
=>1E=

b) AP- bisectoarea MAD (conform teoremei bisectoarei in ADM)
avem

AM _ MP
AD ~ PD

AM _AM 3 __MP_3 __MP 3 (1)
AD AB 5 ~PD 5 "~ MD_

Din AD | | BQ (conform T.F.A) =>AAMD ~ ABMQ

_AM _AD _MD __MD _AM _3
“BM BQ MQ ~MQ BM 2
_ Mp_3
Tnmultind relatiile (1) si (2) =>=. 22 =22 M _ 2
MD DQ 8 5 DQ ~ 40
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