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Prefata

Calculele de rezistentd reprezintd fundamentul proiectarii sistemelor
mecanice. Metodele de calcul dezvoltate timp de secole, de fizicieni si ingineri,
permit proiectarea de componente mecanice sigure si durabile, respectand principul
rentabilitatii economice.

Secolul XXI se caracterizeaza printr-un ritm foarte accelerat al schimbarilor
tehnologice. Perfectionarea proceselor de fabricatie aditivd, extinderea
capabilitatilor softurilor de inginerie asistata de calculator si utilizarea inteligentei
artificiale pe scard larga tind sd schimbe abordérile clasice folosite in proiectarea
sistemelor mecanice.

Fabricatia aditivd permite realizarea de geometrii cu interior celular,
distribuind materialul de umplere dupa diferite strategii si densitati, contribuind
astfel la obtinerea de componente mecanice cu masa mai mica. Utilizdnd algoritmi
de optimizare topologicd, geometria proiectatd poate fi optimizatd in functie de
distributiile de tensiuni si deformatii. [zotropia materialului nu mai este implicit o
cerintd, mai ales atunci cand se folosesc materiale compozite (ex.: polimeri ranforsati
cu fibra de carbon, polimeri ranforsati cu fibra de sticld). Proiectantul este pus astfel
in fata unor cerinte care necesitd metode suplimentare de calcul fatd de procesele
clasice de proiectare.

Softurile de inginerie asistatd permit realizarea unei largi game de analize
specifice domeniului mecanic (determinarea tensiunilor si deformatiilor in regim
static sau dinamic de solicitare, estimari de durata de viata la solicitari ciclice, analiza
cinematica, analiza dinamica, determinarea starilor de vibratii, analize de curgere a
fluidelor, analiza termica etc.). Integrarea inteligentei artificiale (Al) in procesele de
definire a cazurilor de analiza asistata de calculator faciliteaza obtinerea de solutii
adaptate cerintelor, fara validarea etapa cu etapa de cétre un proiectant. Cu alte
cuvinte, Intr-un limbaj care devine din ce n ce mai putin ermetic (putand fi folosit si
de personal nespecializat), poate fi definitd o cerintd de proiectare si obtinut un
rezultat (sub forma de proiect) netrecut prin filtre ingineresti clasice.

Pentru a raspunde cerintelor actuale de proiectare, evitind insa capcana de a
utiliza rezultate gresite, inginerul mecanic de astdzi trebuie sa fie capabil sa aplice
atat metode clasice de calcul de rezistenta, cat si metode moderne (inclusiv cu
asistenta Al), dar urmarind mereu validarea rezultatelor obtinute.

Compararea rezultatelor obtinute din simuldrile numerice cu rezultatele
obtinute prin Incercari experimentale sau prin calcul analitic reprezinta principala
metoda de validare a unor modele de analizd numerica. Aceasta comparatie nu este
tot timpul simplu de realizat, in special la componentele mecanice cu complexitate
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geometrica ridicatd. In multe situatii este necesard validarea in etape de lucru,
pornind de la modele simple spre modele complexe. In tot acest parcurs este nevoie
de specialisti care sa inteleagi foarte bine atit fundamentele teoretice pe care
se bazeaza calculul de rezistenta, cat si procesele si fenomenele care apar la
sistemul real. In opinia autorului, pentru un inginer la inceput de drum este
obligatoriu sa parcurga o serie de etape de formare pentru a putea conduce un proces
de proiectare complex, care sa implice calcule paralele: analitic, numeric,
experimental.

In acest context, lucrarea dati urmareste sa initieze studentii si proaspetii
absolventi de inginerie mecanica in calcul comparativ de rezistenta: calcul analitic
folosind metode clasice si simuldri numerice folosind metoda elementului finit
(abreviata MEF sau FEM — finite element method). Sunt prezentate aspecte teoretice
si exemple de calcul cu grad redus de complexitate, tocmai pentru a vizualiza usor
si a putea clarifica diferentele, limitarile, constrangerile fiecarei metode.

Literatura de specialitate contine numeroase volume fundamentale atat pentru
definirea metodei elementelor finite [8, 19, 24], cat mai ales pentru prezentarea
metodelor de calcul de rezistenta [6, 10, 18, 20, 22, 36, 37]. Lucrarea de fatd nu poate
fi Incadratd la nici una din cele doud categorii, si nu suplineste in nici un caz
parcurgerea acestor volume de referintd pentru ingineria mecanicd. Lucrarea isi
propune sd concentreze, intr-un numdr accesibil de pagini, aspecte relevante in
procesul de validare a unei analize cu element finit.

Lucrarea este structurata pe capitolele clasice din cursul de Rezistenta
materialelor (in special partea I), trecand prin calculul diagramelor de variatie a
fortelor interioare (diagrame de eforturi), calculul caracteristicilor inertiale ale
sectiunilor plane, solicitari simple, determinarea deplasarilor prin metode energetice,
sisteme static nedeterminate, solicitiri compuse.

Dorinta autorului este ca acest volum sa fie imbundtatit continuu. Orice
sugestie legata de continut va fi apreciata.

S.1. Dr. Ing. Vasile Cojocaru
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Lista simbolurilor uzuale folosite in acest volum

Simbol Marime U.M.
A Aria sectiunii transversale a unei bare mm?
Distante, lungimi ale tronsoanelor barelor
a, a; o mm
/ grinzilor
b, b; Latimi ale sectiunilor transversale mm
Distanta de la axa z asociata centrului de
c. greutate al unei figuri compuse, la axa z; mm
: asociata centrului de greutate al unei
figuri simple i (relatiile lui Steiner)
Distanta de la axa y asociata centrului de
greutate al unei figuri compuse, la axa y;
d; S . . mm
asociata centrului de greutate al unei
figuri simple i (relatiile lui Steiner)
D, d Diametre ale sectiunilor circulare mm
Modulul de elasticitate longitudinal
E ) & N /mm?
(modulul lui Young)
F Forta exterioara concentrata N
FEM (MEF) Finite Element Method (Metoda
elementului finit)
G Modulul de elasticitate transversal N/mm?
. Reactiunea pe directie orizontala in N
¢ punctul i
h, h; Inaltimi ale sectiunilor transversale i mm
Momente de inertie axiale In raport cu 4
Ly, I, . ’ mm
axele y siz
L, Moment de inertie polar mm*
Iy Moment de inertie centrifugal mm*
I, 1, Momente de inertie principale mm*
iy, Iz Raze de inertie (raze de giratie) mm
L Lungimi de bara/grinda mm
M, Moment de incovoiere exterior N-mm




Momente de incovoiere orientate dupa

M:. M:.. M; N -mm
Lo Ty axa z sau y
M, Moment de torsiune (in jurul axei x) N -mm
N Forta interioara axiala N
n Turatie rot/min
P Putere kW
P, q Forte exterioare distribuite N/mm
Raze ale arcelor de cerc sau razele
R, v punctelor in raport cu un centru de mm
greutate
Sy, S, Momente statice in raport cu axele y sau z mm?
T Forta interioara taietoare N
V; Reactiune verticala in punctul i N
w,, W, Modulele de rezistenta axiale mm3
W, Modulul de rezistenta polar mm?3
Axele sistemului de referinta sau
XYz
coordonate pe aceste axe
Unghiuri care definesc directiile
a, a, o L grade
principale de inertie
Al Alungire (la solicitari axiale) mm
Exs> Ey» &7 Deformatii specifice liniare -
Yxys Vyzs Vax Deformatii specifice unghiulare rad
0 Deformatie specifica la torsiune rad/m
Coeficient de contractie transversala
v . R -
(coeficientul lui Poisson)
Tensiune axiald, componente ale tensiunii 2
0, Oy, O-ya 0y . N/m‘m
axiale
Tensiune tangentiald, componente ale
T,y Toys Tyzs T . T N/mm?
> Txy: TyEs nEX tensiunii tangentiale /
01, 0, 03 Tensiuni principale N/mm?
Tensiuni echivalente conform teoriei a I1I-
Oeoch 111 » Oech v a de rezistenta, respectiv teoria a V-a de N/mm?

rezistenta
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1. Notiuni de baza

Capitolul 1 al prezentului volum prezinta notiunile si principiile de baza
necesare pentru realizarea calculelor de rezistenta la sisteme mecanice, prin metode
analitice si simulari numerice.

In prima parte a capitolului sunt introduse mdarimile care definesc calculele
de rezistenta: forte exterioare, reactiuni, forte interioare, tensiuni, deplasari si
deformatii. Sunt evidentiate principalele proprietdati mecanice ale materialelor si
curba caracteristica de la incercarea de tractiune. Totodatad, se prezinta ipotezele
de baza folosite in calculele analitice.

In partea a doua a capitolului sunt definite etapele care trebuie parcurse
pentru analiza comportamentului mecanic prin simulari numerice bazate pe metoda
elementului finit. Sunt detaliate comenzile aplicate in Solid Works Simulation pentru
lansarea unui nou studiu de analizd, asocierea proprietatilor de material, aplicarea
constrangerilor, aplicarea incarcarilor, discretizarea modelului, rularea studiului
si vizualizarea rezultatelor, cu evidentierea diferentelor intre simularile realizate pe
geometrii de tip solid si simularile realizate pe geometrii de tip grinda.

Structura capitolului este urmatoarea:

1.1  Calculele de rezistenta in ingineria mecanica

1.2 Fortele care actioneaza asupra elementelor de rezistenta

1.3 Tensiuni

1.4  Deplasari. Deformatii

1.5  Proprietati mecanice ale materialelor

1.6 Ipoteze de baza in rezistenta materialelor

1.7 Simulari numerice
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Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analiza FEM

1.1 CALCULELE DE REZISTENTA iN INGINERIA

MECANICA

Componentele sistemelor mecanice sunt supuse in exploatare unor solicitari

complexe, generate de fortele care actioneazad asupra lor, dar si de factori externi

(ex.: variatiile de temperaturd). Pentru ca un sistem mecanic sa fie sigur, durabil si

rentabil din punct de vedere economic, este necesar ca proiectarea componentelor

acestuia sa se realizeze prin calcule de rezistenta.

Calculele de rezistenta se bazeaza pe principiile mecanicii mediilor continue

si ale rezistentei materialelor. Urmatoarele tipuri de date intervin in aceste calcule:

A

date privind structura sistemului mecanic: tipul elementelor componente
(grinzi, coloane, arbori, placi, carcase etc.), dimensiunile acestora,
legaturile dintre componente;

caracteristicile materialelor: rezistenta la rupere, modulul de elasticitate,
limita de curgere, rezistenta la oboseala, rezilienta etc.;

tipurile de solicitari (solicitari simple: Intindere/compresiune, forfecare,
torsiune, incovoiere sau solicitdri compuse) si valorile fortelor care
genereaza aceste solicitari;

conditiile de functionare: sarcini statice sau dinamice, socuri, vibratii,
temperaturd, mediu coroziv etc;

In functie de tipul aplicatiei, calculele de rezistenta pot fi:

calcule de dimensionare, realizate atunci cand se cunosc fortele aplicate si
proprietatile de material si se urmareste determinarea unor dimensiuni
minime necesare ale componentelor sistemului mecanic pentru a satisface
criteriile de rezistenta, rigiditate, stabilitate elastica etc.;

calcule de verificare, aplicate atunci cand se cunosc dimensiunile
elementelor de rezistentd, proprietatile de material si fortele aplicate,
urmdrindu-se compararea valorilor maxime ale tensiunilor / deformatiilor
/ deplasarilor 1n raport cu valori considerate admisibile;

calcule ale capacitdtii portante, aplicate atunci cand se urmareste
determinarea valorilor maxime ale ncarcarilor care pot fi preluate de un
element de rezistenta, respectand criteriile de rezistenta, rigiditate etc.

Pentru efectuarea calculelor de rezistenta se utilizeaza metode analitice si/sau

simuldri numerice realizate 1n soft-uri specializate.

Pentru a asigura un proces riguros de proiectare si pentru a obtine siguranta in

exploatare, inginerii mecanici trebuie sa stdpaneascd ambele metode de lucru,

simuldrile numerice reprezentdnd o unealtd recomandabil a fi folositd n special
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1. Notiuni de baza

pentru geometriilor complexe si doar dupa validarea modelelor de analizd prin
calcule analitice sau Incercari experimentale.

Elementele de rezistentd pot fi clasificate in functie de raportul dintre
dimensiunile principale (lungime, latime/indltime) in: bare (o dimensiune mult mai
mare decit celelalte doud), pldci (doud dimensiuni mult mai mari decat a treia) si
corpuri masive (toate cele trei dimensiuni cu acelasi ordin de marime). in calcule de
rezistenta se folosesc metode diferite pentru cele trei tipuri de elemente. In acest
volum sunt prezentate metode valabile pentru elemente de tip bard, categorie care
cuprinde o diversitate largd de componente (grinzi, tije, arbori, tiranti, coloane etc).

Un element de rezistentd de tip bard este caracterizat prin forma si
dimensiunile sectiunii transversale si prin lungime. Daca sectiunea transversala este
constantd pe toatd lungimea, atunci reprezentarea barelor se poate face simplificat
printr-o linie groasd corespunzatoare axei principale (notata cu x in acest volum) si
prin forma sectiunii in care sunt dispuse axele y si z ale unui sistem de referinta
ortogonal (figura 1.1).

y
Q.77421 \I
O X
V4
7/, |
1 y
y 2
(@) X |« 0O =z
g 2
t
|
1

b

Fig. 1.1 Reprezentarea simplificata a unui element de tip bara sau grinda [12]

1.2 FORTELE CARE ACTIONEAZA ASUPRA
ELEMENTELOR DE REZISTENTA

Asupra elementelor de rezistentd actioneazd forte exterioare (denumire
generica in care sunt incluse si momentele fortelor). In conexiunile dintre elemente
apar forte de legatura (numite si reactiuni). Reactiunile si incarcarile aplicate pot fi
incluse 1n aceeasi categorie mare a fortelor exterioare.

13



Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analiza FEM

Actiunea fortelor exterioare determina aparitia in volumul elementului de
rezistenta a unor forte interioare (numite si eforturi). Fortele interioare variaza de-a
lungul axei principale x, la realizarea calculelor de rezistenta fiind necesara stabilirea
valorilor acestora pentru toatd lungimea barei.

1.2.1 Forte exterioare

Fortele exterioare care actioneazd asupra unui element de rezistentd pot fi
clasificate dupa diverse criterii:

- dupa natura lor: forte active (incarcari) si forte de legatura (reactiuni);

- dupd locul de actionare: forte de suprafatd sau de contur (aplicate din
exteriorul elementului de rezistentd) si forte masice sau de volum (generate
de masa corpului: greutatea, fortele inertiale etc.);

- dupd modul de actiune in timp: forte statice (aplicate lent si mentinute la
valoare constantd) si forte dinamice (variabile in timp sau aplicate prin
$0C);

- dupa modul de variatie a locului de aplicare a fortei: forte fixe (se mentin
in aceeasi pozitie pe elementul de rezistentd) si forte mobile (isi schimba
locul de aplicare);

- dupa modul de aplicare: forte concentrate si forte distribuite.

Fortele concentrate actioneaza pe o suprafatd mica in raport cu dimensiunile
elementului de rezistenta. In calcule analitice consideram ci aceste forte sunt aplicate
intr-un punct. Aceasta ipoteza simplificatoare poate fi aplicata si In simularile bazate
pe metoda elementului finit, dar cu anumite limitari care vor fi prezentate in
capitolele urmatoare. Trebuie retinut cd, in realitate, fortele si momentele nu sunt
aplicate intr-un punct sau o muchie, deoarece in acest caz ar avea efecte distructive
(prin strapungere sau taiere).

Fortele distribuite actioneazad pe o zond cu dimensiuni de acelasi ordin de
marime cu tronsoanele barei. Distributia poate fi uniforma (intensitate constantd) sau
caracterizata de diverse legi de variatie.

Momentele fortelor pot fi aplicate concentrat sau distribuit.

in figura 1.2 sunt reprezentate: o fortd concentratd F, un moment concentrat
M, o forta distribuitd uniform p (intensitatea fortei pe unitate de lungime este
constanta) si forta distribuita neuniform q (intensitatea fortei pe unitate de lungime
variazd neuniform, dupa o ecuatie datd). Fortele distribuite pe un contur se exprima
in [N /m], iar fortele distribuite pe o suprafati se exprimi in [Pa] = [N/m?].

14



1. Notiuni de baza

F[N

[a—

p [N/m] q(x) [N/m]

i

<
Z
El

C)

Fig. 1.2 Moduri de aplicare a fortelor [12]

1.2.2 Reazeme si reactiuni

Un element de rezistentd este legat de celelalte elemente ale sistemului din
care face parte prin conexiuni. In Rezistenta Materialelor numim aceste conexiuni
reazeme. Reazemele constrang miscérile relative dintre elementele conectate. Pentru
cazul general al unui element dispus Intr-un spatiu 3D, sunt posibile sase miscari
relative intre elemente, trei translatii si trei rotatii. La o dispunere intr-un spatiu 2D
sunt posibile trei miscari relative, doud translatii (dupa axele cuprinse in planul de
solicitare) si o rotatie (dupa axa perpendiculara pe planul de solicitare).

Limitarea miscarilor relative dintre elementele legate de un reazem (incluzand
aici si elementele fixe) determind aparitia unor forte de legatura (reactiuni), incluse
in categoria fortelor exterioare.

Pentru un element de rezistenta solicitat intr-un spatiu 2D se definesc
urmatoarele tipuri de reazeme:

a. Iincastrarea;

b. reazemul fix (articulatia fixa);

c. reazemul mobil (articulatia mobila sau reazem alunecator).

Incastrarea (figura 1.3 a) reprezinti o conexiune fixa intre doua elemente (ex.
imbinari nedemontabile, imbindrile cu surub etc), care nu permite nici o miscare
relativa. La un element dispus si solicitat intr-un singur plan, Incastrarea introduce 3
reactiuni, doua de tip forta si una de tip moment.

Reazemul fix sau articulatia fixa (figura 1.3 b) permite rotirea relativa a
elementelor conectate si Tmpiedicd deplasarile liniare relative (cupld cinematica de
rotatie de clasa a V-a). La un element dispus si solicitat intr-un singur plan, reazemul
fix introduce 2 reactiuni de tip forta.

Reazemul mobil (articulatia mobild sau reazem alunecator — figura 1.3 c¢)
permite atat rotirea relativa a elementelor conectate, cét si deplasarea liniara pe o
directie din plan. Reazemul mobil introduce o reactiune de tip forta, orientatd
perpendicular pe baza reazemului.
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Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analiza FEM

¢)

Fig. 1.3 Reazeme. Modele si simbolizari [12]

1.2.3 Forte interioare (eforturi)

Fortele interioare apar in volumul unui element de rezistenta, intre particulele
sale si sunt generate de fortele exterioare.

Pentru evidentierea si calculul fortelor interioare se foloseste metoda Cauchy,
care presupune sectionarea virtuald a elementului de rezistentd cu un plan
transversal, izolarea celor doua parti rezultate si scrierea ecuatiilor de echilibru
pentru una din parti. Fortele interioare care actioneaza pe suprafata de sectionare pot

fi reduse la o forta interioara rezultanta F si un moment interior rezultant M, aplicate
in centrul de greutate al sectiunii (figura 1.4). Descompunerea acestora dupa
directiile unui sistem de referintd ortogonal, determind cele sase componente ale
fortei interioare utilizate in calculele de rezistenta [12]:
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forta axiala N, orientatd dupd axa Ox (normala la sectiunea transversald);
Jortele taietoare, Ty, si T,, orientate dupd axele Oy si Oz, axe cuprinse in
planul sectiunii;

momentele incovoietoare, My, si M;,, orientate in jurul axelor Oy si 0z;

momentul de torsiune, My, orientat in jurul axei Ox.
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Fig. 1.4 Forte interioare [12]

Pentru realizarea calculelor de rezistenta este necesara determinarea valorilor
fortelor interioare si identificarea sectiunilor periculoase (pentru o bara cu sectiune
transversala constantd, sectiunile periculoase sunt cele in care fortele interioare au
valori maxime, pozitive sau negative).

Fortele interioare determind tipul solicitdrii la care este supus elementul de
rezistentd. Daca intr-o sectiune actioneaza un singur tip de forta interioara, atunci ea
este supusa unei solicitari simple [12]:

- solicitare axiald (intindere sau compresiune) generata de forta axiald N;

- forfecare generatd de fortele taietoare T), si/sau T,;

- incovoiere generatd de momentele incovoietoare M,, si/sau M,;

- torsiunea generatd de momentul de torsiune M;.

Dacé intr-o sectiune actioneaza simultan mai multe tipuri de forte interioare,
atunci sectiunea respectivd este supusa unei solicitdri compuse. Spre exemplu,
arborii pozitionati orizontal sunt supusi uzual la torsiune si incovoiere.

1.3 TENSIUNI

Atunci clnd se aplica metoda sectiunilor, fortele interioare sunt reduse
conventional la rezultante aplicate in centrul de greutate al sectiunii transversale. in
realitate, fortele interioare sunt distribuite in toatd sectiunea, fiind necesara
determinarea intensitatii lor in orice punct al acesteia.
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Se introduce marimea mecanica tensoriala numita tensiune, definita de relatia:

dF
D — — 1.1
P=7 (1.1)

unde dF este rezultanta fortelor interioare care actioneazi pe aria infinit micd dA,
cuprinsa in sectiunea transversala.

Pentru orice punct al sectiunii transversale de la un element de rezistenta
solicitat 1n plan, tensiunea p poate avea trei componente (figura 1.5): o componenta
orientatd perpendicular la sectiune (dupa axa x), notatd cu o, si denumita tensiune
axiala sau normala si doua componente orientate dupa axele y si z din sectiune

notate cu Tyy $i Ty,, denumite tensiuni tangentiale.

Y
mmmmmmm 4 \
LT ,"’7- )
J—— ‘//” :’,1" Xy: X
dEz’, /,’,l "
S s S g G
I |/,/’ TXZ "—’ z

Fig. 1.5 Tensiuni [12]

Se considera un element unitar de volum, cu dimensiuni infinit mici, extras
dintr-un element de rezistenta solicitat spatial. Tensiunile care actioneaza pe fetele
sale pot fi descompuse dupa un sistem de referintd Oxyz. Pe fiecare fatd va actiona
o tensiune normala gi doud tensiuni tangentiale (figura 1.6). Tensiunile normale vor
fi notate cu o si un indice care indicd axa dupa care sunt orientate. Tensiunile
tangentiale vor fi notate cu t si doi indici, primul reprezentand axa perpendiculara
pe fata in care actioneaza t, iar al doilea axa paralela cu directia lui 7.

Pentru a caracteriza starea de tensiuni pe cele sase fete ale elementului unitar
de volum (starea de tensiune din jurul unui punct al elementului de rezistentd), este
nevoie sa se cunoasca toate cele trei tensiuni axiale si cele sase tensiuni tangentiale.
Aceste noud componente de tensiune definesc tensorul tensiunilor (relatia 1.2):

Ox Txy Txz

Ty, =1Tyx Oy Tyz (1.2)
Tzx Tzy Oz
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Ox

Fig. 1.6 Starea spatiala de tensiuni

Principiul dualitatii tensiunilor tangentiale aratd ca daca intr-o sectiune (plan)
oarecare a unui element de rezistentd actioneaza tensiuni tangentiale 7,,,, atunci Intr-
un plan perpendicular pe aceasta sectiune (cu muchia de intersectie paralela cu axa
z) vor actiona tensiuni egale 7,,. Tensiunile Ty, $i 7, vor avea orientare simetrica
in raport cu muchia de intersectie a celor doua plane.

Se pot scrie relatiile:

Txy yx
Tyz = Tzy (1.3)
Tzx = Txz

Avand 1n vedere principiul dualitatii tensiunilor tangentiale, rezulta ca starea
de tensiune din jurul unui punct este cunoscuta atunci cind sunt determinate cele
sase componente distincte de tensiune: ay, 0y, 0, Txy = Tyx, Tyz = Tz Tox = Txz-

Starea pland de tensiune este definitd de doud tensiuni axiale si o tensiune
tangentiald oy, 0y, Txy = Tyy, restul componentelor de tensiune fiind nule.

Valorile celor sase componente de tensiune depind de orientarea sistemului de
referintda Oxyz. Proiectantul alege arbitrar aceastd orientare, dar in calculul de
rezistenta se impune determinarea valorilor limitd ale tensiunilor. Directiile dupa
care tensiunile axiale au valori maxime se numesc directii principale, iar aceste
tensiuni se numesc tensiuni principale (notate uzual cu gy, g, si 03).
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La starea spatiala de tensiune, tensiunile principale vor fi ridacinile ecuatiei
de gradul 111 [10]:

0'3_11'0-2"'12'0'_13:0 (14)

unde I3, I, si I3 sunt invarianti (valorile I, I, si I3 nu depind de orientarea sistemului
de referintd Oxyz), definiti de relatiile:

L =0x+0y,+0, (1.5)
I, =ax-ay+ay'az+az'ax—(r,%y+rjz,z+rgx) (1.6)

Ox Txy Txz
Tyx Oy Tlyz
Tzx Tzy O

I = (1.7)

Tensiunile tangentiale sunt maxime In plane dispuse la 45 ° fata de directiile
tensiunilor principale o, 0, si g3 si au valorile:

0, — O:

T, =+ 22 > (1.8)
03 — O-

T, =+ 32 ! (1.9)
01 — O-

T3 =+ 12 2 (1.10)

Tensiunile principale o; si 0, la starea plana de tensiune se calculeaza cu
relatiile [10]:

o, + o g, — O.
01 = =4 ("2 2) +13, (1.11)

iar expresia tensiuni tangentiale maxime 7,4, este [10]:

Oy — Oy 2
Tmax = + (%) +12, (1.12)
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1.4 DEPLASARI. DEFORMATII

Fortele interioare determina aparitia tensiunilor si deformarea elementelor de
rezistentd. Deformatiile care apar pot fi liniare (modificarea lungimilor initiale) si
unghiulare (modificarea unghiurilor dintre muchiile elementului).

Deplasarea reprezinta distanta dintre pozitia unui punct al elementului de
rezistenta in stare nedeformata si pozitia aceluiasi punct dupa deformare.

Deformatiile liniare (lungiri sau scurtiri) se calculeazd ca diferente intre
lungimile dupa deformare si lungimile initiale (figura 1.7, exemplificare pentru un
element unitar de volum):

Alx - ll - lo
Aly=lz_l0 (113)
Alz = l3 - lo
lo
y (]
: X
L
= J = Es|
a’)l.--- --------
N
- \Q

Fig. 1.7 Deformatii liniare [12]

Pentru a caracteriza starea de deformare a unui element de volum, independent
de dimensiunile sale initiale, se calculeaza deformatiile specifice liniare:

L=l

& = L
I, —1

£, = 210 0 (1.14)
I3 =1y

£, = L
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Deformatiile specifice liniare se pot exprima si procentual, utilizand relatiile:

L -1

ex%=1l—00'100
I, = 1o

Sy%=T'1OO (1.]5)
;-1

2% = 310 0'100

Deformatiile specifice unghiulare Yyy, Vyz, Vizx [rad] caracterizeazd
modificarea, sub actiunea fortelor interioare a unghiurilor de 90° dintre muchiile
elementului cubic de volum.

Starea spatiala de deformatie (sau starea generald de deformatie) este
caracterizata de tensorul deformatiilor specifice T, [10]:

1 1
| Ex E Yxy E Vxz
1 1
T, = {E”y" & SV (1.16)
|1 1

5 Vzx E Yzy &z

1.5 PROPRIETATI MECANICE ALE MATERIALELOR

Comportamentul mecanic al unui element de rezistentd este definit de
caracteristicile sale geometrice, de solicitarile la care este supus si de proprietatile
materialului din care este realizat.

Proprietatile mecanice ale materialelor sunt determinate prin incercari
experimentale. Incercarea la tractiune reprezinti cea mai folositd incercare
experimentald, conditiile de testare, forma epruvetei si parametrii evaluati fiind
definiti de standarde specifice diferitelor clase de materiale (metale, polimeri,
elastomeri, materiale compozite etc.). Incercarea presupune aplicarea graduali a unei
forte axiale pe o epruveta, pana la rupere. Prin incercarea la tractiune se determina
curba caracteristica a materialului testat (figura 1.8), care indica variatia tensiunii
axiale in raport cu deformatia specifica. Pornind de la aceastd curba se identifica
principalele caracteristici mecanice folosite in procesul de proiectare:
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- limita de curgere R, [N /mm?] reprezinta valoarea tensiunii axiale la care
incepe fenomenul de curgere a materialului (cresterea accentuatd a
deformatiilor la o fortd care se mentine relativ constantd). In apropierea
punctului care defineste limita de curgere se afla punctul de trecere intre
domeniul deformatiilor elastice (deformatii reversibile) si domeniul
deformatiilor plastice (deformatii ireversibile, remanente). In procesul de
proiectare trebuie urmarit ca elementele de rezistenta sa nu ajunga in zona
deformatiilor plastice. Anumite materiale nu prezinta o limita de curgere
identificabild pe curba caracteristica, in acest caz calculandu-se o limita
de curgere conventionala;

- rezistenta mecanicd, notata cu R,, reprezintd valoarea maxima a tensiunii
de pe curba caracteristica.

A
Rm

Re

Yo

Fig. 1.8 Curba tensiune — deformatie

Dupa cum se observa in figura 1.8, prima parte a curbei caracteristice prezinta
o variatie liniara, ceea ce indicd cd In acest domeniu tensiunile sunt direct
proportionale cu deformatiile:

c=E-¢ (1.17)

Factorul de proportionalitate, numit modul de elasticitate E [MPa] (modulul
lui Young), reprezintd o caracteristica importantd de material, iar relatia (1.17)
defineste legea lui Hooke pentru tensiuni axiale.

In mod similar se poate scrie legea lui Hooke pentru tensiuni tangentiale, in
care intervine modulul de elasticitate transversal G [MPal].

T=G-y (1.18)
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Cocficientul de contractie transversala sau coeficientul lui Poisson v [—] este
caracteristica de material care defineste proportionalitatea deformatiilor specifice
liniare:

Ey =& =~V & (1.19)

Coeficientul de dilatare termica a, masurat in [1/°C] sau in [1/°K], descrie
variatia relativa a dimensiunilor in functie de variatia de temperatura. Un element de
rezistentd cu lungimea initiald [, supus unei variatii de temperatura AT va suferi o
deformatie definitd de relatia:

AlT=€T'lo=a'lo'AT (120)

In calculele de rezistentd se folosesc uzual valori admisibile ale tensiunilor,
calculate 1n functie de limita de curgere (pentru materialele cu comportament ductil)
sau limita de rupere (pentru materialele cu comportament fragil), introducand
coeficienti de sigurantda:

0 =~" 0o =" (1.21)
T

Coeficientii de siguranta sunt alesi de proiectanti in functie de tipul aplicatiei,
natura si valoarea incarcarilor, tipul materialului si factorii externi care pot influenta
comportamentul elementului de rezistenta.

1.6 TPOTEZE DE BAZA IN REZISTENTA MATERIALELOR

In calcule analitice de rezistenta se folosesc o serie de ipoteze care simplifica
algoritmii de lucru, considerandu-se ca gradul de aproximare introdus de aceste
ipoteze este suficient de mic pentru a nu influenta siguranta sistemelor proiectate.

Principiul suprapunerii efectelor indica ca deformatiile rezultate la un sistem
supus la n forte exterioare sunt egale cu suma vectoriald a deformatiilor generate de
actiunea individuald a acestor forte. Totodata, tensiunile si deformatiile totale nu
depind de succesiunea de aplicare fortelor.

Prin principiul lui Saint-Venant se asuma ca tensiunile si deformatiile generate
de doua sisteme de forte echivalente aplicate diferit (exemplu: o forta concentrata
F si o forta distribuita p, aplicate In aceeasi sectiune — figura 1.9) vor fi identice la o
distanta mare 1n raport cu zona de aplicare. Diferentele dintre valorile care apar in
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zona de aplicare sunt evidentiate in special in simuldrile numerice, unde este
necesard o redare cat mai fideld a zonei reale pe care se aplica Incarcarile.

Fig. 1.9 llustrarea principiului lui Saint-Venant [12]

Volumul interior al unui element de rezistentd se considera omogen si
continuu (ipoteza mediului continuu), neluandu-se in calcul structura cristalind a
materialului.

La materialele metalice si materialele polimerice se foloseste ipoteza
izotropiei, prin care se asuma ca materialul are aceleasi proprietéti elastice In raport
cu orice directie a unui sistem de referintd oarecare. Materialele compozite si
componentele realizate prin fabricatie aditiva, folosite astizi din ce in ce mai mult,
prezinta caracter anizotrop, fiind necesara analiza lor prin Incercari mecanice
efectuate dupa mai multe orientéri ale epruvetelor.

Deformatiile elastice survenite la un element de rezistentd sunt considerate
total reversibile si mult mai mici decat dimensiunile sale principale (ipoteza
deformatiilor mici). Din acest motiv se considera ca pozitia si orientarea unei forte
statice nu este influentata semnificativ de aparitia deformatiei.

La solicitdrile de incovoiere si intindere, o sectiune plana perpendiculara pe
axa barei Tnainte de deformare se mentine plana si perpendiculard pe axa barei si
dupa deformare (ipoteza lui Bernoulli).
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1.7 EVALUAREA COMPORTAMENTULUI MECANIC PRIN
ANALIZA CU ELEMENTE FINITE

Analiza comportamentului mecanic al elementelor de rezistentd prin simulari
numerice se bazeaza pe metoda elementului finit (abreviata MEF sau FEM - finite
element method).

Metoda elementului finit este o0 metoda numerica, care presupune divizarea
unui sistem complex In parti mai mici si mai simple, numite elemente finite. Aceste
elemente sunt interconectate n noduri, formand o retea care redd geometria
structurii. Ecuatiile care descriu fenomenul analizat sunt exprimate la nivel de
element finit, ulterior rezolvandu-se sistemul de ecuatii rezultat pentru toata structura
analizatd. Metoda este aplicatd in probleme de rezistenta materialelor, termotehnica,
mecanica fluidelor, electrotehnica etc.

In domeniul rezistentei materialelor simulirile numerice bazate pe metoda
elementului finit permit rezolvarea unor probleme de calcul la solicitari statice,
solicitari dinamice, flambaj, analiza a comportamentului mecanic la componente
supuse la variatii de temperaturd, calcule la oboseala etc.

Pentru aplicatiile de calcul static, care constituie subiectul acestui volum, se
pot defini cateva etape ale procesului de simulare, valabile indiferent de softul
folosit:

a) modelarea geometriei elementului de rezistentd (in functie de aplicatie,
poate fi necesarda si modelarea sistemului din care aceastd componenta
face parte);

b) exportul geometriei catre un soft dedicat analizelor FEM sau accesarea
unui modul dedicat acestor analize, din softul in care s-a realizat
modelarea;

c) stabilirea tipului de analiza (analiza statica, analizd dinamicd, simularea
comportamentului la oboseald, flambaj etc.) si definirea parametrilor de
baza ai studiului;

d) asocierea materialului si atribuirea proprietatilor mecanice ale acestuia
geometriei analizate;

e) aplicarea constrangerilor corespunzatoare reazemelor;

f) aplicarea incarcarilor, inclusiv forte masice si variatii de temperatura;

g) discretizarea geometriei (Impartirea geometriei in elemente finite);

h) rularea studiului;

i) afisarea rezultatelor (valori limitd, harti de variatie).
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1.7.1 Modelarea geometriei

Pentru analizele FEM se utilizeaza geometrii 3D sau geometrii 2D. Acestea
pot fi modelate direct in softuri CAD sau pot fi obtinute prin determinari
experimentale (scanare 3D, masurare in coordonate, fotogrammetrie etc.).

Utilizarea modelelor 2D in simulérile numerice scade timpul de lucru si creste
precizia de calcul, dar poate fi aplicata la o gama limitata de aplicatii (in general placi
de grosime constantd). La un model 3D care are grosime constanta se poate aplica o
simplificare 2D direct in etapa de definire a tipului de analiza.

Modelele 3D permit redarea cu acuratete a detaliilor componentelor. In functie
de complexitatea lor, discretizarea acestor modele in elemente finite poate necesita
echipamente de calcul cu putere mare de procesare si timpi mai mari de calcul. in
anumite situatii, proiectantul trebuie sa decida daca anumite detalii constructive (ex:
tesiri, alezaje de dimensiuni foarte mici, filete) vor fi incluse in simulare si daca
zonele acestor detalii necesitd o discretizare superioara.

Un caz particular il reprezintd analiza FEM a componentelor de tip bard/
grinda, definite de sectiuni transversale constante (in SolidWorks 2024, optiunea
Treat as Beam, permite asimilarea geometriei cu o bard/grinda si analiza dupd un
algoritm specific). In acest caz, viteza de procesare si precizia de calcul creste, dar
nu pot fi luate n calcul detalii constructive. Spre exemplu, o tija cu sectiune
constanta si alezaje de prindere in zonele de capat poate fi analizatd sub forma de
bara dacd nu se introduc in simulare aceste alezaje.

1.7.2 Importul geometriei in mediul de simulare

Simulérile cu element finit pot fi realizate in softuri dedicate (ex. ANSYS,
Abaqus, COMSOL Multiphysics etc.) sau in module dedicate din softuri de proiectare
asistatd cu caracter general (modulul Simulation din SolidWorks, modulul Stress
Analysis din Autodesk Inventor etc.).

In situatia in care se foloseste un soft dedicat, pot fi importate fisiere cu
extensii specifice diverselor softuri de modelare 3D (CATPart, sldprt, ipt etc.) sau
fisiere cu extensii generale, recunoscute in majoritatea softurilor (iges, step, stp). in
general, softurile dedicate pentru simulare numericd au o varietate mai mare de
functii si setari, fiind considerate o referintd de specialistii din domeniu.

Folosirea unui modul de simulare dintr-un soft cu caracter general are
avantajul trecerii rapide intre mediul de modelare i mediul de simulare (in ambele
sensuri), proiectantul lucrand intr-un “ecosistem” de inginerie asistata de calculator
care include modelare, analizd FEM, optimizare, asamblare, generare documentatie
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de produs. In acest volum se vor prezenta aplicatii dezvoltate in SolidWorks
Simulation, modul al pachetului SolidWorks al companiei Dassault Systemes.

Pentru accesarea modului SolidWorks Simulation se va accesa meniul Tools
din SolidWorks, optiunea Add-ins si se va bifa optiunea SolidWorks Simulation atat
la Active Add-ins cat si la StartUp (lansare la pornirea softului). Ulterior se va afisa
banda de instrumente Simulation prin click dreapta in zona benzilor de instrumente
(deasupra spatiului de lucru) si accesarea optiunii 7abs.

Banda de instrumente Simulation este prezentatd in figura de mai jos.
Instrumente de lucru sunt organizate in ordinea logica a folosirii lor in analiza FEM,
pornind de la definirea unui nou studiu de simulare si termindnd cu optiunile
specifice de generare a raportului analizei.

<« = © i ¥ = &
New Study  Apply |Fixtures Advisor | External Loads Advisor Connections Advisor  Shell  Diagnost...
Material Manager

Features ‘ Sketch | Structure System N Mesh Modeling ‘ Markup ‘ Evaluate | MBD Dimensions >

& % & ) e
Diagnost... Run This Study Results Advisor Compare - @ Include Image for Report
Results

mnensions ’ SOLIDWORKS Add-Ins ‘ Simulation | MBD | Analysis Preparation

Fig. 1.10 Banda de instrumente Simulation din SolidWorks

1.7.3 Lansarea unui nou studiu de analiza

Dupa modelarea geometriei 3D si accesarea modulului de simulare,
proiectantul va defini tipul de analizi care urmeaza a fi efectuata. in SolidWorks
Simulation sunt disponibile urmatoarele tipuri de studii:

- Static (analiza comportamentului la solicitéri statice, pentru componente

realizate din materiale cu comportament liniar in domeniul elastic);

- Buckling (analiza componentelor supuse la flambaj);

- Fatigue (analiza componentelor supuse la oboseald);

- Drop Test (analiza comportamentului la impact cu solul);

- Pressure Vessel Design (analiza recipientelor sub presiune);

- Nonlinear (analiza comportamentului mecanic pentru componente

realizate din materiale cu comportament elastic neliniar);

- Linear Dynamic (analiza comportamentului la solicitéri dinamice);
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- Frequency (analiza frecventelor proprii si a modurilor de deformare

asociate acestor frecvente);

- Thermal (analiza campurilor de temperatura si ale fluxurilor termice);

- Topology study (optimizare topologicd — optimizarea formei piesei in

functie de constrangeri, incarcari si alte conditii impuse de proiectant);

- Design study (optimizarea unei geometrii In functie de un obiectiv dat, prin

varierea dimensiunilor).

Lansarea unui studiu presupune accesarea optiunii New Study din banda
Simulation, indicarea numelui studiului si a tipului de analiza. Se va deschide astfel
o interfatd specificd acestui studiu. Trecerea intre interfata de modelare 3D si
interfata de analiza se va face prin tab-urile Mode! si Studyname (denumire generica,
nume dat de utilizator) din zona stanga-jos a ferestrei Solid Works.

In mediul de lucru Simulation va fi disponibila si o structurd arborescenta a
simularii, continutul sau depinzand de tipul analizei efectuate. In figura 1.11 se
prezinta structura arborescenta specifica unei analize statice.

X Study 1* (-Default-)
& 4 Grinda bbb.1 (-Alloy Steel-)
3 Connections
v &5 Fixtures
X Fixed-3
14 External Loads
4 Force-1 (:Per item: 8,500,000 N
@ Mesh
~ [&) Mesh Quality Plot
& Quality1 (-Mesh-)
Result Options
» Report
v Results
® Stress1 (-vonMises-)

4

4

Fig. 1.11 Arborele operatiilor corespunzator unei analize statice

1.7.4 Asocierea proprietatilor de material

Asocierea proprietatilor de material componentei analizate se realizeaza prin
optiunea Apply Material din banda de instrumente Simulation. Alternativ, se poate
selecta denumirea componentei in arborele operatiilor asociat studiului si prin click-
dreapta se acceseazi Apply/Edit Material. In cazul unui ansamblu este necesard
asocierea materialului pentru fiecare componenta.
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Fereastra Materials, deschisa prin optiunile de mai sus, permite selectia
materialului  din biblioteci predefinite, precum si definirca unor noi
materiale/biblioteci de materiale. In SolidWorks se regisesc doua biblioteci
predefinite: SolidWorks Materials si SolidWorks DIN Materials. Biblioteca
SolidWorks Materials este organizatd pe categorii generale de materiale (oteluri,
fonte, aliaje ale aluminiului, aliaje ale cuprului, materiale plastice, cauciucuri, lemn
etc.). In aceste categorii se regisesc materiale cu denumiri standardizate (spre
exemplu otelul inoxidabil AISI 304), dar si denumiri generale (4lloy Steel, Plain
Carbon Steel etc.). A doua biblioteca de materiale Solid Works DIN Materials contine
categorii mult mai clar structurate, in fiecare categorie regasindu-se doar denumiri
standardizate (indicate dupa normele EN prin numar si simbol, ex. otelul carbon
nealiat 1.0503 — C45). Biblioteca este organizatd in urmatoarele categorii de
materiale: aliaje ale aluminiului, aliaje ale cuprului, fonte, oteluri aliate, oteluri cu
prelucrabilitate ridicata prin aschiere (DIN Steel Free Cutting), oteluri pentru operare
la temperaturi ridicate (DIN Steel Hot Work Tool), oteluri de nitrurare (DIN Steel
Nitriding Alloy), oteluri inoxidabile, oteluri pentru constructii metalice (structuri
metalice), oteluri pentru scule, oteluri nealiate.

Materialele din bibliotecile SolidWorks au asociate principalele proprietati
fizice si mecanice (figura 1.12): densitatea, modulul de elasticitate longitudinal
(Elastic Modulus), modulul de elasticitate transversal (Shear Modulus), coeficientul
lui Poisson, rezistenta mecanica la tractiune (7ensile Strenght), limita de curgere
(Yield Strenght), coeficientul de dilatare termicd, conductivitatea termica, caldura
specifica.

In functie de tipul analizei, proprietitile sunt indicate cu culori distincte: rosu
pentru proprietatile fard de care nu se poate rula studiul (modulul de elasticitate
longitudinal, coeficientul lui Poisson, densitatea si limita de curgere pentru analizele
la solicitari statice, materiale cu comportament elastic liniar si izotrop), albastru
pentru proprietdtile care pot fi folosite In analiza, dar nu sunt obligatorii (spre
exemplu rezistenta mecanica) si negru pentru proprietdtile care nu sunt folosite in
tipul curent de analizd. Diferentele dintre primele doud categorii se exemplifica
pentru limita de curgere si rezistenta mecanica: In timpul rularii studiului limita de
curgere este necesara pentru a stabili dacd deformatiile si tensiunile rdman in zona
elastica a curbei caracteristice. Rezistenta mecanicd nu este necesara in timpul
ruldrii, ea putdnd fi folositd ulterior pentru calculul coeficientilor de sigurantd in
raport cu ruperea.
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Material

Search... Q Properties Tables & Curves Appearance CrossHatch

Material properties

v DIN Steel (Unalloyed) Materials in the default library can not be edited. You

— a custom library to edit it.
2= 1.0301 (C10)

o—
8= 1.0401 (C15)

Linear Elastic Isotropic v
8= 1.0402 (C22)
[ SI - N/mm#2 (MPa) v
2= 1.0406 (C25)
§E 1.0501 (C35) stegory DIN Steel (Unalloyed)
§= 1.0503 (C45)| ,
$= 1.0601 (C60) o 10503 (C43)
8= 1.1121 (C10E) Default failure  Max von Mises Stress
%E 1.1140 (C15R) Hene o
2= 1.1141 (C15F)
§E 1.1151 (C22€) Source Tensile and Yield Strength for 5<t<:
8= 1.1158 (C25E)
o S ctainahilit Undefined
2= 1.1170 (28Mné6) ’ i
8= 1.1181 (C35E)
8= 1.1191 (C45E) Property Value Units
§E 1.1207 (C10R) Elastic Modulus 210000.0031 |N/mmA2
8= 1.1221 (C60E) Poisson's Ratio 0.28 N/A
8= 1.6511 (36CrNiMo4) Shear Modulus 79000 N/mm#2
8= 1.6580 (30CrNiMo8) Mass Density 7800 kg/m#3
8= 1.6582 (34CrNiMo6) Tensile Strength 750 N/mmA2
8= 1.6773 (36NiCrMo16) Compressive Strength N/mmA2
8= 1.7003 (38Cr2) Yield Strength 580 N/mmA2
§E 1.7006 (46Cr2) Thermal Expansion Coefficient|1.1e-05 /K

Fig. 1.12 Proprietati de material

La definirea unui material proiectantul trebuie sd cunoasca proprietatile fizice
si mecanice ale acestuia (cel putin cele evidentiate cu rosu in figura 1.12), precum si
comportamentul la rupere (rupere ductila, rupere fragila), in functie de care se alege
criteriul de rupere. In general se folosesc criteriul tensiunii tangentiale maxime si
criteriul tensiuni maxime von Mises pentru materiale cu comportament ductil,
respectiv criteriul Mohr-Coulomb si criteriul tensiunii axiale maxime pentru
materialele cu comportament fragil. Un material nou definit poate fi salvat in baza
de date locala a softului si folosit si in simuléri realizate si pentru alte geometrii.
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1.7.5 Aplicarea constrangerilor

Constrangerile aplicate in analizele FEM vor bloca gradele de libertate ale
componentei, redand legaturile reale ale acesteia cu sistemul din care face parte.
Fiecare grad de libertate blocat determina aparitia unei forte de reactiune.

Modul de definirea a constrangerilor in SolidWorks depinde de tipul
geometriei analizate. Pentru geometriile de tip ,,invelis” (shell) si bard/grinda (beam)
constrangerile vor bloca maxim trei translatii si trei rotatii. Pentru geometriile de tip
solid constrangerile vor bloca cele trei translatii (un solid are sase grade de libertate,
dar un punct al solidului rigid este legat de celelalte puncte care definesc volumul,
neputandu-se roti independent).

Constrangerile pot fi aplicate pe fete ale geometriei, pe muchii, pe noduri (la
bare/grinzi) sau pe puncte cheie (verfex-uri). Constrangerea unei translatii in
SolidWorks Simulation este evidentiata printr-o sigeata (implicit verde) dispusa pe
aceea directie si asociatd elementului constrans. Constrangerea unei rotatii va fi
evidentiata printr-o sageata fara varf, dar cu baza cilindrica (figura 1.13). In situatia
in care constrangerile se aplica pe o suprafata sau o muchie, atunci vor fi pozitionate
mai multe sdgeti care marcheaza entitatea constransa.

—d 4
w9

a) b) ¢)

Fig. 1.13 Constrangerea miscarilor in raport cu axa longitudinala:

constrangerea translatiei (a), rotatiei (b), respectiv translatiei si rotatiei (c)

In situatia aplicirii unor constrdngeri pe puncte cheie sau pe muchii,
proiectantul trebuie sa analizeze cu atentie daca se reflecta legaturile reale ale piesei,
aparitia fortelor de reactiune pe o suprafata foarte mica ducand la varfuri de tensiune.

In Solid Works, pentru aplicarea constrangerilor se vor accesa comenzile din
zona Fixtures din banda de instrumente Simulation sau din meniul contextual activat
prin click-dreapta pe arborele operatiilor din simulare. In continuare se prezinti
principalele tipuri de constrangeri care pot fi aplicate.

Fixed geometry (incastrare) blocheaza toate deplasarile si rotirile entitatii
constranse (suprafata, muchie, nod sau punct cheie). Mai jos, se prezinta modul de
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Standard (Fixed Geometry) A

&
33
i

@ Face<1>

Fixed Geometry

Roller/Slider

Fixed Hinge

Standard(Fixed Geometry)

&
&

@ Use Reference Geometry

| E—
b)

Fixed Geometry

Immovable (No translation)

aplicare a acestei constrangeri pentru o fata a unei geometrii de tip solid (figura
1.14a), respectiv pentru un nod al unei geometrii de tip grinda (figura 1.14 b).

%R/w

Fixed Geometry:

L

Fig. 1.14 Aplicarea unei constrangeri de tip ,, Fixed geometry” pe o suprafatd a

unui solid (a) si pe un nod al unei ginzi (b)

Immovable, disponibila doar pentru geometrii de tip Beam si Shell, blocheaza

Standard(Immovable (No translation))

Fixed Geometry
Immovable (No translation)
Use Reference Geometry

» || —

cele trei translatii ale entitdtii constranse, lasand libere rotatiile (exemplificare In
figura 1.15 pentru un nod al unei grinzi).

e

Fig. 1.15 Aplicarea unei constrangeri de tip ,, Immovable”
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Roller/Slider (reazem mobil) constrange deplasarea unei fete plane, pe
directia perpendiculara ei (figura 1.16).

Standard (Roller/Slider) A

Fixed Geometry
&3 | Roller/Slider
. Fixed Hinge

|

Fig. 1.16 Aplicarea unei constrangeri de tip ,, Roller/Slider”

Fixed Hinge (articulatie fixa) constrange deplasarea radiala si axiald a unei
fete cilindrice, permitand doar rotirea in jurul propriei axe (figura 1.17).

Fixed Geometry
@ Roller/Slider
E Fixed Hinge

a Face<1>

Fig. 1.17 Aplicarea unei constrangeri de tip ,, Fixed Hinge”

Elastic Support permite aplicarea unei conexiuni elastice intre suprafata
selectatd si sol, indicand rigiditatea normala si tangentiala (figura 1.18).

T Elastic Support v

G I Face<1> ‘
_ Normal {(N/m)/m*2):
°

Shear ((N/m)fm*2):

Stiffness A

Bs M
© Distributed

(O Total

&[0 loumme
20 loumme

Compression preload force (N/m”2):
o

Fig. 1.18 Aplicarea unei constrangeri de tip ,, Elastic Support”
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Use reference geometry (din submeniul Advanced Fixtures) permite definirea
constrangerilor pentru fiecare grad de libertate. Se pot astfel limita miscarile de
translatie, respectiv de rotatie (doar pentru geometrii de tip Shell si Beam),
impunandu-se deplasari/rotiri nule sau cu valoare data. Constrangerea se poate aplica
la entitati de tip suprafatd, muchie, punct cheie sau nod. Directiile constranse sunt
definite in functie de un element de referinta (suprafata, plan, muchie, axa) selectat
de utilizator. In figura 1.19 se exemplifica constrangerea deplasirilor liniare pentru
un nod de capat al unei grinzi, directiile fiind definite in raport cu Face</> (marcata
cu magenta). Deplasarea dupa axa normala la suprafata este fixata la 5 mm, in tip ce
deplasérile dupd axele cuprinse in planul entitatii de referintad sunt nule. Trebuie
mentionat cd la deplasarile nenule, conteaza sensul indicat de sageata, schimbarea
acestuia realizandu-se prin optiunea Reverse direction.

oy

Xt ‘ Joint<2, 1>

@ Face<1> %7

Translations A

Bmm v

() Reverse direction

(JReverse direction

(JReverse direction

Fig. 1.19 Aplicarea unei constrangeri de tip ,, Reference geometry”

Constrangerile On Flat Faces, On Cylindrical Faces, On Spherical Faces
(din sub meniul Advanced Fixtures) permit definirea directilor constranse pentru si
in raport cu suprafete plane, cilindrice sau sferice ale elementului de rezistentd. Si in
acest caz pot fi impuse deplasari/rotiri nule sau cu valoare data. in figura 1.20 este
impusa o constrangere de tip lagar radial la un arbore, fiind blocate deplasarile
radiale si axiale ale suprafetei selectate si neconstransd rotatia. Divizarea unei
suprafete se poate face in procesul de modelare, dar si direct la aplicarea
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constrangerii, prin optiunile din tab-ul Sp/it al comenzilor de tip Fixture (optiunea
Split presupune desenarea unei schite care contine linia/liniile de divizare si selectia
suprafetei de divizat).

On Cylindrical Faces

Q ‘ On Spherical Faces

&
Translations A
E mm v

‘ Y v ‘mm ‘
‘ On Cylindrical Faces:

[CJReverse direction |
o Radial (mm):
rad
Axial (mm):

v ‘mm

[CJReverse direction

Fig. 1.20 Aplicarea unei constrangeri de tip ,,On Cylindrical Faces”

Constrangerile de tip Symmetry si Cyclic Symmetry permit realizarea analizei
FEM pe un sector al unei componente care prezintd simetrie a geometriei,
constrangerilor si Incarcarilor. Avantajul este dat de cresterea preciziei de calcul si
scurtarea timpului de rulare a simuldrii (prin analiza unei geometrii mai mici i mai
simple). Sectorul analizat va fi delimitat de planuri de simetrie sau sectiuni/suprafete
care definesc simetria (inclusiv suprafete circulare sau suprafete definite de curbe
spline). Proiectantul va izola (prin operatii de decupare) acest sector si va crea axa
de simetrie (pentru simetrie circulara).

Conditia de tip Symmetry poate fi aplicata in raport cu unul, doua sau trei plane
de simetrie (figura 1.21), in functie de geometria si modul de solicitare ale piesei.

l, 7\

Fig. 1.21 Aplicarea simetriei dupd unul, doua sau trei plane
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In figura 1.22 se prezinta constrangerea unui sector reprezentand 1/6 dintr-o
roatd de mana, prin aplicarea a doud conditii de tip Cyclic Symmetry (o conditie la
sectiunile din butuc si o alta la sectiunile din inel).

@, Cyclic Symmetry

@ Use Reference
Geometry

@ On Flat Faces

@ On Cylindrical Faces e ——
‘ el \
@ On Spherical Faces . -
Cyclic symmetry:| & .4 ’-.
&7 ||| Face<i> > ol
iﬁ~€7
“utl?
o
& [Face<2>
< | CE—

Fig. 1.22 Aplicarea unei constrangeri de tip ,, Cyclic Symmetry”

In analiza FEM a componentelor in contextual ansamblului (care va fi
detaliata intr-un alt volum) prezintd importanta interactiunea dintre componente. Se
prezintd In continuarea cateva optiuni uzuale:

- aplicarea unei optiuni de solidarizare a componentelor (optiunea Bonded
din comanda Component Interaction). Optiunea se poate aplica pentru
componentele selectate sau pentru tot ansamblul (prin bifarea optiunii
Global Interaction);,

- aplicarea unor conditii de contact, fard intersectic a volumelor
componentelor (optiunea Contact din Component Interaction).
Proiectantul poate defini coeficientul de frecare pentru a caracteriza
contactul cu alunecare;

- aplicarea unor conditii de contact cu un “zid” cu rigiditate infinitd sau
elastic (cu rigiditate datd). Optiunea Virtual Wall este disponibila in
comanda Local Interactions (conditii locale de contact, aplicate doar la
anumite entitati), in care se regasesc si alternativele Contact, Bonded

37



Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analiza FEM

(similare cu cele de mai sus) si Shrink Fit (asamblare cu strangere, prin
fretare);

- utilizarea optiunii de ansamblu liber (optiunea Free din comanda
Component Interaction), recomandata doar pentru componente disjuncte,
la care incarcarile nu pot genera contact sau intersectie de geometrie in
timpul solicitérii. Optiunea scurteaza timpul de rulare, dar folosirea ei
inadecvati poate determina erori majore in raport cu sistemul real;

- utilizarea unor conexiuni de tip arc (sping), stift (pin), bolt/surub (bolf) sau
rulment (bearing) fira a fi nevoie sd fie modelate efectiv aceste
componente. Aceste conexiuni inlocuiesc elementul real, preluand nsa
proprietatile elastice ale acestuia (rigiditate pe diferite directii, modul de
elasticitate, rezistentd mecanica, coeficientul lui Poisson, coeficient de
dilatare termica, fortd de prestrangere — la suruburi etc.).

1.7.6 Aplicarea incarcarilor

Instrumentele din zona Exfernal Loads a benzii de instrumente Simulation
(accesibile si din meniul contextual External Loads din arborele operatiilor
simuldrii) permit aplicarea incarcérilor, a fortelor inertiale, a efectelor termice si
presiunilor obtinute din studii de curgere. Structura si optiunile acestor comenzi
depind de tipul geometriei analizate (solid, beam, shell), in continuare prezentandu-
se principalele optiuni disponibile pentru solide si grinzi.

Fortele concentrate se aplica folosind optiunea Force. La analiza solidelor,
fortele concentrate pot fi aplicate pe o suprafata, pe o muchie sau intr-un punct cheie
al elementului de rezistentd. Directia fortelor poate fi determinata in functie de
entitatea pe care actioneaza sau in functie de o entitate de referintd (optiunea Face,
Edge, Plane for Direction). Aplicarea fortelor intr-un punct sau pe o muchie a
solidului va determina valori mari ale tensiunii in aceasti zoni. In majoritatea
situatilor reale, fortele concentrate nu sunt aplicate pe o muchie sau intr-un punct,
ele actionand pe o suprafatd cu arie mica in raport cu aria laterald a elementului de
rezistenta. In figura 1.23 se exemplifica aplicarea unei forte concentrate pe o zoni
de capdt a unui element de rezistentd, indicandu-se valorile celor doua proiectii ale
fortei. Directiile proiectiilor sunt definite in raport cu Face<2> (se observa
corespondenta culorilor intre cAmpurile de selectie si suprafetele selectate). in
situatia in care forta este aplicatd simultan pe mai multe entitati distincte, se va
specifica dacd valoarea indicata este cea totala sau reprezintd valoarea pe entitate
(optiunile Total si Per item).

38



1. Notiuni de baza

Aplicarea unei forte distribuite la un solid se va face tot prin optiunea Force,
selectia suprafetei de distributie si indicarea valorii echivalente in N, obtinutd prin
inmultirea intensitatii distributiei (N /m) cu lungimea pe care se aplica (m). Optiunea
Nonuniform Distribution permite definirea unor variatii de fortd exprimate prin
ecuatii scrise In coordonate carteziene, cilindrice sau sferice.

La analizele efectuate pe geometrii de tip grinda, o fortd poate fi aplicata
intr-un punct cheie, Intr-un nod sau pe un tronson, in acest ultim caz putand fi definita
si o fortd distribuitd uniform, prin indicarea intensitatii distributiei in N/m (prin
activarea optiunii Per unit length).

Force/Torque A
Force
& | Torque
Q [Face<1> Force/Torque ©)
vV X ™
Selection A
2 @ split Line1
(O Normal L ‘
© selected direction ‘ R ‘

o | Ea—

O Per item )

°
Units v Units ™
Force A
. ) Force A
) o]

Q~ |1 N

[§#] (5000 ~In i& : .

Reverse direction

- ] =

Reverse direction

(CJReverse direction
Fig. 1.23 Aplicarea unei forte Fig. 1.24 Aplicarea unei forte distribuite
concentrate, prin proiectiile sale pe un tronson de grinda

Pentru a aplica o fortd distribuitd neuniform pe un tronson de grinda, se va
activa optiunea Nonuniform Distribution din comanda Force si se va selecta metoda
si tipul distributiei:

- Total Load Distribution (indicarea valorii fortei rezultante [N]
echivalentd fortei distribuite), aplicatd pentru distributie parabolica,
eliptica sau de tip triunghi isoscel. Toate cele trei tipuri de distributie vor
fi aplicate simetric (figura 1.25);
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- Centered Load Distribution (indicarea intensitatii maxime a distributiei,
exprimatd in N /m), aplicata pentru distributie parabolica, eliptica sau de
tip triunghi isoscel;

- Table Driven Load Distribution, prin care se poate defini o distributie
dupa valori punctuale ale intensitétii [N/m], caracteristice anumitor
sectiuni. Trecerea Intre aceste valori se face prin variatie liniara.

Exemplificarea pe larg a modului de aplicare a fortelor distribuite neuniform
la grinzi va fi prezentata in aplicatiile din capitolul 2 al acestui volum.

a Nonuniform Distribution A

Centered Load Distribution v

i

Fig. 1.25 Optiuni pentru forte distribuite triunghiular, parabolic sau eliptic

Momentele concentrate se aplica la solide folosind comanda Torque, fiind
necesard selectia suprafetei pe care actioneazd momentul si a axei sau suprafetei
cilindrice in jurul careia actioneaza (figura 1.26). Sensul de rotatie este controlat prin
optiunea Reverse direction, iar optiunile Per item / Total, disponibile la Incarcarea
simultand a cel putin doud suprafete distincte, definesc daca valoarea momentului
este exprimata per suprafata sau este valoarea totala.

Torque
® -

| Torque Value (N.m):l 1,500 {T

© I’Axis1 ‘
B s v

=) \ 1500 v Nm

((JReverse direction
O Per item

Total

Fig. 1.26 Moment concentrat aplicat la o geometrie de tip solid
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La aplicarea momentelor la grinzi sunt disponibile optiuni similare celor de
la aplicarea fortelor, inclusiv posibilitati de definire a momentelor distribuite, a caror
intensitate este exprimatd in [N - m/m]. Directiile dupa care se aplica momentele
sunt definite 1n functie de o suprafatd, muchie sau plan de referintd. Momentele vor
actiona 1n jurul axelor/muchiilor de referinta, iar sensul de rotatie este dat de regula
burghiului drept. In exemplul din figura 1.27 este aplicat un moment concentrat intr-
un nod al unei grinzi, sensul de rotatie fiind cel orar.

Moment A

1 N.m
1 N.m
] 1200 v |Nm

Reverse direction

Fig. 1.27 Moment concentrat aplicat intr-un nod al unei grinzi

Presiunea poate fi aplicata pe suprafetele unei geometrii de tip solid, folosind
comanda Pressure. Comanda nu este disponibilda pentru geometrii de tip grinda.
Figura 1.28 exemplifica aplicarea unei presiuni constante pe suprafetele interioare
ale unui cilindru hidraulic (vizualizare in sectiune).

Pressure ®@
vV X ™
Type A

© Normal to selected face

(O Use reference geometry

@ Face<1>@1.005 Cilir
Face<2>@1.002 Flar I
Face<3>@1.002 Flar
Face<4>@1.002 Flar
Face<5>@1.002 Flar

Pressure Value A

B ~/mma2 (vpa) v

w ‘ 10 v ‘N/mm"z
—————(MPa)

[JReverse direction

Fig. 1.28 Aplicarea unei presiuni constante pe suprafetele interioare ale unui
cilindru hidraulic (vedere in sectiune)
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Pentru aplicarea unei presiuni distribuite dupd o anumita ecuatie, se va
folosi optiunea Nonuniform distribution din comanda Pressure. Aceastd optiune
presupune alegerea unui sistem de coordonate si exprimarea functiei de variatie a
presiunii Intr-un sistem de referinta cartezian, cilindric sau sferic.

In figura 1.29 se exemplifica aplicarea presiunii hidrostatice asupra unei porti
de la o ecluza. Suprafata pe care actioneaza apa este delimitata printr-o comanda de
tip Split, 1a limita superioara fiind pozitionat un sistem de referinté local XYZ, cu axa
Y orientatd pozitiv in jos. Acest sistem de referinta (cartezian) este selectat in campul
Select a Coordinate System din zona Nonuniform Distribution a comenzii Pressure.
Functia care defineste variatia presiunii este F(x,y,z) = p - g - "y", unde densitatea
apei este p = 1000 kg/m3, iar acceleratia gravitationald este g = 9,81 m/s?,
rezultdind F(x,y,z) = 9810 - "y". Valoarea presiunii intr-un anumit punct de pe
placa se obtine din relatia p(x,y,z) = p - F(x,y, 2), unde p este valoarea nominala
a presiunii definitd in cAmpul Pressure Value.

@ Face<1>

Pressure Value A
B n/ma2 v
w1 v [N/ma2
(JReverse direction

& Nonuniform Distribution A

}, I Coordinate System1

Type of Coordinate System:
. [ %z, ] [ P
X )i @. fg
== |r t Ir t|
G m v
Iln deg

F(x, y, Z) = 9810*"y"

Edit Equation

Fig. 1.29 Aplicarea presiunii hidrostatice pe poarta unei ecluze
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La componentele cu masa mare, calculul de rezistentd trebuie sd ia in
considerare si greutatea proprie. Comanda Gravity aplica greutatea proprie la
componenta/sistemul analizat, indicAndu-se directia ( implicit perpendicular pe Top
Plane), si acceleratia gravitationaldi g = 9,81 m/s?. Greutatea propric va fi
evidentiatd pe model printr-o sdgeata cu varf conic si cap sferic (figura 1.30).

Pentru aplicarea fortei centrifuge se foloseste comanda Centrifugal Force,
fiind necesard definirea axei de rotatie (prin selectia unei axe, a unei muchii sau a
unei suprafete cilindrice) si specificarea turatiei / vitezei unghiulare si a acceleratiei.
Forta centrifuga va fi evidentiata pe model printr-o sageata rotativa (figura 1.31).

Centrifugal O]
v X
Gravity ® Selected Reference
o |
‘X D
Centrifugal Force y
Selected Reference \\
® I e
@, 2000 v |rpm
% 981 v |m/sh2 &
} [JReverse direction
Reverse direction
g, 0 v [rpmA2
Advanced
[CJReverse direction
Fig. 1.30 Aplicarea greutatii proprii Fig. 1.31 Aplicarea fortei centrifuge

Aplicarea unei incarcari de tip lagar (comanda Bearing Load) presupune o
distribuire neuniforma a reactiunii rezultante (figura 1.29). Utilizatorul va delimita
suprafata semicilindrica Incarcata si va crea un sistem de referintd local, cu axa Ox
dispusa dupa directia rezultantei fortei si axa Oz coincidentd cu axa lagarului. Forta
rezultantd va fi distribuitd sinusoidal sau parabolic, avand un maxim pe directia
rezultantei si valori nule la £90° fata de aceasta.

Comanda Distributed Mass permite aplicarea unei mase distribuite
uniform (care inlocuieste componente neincluse in analizd) pe una sau mai multe
suprafete ale geometriei analizate. Aceastd masd nu va actiona ca o presiune
distribuita, fiind luatd in calcul doar la calculul fortelor inertiale: greutate proprie,
forta de inertie (masa distribuita nu genereaza efecte daca nu se aplica forte inertiale).

In situatia in care se doreste aplicarea unei mase virtuale luand in calcul centrul
sau de masa, se va folosi comanda Remote Load / Mass. Componenta evidentiata cu
portocaliu in figura 1.33 are centrul de greutate plasat asimetric in raport cu
suprafetele ei de contact cu grinda suport. Aplicarea masei acestei componente
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asupra celor doua suprafete suport, presupune definirea locatiei centrului de masa
(coordonatele din zona Location, exprimate in functie de sistemul de referinta
selectat) si specificarea valorii masei in cdmpul Remote Mass.
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1. Notiuni de baza

Comanda Remote Load/Mass permite si aplicarea fortelor/momentelor la
distanti, intr-un punct situat in exteriorul componentei analizate. In figura 1.34 se
prezintd unui brat de pedala de la o bicicleta, la care forta de pe pedala este aplicata
bratului prin optiunea de forta la distanta. Proiectantul defineste sistemul de referinta
aplicat, distantele care caracterizeazd pozitia fortei de pe pedald si componentele
acestei forte (In acest caz doar componenta pe axa 0z).

Fortele aplicate la distantd vor genera in raport cu centrul suprafetei pe care
actioneaza forte echivalente si momente ale fortelor. Astfel, aplicarea fortelor la
distanta reprezinta o optiune foarte importantd atunci cdnd anumite componente ale
sistemului mecanic nu sunt redate in modelul CAD al ansamblului si in analiza FEM.

; /A
PR Coorainste systemny <

X-Location {mmj: 0

Location ~ ¥-Location (mm): 47.5

E mm v Z-Location (mm): 0
}{ 0 o Force - Z-Direction (N):
0 | 475 v
4 |0 v
8 Translational Components~
G I Vi v
a3 0

¢ 0
igisoov

(J Rotational Components Vv

Fig. 1.34 Aplicarea unei forte la distanta

Optiunea Rotational Components a comenzii Remote Load/Mass permite
aplicarea momentelor la distantd, in mod similar cu aplicarea fortelor.

Un exemplu foarte bun de utilizare a fortelor si maselor aplicate la distanta 1l
reprezinta rotoarele turbinelor. Analiza butucului rotorului unei turbine hidraulice,
se poate face fard a include in analizd paletele rotorice, aplicand asupra butucului
fortele hidrodinamice si fortele masice de pe palete, pozitionate in centrul de
presiune, respectiv centrul de masa.

In mod similar cu fortele si momentele aplicate la distant, se pot defini (prin
aceeasi comanda Remote Load/Mass) translatii si rotatii aplicate la distanta.
Punctul de aplicare al acestor translatii/rotatii va fi conectat rigid de toate punctele
suprafetei suport, iar deplasarea/rotirea punctului de aplicare va determina
deplasari/rotiri (si tensiunile aferente) la componenta analizata.
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Analiza deformatiilor termice sau a dilatarilor termice impiedicate se
realizeaza prin impunerea unei temperaturi de montaj (Reference temperature at zero
strain) in proprietatile studiului static (meniul contextual accesat prin click-dreapta
pe numele studiului 1n arborele simuldrii) si a unei temperaturi de calcul prin
comanda Temperature din zona Loads. Utilizatorul poate alege suprafetele pe care
se aplica aceasta temperaturd sau poate alege aplicarea pe toate suprafetele expuse.

1.7.7 Discretizarea modelului si rularea studiului

Discretizarea reprezintd procesul de impértire a modelului analizat in
elemente finite, cu geometrie mai simpla. Prin acest proces se trece de la un model
continuu (un set infinit de puncte), la un model discret cu un numar finit de puncte
(noduri) si elemente finite, conectate intr-o retea (mesh). Comanda prin care se
realizeaza discretizarea in SolidWorks Simulation este Create Mesh (accesata din
banda de instrumente Simulation sau din meniul contextual activat prin click dreapta
pe intrarea Mesh din arborele simularii).

La discretizarea solidelor, proiectantul poate seta valori pentru o serie de
parametri care definesc calitatea retelei de elemente finite:

- reglajul liniar Mesh density permite setarea densitatii elementelor finite

intre limitele Coarse (grosier) si Fine (fin);

- optiunile Maximum element size (dimensiunea maxima a unui element),
Minimum element size (dimensiunea minima a unui element), Min number
of elements in a circle (numarul minim de elemente intr-un cerc) si Element
size growth ratio (fractia de variatie a dimensiunii elementelor Invecinate)
permit introducerea de valori numerice pentru controlul calitétii retelei de
elemente finite;

- numarul de puncte Jacobiene.

Tipul retelei de elemente finite aplicate la un solid poate fi ales dintre

urmadtoarele optiuni:

- Standard mesh, situatie in care se utilizeaza algoritmii Voronoi-Delaunay
pentru generarea retelei de elemente finite;

- Curvature-based mesh, prin care se dispun mai multe elemente in zonele
caracterizate de curburi;

- Blended curvature-based mesh, optiune prin care se adapteazd automat
dimensiunea elementului la curbura locald a geometriei pentru a crea un
model de retea uniform. Acest tip de discretizare este folosit pentru
majoritatea exemplelor de analiza a solidelor, prezentate in acest volum.
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Comanda Apply Mesh Control (accesatd din meniul contextual activat prin
click dreapta pe intrarea Mesh din arborele simuldrii) permite aplicarea unor
discretizari locale, de calitate superioara. Proiectantul poate decide ca anumite zone
critice (sectiuni periculoase, raze de racordare, filete, periferia unor alezaje) necesita
discretizare superioard, ceea ce conduce la cresterea preciziei de calcul in acea zona.
In exemplul din figura 1.35 se prezinta aspectul retelei de elemente finite pentru o
furca, fara discretizare locala, respectiv cu discretizare locald aplicata in zona de
trecere dintre ax si corpul furcii.
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Fig. 1.35 Retea de elemente finite fara (a) si cu (b) discretizare locala

Teoretic, o discretizare mai find conduce la o precizie mai ridicatd a
rezultatelor, dar si la o crestere a timpului de rulare a studiului. Proiectantul poate
realiza studii de convergenta a rezultatelor, analizand variatia parametrilor de iesire
(tensiuni, deplasari) in functie de parametrii de definire a retelei de elemente finite.

La geometriile de tip grinda discretizarea se realizeaza prin divizarea in “felii”
— elemente finite liniare dispuse pe lungimea grinzii. Timpul de rulare este in acest
caz foarte scurt. Utilizatorul poate controla doar numarul de elemente si dimensiunea
elementului (prin optiunea Apply Mesh Control, accesata din meniul contextual
activat prin click dreapta pe intrarea Mesh din arborele simularii).

Rularea analizei se lanseazd prin comanda Run this Study din fereastra
Simulation. Pe ecran va aparea o banda procentuala care indica gradul de finalizare
al analizei. Durata rularii studiului depinde de complexitatea sistemului analizat, de
parametrii discretizarii i de puterea de calcul disponibila. Trebuie retinut ca detaliile
geometrice de mici dimensiuni (in raport cu dimensiunile de gabarit ale
componentelor), pentru care s-au aplicat discretizari locale, cresc timpul de rulare.
Stagnarea rularii la un anumit procent nu insemna implicit esecul analizei. Autorul
acestui volum are experienta unor analize la care rularea a durat mai multe ore. Daca
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anterior nu s-a realizat discretizarea, procesul de rulare va parcurge implicit si acest
pas (cu parametrii impliciti de discretizare).

Pentru scurtarea timpului de rulare se poate regandi structura analizei,
elimindnd din sistem componentele pentru care nu se doreste determinarea starii de
tensiuni si deformatii. Aceste componente pot fi Inlocuite cu forte de reactiune sau
incarcari si mase aplicate la distanta.

1.7.8 Vizualizarea rezultatelor

Dupa rularea unui studiu, in arborele simularii vor fi disponibile rezultatele
analizei. Aceste rezultate sunt afisate sub forma unor harti de culori si a grilei care
defineste corespondenta culorilor cu valorile parametrului analizat. Implicit vor fi
afisate distributiile tensiunilor echivalente von Mises, distributia deplasarilor
rezultante si distributia deformatiilor specifice echivalente. Din meniul contextual
(click dreapta pe intrarea Results din arborele operatiilor) se pot accesa optiunile de
generare pentru alti parametri de rezultat (tensiuni, deplasari, deformatii specifice,
factori de siguranta, reactiuni, diagrame de variatie a fortelor interioare etc.).

La analiza geometriilor de tip solid, optiunea Define Stress Plot permite
afisarea urméatoarelor distributii de tensiuni:

- tensiunile axiale (SX = oy; SY = oy; SZ = 0,), raportare la sistemul de

referinta al geometriei analizate;
- tensiunile tangentiale (TXY = ty; TXZ = ty; TYZ = 1,);
- tensiunile principale (P1 = o0y; P2 = 0,; P3 = 03), calculate ca solutii
ale ecuatiei (1.4);

- tensiunea echivalentd von Mises (teoria a V-a de rezistentd), calculata in
functie de tensiunile axiale si tensiunile tangentiale (ecuatia 1.22) sau in
functie de tensiunile principale (ecuatia 1.23):

(o = Uy)z + (oy = 02)2 + (0, — 0,)? 2 2 2 (1.22)
Opy = > + 3(Tyy + Ty, + Tox) :

_ {0y = 03)* + (03 — 03)* + (07 — 03)?
Oym = 2

(1.23)
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- tensiunea echivalentd dupa teoria a Ill-a de rezistentd — criteriul Tresca
(Stress intensity INT), definitd de diferenta dintre tensiunea principald
maxima si tensiunea principald minima:

- presiunea de contact, aplicabila la analiza ansamblurilor.
- invariantul I; (suma tensiunilor principale, Triaxial stress - TRI):

I = 0x +0y,+0, (1.25)

Tensiunea von Mises reprezintd o tensiune echivalenta folosita la solicitari
compuse de categoria a II-a (solicitari compuse la care apar atat tensiuni axiale, cat
si tensiuni tangentiale, ex: torsiune cu incovoiere, torsiune cu solicitari axiale),
pentru materiale tenace. Folosirea acestui parametru la solicitdri simple sau la
solicitari compuse de categoria I poate conduce la interpretari gresite. Spre exemplu,
la solicitarea simpla de torsiune a barelor drepte apare doar tensiune tangentiala t,
care poate fi descompusd dupd axele sectiunii transversale, in componentele 7y, si

Txz, Tespectdndu-se relatia T = ’T,%y + 72,. Toate celelalte componente de tensiune

sunt nule la torsiune. Daca se calculeaza tensiunea echivalenta von Mises in acest

caz, se obtine g,y = ’3(‘[,%3, + sz,z) = 7 -V 3, adicd o valoare cu aproximativ 73%

mai mare decat tensiunea tangentiald. Totodatd, se observa din ecuatia (1.22) ca
tensiunea echivalentd von Mises are mereu valori pozitive. La solicitarea simpla de
intindere/compresiune, unde apar doar tensiuni axiale g, tensiunea echivalenta von
Mises coincide in valori absolute cu tensiunea axiala, dar nu redd tendinta de
intindere sau compresiune. Recomandarea autorului este ca la solicitarile simple si
la solicitarile compuse de categoria I sa fie folosite componentele de tensiuni
axiale/tangentiale corespunzatoare solicitarii si eventual tensiunile principale.
Pentru fiecare distributiec de tensiuni utilizatorul poate seta parametrii de
afisare, in tab-urile Definition si Chart Options ale ferestrei Stress plot (figura 1.36):
- parametrul afisat (din lista detaliatd mai sus);
- unitatea de masura;
- modul de afisare a valorilor: valori pe noduri/valori pe elemente finite;
- factorul de deformare (pentru vizualizarea tendintelor de deformare se
folosesc factori de scalare a deformatilor mai mari decat 1);
- afisarea valorilor minime/maxime (minimele si maximele sunt considerate
in valoare reald, tindnd cont de semnul +/-);
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- limitele care definesc grila de culori (implicit de la minim la maxim,
albastru corespunzand valorii minime si rosu valorii maxime);

- formatul sub care sunt indicate valorile: stiintific (scientific, ex. 9.9e +
01 = 9,9 - 10%), zecimal (floating, ex. 98.9) sau general (afisare in format
stiintific / zecimal, in functie de domeniul de valori);

- numarul de zecimale.

% Stress plot @ | & Stress plot ©)
v X ™ vV X -
i A
Definition | Chart Options | Settings | Definition | Chart Options | Settings | von Mises (N/mm#2
"n 98891656 989
Display A .
@ . . Automatically defined 89.0
VON: von Mises Stress v minimum value
P —— _ 791
B wmaz2 v LI 191969091797
_ 692
Advanced Options A Position/Format A
() show as tensor plot Predefined positions _ 593
0 Show plot only on selected @[3 @] H 494
entities
© Node Values ~f e Zl% - 396
(O Element Values § 2 i’% 297
Average results across
boundary for parts *:*- Normal v 19.8
Average stresses at s . o 9.9
(C) mid-nodes (high-quality 11 [floating
solid mesh only) o 1 %l 0.0

Fig. 1.36 Definirea parametrilor de afisare pentru tensiuni
Optiunea Define Displacement Plot permite afisarea distributiilor
deplasarilor: UX, UY, UZ (8y,6,,6,, deplasdrile dupa axele Ox, Oy si Oz ale

sistemului de referintd) si URES (6§,, deplasarea rezultantd), definitd de ecuatia:

5, = /6,% + 65 + 62 (1.26)

Optiunea Define Strain Plot permite afisarea distributiilor deformatiilor
specifice: EPSX, EPSY, EPSZ (&y, €y, €, — deformatii specifice liniare), GMXY,
GMXZ, GMYZ (Yxy,VxzVyz — deformatii specifice unghiulare), deformatiile
specifice principale (E/, E2, E3), deformatia specificd echivalentd ESTRN (&gq-

deformatia specifica echivalentd von Mises) definitd de ecuatia:

_2 Pkt ted) 3+ + 1R (1.27)

feq =3 2 4
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2y — &y, — &y _2€y—€x—82 _Zez—ex—sy (1.28)

La afisarea deplasarilor si deformatiilor sunt disponibile optiuni de afisare
similare cu cele prezentate anterior pentru tensiuni.

La calculul coeficientilor de siguranta (optiunea Define Factor of Safety
Plof) utilizatorul va alege criteriul de rupere (von Mises sau Max. Shear Stress-
Tresca pentru materiale ductile, respectiv Mohr-Coulomb sau Max. Normal Stress
pentru materiale cu rupere fragild) si parametrul mecanic in raport cu care se
calculeaza acesti coeficienti (limita de curgere, rezistenta mecanica).

Pentru vizualizarea detaliata a rezultatelor, in Solid Works Simulation sunt
disponibile functii suplimentare, grupate in zona Plot Tools.

Comanda tensiunilor/

Section Clipping permite afisarea distributiei
deplasarilor/ deformatiilor specifice in raport cu o sectiune definitd de utilizator.
Sectiunea poate fi plana (figura 1.37), cilindrica sau sferici. Comanda permite si
utilizarea a mai multe sectiuni simultan (prin activarea optiunilor succesive Section
2, Section 3 etc.). Poate fi afisata distributia doar pentru sectiunea/sectiunile selectate
(prin activarea optiunii Plot on section only) sau pentru volumul din piesd delimitat

de respectivele sectiuni.

% Section @
v X
Section 1 A

& (8] (@
7] |

{3 0.00mm ﬂ - 600
[x¢ 000deg il 500
[y 0.00deg il 400
O 28.39499153mm :| 300
(O section 2 v 200
Options A 100
& 0
Show section plane /’/
— Yield strength:
[C) show mesh on section plane ///
Plot on section only

Fig. 1.37 Vizualizarea distributiei tensiunilor intr-o sectiune
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Utilizatorul poate vizualiza zonele pentru care parametrul analizat depaseste
o valoare data (sau este intr-un interval dat), folosind Iso Clipping (figura 1.38).

&7 Iso Clipping
v X

Iso 1

Iso value
20 N/mmA2
- (MP3)

Oiso 2

Options
[CJPlot on iso surface only

Show contour on the uncut
portion of the model

(©)

Fig. 1.38 Vizualizarea zonelor cu tensiuni mai mari decdt o valoare data

Afisarea rezultatelor dintr-un anumit punct/nod sau de pe o anumita entitate
se realizeaza prin comanda Probe. Valorile de pe o anumita entitate vor fi afisate sub
forma tabelard (nod, valoare, coordonate), selectia unor linii din tabel ducand la
evidentierea acestora pe harta de culori (figura 1.39).

Probe Result
v X ™
Options
(O At location
From sensors

© On selected entities
(O At Node number

Results

Q | Face<2>@01-02-01-Arbore<1>

Flip edge plot
Update
Node mmA2 (MPa)) X (mm)| Y (mm)
3 18,5 -13.50000000 -0.00000001 I
4 19.3  13.50000000 -0.00000000

24.50000000] _-0.00000001
s 48[ -24.50000000] -0.00000000
-11.69134331| -6.74999952

Value:

Value:

XY, Z Location:

-11.7,-6.75, -31.8 mm

21.2 N/mm#2 (MPa)

XY, Z Location:[-6.75, -11.7, -31.8 mm

Value: 27.0 N/mm~#2 (MPa)

X Y, Z Location:| 24.5, -1.01e-08, -31.8 1
554 N/mm#2 (MPa)

Fig. 1.39 Afisarea valorilor pentru noduri specifice unei entitati
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Folosind comanda Mesh Sectioning se poate realiza o reprezentare intr-o
sectiune definita la limitele elementelor finite.

Comanda Animate din zona Plot Tools genereazd o animatie a
comportamentului sistemului in timpul solicitarii. Pentru o vizualizare clard a
tendintei de deformare, se va activa in prealabil optiunea Deformed result (afisarea
deformatiilor la scard maritd), din banda de instrumente Simulation. Aceasta
animatie poate fi salvata sub forma unui fisier AVIL.

Pentru generarea raportului unei simulari intr-un document MS Word se va
utiliza comanda Report. Utilizatorul va selecta informatiile introduse 1n raport, la
rezultate fiind incluse distributiile create anterior in zona Results. Imaginile
corespunzatoare fiecarei etape a analizei vor fi generate direct si incluse in raport.

La analiza geometriilor de tip grinda sunt disponibile optiuni diferite de
rezultat (in raport cu geometriile de tip solid). Trebuie retinut cd geometriile de tip
grinda sunt caracterizate de sectiune transversala constanta, iar pentru o sectiune este
obtinutd doar valoarea maxima a parametrului analizat (exemplificare in figura 1.40
pentru o grinda solicitatd la Incovoiere de o fortd distribuitd). Cu alte cuvinte, daca
se analizeaza un arbore solicitat la torsiune, geometria fiind definita ca beam, intr-o
sectiune transversala a arborelui va fi afisatd doar valoarea maxima a tensiunii
tangentiale, nu si variatia acesteia din centrul sectiunii spre periferie.

Bending Ms/Ss (N/mm#2 (MPa))
-0.000
-10.000

_ -19.999
_ -29.999
. -39.998
| -49.998
_ -59.997
_ -69.997
_ -79.996

I -89.996

-99.995

Fig. 1.40 Afisarea tensiunilor axiale generate la incovoiere pentru o geometrie

analizata ca grinda (optiunea Treat as Beam)
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Tensiunile la geometriile de tip grinda sunt corelate cu cele sase tipuri de
forte interioare (N, T, T, M;,, M;,,, M), fiind afisate valorile maxime din sectiunea
transversala pentru: tensiunile axiale la intindere (Axia/), tensiunile axiale la
incovoiere dupa directia 1 si directia 2 (Upper bound bending in DIR 1 / DIR 2),
tensiunile tangentiale la torsiune (7orsional), tensiunile tangentiale la incovoiere
dupa directia 1 si directia 2 (Shear in DIR 1 / DIR 2). Totodata, poate fi afisata
distributia valorilor maxime din sectiunile transversale pentru tensiunea echivalenta
de la solicitarea compusa gradul I de intindere/compresiune cu incovoiere (Upper
bound axial and bending).

Pentru deplasarile geometriilor de tip grindd pot fi afisate atat
componentele axiale (alungiri), cat si componentele unghiulare (rotiri). Folosind
comanda List Displacement Plot pot fi afisate si valorile reactiunilor de tip forta si
moment (disponibile si prin comanda List Result Force).

Valorile fortelor interioare (pentru fiecare element finit) si diagramele de
variatie a fortelor interioare la grinzi se obtin utilizdnd comenzile List Beam
Forces, respectiv List Beam Diagrams. Pot fi vizualizate valorile si diagramele de
variatie ale fortei axiale (Axial Force), fortei taietoare dupa directia 1 sau 2 (Shear
Force in Dirl / Dir 2), momentelor incovoietoare dupa directia 1 sau 2 (Moment
about Dirl / Dir 2), momentului de torsiune (Torque). Directiile 1 sau 2 nu sunt
definite de utilizator, fiind asociate direct cu sectiunea transversala a grinzii. Directia
1 este paraleld cu cea mai lunga laturad care defineste profilul sectiunii. Etapele de
lucru pentru calculul diagramelor de variatie a fortelor interioare la grinzi, folosind
SolidWorks Simulation, sunt detaliate in capitolul 2 al acestei lucrari.
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2. Diagrame de
variatie a fortelor

interioare

In capitolul 2 se prezintd algoritmii de calcul analitic si etapele simuldrilor

numerice parcurse pentru determinarea reactiunilor din reazeme si a diagramelor

de variatie a celor sase forte interioare (forta axiala N, fortele taietoare T, si T,,

momentele incovoietoare My, si M;,,, momentul de torsiune My).

Sunt prezentate exemple de calcul si simulari numerice pentru grinzi drepte,

bare curbe, cadre plane i sisteme spatiale static determinate, incarcate cu forte si

momente concentrate, forte distribuite uniform i neuniform.

Structura capitolului este urmatoarea:

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5

Calculul reactiunilor

Diagrame de variatie a fortelor interioare la grinzi drepte
Diagrame de variatie a fortelor interioare la bare curbe plane
Diagrame de variatie a fortelor interioare la cadre plane
Diagrame de variatie a fortelor interioare la sisteme spatiale
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2.1 CALCULUL REACTIUNILOR

In capitolul I s-a aritat ca fortele interioare sunt determinate de incarcari (forte
active) si de fortele de legatura care apar in conexiunile dintre elementul de rezistenta
calculat si elementele nvecinate. Aceste forte de legatura (reactiuni) corespund
miscdrilor relative blocate prin acea conexiune.

Considerand cazul general al unei conexiuni dintr-un sistem solicitat spatial,
aceasta poate anula miscarea relativd a componentelor pentru trei translatii si trei
rotatii (considerate dupa un sistem de referintd ortogonal). Blocarea translatiei dupa
o0 axa determind aparitia in conexiune a unei reactiuni de tip forta, iar blocarea rotatiei
in jurul unei axe determina aparitia unei reactiunii de tip moment.

Reactiunile se determina din ecuatiile de echilibru static. Pentru un sistem
spatial se pot scrie sase ecuatii de echilibru static (suma componentelor fortelor
exterioare pe directiile x, y si z trebuie sa fie zero, respectiv suma momentelor M,,,
M, si M, trebuie sa fie zero) [12]:

Zszo; Z@:O; ZFZ=O;
(Z Mx)K = 0; (Z My)K = 0; (Z MZ)K =0

La un element de rezistentd dispus si solicitat Intr-un singur plan se folosesc

2.1)

uzual urmatoarele tipuri de reazeme:
- reazemul mobil (reazem alunecator sau articulatie mobild) limiteaza doar
miscarea de translatie pe directia perpendiculara pe suprafata de sprijin
(axa y a unui sistem de referintd Oxy), introducand o reactiune de tip forta
pe aceasta directie (figura 2.1 a);
- reazemul fix (articulatie fixa) limiteaza translatia dupd axele x si y ale
sistemului de referinta atasat, introducdnd doud reactiuni de tip forta
(figura 2.1 b);
- Incastrarea (fixarea completd) limiteaza ambele translatii (dupa axele x si
y) si rotatia 1n jurul axei z, introducand doua reactiuni de tip fortd si o
reactiune de tip moment (figura 2.1 c);
Considerand un element de rezistentad si reazemele aferente, sunt posibile
urmatoarele situatii:
- numarul de reactiuni din reazeme este egal cu numarul ecuatiilor de
echilibru static (sistem static determinat). Exemple de astfel de sisteme:
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2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

grinda incastratd la un capat si cu celdlalt capat liber, grinda simplu
rezemata (reazem mobil + reazem fix la capete). Acest tip de sisteme
constituie subiectul acestui capitol;

- numarul de reactiuni din reazeme este mai mare decat numarul ecuatiilor
de echilibru (sistem static nedeterminat). Exemple de astfel de sisteme:
grinda incastraté la un capét si cu un reazam mobil la celalalt capat, grinda
dublu incastrata. Acest tip de sisteme se rezolva prin scrierea unor ecuatii
suplimentare legate de deplasari si sunt tratate in capitolul I'V.

Observatie: Daca numarul de reactiuni este mai mic decat numarul ecuatiilor
de echilibru static (ex.: grinda cu articulatie fixa la un singur capat) sistemul nu se
afla in stare de echilibru. In acest caz, pentru a se putea efectua calcule de rezistent,
se vor considera situatii limitd, corespunzatoare unor stéri de echilibru static.

W A
KK 7

Fig. 2.1 Reactiuni [12]

Reactiunile din conexiunile unui element de rezistentd pot fi calculate si
folosind softuri specifice (inclusiv aplicatii online, cum ar fi https://skyciv.com/free-
beam-calculator/). in Solid Works Simulation fortele de reactiune pot fi determinate
pentru studii statice, dinamice, neliniare etc. In continuare se prezinta prin exemple
algoritmii de calcul si analiza FEM pentru determinarea reactiunilor.

Aplicatia A2.1 Sa se determine reactiunile din reazeme pentru grinda din
figura de mai jos (sectiune dreptunghiulard h = 120 mm si b = 40 mm), realizata
din otel S235JR). Se cunosc: F = 25 kN,p =7 kN/m, M, = 12 kNm,a = 0,2 m.

p o I
S M.
2
V7 U
3a 4a a 2a

Fig. 2.2 Aplicatia A2.1
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Calculul analitic

Calcul analitic al reactiunilor presupune parcurgerea urmétoarelor etape:

Identificarea intervalelor si punctelor caracteristice pentru grinda data.
Punctele caracteristice sunt definite de sectiunile in care se aplicd incarcarile
concentrate, de sectiunile de capat ale Incarcarilor distribuite si de sectiunile in care
se aplica conexiunile. Doua puncte caracteristice succesive definesc un interval. Pe
un interval, orice componenta de fortd interioard este caracterizatd de o singura
functie de variatie. Grinda din aplicatia A2.1 are patru intervale si cinci puncte
caracteristice.

Analiza fortelor exterioare. Pentru a facilita scrierea ecuatiilor de echilibru al
fortelor pe verticala / orizontald, respectiv ecuatiilor de echilibru al momentelor, este
necesard descompunerea fortelor inclinate si echivalarea fortelor/momentelor
distribuite. Pentru exemplul dat, forta inclinata F va fi descompusa in proiectiile sale
pe directiile x si y (figura 2.3), iar forta uniform distribuitd p va fi echivalata cu o
forta concentratd P = p - a, dispusa in centrul de greutate al distributiei.

Aplicarea reactiunilor in reazeme: in reazemul alunecétor 2 apare reactiunea

verticald V,, iar In reazemul fix 5 apar reactiunile Vs si Hs.

F-sin60
1 P=p-3a ‘”F”/sm
p H o
§ Me
i @ _NO® @ ® H
@ 1,5a 7 F-cos60 <'/
- . V2
3a 4a a 2a Vs

Fig. 2.3 A2.1. Reactiuni

Scrierea ecuatiilor de echilibru: pentru exemplul dat se scriu ecuatiile de

echilibru al fortelor orizontale, respectiv ecuatiile de echilibru al momentelor in
raport cu punctele 2 si 5.

YF =0, F -cos (60) —H; =0
M), =0; —p-3a-1,5a+F -sin(60)-4a— M, —V5-7a =0
M) =0; —p-3a-85a+V,-7a—F -sin(60)-3a— M, =0

Alegerea acestor ecuatii este corelatd cu obiectivul de a simplifica calculul. In
toate cele trei ecuatii apare o singurd necunoscuta. Alternativ, in ecuatia de echilibru
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2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

al fortelor pe verticald intervin doud necunoscute, reactiunile V1 si V5; in mod
similar, tot doud necunoscute intervin in ecuatiile sumelor de momente scrise in
punctele 1, 3, 4.

Din ecuatiile de mai sus rezulta expresiile si valorile celor trei reactiuni:

Hs = F - cos(60) = 25 - cos(60) = 12,5 kN
_4F -a-sin(60) — 4,5p - a® — M,

Vs 7-a
4.25-0,2 - sin(60) —4,5-7-0,22 — 12
= 702 = 2,90 kN
25,5p - a® + 3F - a - sin(60) + M,
2= 7a
255.7-0,22+3-25-0,2 - sin(60) + 12
= 702 = 22,95 kN

Verificarea corectitudinii rezultatelor se realizeazd prin scrierea unei noi
ecuatii de echilibru si introducerea 1n aceasta a valorilor calculate ale reactiunilor.
Pentru exemplul dat se introduc valorile reactiunilor calculate anterior in ecuatia de
echilibru al fortelor pe directia verticala:

XE =0; Vo +Vs—p-3a—F-sin(60) =0

respectiv: 22,95+ 2,90—7-3-0,2 —25-5in(60) =0

Analiza FEM

Pentru determinarea reactiunilor prin simulare numericd, in SolidWorks
Simulation se parcurg etapele detaliate 1n cele ce urmeaza.

Generarea geometriei 3D a grinzii intr-un fisier de tip SolidWorks part. Grinda

va fi modelata astfel incat fiecare tronson sd reprezinte un solid distinct.
Transformarea acestor solide In geometrii de tip grinda va permite aplicarea facila a
constrangerilor si incarcarilor.

Schita sectiunii transversale a grinzii (dreptunghi 120 mm x 40 mm, cuprins
in planul Right si cu punctul de intersectie al diagonalelor in originea sistemului de
referintd) va fi extrudatd pe lungimea primului tronson (600 mm) — figura 2.4.
Celelalte trei tronsoane sunt adaugate prin extrudari succesive, pornind de la schite
contindnd sectiunea definitd anterior (in noile schite se vor proiecta muchiile
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sectiunii ultimului tronson folosind comanda Convert Entities; se vor obtine astfel
schite legate — modificarea dimensiunilor din prima schitd va conduce la modificarea
dimensiunilor si in schitele 2, 3 si 4). Fiecare tronson va fi generat ca solid distinct,
prin dezactivarea optiunii Merge result din cadrul comenzii Extrude (figura 2.8).

@] Boss-Extrude1 @ 40
vV X ®
From ~ (Q
-

Sketch Plane v
Direction 1 A
2| Blind v
) D
2% 1600.00mm 2

— -

® E

Fig. 2.4 A2.1. Extrudarea primului tronson al grinzii

Generarea unor entitifi suport necesare la definirea constrangerilor si

incarcarilor. Pentru exemplul dat se va genera o dreapta inclinata la 60°, care trece
prin punctul caracteristic 3 al grinzii si reprezintd directia fortei inclinate F. Aceasta
dreaptd va fi trasata intr-o schitd cuprinsd in planul Front si va avea originea in
punctul de mijloc al inaltimii sectiunii transversale h = 120 mm. Tot in aceasta
etapa se va trasa o dreapta paralela cu axa Z, prin punctul caracteristic 4 al grinzii,
dreaptd care reprezintd axa In jurul cérei se aplica momentul exterior M,. Cele doud
drepte, evidentiate in figura 2.5, se traseaza in schite distincte.

@) Boss-Extrude4 @

vV X ®

From A
Sketch Plane v

Direction 1 A

2| lind v

) D

2% 400.00mm =

() Merge result

Fig. 2.5 A2.1. Extrudarea tronsonului 4-5 si evidentierea dreptelor suport
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Generarea unui studiu de analiza staticd. Din banda de instrumente Simulation

din SolidWorks se acceseaza optiunea New Study. Se va indica numele studiului si
se va selecta tipul — Static. Studiul nou creat va aparea ca un nou fab in partea din
stanga — jos a ferestrei SolidWorks. Editarea / vizualizarea acestui studiu se va face
prin selectia acestui fab si activarea benzii de instrumente Simulation. Revenirea 1n
modul de editare / vizualizare a solidului se va face prin activarea fab-ului Model.
Mediul de modelare si mediul de simulare din SolidWorks sunt active in acelasi
fisier, ceea ce implica citeva consecinte important a fi retinute:

- comenzile Undo si Redo actioneaza asupra pasilor realizati in procesul de
modelare (chiar daca este activ fab-ul corespunzator simularii). Editarea
operatiilor aplicate 1n simulare se va face doar din arborele simularii;

- orice modificare a geometriei 3D este transpusd in simulare si necesitd o
noud rulare a acesteia. In situatia in care prin modificarea geometriei se
elimind entitati suport sau de referinta pentru constrangerile si incarcarile
deja aplicate, acestea vor trebui redefinite;

- orice schimbare a geometrei determind si o schimbare a structurii retelei
de elemente finite.

Tratarea solidelor ca grinzi. In arborele de operatii aferent studiului static, sub

denumirea fisierului curent, se va regasi lista de solide definite pentru cele patru
tronsoane ale grinzii. Selectdnd aceste solide (cu click+tCTRL pentru selectie
multipld), se poate alege din meniul contextual (accesat prin click dreapta mouse),
optiunea Treat selected bodies as beams. Vor rezulta patru tronsoane de tip grinda,
cu sectiune transversald constantd. La capetele fiecarui tronson vor fi marcate
punctele caracteristice ale grinzii (denumite joints in SolidWorks Simulation).
Aceastd transformare permite determinarea reactiunilor si diagramelor de variatie a
fortelor interioare pentru sistemul analizat.

Transformarea solidelor in geometrii de tip grinda este reversibild (prin
optiunea 7reat as Solid din meniul contextual). Pictograma atasatd unei entitati 3D
in arborele operatiilor din simulare releva tipul acesteia: volum prismatic (@) pentru
solide, respectiv sectiune de profil I (@) pentru geometrii de tip grinda.

In situatia in care raportul dintre lungimea unui tronson si dimensiunea
maxima a sectiunii transversale este mai mic decat 10, SolidWorks Simulation indica
un mesaj de avertizare: The body is too short to be considered as beam. Cu toate
acestea simularea poate fi efectuata, dacd scopul principal este determinarea
reactiunilor din reazeme si a diagramelor de variatie a fortelor interioare.
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Asocierea proprietatilor de material pentru cele patru tronsoane. Din meniul

contextual (accesat prin click dreapta pe numele fisierului, in arborele operatiilor din
simulare) se va selecta optiunea Apply Material to All Bodies. Se va deschide astfel
fereastra Materials, In care se va identifica otelul 1.0037 (S235JR).

Determinarea reactiunilor si a diagramelor de variatie a fortelor interioare nu
implicd proprietati de material, dar prin simularea se genereaza si distributia
tensiunilor si a deformatiilor, astfel ca asocierea materialului este obligatorie chiar si
in situatia in care se urmareste doar determinarea reactiunilor.

Aplicarea constrangerilor corespunzitoare celor doua reazeme. Avand in
vedere ca axa grinzii si Incarcarile aplicate sunt cuprinse intr-un singur plan (Oxy)
constrangerile vor viza doar miscdrile de translatie dupa axele x si y, respectiv
miscarea de rotatie in jurul axei z.

Observatie: Utilizatorul poate decide si blocarea translatiei dupa z, respectiv
a rotatiilor in jurul axelor x si y, dar rezultatele vor fi identice (softul va indica
reactiuni pentru fiecare miscare blocata, dar neavand incércare spatiald, reactiunile
necuprinse in planul Oxy vor fi infinit mici).

Pentru modelarea reazamului mobil, din sectiunea 2 a grinzii, se va bloca
translatia dupa axa y, iar pentru reazemul fix din sectiunea 5 se vor bloca translatiile
dupd x si y. Se va lansa comanda Fixed Geometry din banda de instrumente
Simulation si se va alege optiunea Use reference geometry care permite utilizatorului
sa selecteze care miscari de translatie sau de rotatie vor fi blocate. In cAmpul Joints
se selecteaza punctul cheie care defineste reazemul, iar in campul Face, Edge, Plane,
Axis for Direction se selecteaza o entitate de referinta in raport cu care se definesc
axele. In exemplificarea din figura 2.6, suprafata superioard a grinzii este entitatea
de referintd 1n raport cu care sunt blocate translatiile pentru joint-ul corespunzator
reazemului fix. Cele doud sdgeti verzi din sectiunea 5 indicd miscarile blocate.
Reactiunile vor corespunde acestor constrangeri.

Observatii:

1. Numerotarea joint-urilor si orientarea axelor in Solidworks nu este
corelatd direct cu numerotarea si sensul axelor din calculul analitic.
Proiectantul va urmari ca modelul din simulare sd redea modelul analitic,
independent de aceste aspecte.

2. Daca in campul entitatii In raport cu care se definesc rotatiile si translatiile
se selecteaza o suprafatd plana / un plan, atunci directiile vor fi identificate
ca Along Plane Dir 1, Along Plane Dir 2 (directii paralele cu planul
selectat) si Normal to Plane (directie perpendiculara pe planul selectat).

62



2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

3. Constrangerile sunt evidentiate pe ecran prin simboluri de culoare verde.
Blocarea unei translatii este evidentiatd printr-o sdgeata simpld. Blocarea
unei rotatii este evidentiata printr-o sdgeata cu varf subtire si cap cilindric.
Daca dimensiunile sdgetilor care marcheaza constrangerile sunt prea mici
in raport cu sectiunea grinzii (nu sunt vizibile), se poate mari dimensiunea
acestora in campul Symbol Settings al comenzii Fixtures.

Standard(Use Refi e G try) A

Qe Fixed Geometry

Qf Immovable (No translation)

Use Reference Geometry

Xt Joint<3, 1>

@ [Face<1>

Translations A

Emm v

O ~ Jmm

D Reverse direction

Nt 0 mm

Fig. 2.6 A2.1. Aplicarea constrangerilor in punctele caracteristice

Aplicarea incarcdrilor. Pentru grinda A2.1 va fi aplicatd o fortd uniform

distribuita, o fortd concentratd si un moment de incovoiere. Fortele si momentele

aplicate vor fi evidentiate cu o culoare distinctd in raport cu cea folosita la

constrangeri (implicit magenta). In acest volum incarcérile sunt evidentiate cu rosu

pentru o vizualizare mai buna si pentru corelarea cu schemele de la calculul analitic.

Forta uniform distribuita va fi aplicata prin comanda Force din zona External

Loads a benzii Simulation. In zona Selection a comenzii Force se va activa optiunea

Beam si se va selecta un tronson al grinzii (tronsonul 1-2 pentru exemplul dat).
Directia fortei va fi definita in raport cu o entitate de referinta (perpendicular pe Face
1 in exemplul din figura 2.7). Pentru definirea valorii fortei sunt posibile doua

alternative:

- activarea optiunii Per unit lenght permite exprimarea fortei pe unitate de
lungime (p = 7000 N /m, pentru aplicatia A2.1);
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- neactivarea optiunii Per unit lenght, situatie in care valoare fortei introduse
(exprimata in N) va reprezenta forta totald, echivalenta distributiei. Pentru
exemplul dat, forta echivalenta celei distribuite este P = p - 3a = 4200 N.
Impunand aceastd forta pe tronsonul [1+2), vom obtine acelasi efect
precum in situatia aplicarii fortei distribuite p = 7000 N /m.

Force/Torque ®@

v X -

J3Norma| to Plane (N,a‘m):| 7,000 l

Selection A
F[Boss-Extrude1 '

£ o3

@ Face<1>
Units A

B s v

Per unit length

Force A
Qx| 1 N/m

Q| ! N/m

7000 v IN/m
Fig. 2.7 A2.1. Aplicarea fortei distribuite p = 7 kN /m

Forta concentratd inclinata se va aplica tot prin comanda Force, activand
optiunea Joints din zona Selection si selectand punctul caracteristic corespunzator.
Directia fortei va fi indicata prin selectia liniei inclinate, definite la modelarea piesei
(figura 2.8). Sensul fortei poate fi schimbat prin activarea optiunii Reverse direction.
In cazul fortelor concentrate (aplicate intr-un punct caracteristic — joinf) optiunea Per
unit lenght nu mai este disponibila.

Pentru definirea momentului de incovoiere exterior M, = 12 kN - m se
lanseaza comanda Torque din banda de instrumente Simulation, zona External
Loads. Momentul concertat va fi aplicat pe joint-ul aferent sectiunii 4 a grinzii
(figura 2.9), in jurul axei definite de linia suport 2 (paraleld cu axa z). Valoarea
momentului este exprimatd in N -m. Sensul momentului este dat de regula
burghiului drept (privind grinda din perspectiva de aplicare a momentului, Tnaintarea
unui burghiu virtual corespunde sensului orar de rotatie).
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Force/Torque @
v X ™

Selection A

Joint<8, 1>

D I’ Line1@Sketch6

Units A
B s v
Force A

e

(CJReverse direction

Fig. 2.8 A2.1. Aplicatia fortei concentrate F = 25 kN

Force/Torque O]
vV X ™

Selection A

Joint<5, 1>

D Il Line2@Sketch7

Units A
B s v
Force A

1 N
Moment A

Fig. 2.9 A2.1. Aplicarea momentului de incovoiere exterior M, = 12 kN - m
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Figura 2.10 sintetizeaza constrangerile si incarcarile aplicate la grinda data.

Fig. 2.10 Constrangeri si incarcari aplicate la grinda A2.1

Discretizarea modelului. Generarea retelei de elemente finite se realizeaza

prin comanda Create Mesh din banda Simulation. La geometriile de tip grinda,
elementele finite vor diviza volumul in ,.felii” dispuse dupa axa sa longitudinala.
Desi discretizarea in elemente finite poate influenta rezultatele obtinute in simularile
numerice, la calculul reactiunilor la geometrii de tip grinda influenta densitatii retelei
de elemente finite este scazuta.

Rularea studiului se realizeazd prin comanda Run This Study din banda

Simulation. In cazul geometriilor tratate ca grinda timpul de rulare este scurt, nefiind
necesare PC-uri cu putere mare de calcul.
Vizualizarea rezultatelor. In cAmpul Results din arborele simularii sunt afisate

implicit distributii de tensiuni si distributii de deformatii/deplasari. Pentru
vizualizarea reactiunilor se va selecta optiunea List Result Force din meniul
contextual corespunzator rezultatelor (click dreapta pe Results in arborele simularii).
In fereastra acestei comenzi se va selecta punctul caracteristic (joinz-ul) pentru care
se doreste vizualizarea reactiunilor si optiunea Update. Reactiunile nenule vor fi
afisate tabelar In zonele Reaction Force si Reaction moment. Aceleasi valori vor fi
afisate si atasat de punctul caracteristic. Figurile 2.11 si 2.12 prezinta valorile
reactiunilor pentru cele doud reazeme ale grinzii A2.1.

In tabelele Reaction force si Reaction moment sunt afisate efectiv sumele
reactiunilor de tip fortd si moment pe cele trei axe pentru punctele caracteristice
selectate (coloana Selection) si pentru tot modelul (coloana Entire Model). in
consecintd, daca in cAmpul Joints se selecteaza mai multe puncte caracteristice, in
zona de lucru vor fi afigate distinct reactiunile, dar in cele doua tabele vor fi afisate
valorile cumulate. Valorile afisate in zona de lucru sunt indicate in format stiintific
(spre exemplu, valoarea V, = SumY = 22950 N din tabel este afisatd in zona de
lucru sub forma rotunjitd FY = 2.3e + 04 N = 2,3 - 10* N). Valorile negative ale
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reactiunilor indica ca acestea actioneaza in sens invers orientdrii axelor pozitive ale
sistemului de referinta din SolidWorks. Sensul real dupa care sunt dispuse reactiunile
este afisat pe ecran prin sageti (colorate identic cu axele sistemului de referinta).

Result Force ®
v X
Options v
Selection A
] | |
i
ERE] v
E]
2.3e+04 N
FRes:|2.3e+04 N
Reaction force (N) &
Component | Selection| Entire Model
Sum X: | 0. -12,500
Sum Y: 22,950 25,851
Sum Z: | 0. 0.
Resultant: 22,950 28,714

Fig. 2.11 A2.1 Vizualizarea reactiunilor din reazemul alunecator 2

Result Force ®
v X
Options v
Selection A
w ] |
B s v

Joint<g, 1>

-1.25e+04 N

FY: |29e+03N

Reaction force (N) 2

Component | Selection| Entire Model FRes:| 1.28¢+04 N
Sum X: -12,500 -12,500 A
Sum Y: 2,900.4 25,851

Sum Z: 0. 0.

Resultant: 12,832 28,714

Fig. 2.12 A2.2 Vizualizarea reactiunilor din reazemul fix 5
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Aplicatia A2.2 Sa se determine reactiunile din Incastrare pentru grinda din
figura de mai jos, incdrcatd cu o fortd distribuitd neuniform. Se cunosc: p; =
7kN/m, p, = p3 = 3 kN/m, a = 0,4 m. Grinda are sectiune dreptunghiulard h =
40 mm si b = 120 mm si este realizata din otel E335.

1,5a 1,5a a

!

1

Fig. 2.13 Aplicatia A2.2

Calculul analitic

Identificarea intervalelor si punctelor caracteristice pentru grinda data: trei

intervale si patru puncte caracteristice.
Analiza fortelor exterioare: pe tronsonul [1+2) si (3+4] actioneaza forte cu

distributie liniard, iar pe tronsonul (2+3) actioneaza o forta distribuitd uniform.

Forta distribuita liniar de pe tronsonul [1+2) poate fi echivalata, pentru calcul
reactiunilor, cu doua forte concentrate P; si P, calculate prin Impartirea distributiei
in doud triunghiuri. Figura 2.14 evidentiaza pozitia celor doud forte echivalente (in
centrele de greutate ale triunghiurilor). Forta uniform distribuitd de pe tronsonul
(2+3) poate fi echivalata cu forta concentratd P, pozitionatd in sectiunea de mijloc
a tronsonului. Forta distribuitad liniar de pe tronsonul (3+4] se poate echivala prin
forta concentrata P, pozitionata in centrul de greutate al triunghiului.

Plz(pl : 1,53)/2

'
E 2 ! 3
E P ' P t Pi=(pyra)2

Y‘ 1,5a 1,5a a

Fig. 2.14 A2.2. Reactiuni
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Aplicarea reactiunilor: In incastrare apar reactiunea verticald V,, reactiunea

orizontald H; si reactiunea de tip moment M;. Deoarece toate fortele actioneaza pe
verticald, reactiunea orizontald este nula.
Scrierea ecuatiilor de echilibru: se vor scrie ecuatiile de echilibru al fortelor

pe verticald si suma de momente M, in raport cu punctul 1.

1,5a 1,5a a

XE =0; Vi=pi—— =Pz —Pz-Lda—ps-5=0
M), =0; 1,5a 1,5a

& M), —My+p;-——-05a+p;-——-a+p;-15a-2.25a

a
+ps5333a=0

Rezulta expresiile si valorile celor doud reactiuni:

-1,5a -1,5a -a
V1=p12 +p22 +py 1,50+ 22
_7:15-04 3-15-04 . 3-04
B 2 2 S 2
=54 kN
-1,5a -1,5a -a
M1=plT-0,5a+pzT-a+p2-1,5a-2,25a+p3 -3,33a
7-15-0,4 3.-1,5-04
=05 04+—"——04+3:15:04

3-0,4
-2,25-0,4+T-3,33-0,4=3,2kN-m

Verificarea corectitudinii rezultatelor obtinute prin introducerea lor in ecuatia
de echilibru a momentelor in raport cu punctul 2:

M), =0 -1,5a -1,5a
& M), ’ —M1+V1-1,5a—plT-a—pzT-0,5a+p2-1,5a
-a
075a+2-2.183qa =0
iv: 7-15-04 2.15-04
respectiv ~32+54-15 04— ——- 04— ———-05
3.0,4
0,4+3-15-04-0,75- 0,4+ 183

0,4=0
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Analiza FEM

Generarea geometriei 3D a grinzii intr-un fisier de tip SolidWorks part. Grinda
incastratd A2.2 este incarcata cu forta distribuita uniform pe tronsonul (2+3) si forte
distribuite cu variatie liniara pe tronsoanele [1+2) si (3+4]. in SolidWorks Simulation

aceasta distributie poate fi aplicata unitar, astfel ca nu este necesara divizarea grinzii
in mai multe tronsoane. Modelarea geometriei 3D se va face prin extrudarea
dreptunghiului 120 mm x 40 mm din figura 2.15 pe lungimea totala de 1600 mm.

@) Boss-Extrude1 @
v X ®
0,

From A ]Q

Sketch Plane v
Direction 1 A
2| slind v

g

A
&% [1600.00mm 2
® S

Fig. 2.15 A2.2. Generarea modelului (vedere partiala)

Generarea unui studiu de analiza staticd. Din banda de instrumente Simulation

se acceseaza optiunea New Study. Se va indica numele studiului si se va selecta tipul:
static.
Tratarea solidului ca grinda. Se va selecta solidul A2.2 din arborele de operatii

aferent studiului static si din meniul contextual (afisat prin click dreapta mouse) se
va activa Treat selected bodies as beams. Simularea se va face pe o grinda cu un
singur tronson, cu doud puncte caracteristice.

Asocierea proprietatilor de material. Grinzii A.2.2 i se va asocia otelul E355
din fereastra Materials, accesata prin comanda Apply Material (banda Simulation).
Biblioteca SolidWorks DIN Materials este structuratd pe categorii de materiale
metalice (aliaje de aluminiu, aliaje de cupru, fonte, oteluri aliate, etc.), E355
regasindu-se 1n categoria otelurilor pentru constructii (Steel Structural).

Aplicarea constrangerilor. Grinda este Incastratd la un capat. Incastrarea

presupune anularea tuturor miscarilor relative de translatie si de rotatie. Optiunea
Fixed Geometry aplicatd asupra punctului caracteristic aferent sectiunii 1 reda
incastrarea acestei sectiuni (figura 2.16). Avand in vedere ca incarcarea si axa grinzii
sunt cuprinse ntr-un singur plan (Oxy), reactiunile necuprinse in acest plan vor fi
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2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

nule. In consecintd, incastrarea grinzii A2.2 poate fi redatd si doar prin blocarea
translatiilor pe axele x si y si a rotatiei in jurul axei z.

Fixture ®
vV X -
Example v
Standard(Fixed Geometry) A

Fixed Geometry

(X | Immovable (No translation)

@ Use Reference Geometry

Rea Joint<2, 1>

Fig. 2.16 A2.2. Aplicarea incastrarii

Aplicarea incarcarilor.

O forta aplicata pe un tronson de grinda (prin selectia optiunii Beams si a
tronsonului de grinda aferent, in zona Selection a comenzii Force) poate fi distribuita
uniform sau neuniform. Distributia neuniforma este definita prin activarea optiunii
Nonuniform distribution si selectia uneia din optiunile Table Driven Load
Distribution, Total Load Distribution sau Centered Load Distribution. Optiunea
Table Driven Load Distribution permite aplicarea incarcarii prin precizarea
intensitatii fortei distribuite (exprimatd in N/m) in diferite sectiuni ale grinzii.
Valorile se definesc sub forma tabelard, in prima coloand introducandu-se distantele
fatd de capatul grinzii, exprimate in metri sau procente din lungimea totald, iar in a
doua coloand introducdndu-se intensitatea fortei distribuite. Optiunea Flip origin
permite schimbarea capatului in raport cu care se definesc distantele. Pentru grinda
A2.2 s-au definit intensitatile fortei distribuite pentru cele patru sectiuni
caracteristice, referinta fiind sectiunea 4 (figura 2.17). Variatia intensitdtii fortei
distribuite intre sectiunile caracteristice se poate face liniar sau dupa o curba cubica.

Observatii:

1. Optiunea Table Driven Load Distribution poate fi aplicatd doar pentru

forte distribuite neuniform. Optiunile Total Load Distribution si Centered
Load Distribution se pot aplica atat pentru forte cit i pentru momente
distribuite neuniform.

2. Optiunea Total Load distribution permite aplicarea unei forte/moment

dupd o distributie triunghiulard simetrica (figura 2.18 a), parabolica
(figura 2.18 b) sau eliptica (figura 2.18 c), indicand valoarea totald a
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incarcarii (exprimata In N pentru forta, respectiv N - m pentru moment).
Optiunea Centered Load Distribution permite aplicarea unei forte sau a
unui moment dupa o distributie triunghiulara simetricd, parabolicd sau
elipticd, indicand intensitatea maxima a incarcarii (exprimatd in N/m
pentru fortd, respectiv N -m/m pentru moment). In ambele cazuri
incarcarea va fi dispusa simetric 1n raport cu centrul tronsonului.

Force/Torque @
v X ™
Selection v
Units v
Force v
Moment v

& Nonuniform Distribution

Table Driven Load Distribution v

Distance v

Distance(m)| Force per unit length(N/m)

1 0.00
2 0.40 3,000.00
3 1.00 3,000.00
4 1.60 7,000.00

Beam length: 1.6 m

Y () Flip origin

Fig 2.17 A2.2. Aplicarea incarcarii distribuite neuniform

e o I I 1 1 g

a) b) ¢

Fig. 2.18 Exemple de incarcari cu distributie triunghiulara (a), sinusoidala (b)
sau parabolica (c) aplicate prin optiunea Total Load distribution

Discretizarea modelului si rularea analizei. In situatia n care nu se urmareste
modificarea parametrilor discretizarii, se poate genera reteaua de elemente si rula
simularea intr-un singur pas, lansand comanda Run This Study din banda Simulation.
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2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

Vizualizarea rezultatelor. Se va selecta optiunea List Result Force din banda
Simulation (zona Results Advisor) si se vor vizualiza valorile reactiunilor pentru
punctul caracteristic corespunzator sectiunii incastrate. Se observd ca valorile

obtinute Tn simulare (figura 2.19) sunt practic identice cu cele calculate analitic.
Result Force ®

v X

Options

Selection

Reaction force (N)

Component | Selection| E

Sum X: 0.
Sum Y: 5,399.9
Sum Z: 0.
Resultant: 5,399.9
I

54e+03 N

Reaction Moment (N.m)

- FRes: |5.4e+03 N
Component | Selection| E

Sum X: 0. MRes:[3.2e+03 N.m
Sum Y: 0.

A
Sum Z: 3,199.9
Resultant: 3,199.9

Fig. 2.19 A2.2. Vizualizarea reactiunilor din incastrare

2.2 DIAGRAME DE VARIATIE A FORTELOR INTERIOARE
LA GRINZI DREPTE

Tensiunile si deformatiile la care este supus un element de rezistentd sunt
calculate in functie de fortele interioare (eforturile) care apar in interiorul acestuia.
Considerand situatia In care se urmareste determinarea distributiei tensiunilor si
deformatiilor la un element de rezistentd de tip grindd, rezultd necesitatea de a
cunoaste valoarea fortelor interioare din orice sectiune transversald a acestuia. In
acest scop vor fi scrise functiile de variatie si se vor trasa diagramele de variatie ale
fortele interioare.

Algoritmul analitic de trasare a diagramelor de variatie se bazeaza pe metoda
sectiunii. Aceastd metodd presupune divizarea grinzii In raport cu o sectiune
transversala virtuala (notatd cu K in figura 2.20). Vor rezulta doud parti ale grinzii,
la capatul sectionat al fiecdrei parti fiind aplicate fortele interioare N, T,, Ty, M;,,

M;,, si My, (daca grinda este dispusa si solicitata intr-un singur plan, atunci se aplica
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doar N, T),, M;,). Determinarea valorilor fortelor interioare pentru sectiunea K se va
face prin aplicarea ecuatiilor de echilibru pentru oricare din cele doua parti rezultate
in urma sectionarii. Pentru o grinda dispusa si solicitata intr-un singur plan se pot
formula urmatoarele reguli de calcul:

- forta interioard axiald N din sectiunea K va fi suma fortelor axiale din stdnga
sectiunii luate cu + daca intind grinda (actioneaza spre stdnga) sau cu minus daca
comprima grinda;

- forta interioard tdietoare T, din sectiunea K va fi suma fortelor verticale din
stdnga sectiunii luate cu + daca actioneaza in sus;

- momentul incovoietor interior M din sectiunea K va fi suma momentelor
incovoietoare generate de incarcarile si reactiunile din stanga sectiunii, calculate in
raport cu centrul sectiunii K si luate cu + daca actioneaza in sens orar;

Conventia de semne detaliatd mai sus este prezentata si in figura 2.21 (doar
pentru sensul pozitiv). In mod similar cu regulile de calcul in raport cu sectorul din
stanga sectiunii K, se pot defini regulile de calculul pentru sectorul din dreapta
sectiunii K. Rezultatele vor fi identice, proiectantul alegind partea de calcul cea mai
convenabild (uzual cea cu incarcari mai simple).

V. 7 \Y K
Fi

Vi V2

a)

Vi Fi|F2 ‘ Fi

/% P11 H

V2

b)
Fig. 2.20 Metoda sectiunii [12]
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2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

fibre comprimate
== ~ -
=~< ] +M 7 = \ +M
rotire In ! \
sens orar

““““ T ~~_ A b
== LT ———=

+T

W T N

[N |
—~—1 intindere =
L n

fibre intinse
Fig. 2.21 Conventie de semne [12]

Aplicand metoda sectiunii pe fiecare tronson/interval al unei grinzi, in sectiuni
oarecare definite de variabile x, se pot scrie functiile de variatie ale fortelor
interioare. Diagramele de variatie se vor stabili atribuind valori variabilei x. In
exemplele urmédtoare se prezintd detaliat acest algoritm de calcul si se compara
rezultatele obtinute analitic cu cele obtinute prin simuldri numerice.

Aplicatia A2.3. Sa se traseze diagramele de variatie ale fortelor interioare
pentru grinda din figura 2.22. Se cunosc: p = 8500 N/m, a=0,3 m. Grinda are
sectiune constantd HE120A (conform EN 10365) si este realizata din otel S275JR.

p

| )

~ S |

S5a 3a

Fig. 2.22 Aplicatia A2.3

Calculul analitic

Asupra grinzii actioneaza o fortd uniform distribuita p. Reactiunile Hy, V; si
V, (figura 2.23) se determina din ecuatiile de echilibru static:
QF )x =0, H =0
M), =0; p-8a-4a—-V,-5a=0
M), =0; V,-5a—p-8a-a=0

Rezulta:
v _8p-a_8~8500-0,3_4080N
U5 T 5 B
32p-a 32-8500-0,3
v, = z = c = 16320 N
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Aceste valori verifica ecuatia de echilibru a fortelor pe verticala:
(ZF)y=0, V1+V2—p-8a=0
Grinda are trei puncte cheie, care determina doua intervale de variatic a

fortelor interioare. Pentru simplificarea calculelor, intervalul [1-2) va fi parcurs de la
stanga la dreapta, iar intervalul [3-2) va fi parcurs de la dreapta la stanga.
Intervalul [1+2), x € [0; 5a)
Ty, =Vi—p-x
rezulta:
Ty = Typ/x=0 = V1 = 4080 N
T, = Tizjx=5¢ = V1 —p-5a = 4080 —8500-5-0,3 =—-8670 N
Se observa ca functia T 1si schimba semnul pe intervalul T;,, fiind nula intr-
o0 sectiune caracterizatd de x = xg:

Tk =Tizjx=xy =V1—P - x¢ =0

rezulta:
_V1 _4080 _ 048
XK= Tgs00 O™

In sectiunea in care functia T a fortei tdietoare se anuleaza, functia M a
momentului Incovoietor prezintd o valoare maxima/minima locald My (valoare

maxima/minima pe intervalul calculat).

x p
M12:V1~x—p~x~E=V1-x—§-x2

rezulta:
My = Miz/5=0 =0N-m
b
M; = Myz/x=5q = V1~ 5a — 2 (5a)®
8500

=4080-5-0,3 - (5-0,3)>=—34425N -m

p
Mg = M1z x=x, = V1 Xg — 2 Xi¢

8500
=4080-0,48 — — 0,482 =9792N -m

Pe intervalul [1+2) forta axiala este nuld, forta interioara tiietoare variaza dupa
o functie de gradul I, iar momentul incovoietor este descris de o functie de gradul II.

Intervalul [3+2), x € [0; 3a)
Pe acest interval se redefineste variabila x, originea ei fiind aleasa in punctul
3. Pe intervalul [3+2) functiile T si M vor fi:

76



2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

T3 =p-x
rezulta:
T3 =T3z/x=0 = ON
Ty =Tsz/x=3a =P 3a =8500-3-0,3=7650N
X

Moy = —D X = = ——.
32 pxz 2

=

2

rezulta:
M3 = M32/x=0 =0N'm
8500
My = My;/xo3q = —% (3a)* = ———-(3-03)* = ~34425N - m
Pe intervalul [3+2) forta interioara tdietoare variaza dupa o functie de gradul
I, iar momentul incovoietor este descris de o functie de gradul II.

p iP=p-2a
@ —
nAas @ 0|
Vi 5a Vs 3a
8670
4080
T
[N] S
XK
-7650
-3442,5
M
Nm
[ ] 979,2 -Ei‘LJ’L)'

Fig. 2.23 A2.3. Diagramele functiilor T si M trasate analitic

Analiza FEM

Se vor parcurge pasi similari cu cei prezentati la calculul reactiunilor. Trebuie
retinut cd determinarea diagramelor de variatie pin simulare numerica este posibila
doar daca geometriile 3D sunt tratate ca si grinzi.
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Modelarea geometriei grinzii

Axa grinzii va fi desenata Intr-o schita suport, folosind-se cate un segment de
dreapta pentru fiecare tronson (lungimi 1500 mm, respectiv 900 mm).

Banda de instrumente Structure System din SolidWorks permite definirea
rapida a unor structuri de elemente cu sectiune standardizata (mod de lucru specific
structurilor sudate). Activarea initiald a acestei benzi se face prin click dreapta in
zona benzilor de instrumente, accesarea optiunii 7abs si bifarea Structure System.
Din aceastd bandd de instrumente se acceseaza comanda Structure System,
deschizandu-se un mediu de lucru specific structurilor.

Prin comanda Primary Member se vor adauga succesiv tronsoanele grinzii. in
tab-ul Member al acestei comenzi se defineste modul de definire al axei tronsonului
— printr-o linie directoare (Path Segment Member) si se selecteaza segmentul de
dreaptd corespunzitor axei in cAmpul Select sketch entities/edges, din zona Path
Segments. In tab-ul Profile se defineste standardizarea aplicata (ISO/ANSI/BSI/DIN
etc.), tipul profilului (HEA — pentru aceasta aplicatie) si dimensiunea (HE120A -
profil HEA cu latime de 120 mm). Rotirea sectiunii in raport cu sistemul de referinta
se va realiza prin unghiul impus in campul Profile Aligment.

Dupa adaugarea primului tronson se lanseazd din nou comanda Primary
Member pentru definirea celui de-al doilea tronson (figura 2.24).

Dupa adaugarea tronsoanelor necesare si iesirea din mediul de lucru specific
structurilor (optiunea Exit Structure System), in arborele modelului 3D va aparea
intrarea Structure Systeml care contine intrarile Memberl si Member 2 bazate pe
sectiune HE120A4.

Weldment Profiles @

v X

Memberv Proflle'

Profile A
Standard:

din v
Type:

hea v
Size:

HE120A v

Transfer

Material from

Fig. 2.24 A2.3. Adaugarea tronsoanelor grinzii
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2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

Definirea studiului de analiza staticd se realizeaza prin comanda New Study
din banda Simulation. Urmatoarele comenzi vor fi accesate din fereastra aferenta
acestui studiu si banda de instrumente Simulation.

Prin click dreapta pe numele celor doua componente, in arborele operatiilor
din simulare, se acceseazd meniul contextual si comanda Treat as Beam, ceea ce
conduce la tratareca geometriilor ca si grinda.

Proprietatile de material se aplica prin optiunea Apply Material, S275JR

regdsindu-se 1n categoria otelurilor pentru uz structural din biblioteca DIN.
Pentru aplicarea constrangerilor (reazem fix in sectiunea 1 si reazem mobil in

sectiunea 2) se acceseazd comanda Fixed Geometry, optiunea Use Reference
Geometry. Reazemul fix va fi aplicat prin blocarea translatiilor pe doua directii,
definite in raport cu suprafata de referintd (marcati cu magenta in figura 2.25). in
mod similar, modelarea reazemului mobil presupune blocarea translatiei pe directia
normala la suprafata de referintd indicata in figura 2.26.

Forta uniform distribuitd va fi aplicatd folosind comanda Force din zona

External Loads (figura 2.27). in zona Selection a comenzii va fi bifata optiunea
Beams si indicate cele doud tronsoane de grinda. Directia fortei va fi definita
perpendicular pe suprafata de referinté (selectatd in cdmpul Face, Edge, Plane for
Direction), iar intensitatea va fi indicatd prin bifarea optiunii Per unit length si
introducerea valorii de 8500 N/m in campul Normal to Plane. Sensul fortei este
controlat prin bifarea/debifarea optiunii Reverse direction.

Advanced(Use Reference Geometry) A

Use Reference Geometry
@ Joint<1, 1>

@ Face<1>

Translations A

Emm v

(CJReverse direction

Nt o mm
m 0 v mm

Fig. 2.25 A2.3. Aplicarea reazemului fix in sectiunea 1
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Ad d(Uce Ref G trv) ~

Use Reference Geometry
Joint<2, 1>

[

@ I’ Face<1>

Translations A

E mm v

e .
[ E—

Fig. 2.26 A2.3. Aplicarea reazemului mobil in sectiunea 2

Force/Torque ®
v X ™

Selection o I 1‘% Normal to Plane (N/m):l 8,500 |

Corner Managementi[1]

\g Corner Management1[2]

@ I’Face<1>

Units ~

B s v

Per unit length

Force A

1 N/m
1 N/m
8500 Vv IN/m

Fig. 2.27 A2.3. Aplicarea fortei uniform distribuite

Dupa realizarea discretizarii (comanda Create Mesh) si rularea studiului

(comanda Run This Study) vor fi vizualizate rezultatele analizei. Diagramele de
variatie a fortelor interioare vor fi afisate prin click dreapta pe intrarea Results din

arborele simuldrii si accesarea optiunii Define Beam Diagrams. Vor fi afisate forta
tdietoare T, (Shear force in Dir2) si momentul de incovoiere M;, (Moment about

Dirl), directia 1 fiind asociatd dimensiunii maxime a sectiunii profilului HE120A.
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Max:|7650.0

|

JaMin:

-8670.0

Shear Force in Dir2 (N}
7650.0
6018.0
4386.0
2754.0
1122.0
-510.0
-2142.0
-3774.0
-5406.0
-7038.0

-8670.0

Fig. 2.28 A2.3. Diagrama de variatie a fortei taietoare

XY, Z Location:

Value:

480, 4.16e-14, -2.38e-14 mm

979.2 N.m

Moment about Dir1 (N.m)

979.2

N

94.9

-347.3

-789.5

-1231.7

-1673.8

-2116.0

-2558.2

-3000.3

-34425

Fig. 2.29 A2.3. Diagrama de variatie a momentului incovoietor
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Aplicatia A2.4. Sa se traseze diagramele de variatie a fortelor interioare
pentru grinda din figura 2.30. Se cunosc: p = 20000 N/m, q = 10000 N/m, M, =
3000 N -m, F = 6000 N, a = 0,5m. Grinda are sectiune IPE100 (conform EN
10365) si este realizata din otel C45.

P q
M.

Fig. 2.30 Aplicatia A2.4

Calculul analitic

Asupra grinzii actioneaza o fortd uniform distribuitad p, o forta distribuitd cu
variatie liniard g, un moment de incovoiere exterior M, si o fortd concentratd F.
Reactiunea orizontald H, din reazemul 4 este zero. Reactiunile verticale V; si I, se
determina din ecuatiile de echilibru static:

(ZF)xz(); Hy=0

a - 2a 1
M), =0; p-a-E+Me—F-2a+—q2 -(2a+§~2a)—V4-4a=0
-2a 2
X M), =0; V1-4a—p-a-3,5a+M€+F-2a—qT~§-2a=0
Rezulta:

V_le-a2—6Me—12F-a+8q-a2
1= 24a
~21-20000- 0,52 — 6 -3000 — 12 - 6000 - 0,5 + 8 - 10000 - 0,57
B 24-0,5
=5916,66 N

_3p-a®+6M,—12F -a+16q - a®
*T 24a
~3-20000-0,5%+ 63000 — 12 - 6000 - 0,5 + 16 - 10000 - 0,57
B 24-0,5
= 3083,33 N
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2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

Aceste valori verifica ecuatia de echilibru a fortelor pe verticala:

q -22a —0

Grinda are patru puncte cheie, care determind trei intervale de variatie a
fortelor interioare. Intervalele [1+2) si (2+3) vor fi parcurse de la stanga la dreapta,
iar intervalul [4+3) va fi parcurs de la dreapta la stinga.

QXF)y=0 V,+V,+F—p-a-

Intervalul [1+2), x € [0;a)
Ti,=Vi—p-x
rezulta:
Ty = Tyg/x=0 = V1 = 5916,66 N
T, = Tizjx=a = V1 —p-a =5916,66 — 20000 - 0,5 = —4083,34 N
Se observa ca functia Ty, isi schimba semnul pe intervalul [1+2), fiind nula
intr-o sectiune caracterizatd de x = xg:

Ty = T12/x=xK =W — P Xk = 0

rezulta:
_ Vi B 5916,66 — 0295
XK= T 20000 0™

In sectiunea in care functia T;, a fortei tdietoare se anuleaza, functia M, a
momentului incovoietor prezintd o valoare maxima/minima locala M.

X p
M12=V1-x_p.x.§=V1.x_E,x2

rezulta:
My = Mi3/3=0 = 0N -m

p 20000 5
M2=M12/x=a=V1'a—E'a =5916,66'0,5_T'0,5
= 458,33 N -m
p
My = Myz/x=x, = V1" Xk -3 xlz(

20000
= 5916,66 - 0,295 — — 0,2952 = 875,16 N - m

Pe intervalul [1+2) forta axiala este nula, forta taietoare variaza dupa o functie
de gradul I, iar momentul incovoietor este descris de o functie de gradul II.

Intervalul (2+3), x € (0; a)
Pe acest interval se redefineste variabila x, originea ei fiind aleasa in punctul
2. Pe intervalul (2+3) functiile T si M vor fi:
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Ty3=Vi—p-a

rezulta:
T,=T; =V, —p-a=5916,66 — 20000 - 0,5 = —4083,34 N
a
M3 =V1-(a+x)—p-a-(i+x)

rezulta:

p 20000
M2=M23/x=0=V1~a—E-a =5916,66'0,5_ .

0,52
= 458,33 N-m
3a
Mz = My3/x=0 = V1~2a—p~a~7
3-0,5
= 5916,66-2-0,5—-20000-0,5 - >
= —1583,34 N-m

Pe intervalul (2+3) forta taietoare este constantd, iar momentul incovoietor
este descris de o functie de gradul L.

Intervalul [4+3), x € [0; 2a)

unde:
X
rezulta:

T4 = T43/x=0 = _V4_ = _3083,33 N

a 10000 ,
T3 = Ty3/x=24 = 2a 2a)* -V, = 205 (2-0,5)* —3083,33
= 1916,67 N

Se observa ca functia T3 1si schimba semnul pe intervalul [4+3), fiind nula
intr-o sectiune caracterizata de x = x,:

. .2

Tk, = T12/x:xK2 = 2a xg —Va=0

rezulta:

_ |Va4a_ [308333-4-05
T T T 10000 ™

In sectiunea in care functia Ty a fortei tdietoare se anuleaza, functia M,3 a
momentului Incovoietor prezintd o valoare maxima/minima locald My, .
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2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

i P=p-a
; ) $Q=(q'2a)2
' H , :
M.
@
S %N |
X X
v, T 2a/3_ X v,
- a a 2a )
5916,6
1916,6
T
[N] c
XK _|
40833 -3083,3
| 115833
_ XK2
M —-
N
[Nm] [ T
875 1416,7
1614,2
Fig. 2.31 A2.4. Diagramele functiilor T si M
1 1 q 3
M3 =V4-x—5-qx~x~§-x=V4-x—m-x
rezulta:

My = Myz/x=0 = 0N -m

q
M3 = My3z/x=20 = V4 - 2a —— - (2a)3

12a
=3083,33-2-0,5 10000 (2-0,5)3
- ’ ™~ 12-05 ’
=1416,66 N -m
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My = Myzjx=x);, = Va Xk, = 12a Xk,
= 3083,33- 0,785 19099 0,7853
B S 12-05

=1614,18 N -m
Pe intervalul [4+3) forta tdietoare variazd dupa o functie de gradul II, iar
momentul Incovoietor este descris de o functie de gradul I11.

Analiza FEM
Pentru modelarea tronsoanelor grinzii se utilizeazd mediul de lucru specific

structurilor (accesat prin comanda Structure System din banda de instrumente cu
acelasi nume). Schita suport care defineste axa grinzii va fi alcdtuitd din trei
segmente de dreapta, coliniare, de lungime 500 mm, 500 mm, respectiv 1000 mm.
Prin aplicarea comenzii Primary Member si selectia tuturor celor trei segmente in
campul Path Segments se vor obtine simultan cele trei tronsoane (figura 2.32).
Sectiunea acestora va fi selectata in tab-ul Profile al comenzii (pentru aplicatia A2.4
se foloseste profil IPE cu inaltime de 100 mm, standardizare DIN).

[Z] primary Structural Me... @

vV X ™

Member | Profile
Primary Member Type

ZEr IREINE

Path Segments A

@ v Line1@Sketch1
Line2@Sketch1
Line3@Sketch1

Fig. 2.32 A2.4 Definirea tronsoanelor grinzii

Pentru definirea studiului de analiza staticd (comanda New Study din banda
Simulation), tratarea ca si grinda a celor trei tronsoane (optiunea Treat as Beam, din
meniul contextual afigat prin click-dreapta pe numele tronsoanelor, in arborele
simuldrii) si aplicarea proprietitilor de material (comanda Apply Material) se

parcurg aceiasi pasi ca si la aplicatia A2.3.
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2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

Aplicarea constrangerilor (reazem mobil 1n sectiunea 1 si reazem fix in
sectiunea 4) se realizeazd folosind comanda Fixed Geometry, optiunea Use
Reference Geometry. Pentru punctele cheie (joint) corespunzatoare sectiunilor 1 si 4
vor fi blocate deplasdrile pe directia verticald (reazemul mobil), respectiv pe directia
verticald si in lungul grinzii (reazemul fix), aceste directii fiind definite in raport cu
suprafata de referinta selectata de utilizator (Facel in exemplul din figura 2.33)

Use Reference
Geometry

I Joint<7, 1>

\@rm

=]

Translations

Emm v

[:] Reverse direction

vQT‘O mm

Fig. 2.33 A2.4. Definirea reazemului fix

Pentru aplicarea incarcarilor se foloseste comanda Force care permite

definirea atat a componentelor de tip forta, cat si a celor de tip moment (Torque).

Forta uniform distribuitd p = 20000 N/m se aplicd pe tronsonul [1+2),
selectat in campul aferent optiunii Beams din comanda Force. Intensitatea
distributiei va fi definitd dupa bifarea optiunii Per unit lenght, normal pe suprafata
de referintd (suprafata plana superioard in exemplul din figura 2.34).

Forta distribuita dupa variatie liniard ¢ = 10000 N /m se aplica pe tronsonul
(3+4] al grinzii. Aplicand o forta distribuita, si in acest caz este necesar sa se activeze
optiunea Per unit lenght (exprimarea fortei in unitate de forta pe unitate de lungime,
N /m). Activarea optiunii Nouniform distribution si selectia metodei Table Driven
Load Distribution va permite definirea variatiei intensitatii fortei distribuite sub
forma tabelara. In acest exemplu, aplicandu-se o variatie liniard, sunt necesare doar
valorile la capéat de interval: 0 N/m in sectiunea 3 si 10000 N/m in sectiunea 4.
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Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analizda FEM

Valorile pot fi corelate cu distanta efectiva raportata la capatul intervalului (optiunea
Distance) sau cu procente din lungimea tronsonului (optiunea Percentage). Sensul
de parcurgere al intervalului este evidentiat prin doud sageti orientate dupa axa
grinzii (figura 2.35) si poate fi inversat prin optiunea Flip origin.

S| .
o |

Units A
B s v

Per unit length

Force A

1
S/ | Normal to Plane (N/mj: | 20,000

Rajlzoc0  ~nm

Reverse direction

Fig. 2.34 A2.4. Aplicarea fortei uniform distribuite p

Per unit length

Force A

Table Driven
Table Driven
Table Driven

Moment v

Nonuniform Distribution A

Table Driven Load Distribution v

Distance v

Distance(m)| unit length(N/m)
0.00 0.00
2 1.00 -10,000.00

Fig. 2.35 A2 4. Aplicarea fortei distribuite liniar q
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2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

Momentul de Incovoiere M, = 3000 N - m va fi aplicat pe nodul (joint-ul)
corespunzator sectiunii 3, axa in jurul careia actioneaza fiind definita in raport cu o
suprafati de referinta verticald (marcati cu magenta in exemplul din figura 2.36). In
campul Normal to Plane se va introduce valoarea momentului, iar sensul sau este
dat de regula burghiului drept, fiind marcat pe ecran printr-o sdgeata subtire cu capat
cilindric (sens orar de rotatie privind perpendicular pe grinda, cu sectiunea 1 in
stanga, pentru exemplul dat). Schimbarea sensului de rotatie se realizeaza prin
bifarea optiunii Reverse direction.

Selection A
@ Joint<8, 1>
Lol

X
@ vFace<1>

Units A

B s v

Force v
Moment A
Qy 1 N.m
QT 1 N.m

All| 3000 v IN.m
\

Fig. 2.36 A2.4. Aplicarea momentului de incovoiere Me

Forta concentrata F = 6000 N va fi aplicata in acelasi nod ca si momentul,
perpendicular pe o suprafatd de referinta orizontald (figura 2.37).

Actionand 1n acelasi nod, momentul si forta concentratd pot fi aplicate si
simultan, selectand o suprafata de referintd comuna si completand campul valoric
corespunzator directiei fortei si cdmpul valoric corespunzator axei in jurul céreia
actioneazd momentul (pentru aplicatia A2.4, suprafata de referintd poate sa fie
verticald, axa momentului fiind perpendiculara pe aceasta, iar directia fortei orientata
dupa o directie paraleld cu aceasta). Sensurile celor doua Incarcari vor fi controlate
independent, prin optiunile Reverse direction aferente fiecarui cAmp valoric.
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Joint<8, 1>

o [ —

Units A
G s v
Force A

L
—
- Co—"

Fig. 2.37 A2.4. Aplicarea fortei concentrate F

In figura 2.38 sunt sintetizate toate constrangerile si incircirile aplicate grinzii
A2.4.

Fig. 2.38 A2.4. Constrdngeri si incarcari

Dupa generarea retelei de elemente finite si rularea studiului, pot fi afisate

rezultatele. Diagramele de variatie ale fortei tdietoare (Shear force in Dirl) si
momentului incovoietor (Moment about Dir2), afisate prin optiunea Define Beam

Diagrams (click dreapta pe intrarea Results din arborele simulirii), indica valori
similare cu cele obtinute analitic. Valorile extreme sunt afisate prin activarea
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2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

optiunilor Show min annotation /| Show max annotation din tabul Chart Options

(meniul contextual afisat prin click dreapta pe diagrama in arborele simuldrii).

Valorile punctuale (capete de intervale, maxime/minime locale) sunt afisate folosind

comanda Probe din zona Plot Tools, banda Simulation.

Fig. 2.39 A2.4. Diagrama fortei tdietoare

¢ Min:[-1583.3

8752 N.m

Nt

Fig. 2.40 A2.4. Diagrama momentului incovoietor

4083.3

30833

_ 20833

10833

833

-916.7

-1918.7

-2918.7

-3918.7

-4918.7

-59168.7

1614.2

1294.4

974.7

654.9

3352

154

-304.3

-624.1

-943.8

-1263.6

-1583.3

Shear Force in Dir1

Moment about Dir2
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2.3 DIAGRAME DE VARIATIE A FORTELOR INTERIOARE
LA BARE CURBE PLANE

Fortele interioare N, T si M sunt orientate la barele curbe plane dupa un sistem
de referinta care are originea in punctul de calcul si are axele orientate dupa:
- tangenta la curba barei in punctul de calcul (axa dupa care este orientata
forta axiala N);
- perpendiculara pe tangenta la curba in punctul de calcul (axa dupa care
este orientata forta taietoare T);
- perpendiculara pe planul axei de simetrie a barei (axa dupa care este
orientat momentul Incovoietor M).
Functiile de variatie N, T si M sunt definite pentru fiecare interval al barei in
functie de o variabild unghiulara (notata aici cu f3).

Aplicatia A2.5. Sa se determine reactiunile si sd se traseze diagramele de
variatie a fortelor interioare pentru bara in arc de cerc din figura 2.41. Se cunosc:
forta F = 1400 N, raza r = 0,75 m. Bara este realizatd din teava dreptunghiulara
120 mm x 80 mm x 8 mm (cu latimea 1= 80 mm dispusd pe directia razei).
Materialul barei este otelul 1.0060 (E335).

Calculul analitic

Axa barei are lungimea m - r (jumatate din lungimea unui cerc de raza r). Bara
este Tncastrata si este supusa unei forte verticale 2F in sectiunea de mijloc, respectiv
unei forte orizontale F la capatul liber.

Fig. 2.41 Aplicatia A2.5
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2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

In Incastrare apar reactiunile Hq,V; si My, care se vor calcula din ecuatiile de
echilibru static:

QX F)x=0; H;—F=0
(BF), =0,  V,—2F=0

Rezulta: H; = 1400 N, V; = 2800 Nsi M; = 2100 N - m. Pentru verificarea
valorilor se poate scrie suma momentelor Intr-un alt punct al barei:

X M), =0; Vi-r—Hy r—M;+F-r=0

Fig. 2.42 A2.5. Reactiuni §i intervale de calcul

Incastrarea si fortele exterioare determina trei puncte cheie ale barei curbe si
douad intervale de calcul. Variabilele de parcurgere a acestor intervale 3; si [3; vor
lua valori in domeniul [0; T / 2) — figura 2.42.

Intervalul [1-2), B4 € [0;  / 2).
Unghiul ; va fi masurat pornind de la directia orizontald a incastrarii, in sens
orar. Functiile N, T si M au urmatoarele expresii pe acest interval:

N12 = _H1 . Sinﬁl - Vl + COS Bl
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le = Vl 'Sinﬁl _Hl -COS,Bl
My, =V,-r-(1—cospy) —Hy -7-sinf; — M,

Cele trei functii sunt caracterizate de variatii rezultate din combinatii de
variatii sinus — cosinus. Avand 1n vedere ca reactiunile H; si V; nu sunt egale, este
necesara determinarea unghiului §; pentru care functia T;, se anuleaza si pentru care
functiile N;, si M4, prezintd maxime/minime locale.

T =0
TK = le/.B1=BK = Vl . SinﬁK - Hl . COSBK = 0
tan(fy) =
an = -
K V1

00
2400) = 26,2551° = 0,4636 rad

Hy
Bx = atan(—) = atan(
Vi
Vor rezulta valorile:
Nl = le/ﬁlzo = _Hl -sin0 — V1 -cos0

= —1400 - sin 0 — 2800 - cos 0 = —2800 N

4 s
=—H;-sin= —V;-cos—

N2 =Nizp=2 2 2

T s
= —1400- sini — 2800 - cos - = —1400 N

Ng = Nyy/p,=p, = —Hi - sinfBx —V; - cos Bx
= —1400 - sin(0,4636) — 2800 - cos(0,4636)
=-3130,5N

Ty =Tiz/p,=0 = V1 - sin0 — Hy - cos 0 = 2800 - sin0 — 1400 - cos 0

= —1400 N
T, =T =V, sinc—H T = 2800 - sin — 1400 - cos ~
2 = 12/,31:%_ 1'517’15— 1'COSE— -smi— 'COSE

= 2800 N

My =Myp/p,—=0=Vy-7-(1—cos0) —Hy-1-5sin0 — M,
=2800-0,75- (1 — cos 0) — 1400 - 0,75 - sin0
— 2100 =—-2100N - m
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2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

I LT
Mz=M12/ﬁ1=%=V1-r-(l—cosz)—Hl-r-smE—Ml

T T
— 2800 - 0,75 - (1 — cos E) ~ 1400 0,75 - sin;

—2100=—-1050N -m
My = My,5,=p, =V1 -7 (1 —cosPg) —Hy -1 sinfiy — M
=V, -r-(1—-cos(0,4636)) — H, - r - sin(0,4636)
—M; =—-23479N -m
Intervalul [3-2), B, € [0; ™ / 2).

Unghiul (3, va fi masurat pornind de la directia orizontala corespunzitoare
punctului 2, in sens trigonometric. Functiile N, T si M au urmatoarele expresii:

N32 = _F . Sinﬁz
rezulta:

N3 = N32/32=O =—F-sin0=0N

/A /s
N, =N =—F-sir1§=—1400-sin?=—1400 N

32/By=5
T32 == F * COS ﬁz
rezulta:

T3 = T32/B2=0 =F - cos Bz = 1400 - cos Bz = 1400 N

T
T, =T =F-cos§=0N

32/B2=7
M32 = _F T Slnﬁz
rezulta:

M3=M32/ﬂ:0=_F'r'Sin0=0N'm

I T
M, = M32/ﬁ=% =—F-r- sini = —-1400-0,75- sinE

=—1050N -m

Se observa ca pe intervalul [3+2) functiile N, T si M sunt caracterizate de
variatii simple, sinusoidale sau cosinusoidale, fiind nule la un capat de interval (N3 =
ON,T, =0N, M; =0 N) si crescand constant pana la celalalt capat.
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La diagramele de variatie ale fortei axiale N si fortei taietoare T (figura 2.43)
valorile pozitive sunt reprezentate in afara arcului de cerc, iar valorile negative in
interiorul arcului de cerc. La diagrama de moment M valorile negative sunt
reprezentate in exteriorul arcului de cerc (momentul este dispus pe fibra intinsd).

Fig. 2.43 A2.5. Diagramele functiilor N, T si M
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2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

Analiza FEM
Pentru modelarea geometriei 3D se va crea mai intdi o schitd suport in care se

vor trasa cele doud arce de cerc care definesc axa barei curbe (este necesar sa fie
realizate doua arce de cerc, pentru a se obtine in etapa urmatoare doud tronsoane
distincte de bara).

Folosind mediul de lucru Structure System, comanda Primary Member, se vor
crea simultan cele doud tronsoane circulare cu sectiune de tip teava dreptunghiulara,
120 mm x 80 mm x 8 mm, standardizare ISO (figura 2.44)

Member | Profile

Profile A
Standard:

iso v
Type:

rectangular tube v
Size:

120x80x8 v

Transfer Material from
Profile : Material <not
specified>

([ Mirror Profile

Fig. 2.44 A2.5. Generarea tronsoanelor barei

In urmitorii pasi se va genera un studiu static (comanda New Study din banda
Simulation), se vor trata cele doua tronsoane ca bara (optiunea Treat as Beam din

meniul contextual, accesat prin click dreapta pe componenta structurala in arborele
simuldrii) si se vor asocia proprietitile de material (optiunea Apply material din

banda Simulation).
Aplicarea Incastririi se va realiza prin comanda Fixed Geometry, selectand

optiunea cu acelasi nume si nodul (join#-ul) aferent sectiunii 1 a barei (figura 2.45).

Forta verticala si forta orizontala vor fi aplicate prin doua lanséri ale comenzii
Force, selectand nodul pe care actioneaza, suprafata de referinta (capatul orizontal
al barei, marcat cu magenta in figura 2.46) si introducand magnitudinea in cAmpul
corespunzator directiei dorite. Sensul fortei este controlat prin optiunea Reverse
direction.
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Standard(Fixed Geometry) I

Fixed Geometry
Immovable (No
translation)
Use Reference Geometry
» |

Fig. 2.45 A2.5. Aplicarea incastrarii

Selection A

Joint<4, 1>

@ ]:HFace<1>

Units A
ERES v
Force A

e
‘1400 v N

Reverse direction

Fig. 2.46 A2.5. Aplicarea fortei orizontale

Dupa generarea retelei de elemente finite (comanda Create Mesh) si rularea
studiului (comanda Run This Study) vor putea fi vizualizate diagramele de variatie
ale fortelor interioare (comanda Define Beam Diagrams din meniul contextual, afisat
prin click dreapta pe intrarea Results din arborele simularii).
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2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

Dispunerea diagramelor N, T si M depinde de raportul dimensiunilor sectiunii
transversale a grinzii. In cazul dat, litimea de 120 mm reprezinti cota maximi a
sectiunii, definind directia 1 de reprezentare. Dupa aceasta directie va fi reprezentata
diagrama fortei axiale, dispusd pe o suprafatd curbatd, construita dupa axa barei
(figura 2.47). Diagrama fortei taietoare T va fi redatd pe suprafata care contine axa
barei si directia fortelor care o genereaza (figura 2.48). Se observa ci la barele curbe
diagramele N si T obtinute prin simulare prezinta variatie discreta (cu salturi Intre
valori), aceasta fiind o limitare a softului, in realitate variatia fiind continua. Datorita
acestei afisari In trepte a valorilor, se vor obtine diferente ntre simulare si calculul
analitic. Numarul de trepte de valori este influentat de zveltetea barei. Cu cat raportul
dintre lungimea barei si dimensiunea maxima a sectiunii transversale este mai mare,
cu atat numarul de trepte va creste (tinzand spre o variatie continud), ceea ce conduce
la 0 mai mare apropiere a rezultatelor de cele calculate analitic.

Axial Force (N)

3129.3

2828.6

Max:|3129.3

. 25279

. 22271

19264

1625.7

1324.9

29114N I
1024.2
7235

4227

122.0

Fig. 2.47 A2.5. Diagrama fortei axiale

Diagrama momentului incovoietor pentru aplicatia A2.5 va fi redatd dupa
directia 1, fiind dispusa dupd o suprafatd curbatd (figura 2.49). Aceastd diagrama
prezintd o variatie continud, apropierea rezultatelor de cele obtinute in calculul
analitic fiind foarte bund. La cele trei diagrame prezentate in acest exemplu s-au
folosit optiunile de afisare a valorilor maxime si minime, iar valorile specifice
anumitor sectiuni au fost redate prin comanda Probe din zona Plot Tools.
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Shear Force in Dir2 (N)
2667.3

22855

1903.7

1521.9

1140.1

7583

3766

Fig. 2.48 A2.5. Diagrama fortei tdietoare

Moment about Dir1 {(N.m)
0.0

-234.4

-468.7

-703.1

-9375

-1171.8

-1406.2

-1640.6

-1874.9

-2109.3

-23437

Fig. 2.49 A2.5. Diagrama momentului incovoietor

Intelegand limitdrile prezentate mai sus, construirea diagramelor fortelor
interioare la bare curbe este o metoda care poate fi folositad pentru vizualizarea
tendintelor de variatie si compararea acestora cu calculul teoretic.
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2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

2.4 DIAGRAME DE VARIATIE A FORTELOR INTERIOARE
LA CADRE PLANE

La cadrele plane apare o transformare a efectelor acolo unde axa barei isi
schimba orientarea. Spre exemplu, intr-un punct in care doua tronsoane se unesc sub
un unghi de 90°, forta tdietoare se transforma in fortd axiald (si viceversa), iar
momentul de incovoiere se rabate. Cu alte cuvinte, o forta exterioara care determina
un efect de Intindere pe un prim tronson al cadrului, va determina un efect de
forfecare sau incovoiere pe un al doilea tronson, pozitionat perpendicular pe primul.
In exemplul prezentat in cele ce urmeazi se detaliazd modul de calcul analitic si prin
simulare numerica pentru diagramele de variatie a fortelor interioare la cadre plane.

Aplicatia A2.6. Sa se traseze diagramele de variatie ale fortelor interioare N,
T si M pentru cadrul plan din figura de mai jos. Se considera relatia de legatura F =
p - a intre cele doud forte exterioare. Se cunosc: p = 2000 N/m, a=0,5 m. Cadrul
este realizat din teava din otel S235, cu sectiune dreptunghiulard cu dimensiunile
exterioard h = 60 mm, b = 40 mm si grosime 3,2 mm.

Fig. 2.50 Aplicatia A2.6

Calculul analitic

Avand relatia de legdturd din enunt, se poate calcula valoarea fortei
concentrate F care actioneaza in sectiunea 2:
F=p-a=2000-05=1000N
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Reactiunile din cele doud reazeme se calculeaza din ecuatiile de echilibru
static:

(ZF)xzo; F—-H =0

EM),=0; F-a+p-2a-a—-Vs-2a=0

CEM)s=0, V,-2a+H,-a—p-2a-a=0
Rezulta:

H, =F = 1000 N
2p-a?—H,-a 2-2000-0,5%2—1000-0,5
= = =500 N
2a 2-05
__F-a—kp~2a2_]000-05-+2000-2~052__1500N
5T 2a - 2-0,5 -

Aceste valori verifica ecuatia de echilibru a fortelor dupa directia y:

QX F)y =0;

Vi

V,—p-2a+Vs=0

Cadru are cinci puncte caracteristice, care determind patru intervale de
variatie. Pentru simplificarea calculelor, intervalele [1+2), (2+3) si (3+4) vor fi

parcurse de la stdnga la dreapta, iar intervalul [5+4) va fi parcurs de la dreapta la
stinga.

Fig. 2.51 A2.6. Reactiuni si intervale de calcul
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2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

Intervalul [1+2), x € [0;a)
Functiile N, T si M au urmétoarele expresii pe acest interval:

Ni; = =V;
rezulta:
N, =N, =-V;, =-500N
T, =H
rezulta:
T, =T, =H, =1000N
M, =H;-x
rezulta:
My =Mp/x=0 =0N-m
M, = My3/x=q = H; -a=1000-0,5=500N - m
Se observa ca pe intervalul [1+2) forta axiala si forta tdietoare sunt constante,
iar momentul incovoietor variazd dupa o functie de gradul 1.

Intervalul (2+3), x € (0; a)
Pe acest interval se redefineste variabila x, originea ei fiind aleasa in punctul
2. Pe intervalul (2+3) functiile N, T si M vor fi:

Npz = =V;

rezulta:

N, = N3 =—-V; = -500N
T, =H, —F=0

rezulta:
T,=T;=0N

Mys =H;-(a+x)—F-x
rezulta:

M, = My3/x—0 = H; -a =1000-0,5= 500N -m
M3 = My3/5—q = Hy-2a—F-a=1000-2-0,5-1000-0,5=
=500N-m
Pe intervalul (2+3) forta axiala este constanta, forta tdietoare este nula, iar
momentul Incovoietor este descris de o functie de gradul I .

Intervalul (3+4), x € (0; 2a)
N3, =H;—F=0
rezulta:
N;=N,=0N

103



Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analiza FEM

T3, =Vi—p-x
rezulta:
T3 = T34/x=0 = V1 =500 N
Ty = T34/x=2¢ = V1 —p-2a =500—-2000-2-05=—-1500 N
Se observa ca functia T 1si schimba semnul pe intervalul T34, fiind nula intr-
o sectiune caracterizatd de x = xg:
Tk =Ta4jx=xy =V1—pP x¢ =0

rezulta:
_V1 _ 500 — 0250
XK= T 2000 0T

In sectiunea in care functia T a fortei tdietoare se anuleazi, functia M a
momentului incovoietor prezinta o valoare maxima locala My (valoare maxima pe
intervalul calculat).

x
M3, =V1-x—p-x-§+Hl-2a—F-a
rezulta:
M3 =M34/X=0 =H1'2a_F'a: 1000'2'0,5_1000'0,5
=500N-m

2a
M4=M34/x=2a=V1-2a—p-2a-—+H1-2a—F-a

2
2:05
=500-2-0,5-2000-2-0,5-

+1000-2-0,5
—1000-05=0N"-m

XK
MK=M34/x=xK=V1-xK—p-xK-7+H1-2a—F-a

0,25
= 500-0,25-2000-0,25 o +1000-2-0,5—-1000-0,5

=5625N-m
Pe intervalul (3+4) forta axiala este nuld, forta interioara taietoare variaza dupa
o functie de gradul I, iar momentul incovoietor este descris de o functie de gradul II.

Intervalul [5+4), x € [0; a)

Pentru acest interval originea lui x a fost aleasa in capatul din dreapta al
cadrului. Semnele cu care se introduc in calcul fortele exterioare sunt inverse fata de
calculul pe partea stanga. Functiile T si M vor fi:

N5y = —Vs
Rezulta:
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2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

Ns =N, = —Vg = —1500 N

T54 = 0
Rezulta:
Ts=T,=0N
M 54 == 0
Rezulta:

Ms=M,=0N-m

Pe intervalul [4+3) forta axiala este constantd, iar forta taietoare si momentul
incovoietor sunt nule.

Diagramele de variatie ale functiilor fortelor interioare N, T si M sunt
prezentate in figura de mai jos.

®

‘-l.llllllllllll |
|
|
|

| -1500

@
1000
0,5a
500
® @
500 &
526,5
O _________ ®
[Nm]
@®

Fig. 2.52 A2.6. Diagramele functiilor N, T si M
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Analiza FEM

Geometria 3D va fi creatd pornind de la schita suport contindnd cele patru
segmentele de dreapta care definesc axele tronsoanelor cadrului (figura 2.53).
Ulterior, in mediul de lucru Structure System se vor genera, folosind comanda
Primary Member, cele patru tronsoane. Sectiunea acestora va fi de tip teava
dreptunghiulard, cu dimensiunile 60 mm x 40 mm x 3,2 mm, standardizare ISO
(figura 2.54 — cota 40 mm fiind orientatd dupa axa Y).

1000

500
=
=
]

0

500
B

Fig. 2.53 A2.6. Schita axelor cadrului

vV X
Member | Profile

rectangular tube v
Size:

60 x 40 x 3.2 v

Transfer Material
from Profile :
Material <not
specified>

() Mirror Profile

HorizontalAxis

Pierce Point v
Profile Alignment: A
|y 90.00deg ‘:|

Fig. 2.54 A2.6. Tronsoanele cadrului

Geometria imbinarilor dintre tronsoane este definitd in fereastra Corner
Management, deschisa implicit dupa generarea structurii sau accesata prin optiunea
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2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

Edit din meniul contextual al intrarii Corner Management din arborele operatiilor.
Cadrul dat are patru tronsoane si trei imbinari intre acestea. Imbindrile dintre
tronsoanele concurente pot fi realizate simetric (optiunea Miter Trim —figura 2.55, la
unghi de 45° in exemplul dat) sau prin suprapunerea capatului unui tronson pe
lateralul tronsonului vecin (optiunile End Butt] si End Butt?2).

I

§§ Material <not specified>
(1] Front Plane PropertyManager ]
(] Top Plane [F cornerman.. @& @
[!] Right Plane P
L, Origin
¥ Weldment B Corner Treatment ~
[ Sketch2 Trim type:
» [E] Structure System1 % ﬁ’ é:
Y Corner Management1 L I J [/ [l |
v [i=) Two member Corner Group1| Miter trim plane point:
H: Corner1 ‘
™ comner2 @ 2llow Extension
IF comer3 .
@J 0.00mm j
G v
[

Fig. 2.55 A2.6. Definirea imbinarilor intre tronsoane concurente

In etapele urmitoare se va crea studiul static (comanda New Study, optiunea
Static), se vor trata cele patru tronsoane ca grinzi (optiunea 7Treat as Beam din meniul
contextual asociat geometriilor 3D 1n arborele simuldrii) si se vor atribui proprietatile
de material (comanda Apply Material, materialul S235JR regédsindu-se in categoria

otelurilor de uz structural).

Folosind comanda Fixed Geometry, optiunea Use Reference Geometry, se vor
aplica constrangerile corespunzatoare celor doua reazeme. Acestea vor fi aplicate pe
noduri, directiile fiind definite Tn raport cu suprafete de referintd selectate de
utilizator (Facel, marcata cu magenta pentru reazemul fix din figura 2.56). Pentru
reazemul fix din sectiunea 1 se vor bloca translatiile dupa axele cuprinse in planul
de simetrie al cadrului, iar pentru reazemul mobil din sectiunea 5 se va bloca
translatia dupa axa longitudinala a tronsonului (4+5].

Pentru aplicarea fortei uniform distribuitda p = 2000 N/m se lanseaza
comanda Force, se selecteazd optiunea Beams in zona Selection, indicandu-se
tronsonul (3+4) al cadrului . Forta va fi definita pe unitate de lungime (optiunea Per
unit lenght), magnitudinea sa fiind introdusd in campul care defineste directia

raportat la suprafata de referinta.
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Use Reference Geometry

Xt Joint<10, 1>

@ I’ Face<1>

Translations

E mm
- C—

[CJReverse direction

)

() Reverse direction

Fig. 2.56 A2.6. Aplicarea reazemului fix

v X -

Selection A

E

o
ollsr |

Units A
B s v

Per unit length

Corner Management1[

Force A

1 N/m
1 N/m

2000 Vv IN/m

Reverse direction

| Normal to Plane (N/m):|2,000 |

Fig. 2.57 A2.6. Aplicarea fortei uniform distribuite
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2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

Forta concentratd F = 1000 N va fi aplicatd pe nodul aferent sectiunii 2,
selectat in zona Selection, dupa activarea optiunii Joints (figura 2.58).

A

Selection A
| Joint<11, 1>
e
@ I’ Face<1>
Units A
B s v
Force A

[ N
ML N
1000 vn

Fig. 2.58 A2.6. Aplicarea fortei concentrate

Diagramele de variatie pentru fortele interioare N, T si M sunt prezentate in
figurile 2.59 — 2.61. Se observa suprapunerea rezultatelor cu cele obtinute analitic.

Max:[ 15000 ¢

Axial Force (N)

1500.0

l 1350.0

1200.0

_ 10500
900.0
7500
600.0
450.0

3000

So0on
150.0

- -0.0

Fig. 2.59 A2.6. Diagrama fortei axiale N
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Shear Force in Dir1 (N)

500.0

l 300.0

100.0
o Max:[500.0

-100.0

-300.0
-500.0
-700.0
-900.0
-1100.0
-1300.0
-1500.0

Fig. 2.60 A2.6. Diagrama fortei tdaietoare T

-1000.0N

o Value:

Moment about Dir2 (N.m)

X Y, Z Location:| 250, 1e+03, -1.73e-13 mm

Value: -562.50 N.m

I
;?x Y, Z Location:| 0, 1e+03, -1.73e-13 mm

Value: -500.00 N.m

Fig. 2.61 A2.6. Diagrama momentului incovoietor M
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2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

2.5 DIAGRAME DE VARIATIE A FORTELOR INTERIOARE
LA SISTEME SPATIALE

Un sistem spatial este caracterizat de dispunerea axelor longitudinale ale
tronsoanelor sale in cel putin doua plane distincte. In consecinta, la sistemele spatiale
pot sa apara toate cele sase tipuri de forte interioare: forta axiald N, fortele tdietoare
T, si T,, momentele incovoietoare M;y, si M;, si momentul de torsiune M,.

In algoritmul de calcul se pot folosi doua abordari:

a) folosirea unor sisteme de referintd locale atasat fiecarui tronson al

sistemului, pastrand axa x ca axa longitudinala a tronsonului si axele z si
y in planul sectiunii transversale.

b) folosirea unui sistem de referintd universal.

Autorul considera ca a doua abordare este mai simpld, dar ea presupune ca
cele sase forte interioare nu mai sunt corelate direct cu axele. Cu alte cuvinte, pentru
un anumit tronson, directia x poate sa defineasca o forta taietoare, iar forta axiala sa
fie orientatd dupa axele y sau z (in mod similar la momente). La trasarea diagramelor
fortelor taietoare si momentelor incovoietoare se pot folosi notatii neutre pentru
diferentierea directiilor (ex. d; si d5).

Aplicatia A2.7. Sa se traseze diagramele fortelor interioare pentru sistemul
spatial din figura 2.62. Se dau: F = 1000 N, p = 2000 N - m, a = 0,7 m. Sistemul
este realizat din teavad cu sectiune patratd 80 mm x 80 mm x 5 mm, iar materialul
este otelul 1.0060 (E335).

p 1,5F p 1,5F
S @
_ F : F
o \ |
@ 11,52 3 »
1,5a 2 ;
& &

Loz

z i Yo
/E y L7
Mz ! X

M @ Jﬁ ,,,,,, 7”#

Myl Rz

Fig. 2.62 Aplicatia A2.7
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Calculul analitic

Cele sase reactiuni din incastrare se calculeaza din ecuatiile de echilibru static,
considerand axele sistemului de referintd universal:

EFx=0, Ry—-F=0

EF)y=0; Ry =0

EF),=0, Ry-p-15a—15F=0

(TM,), =0; —My —15F-a=0

(ZMy)l —0: Myi—p-15a-075a~15F 15a+F-2a=0
(ZM,), =0; Myu+F-a=0

Rezulta:
R,; =F =1000N
R,y =0N
R,y =p-15a+15F =2000-1,5-0,7+ 1,5-1000=3600 N
My, =—-15F-a=-15-1000-0,7=—-1050 N -m
My, =p- 1,5a-0,75a+1,5F -1,5a— F - 2a
=2000-1,5-0,7-0,75-0,7+1,5-1000-1,5-0,7 —1000 -
-2-0,7=12775N-m
M,y =—F-a=-1000-0,7=—-700N -m

Verificarea valorilor obtinute se poate face prin scrierea ecuatiilor de echilibru
ale momentelor dupa cele trei axe, Intr-un alt punct decat cel corespunzitor
incastrarii. Pentru punctul 3 se vor obtine ecuatiile:

(2M) =My, +1,5F -a—Ry; - 2a = -1050 + 1,5-1000-0,7-0=10
x/3

<ZM> =My, +p-15a-0,75a = R;1 - 1,5a + Ry - 2a
Y/3

=1277,5+2000-15-0,7-0,75-0,7—-3600-1,5-0,7
+1000-2-0,7=0

(2M) = My, — Ry, - 1,5a+F-a = =700 — 0+ 1000-0,7 = 0
z/3

Semnele componentelor care definesc fortele interioare pot fi stabilite
conform conventiei de la grinzile drepte. Problema va fi rezolvatd parcurgand
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2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

sistemul de la capatul liber spre incastrare (de la dreapta la stinga). Se va tine cont
ca diagramele momentelor incovoietoare se dispun pe fibra intinsé. Sistemul spatial
are patru puncte caracteristice, care determina trei intervale de variatie.

Intervalul [4+3), y € [0;a)
Functiile de variatie a fortelor interioare vor fi:

Ny3 =0

rezulta:

Ny,=N;=0N
Tz =F

rezulta:

Tys =Tz = F =1000 N
Ty43 = 1,5F

rezulta:

Tya =T, =1,5F =1,5-1000 = 1500 N
My43 = =15F -y

rezulta:

Mys = Myy3/y=0 = 0N -m

Mys = Mys3/y=q = —1,5F -a =—-15-1000-0,7 = =1050 N - m
Mgyz = F -y

rezulta:

Myy = Myy3/y=0 = 0N -m

M3 = Myu3/y-q = F -a =1000-0,7=700N -m
Miy3 = My43 =0

rezulta:

My =Mz =0N-m

Din relatiile de mai sus se observa cd pe intervalul [4+3) forta axiald si
momentul de torsiune sunt nule, fortele tdietoare sunt constante, iar momentele

incovoietoare variaza dupa o functie de gradul 1.

Intervalul (3+2), x € (0; 1, 5a)
Functiile de variatie a fortelor interioare vor fi:

N32 = _F
rezulta:
N; =N, =—F =-1000N
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Ty32 =0
rezulta:
Ty3 = Tyz = 0 N
TZ32 =p'x+1,5~F
rezulta:
Ty3 = Ty32/x=0 = 1,5-F=1,5-1000 = 1500 N
Tyo = Ty32/x=150 =D ° 1,5 +1,5-F=2000-1,5-0,7+1,5-1000
=3600N-m

M., = —1,5F X - 1,5F Py
y32__1 .x_p.x.z__, .x_z X
rezulta:

My3 = My32/x:0 =0N-m

p
Myz = My32/x=1’5a = _1,5F . 1,5(1 - E * (1,5a)2

2000
=-15-1000-15-0,7 — — (1,5-0,7)?
=—26775N-m

Mgz, =F-a
rezulta:
M,;=M,, =F-a=1000-0,7=700N-m
M3z = My3, = 1,5F - a
rezulta:
My = Mgz = 1,5F -a=1,5-1000-0,7 = 1050 N - m
Pe intervalul (3+2) forta axiala N este constantd, forta taictoare T, este nula,
forta taietoare T, are o variatie liniard, momentul incovoietor M,, are o variatie de
gradul II, iar momentul incovoietor M, si momentul de torsiune M, sunt constante.
Intervalul (2+1], z € (0; 2a]
N,y =—=1,5F —p-1,5a

rezulta:
N, =N, =-15F—-p-1,5a=-1,5-1000-2000-1,5-0,7
= —-3600N
Tyo1 = F
rezulta:

Ty =Ty, = F = 1000 N
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Ty21 =0

rezulta:

Ty, =T,y =0N
My, =1,5F -a

rezulta:

My, =My, =15F-a=15-1000-0,7 =1050 N - m
My, = —p - 1,5a-0,75a — 1,5F - 1,5a + F - z

rezulta:

My, = My31/2=0 = —p - 1,5a - 0,75a — 1,5F - 1,5a
=-2000-15-0,7-0,75-0,7—-15-1000-1,5-0,7
=—26775N-m

My = My31/5=2¢ = —P - 1,5a-0,75a — 1,5F - 1,5a + F - 2a
=-2000-15-0,7-0,75-0,7—-15-1000-1,5-0,7
+1000-2-0,7=-12775N-m

Miz1 =Mz =F -a
rezulta:
My =My =F-a=1000-0,7=700N-m
Pe intervalul (2+1] forta axiala N si forta tdietoare T, sunt constante, forta
tdietoare T, este nuld, momentul incovoietor M, are o variatie de gradul I, iar
momentul Incovoietor M, si momentul de torsiune M, sunt constante.
Diagramele de variatie ale functiilor fortelor interioare sunt prezentate in
figurile de mai jos.

3600
1500
““““ _~ _ —
E=anee N — - 1000
-1000 —
N [N] T, IN] Tg [N]
’z y g ’z y TZ y
X ; X X
-3600 -—] 1000

Fig. 2.63 A2.7. Diagramele de variatie ale fortei axiale §i fortelor tdietoare
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2677,5 Wé —T o
207 1050 =R [ {T11]

— 1050
700 Miy, [Nm] —
Miy, [Nm] — Mt [Nm]
z Y z y ; z y
X X E kx
1050 —] 700

-1271,5

Fig. 2.64 A2.7. Diagramele de variatie ale momentelor incovoietoare §i

momentului de torsiune

Analiza FEM
Geometria sistemului va fi modelata ca structurd cu tronsoane de sectiune

standardizata. In prima etapi se va crea o schitid 3D (folosind comanda 3D Sketch
din banda de instrumente de schitare). Pornind din sistemul de referintd se vor crea
succesiv segmentele de linie cu lungimile 1400 mm, 1050 mm (ambele dispuse in
planul Oxy) si 700 mm (dispus in planul Oxz). Trecerea intre cele trei plane ale
sistemului de referintd se poate face in timpul ruldrii comenzii Line prin apésarea
tastei Tab de la tastaturd. Alinierea unui segment in raport cu o axa a sistemului de
referintd este confirmata prin constrangerile Along X, Along Y, Along Z, evidentiate
in figura 2.65 prin simbolurile aferente (marcate cu verde).

\ ]050

1400

Fig. 2.65 A2.7. Axele tronsoanelor sistemului spatial
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Dupa finalizarea schitei 3D suport se va construi sistemul spatial n mediul de
lucru Structure System. Se va lansa comanda Primary Member si in tab-ul Member
al acestei comenzi, zona Path segments, se vor selecta cele trei segmente trasate in
schita 3D. In tab-ul Profile se va defini tipul si dimensiunile sectiuni, square tube 80
mm x 80 mm x 5 mm, standardizare ISO (figura 2.66). Cele doua imbinari de colt
vor fi simetrice (la 45° pentru sistemul analizat), in fereastra comenzii Corner
Management fiind selectata optiunea Miter Trim.

Member Profile‘

Profile A D
Standard:
iso v
Type:
square tube v
Size: Y
80x80x5 v ﬁ
Transfer L
Material from ‘ d
Profile :

Fig. 2.66 A2.7. Construirea tronsoanelor sistemului

Pentru generarea studiului static se va lansa comanda New study din banda

Simulation. Cele trei tronsoane ale sistemului vor fi tratate ca si grinzi (optiunea

Treat as Beam, din meniul contextual afisat prin click dreapta pe numele
componentelor 3D, in arborele simuldrii), la fiecare capat de tronson fiind generat
un nod caracteristic (joint). Folosind comanda Apply Material se vor asocia
sistemului proprietétile otelului E335.

Sistemul este incastrat in sectiunea 1. Pentru nodul corespunzitor acestei
sectiuni se vor bloca toate translatiile si rotatiile folosind comanda Fixed Geometry
(figura 2.67).

Cele trei incarcari vor fi definite folosind comanda Force. Fortele concentrate
care actioneaza in sectiunea 4 (pe nodul corespunzator) pot fi aplicate simultan,
introducand valori pentru doua campuri care definesc directiile de solicitare in raport
cu suprafata de referintd (figura 2.68). Forta uniform distribuitd p = 2000 N/m va
fi aplicata pe tronsonul (2+3) — figura 2.69. Pentru a fi exprimata in N /m se va activa
optiunea Per unit lenght.
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Fixture @
vV X M
Example v

Standard(Fixed Geometry) A

Fixed Geometry
Immovable (No translation)

. Use Reference Geometry

Jont<1 1>

@ IFace<1>

Units A
B s v
Force A
ls’]:l 1000 vIN

Reverse direction

N N

@

Fig. 2.68 A2.7. Aplicarea fortelor concertate 1,5F si F
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Force/Torque @
vV X -

Selection v
Units A
B s v

Per unit length
Force A

1 N/m
1 N/m

Normal to Plane (N/m):l 2,000 |

Fig. 2.69 A2.7. Aplicarea fortei distribuite p

In figura 2.70 sunt prezentate valorile celor sase reactiuni din incastrare,
obtinute prin rularea comenzii List Result Force din zona Results Advisor. Valorile
corespund unui sistem de referinta ortogonal cu axa x perpendiculara pe planul Top.

'i I’ Top Plane ’

ERE

Joint<1, 1>

°

Update
Reaction force (N)
Component Selection[ Entire Model
Sum X: 1,000 1,000
SumY: -1.0582E-07  -1.0582E-07
Sum Z: 3,600 3,600
Resultant: 3,736.3 3,736.3

Reaction Moment (N.m)

Component Selection[ Entire Model

Sum X: 1,050 1,050
SumY: -1,277.5 -1,277.5
Sum Z: -700 -700

Fig. 2.70 A2.7. Reactiuni
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Atat valorile reactiunilor, cat si valorile care definesc cele sase diagrame de
forte interioare (figurile 2.71-2.76) coincid cu cele determinate analitic.
Axial Force (N)

3600.0
l 3240.0
2880.0

2520.0

2160.0
1800.0
1440.0

1080.0
720.0

360.0

-0.0

Fig. 2.71 A2.7. Diagrama fortei axiale

Shear Force in Dir1 {N)
1000.0

540.0

_ 800

-380.0

-840.0

-1300.0

-1760.0

-2220.0

-2680.0

-3140.0

1000.0

-3600.0

Fig. 2.72 A2.7. Diagrama fortei taietoare dupa directia 1
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2. Diagrame de variatie a fortelor interioare

Shear Force in Dir2 (N}

0.0

N

-200.0

-300.0
-400.0
-500.0
-600.0
_ -700.0
-800.0
-900.0

-1000.0

Fig. 2.73 A2.7. Diagrama fortei tdaietoare dupa directia 2
Moment about Dir1 (N.m)
1050.0

l 945.0

m“ 840.0

i ‘ L

IH I i s
i

420.0

i

315.0

210.0

105.0

-0.0

Fig. 2.74 A2.7. Diagrama momentului incovoietor dupa directia 1
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Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analizda FEM

Moment about Dir2 (N.m)

0.0
-267.8

_ -5355

_ -8033
-1,071.0
-1,3387

_ -1,608.5

. -1,874.2

. -2,1420

| Fawe]amsnm

-2,409.7

-2,677.5

Fig. 2.75 A2.7. Diagrama momentului incovoietor dupa directia 2

Torque (N.m)
1050.0
875.0
700.0
525.0
350.0

175.0

0.0

_ -175.0

-350.0

-525.0

-700.0

Fig. 2.76 A2.7. Diagrama momentului de torsiune
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3. Caracteristici
geometrice ale

sectiunilor plane

In acest capitol se prezintd relatiile de definitie si algoritmii de calcul pentru
caracteristicile geometrice ale sectiunilor plane, simple si compuse. Pentru
sectiunile care nu au cel putin o axa de simetrie este necesara calcularea
momentelor de inertie principale (momentul de inertie maxim si momentul de inertie
minim al sectiuni) si a directiilor dupa care acestea apar (directii principale).
Valorile minime/maxime ale tensiunilor si deformatiilor se obtin atunci cand
incarcarile sunt orientate dupad directiile principale ale sectiunii transversale.
Exemplele de calcul sunt rezolvate analitic si prin utilizarea functiilor de analiza a
sectiunii din SolidWorks.

Structura capitolului este urmatoarea:

3.1  Definirea caracteristicilor inertiale

3.2 Variatia momentelor de inertie in raport cu sisteme de referintd cu axe
paralele

3.3 Variatia momentelor de inertie in raport cu sisteme de referintd cu axe
concurente

3.4  Momente de inertie principale si axe principale

3.5  Calculul caracteristicilor geometrice la suprafete simple

3.6 Calculul caracteristicilor geometrice la suprafete compuse
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Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analiza FEM

3.1 DEFINIREA CARACTERISTICILOR INERTIALE

Comportamentul mecanic al unui element de rezistentd este determinat de
fortele interne, de proprietitile de material si de caracteristicile sale dimensionale. In
aceastd ultima categorie intra forma elementului, lungimile tronsoanelor din care este
alcatuit si caracteristicile geometrice ale sectiunilor transversale.

Aria sectiunii transversale a unei bare determind comportamentul sdu la
solicitari axiale si forfecare, dar la solicitarile de torsiune si incovoiere aria nu este
suficientd pentru calculul tensiunilor si deformatiilor. Pentru exemplificare, se
considerd un arbore drept cu sectiune constantd supus la torsiune, realizat in doua
variante constructive: sectiune circulard plind si sectiune circulard inelard. Daca se
aleg dimensiunile astfel incat cele doua sectiuni sa aiba arii egale, se va constanta ca
deformatiile arborelui cu sectiune plind sunt mai mari decét deformatiile arborelui
cu sectiune tubulara. In mod similar, se poate observa ca deformatiile la incovoiere
ale unei grinzi incastrate, cu sectiune transversala dreptunghiulara, depind de
orientarea momentului incovoietor In raport cu sectiunea (acelasi moment
incovoietor determind efecte diferite dacad este orientat dupa axa y, respectiv dupa
axa z a sectiunii transversale). Rezultd cd la aceste solicitari intervin alte
caracteristici geometrice ale sectiunii (numite si caracteristici inertiale).

in majoritatea manualelor de rezistenta materialelor [5, 10, 12, 35, 38, 39] se
prezintad detaliat modul de definire al caracteristicilor inertiale. Mai jos se prezinta
doar o sinteza, evidentiindu-se principalele relatii de calcul.

Se considera o sectiune transversala oarecare careia i se asociaza un sistem de
referintd Oxyz, cu axele Oy si Oz cuprinse in planul sectiunii (figura 3.1). Centrul
de greutate al sectiunii are coordonatele y, si z. in raport cu originea sistemului de
referintd, iar un element unitar de arie (infinit mic) dA are coordonatele y si z fata
de sistemul de referinta Oxyz.

y

Zc C
, [ dd

<, >

X
Fig. 3.1 Sectiune pland oarecare
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3. Caracteristici geometrice ale sectiunilor plane

Aria sectiunii se calculeaza cu relatia:

A= fdA (3.1)

A
Momentele statice in raport cu axele y si z sunt definite de relatiile:

SZ=Jy'dA=yC'A Sy=JZ'dA=ZC'A (3.2_3_3)
A A
Din relatiile (3.2) si (3.3) se observa ca momentele statice sunt nule daca se
calculeaza in raport cu axele care trec prin centrul de greutate.
Momentele de inertie axiale, calculate in raport cu axele y si z, sunt:

I, = f y*-dA L, = f z% - dA (3.4-3.5)
A A
Momentul de inertie polar este egal cu suma momentelor de inertie axiale:
Ip=f7'2'dA =I,+1, (3.6)
A

Momentul de inertie centrifugal este definit de relatia:

Izyzlyzzfz'y'dA (3_7)
A
Daca axele z sau y sunt axe de simetrie ale sectiunii, atunci I, = I, = 0.
Modulele de rezistenta axiale minime sunt definite de rapoartele:

I I
— =7 (3.8-3.9)

W, in = W, i
Zmin |Ymax| ymn el

unde Yimax Sl Zmax sunt distantele maxime de la axa de calcul la fibra extrema a
sectiunii (periferia sectiunii) dupa axele y si z.
Modulul de rezistenta polar este definit de relatia:

W, =W, + W, (3.10)

Razele de inertie sau razele de giratie sunt definite de relatiile:

~

I
i, = ZZ iy = Zy (3.11)
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Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analiza FEM

3.2 VARIATIA MOMENTELOR DE INERTIE iN RAPORT
CU SISTEME DE REFERINTA CU AXE PARALELE

Dupa cum se observa in relatiile 3.4 — 3.7 valoarea momentelor de inertie
inertiale ale unei suprafete oarecare depind de pozitia si orientarea sistemului de
referinta in raport cu care sunt calculate.

Se considerd doud sisteme de referintd cu axe paralele: zCy asociat centrului
de greutate al unei sectiuni transversale oarecare (numit si sistem de referintd
central), respectiv z;O;y; situat in acelasi plan si cu axe paralele cu sistemul de
referintd central (figura 3.2). Se vor nota cu ¢ si d coordonatele sistemului de
referintd zCy in raport cu sistemul de referintd z;0;y;. Pornind de la relatiile dintre
coordonatele elementului de arie dA in raport cu cele doua sisteme de referinta, se
pot determina relatiile de legatura dintre momentele de inertie:

I, =I,+c* A (3.12)
L, =L,+d*-A (3.13)
W B gy A @ =l @ 41 (3.14)
L, = L+(c*+d*)-A (3.15)
unde I, , Iy, I,y , I, sunt momentele de inertie calculate Tn raport cu sistemul de

referintd z,0,yy, iar I, I, 1,,, I, sunt momentele de inertie calculate in raport cu

sistemul de referinta zCy.

Vi Yy

01 > 2]

Fig. 3.2 Variatia momentelor de inertie in raport cu axe paralele
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3. Caracteristici geometrice ale sectiunilor plane

Ecuatiile (3.12) - (3.15) reprezinta relatiile lui Steiner pentru calculul
momentelor de inertie In raport cu sisteme de referintd cu axe paralele. Ele arata ca
momentul de inertie al unei suprafete fata de o axa oarecare este egal cu momentul
de inertie fata de axa paralela care trece prin centrul de greutate plus produsul
dintre aria suprafetei si patratul distantei dintre cele doua axe. Pornind de la relatiile
lui Steiner, considerand o infinitate de axe paralele, se poate constanta cé valoarea
minima a momentului de inertie corespunde axei care trece prin centrul de greutate.

3.3 VARIATIA MOMENTELOR DE INERTIE iN RAPORT
CU SISTEME DE REFERINIA CU AXE CONCURENTE

Coordonatele y si z din expresiile momentelor de inertie depind nu doar de
pozitia centrului sistemului de referinta, ci si de orientarea axelor. Se considera doua
sisteme de referintd yCz si y, Cz, pozitionate in centrul de greutate al unei sectiuni
transversale, rotite unul in raport cu altul cu unghiul e (figura 3.3). Intre momentele
de inertie calculate in raport cu axele celor doud sisteme se pot scrie relatiile:

_btly L=l

i > > - €0s 20 — Iy, - sin 2a (3.16)
I, +1 I,—1
v, = 22 . 22 y-c052a+lzy-sin2a (3.17)
I IZ_Iy-sin 2a + I, - cos 2a (3.18)
Z1y1 ~ 2 zy ’
Y
Vi

Fig. 3.3 Variatia momentelor de inertie in raport cu axe concurente
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Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analiza FEM

3.4 MOMENTE DE INERTIE PRINCIPALE SI AXE
PRINCIPALE

In capitolele urmitoare se va arita ca deformatiile si tensiunile la incovoiere
si torsiune sunt invers proportionale cu momentele de inertie. Cu alte cuvinte,
momente de inertie maxime determina tensiuni si deformatii minime. Astfel, pentru
orice sectiune transversala este important a fi stabilite directiile dupa care momentele
de inertie axiale sunt maxime, respectiv minime.

Prin insumarea relatiilor (3.16) si (3.17) se obtine egalitatea I, + 1, = I, +
L,
raport cu sisteme de referinta centrale si concurente este tot timpul constanta. Rezulta

ceea ce conduce la concluzia ca suma momentelor de inertie axiale calculate in

ca dacd momentul de inertie dupa o axa este maxim, momentul de inertie in raport
cu axa perpendiculara este minim. Momentele de inertie maxime/minime se numesc
momente de inertie principale (notate cu I; si I,), iar axele corespunzatoare
acestora reprezinta directiile principale.

Valorile limitd ale momentelor de inertie axiale se obtin pentru valorile
unghiului 2« la care derivatele functiilor (3.16) si (3.17) se anuleaza. Rezulta:

2

g — Iy

tan Zap == (3.19)

Unghiurile a, si a, + 90° definesc directiile principale (a, pozitiv este
masurat in sens trigonometric, pornind de la axa z a sistemului de referinta central).

O axa de simetrie a unei sectiuni transversale reprezinta intotdeauna o directie
principala, iar momentul centrifugal calculat in raport cu axele principale este nul.

Cunoscand momentele de inertie axiale si centrifugal in raport cu un sistem
de referinta central zCy, momentele de inertie principale pot fi calculate din relatia:

_+1L) ) I, — L\*
o= (%> +12, (3.20)

3.5 CALCULUL CARACTERISTICILOR GEOMETRICE LA
SUPRAFETE SIMPLE

Pentru sectiunile simple, momentele de inertie axiale si modulele de rezistenta
axiale in raport cu axe asociate centrului de greutate se pot calcula rapid cu formule
directe, rezultate din expresiile (3.4) — (3.10). Acestea sunt sintetizate in tabelul 3.1.
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3. Caracteristici geometrice ale sectiunilor plane

Tab. 3.1 Momente de inertie i module de rezistenta axiale la suprafete simple

Momente de inertie axiale Module de rezistenta axiale
Tip sectiune
I, [mm*] I, [mm*] W, [mm3] W, [mm3]
y
- Z b-h3 b3-h b - h? b?-h
12 12 6 6
b
m-d* m-d?
64 32
TN
= : b-h3 b3-h b - h? b?-h
36 36 24 24
b |
v
i = Z |B-H*—b-h® |B>-H—b* h|B-H*—b-h® | B3-H—Db* h
12 12 6H 6B
- (D*—d*) - (D*—d*)
64 32D

Pentru sectiunea circulard plind, momentele de inertie polare (I,) si modulele

de rezistentd polare (WW},) sunt date de relatiile:

Lo d* W d3
P~ 32 P16
iar pentru sectiune inelara:
m- (D* —d* - (D*—d*
A AL P21 Uit
32 32D

Lucrérile de specialitate contin relatii de calcul sau tabele cu valori si pentru
alte sectiuni uzuale si profile standardizate folosite la constructia structurilor (profile
standardizate I, H, L, U, sectoare de cerc etc.).
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Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analiza FEM

3.6 CALCULUL CARACTERISTICILOR GEOMETRICE LA
SUPRAFETE COMPUSE

In aplicatiile ingineresti intdlnim, in general, componente cu sectiune
transversala complexd. O astfel de sectiune poate fi descompusd in n suprafete
simple (dreptunghi, triunghi, cerc etc.).

Momentul de inertie axial al unei suprafete compuse S, calculat in raport cu o
axd a sistemului de referintd central, este egal cu suma momentelor de inertie ale
suprafetelor simple Sy, S5, ..., S, care alcétuiesc suprafata compusa, calculate fata de
aceeasi axa [12]. Avand in vedere relatiile lui Steiner putem scrie:

n
L= ) Uyt 4) (3.21)
i=1
n
Z I, +d?- A (3.22)
i=1
Iy = Z(lziyi +edi-Ap) (3.23)
i=1

Unde:

I, si I, — momentele de inertie axiale ale suprafetei compuse, calculate in
raport cu axele z si y ale unui sistem de referinta central zCy;

1, — momentul de inertie centrifugal al suprafetei compuse, calculat in raport
cu axele z si y ale unui sistem de referintd central zCy;

i = 1..n — indicele suprafetei simple, suprafata compusa fiind alcatuitd din
n suprafete simple;

I, si I, — momentele de inertie axiale ale suprafetelor simple i, calculate in
raport cu sisteme de referintd z;0;y; atasate centrelor de greutate proprii;

1,.y,— calculate in raport cu sisteme de referinta z;0;y; atasate centrelor de
greutate proprii;

A; — aria suprafetelor simple i;

¢; — coordonatele pe axa y ale centrelor sistemelor de referinta locale z; 0;y;
in raport cu sistemul de referinta zCy;

d; — coordonatele pe axa z ale centrelor sistemelor de referinta locale z;0;y;
in raport cu sistemul de referinta zCy;
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3. Caracteristici geometrice ale sectiunilor plane

Relatiile de calcul (3.21) — (3.23) se aplica daca toate sistemele de referinta
locale z; C;y; sunt paralele cu sistemul de referinta central zCy al suprafetei compuse.

Semnul coordonatelor c; si d; nu influenteaza momentele de inertie axiale ale
suprafetei compuse, dar determini valoarea momentului de inertie centrifugal. In
functie de semnul momentului de inertie centrifugal, se poate stabili cadranul in care
este pozitionata axa principala aferentd momentului de inertie principal maxim:
cadranul I sau III daca I, < 0, respectiv cadranul I sau IV daca I, > 0.

In continuare se prezinta prin exemple algoritmul de calcul al caracteristicilor
inertiale la suprafete compuse, rezultatele fiind comparate cu cele obtinute direct pe
modelele 3D. Majoritatea softurilor folosite in modelarea 2D/3D a componentelor
mecanice au functii directe pentru calcul caracteristicilor inertiale. Chiar daca acest
proces nu constituie o aplicatie de analiza cu element finit, calculul momentelor de
inertie direct Tn CAD prezintd importanta in procesul de proiectare mecanica.

Aplicatia A3.1. Pentru sectiunea 20

din figura 3.4 sa se determine: pozitia
centrului de greutate C al sectiunii;

momentele de inertie axiale I, I, polar o

I, si centrifugal I, in raport cu un <
sistem de referinta central zCy (cu axa z

orizontald); momentele de inertie 80

principale I; si I, si directia axelor Fig. 3.4 Aplicatia A3.1

principale de inertie (unghiul ap).

Calculul analitic

Determinarea pozitiei centrului de greutate.

Sectiunea compusa poate fi divizatd in doud dreptunghiuri (figura 3.5).
Fiecarui dreptunghi i se asociazad sistemul de referintd propriu z;0;y;. Pentru
determinarea centrului de greutate al sectiunii compuse se alege un sistem de
referintd arbitrar zyOy,, in raport cu care se calculeaza coordonatele z;, y;, ale
centrelor de greutate O; (in acest exemplu s-a ales axa y, suprapusa peste y; si axa
Zy suprapusa peste z,, astfel incat toate coordonatele z;, y; sa fie pozitive). Pozitia
centrului de greutate va fi data de coordonatele z. si y. definite in raport cu z,0y,:

Uz Ay) X0t A)

unde A; este aria sectiunii simple ,,i”.
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Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analiza FEM

Se foloseste tabelul de calcul rapid:

i A; z; Vi z; " A; Vit 4;
[mm?] [mm] [mm] [mm’] [mm’]

1 600 0 25 0 15000

2 1600 30 0 48000 0

D 2200 / / 48000 15000

Coordonatele centrului de greutate al figurii compuse, in raport cu z,0y, vor fi:

 Y(z-A) 15000
=754 T 2200

= 6,818 mm

_ 30 4;) _ 48000
Ye="Tya, T 2200

= 21,818 mm

Fig. 3.5 A3.1. Determinarea pozitiei centrului de greutate

Determinarea momentelor de inertie axiale ale suprafetei compuse
Momentele de inertie axiale ale celor doud dreptunghiuri, calculate in raport

cu sistemele de referinta proprii z; 0;y;, sunt:

_by-h}  20-30

— 4
2 17 1 45000 mm

_b}-hy 203-30

— 4
V4 12 2 20000 mm
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3. Caracteristici geometrice ale sectiunilor plane

_bohz_80°20°  oooon
2~ T 12 03 mum

_b3-h, 80320

— 4
v = 0 5 = 85333333 mm

Momentele de inertie axiale I, si I, ale suprafetei compuse sunt date de
sumele momentelor de inertie ale celor doud dreptunghiuri, calculate in raport cu
axele sistemului de referinta central zCy:

I, = Z(Izi +c?Ap) L, = Z(Iyi +d?-A)

unde marimile ¢; si d; definesc coordonatele centrelor O; in raport cu sistemul de
referinta central zCy (figura 3.4). Aceste coordonate sunt:

1=y, —Yc =25—-6,818 =18,182 mm
c; =y, —yYc=0-6,818 =—-6,818 mm
di =2y — 2z, =0-21818 = —-21,818 mm
d, =2z, —zc =30—21,818 = 8,182 mm
Introducénd aceste valori in expresiile lui I, si I, se obtin urmatoarele valori:
I, = E(IZi +c?4)

= 45000 + (18,182)? - 600 + 53333,33 + (—6,818)*
1600 = 371060,60 mm*

L=y, + &2 4)
= 20000 + (—21,818)2 - 600 + 853333,33 + (8,182)2
1600 = 1266060,60 mm*

Determinarea momentului de inertie polar

Momentul de inertie polar este egal cu suma momentelor de inertie axiale:

L, = I, + I, = 371060,60 + 1266060,60 = 1637121,20 mm*
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Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analiza FEM

20 Vi y Y2

dl d2
0, Z]

50
Cl
Cc2

20

02 Zy

80

Fig. 3.6 A3.1. Definirea coordonatelor c; si d;

Determinarea momentului de inertie centrifugal

O sectiune dreptunghiulard are momentul de inertie centrifugal nul in raport

Z1y1 IZzYz = 0.
Momentul de inertie centrifugal al suprafetei compuse va fi calculat ca suma

cu axele care trec prin centrul de greutate propriu. Astfel [

a momentelor de inertie centrifugale ale suprafetelor dreptunghiulare in raport cu
axele z si y (din relatiile lui Steiner):

Izy = E(IZiYi + (o di ' Al)
= 18,182 - (—21,818) - 600 + (—6,818) - 8,182 - 1600
= —327272,73 mm*

Determinarea momentelor de inertie principale I; si I

Momentul de inertie principal maxim va fi:

(I,+1) I, — I\?
L=~ +J(22y) + 12,

_ (371060,60 + 1266060,60)
B 2

2
- ) + (—327272,73)2

= 1372964,51 mm*

4 \/(371060,60 —1266060,60

Momentul de inertie principal minim va fi:
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3. Caracteristici geometrice ale sectiunilor plane

2
12=(12+1y)_ L
2 2 Y

_ (371060,60 + 1266060,60)
B 2

2
> ) + (—=327272,73)?

= 264156,70 mm*

\](371060,60 —1266060,60

Determinarea axelor principale

Unghiul a, care defineste directiile axelor principale, va fi:

21 2-(=327272,73
2 ( ) = —0,7313

tan 2a,, = — = - =
ey = T, T, T T 371060,60 — 1266060,60

1
Ay, = E-arctan(—0,7313) = —18,09°

T
+ - =-18,08°+90° = 71,91°

aP 1 2

2=a’p

Conform celor douad valori ale unghiului a,, cele doud axe principale de inertie
trec prin cadrul I (pentru unghiul ay,)), respectiv prin cadranul IV (pentru ay, ).
Momentul de inertie principal maxim va fi orientat dupad axa principala 2 (a,, =
71,91°), trecand prin cadranul I (dacé I,y < 0 momentul de inertie principal maxim
este orientat dupd o axa care trece prin cadranul [; daca I, > 0 momentul de inertie

principal minim este orientat dupa o axa care trece prin cadranul I).

Calcul folosind modelul CAD
In SolidWorks se modeleaza grinda cu 20

sectiunea transversala indicatd in enunt. Schita I
sectiunii transversale este construitd pe planul |
Right (zOy), astfel incat orientarea axelor L il
sistemului de referinta sa fie identica cu cea din

50

20

calculul analitic (orientarea este indicatd prin 80
sistemul marcat cu rosu — figura 3.7).

Fig. 3.7 Sectiunea A3.1
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Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analizda FEM

Originea a fost plasata la intersectia axelor celor douad dreptunghiuri, pentru o mai
usoard comparare a rezultatelor cu cele obtinute analitic.

Din banda de instrumente Evaluate se lanseaza comanda Section Properties.
Se va selecta suprafata transversala pentru care se determina proprietatile inertiale
si optiunea Recalculate pentru generarea valorilor. In fereastra Section Properties
vor fi afisate (figura 3.8):

- aria suprafetei selectate;

- coordonatele centrului de greutate al suprafetei selectate in raport cu
originea sistemului de referintd din SolidWorks;

-  momentele de inertie axiale (Lzz si Lyy), momentul de inertie
centrifugal (Lzy) si momentul de inertie polar (Lxx), calculate in raport
cu un sistem de referinta atasat centrului de greutate, cu axa z orizontal;

- momentele de inertie principale (notate aici cu [y = [; — moment de
inertie maxim si Iz = I, — moment de inertie minim);

- unghiul dintre axele principale si axele sistemului de referintd local
(corespunzator directiei principale aferente momentului de inertie
principal maxim) si previzualizarea directiilor principale (cu magenta);

- momentele de inertie in raport cu sistemul de referintd din Solid Works.

Valorile obtinute in SolidWorks sunt identice cu cele calculate analitic.
Section properties of the selected face of A3.1

Area = 2200.000 millimeters~2

Centroid relative to output coordinate system origin: ( millimeters )
X = 200.000
Y =6.818 . .
Z=-21818 prevzzuallzarea

directiilor principale

Moments of inertia of the area, at the centroid: ( millimeters ~ 4)

Lxx = 1637121.212 Lxy = 0.000 Lxz = 0.000
Lyx = 0.000 Lyy = 1266060.606 Lyz = -327272.727
Lzx = 0.000 Lzy = -327272.727 Lzz = 371060.606

Polar moment of inertia of the area, at the centroid = 1637121.212 millimeters » 4
Angle between principal axes and part axes = 71.910 degrees
Principal moments of inertia of the area, at the centroid: ( millimeters ~ 4)

Ix = 264156.703
ly = 1372964.509

Moments of inertia of the area, at the output coordinate system: ( millimeters » 4)

LXX = 2786666.667 LXY = 3000000.000 LXZ = -9600000.000
LYX = 3000000.000 LYY = 80313333.333 LYZ = 0.000
LZX = -9600000.000 LZY = 0.000 LZZ = 88473333.333

Fig. 3.8 A3.1. Valorile caracteristicilor inertiale determinate in SolidWorks
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3. Caracteristici geometrice ale sectiunilor plane

Aplicatia A3.2. Pentru sectiunea
transversala din figura 3.2 sd se
determine: pozitia centrului de greutate
C; momentele de inertie axiale I, Iy,
polar I, si centrifugal I,,, in raport cu un
sistem de referintd central zCy ( cu axa z
orizontald); momentele de inertie
principale I; si I, si directia axelor

principale de inertie (unghiul ay).

Calculul analitic

90

&,

60

18

60

Fig. 3.9 Aplicatia A3.2

Determinarea pozitiei centrului de greutate

Sectiunea compusa poate fi divizata in trei sectiuni simple, un dreptunghi din
care se extrag un sfert de cerc si un triunghi dreptunghic (figura 3.10). Fiecarei figuri

simple i se asociazd sistemul de referintd propriu z;0;y;. Pentru determinarea

centrului de greutate al sectiunii compuse se pozitioneaza in coltul sdu din stanga jos

sistemul de referintd zy,0y,, in raport cu care se calculeaza coordonatele z;, y; care

definesc centrele de greutate O;. Se completeaza tabelul de calcul rapid pentru

centrele de greutate, ariile sectiunilor decupate fiind considerate negative:

i A; Z; Vi zi A, Vit A
[mm’] [mm] [mm] [mm’] [mm’]

1 5400 45 30 243000 162000

2 -962,11 14,85 45,15 -14291,67 | -43439,26

3 -270 80 6 -21600 -1620

» 4167,89 / / 207108,33 | 116944,90

Se vor obtine coordonatele centrului de greutate al figurii compuse:

_ X(z-4) 20710833

e = YA

4167,89

Y- A) _ 116944,90
T 4167,89

= 49,69 mm

= 28,06 mm
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Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analiza FEM

Yy
Yo Y2 7> Vi Y3
73
90 |
71 Z
o e
: BN
H z 3
03
30 Z0

Fig. 3.10 A3.2. Determinarea pozitiei centrului de greutate

Determinarea momentelor de inertie axiale

Momentele de inertie axiale ale celor trei figuri simple, calculate in raport cu
sistemele de referinta proprii z;0;y;, sunt:
b, -h3 90-603

= = 4
Iy, B B 1620000 mm

_bi-hy  90%-60

— 4
b =1 —— = 3645000 mm

4 4
I, = _(l__) = _(1__) . 35% = — 82352,02 mm*

16 on 16 on
I, = —(%—%) = (1"—6—%) .35% = — 82352,02 mm*
Iy = — b33'6h§ = 303;6183 — —4860 mm*

I, = - b§3'6h3 = 30:618 = —13500 mm*

Coordonatele ¢; si d; ale centrelor de greutate locale O; in raport cu sistemul
de referinta central zCy sunt (figura 3.11):
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3. Caracteristici geometrice ale sectiunilor plane

c1=y1—Yc=30-28,06=194mm
Cy =Yy —Yc = 45,15 — 28,06 = 17,09 mm

C3 =Y3—Yc=6—2806=-22,06mm

dy =2z, —2c =45 —49,69 = —4,69 mm

d, =z, —z, = 18,85 — 49,69 = —34,84 mm

ds =273 — 7z, = 80— 49,69 = 30,31 mm

Fig. 3.11 A3.2. Determinarea pozitiei centrului de greutate

Introducand aceste valori in expresiile lui I, si I,, se obtin urmatoarele valori:

I, = Z(Izi + Ciz ’ Ai)
= 1620000 + (1,94)2 - 5400 — 82352,02 — (17,09)?
962,11 — 4860 — (—22,06)% - 270 = 1140861,89 mm*

= (I +d?-4)
= 3645000 + (—4,69)? - 5400 — 82352,02 — (—34,84)2
962,11 — 13500 — (30,31)? - 270 = 2252340,95 mm*
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Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analiza FEM

Determinarea momentului de inertie polar

I, =1, +1, =1140861,89 + 2252340,95 = 3393202,84 mm*

Determinarea momentului de inertie centrifugal
Pornind de la relatiile de calcul din literatura de specialitate, momentele de

inertie centrifugale ale celor trei figuri simple, calculate in raport cu sistemele de

referinta proprii z;0;y;, sunt :

— 4
Iy, = 0mm

4 1 4 1
_ _( ).,A _ _(___).354 = —24716,88 mm*

I =—(——-Z
%Yz 9 8 9r 8

b% - h3 30-183
by = =77 =736

Momentul de inertie centrifugal I, al suprafetei compuse va fi suma

momentelor de inertie centrifugale ale suprafetelor simple calculate in raport cu

= —4050 mm*

axele z si y (cu relatiile lui Steiner):

Iy, = Z(lzm +cidi-Ap)
= —24716,88 — 4050 + 1,94 - (—4,69) - 5400 — 17,09

- (~34,84) - 962,11 — (—22,06) - 30,31 - 270 =
= 675267,16 mm*

Determinarea momentelor de inertie principale I; si I,
Momentul de inertie principal maxim va fi:

I,+1 I, — I\
RECELON T

L 2

_ (1140861,89 + 2252340,95)
N 2

2
= 2571148,26 mm*

1140861,89 — 2252340,95\°
+ ( ) + (675267,16)2
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3. Caracteristici geometrice ale sectiunilor plane

Momentul de inertie principal minim va fi:

(I, +1,) I, — L\?
=" ( 2 )szy:

_ (1140861,89 + 2252340,95)
N 2

\/(1140861,89 — 2252340,95
2

= 822054,58 mm*

2
) + (675267,16)2

Determinarea axelor principale

Unghiul a, care defineste directiile axelor principale va fi:

2l 2-(675267,16)
I,—1,  1140861,89 — 2252340,95

tan 2a, = =1,2151

1
= —-arctan(1,2151) = 25,27°

aP1 2

T
@y, = ap, +5 =2527°+90° = 115,27°

Conform celor doua valori ale unghiului a,, cele doud axe principale de inertie
trec prin cadrul I (pentru unghiul ap ), respectiv prin cadranul II (pentru ap,).
Momentul de inertie principal maxim va fi orientat dupa unghiul ap, trecand prin

cadranul II, deoarece I,y > 0.

Calcul folosind modelul CAD
Pentru determinarea in Solid Works a caracteristicilor inertiale, se modeleaza

o grinda cu sectiunea transversald indicata In enunt. Schita sectiunii transversale este
construitd pe planul Right (z0y), astfel incat orientarea axelor sistemului de referinta
si originea sa fie identice cu cele din calculul analitic (figura 3.12). Lungimea grinzii
nu influenteaza aceste calcule.

Folosind comanda Section Properties din banda de instrumente Evaluation se
afiseazd caracteristicile inertiale. Dupd cum se observa in figura 3.13 aria,
coordonatele centrului de greutate, momentele de inertie axiale (Lyy, Lzz),
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Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analizda FEM

momentul de inertie polar (Lxx), momentul de inertie centrifugal (Lyz), momentele
de inertie principale si unghiul care defineste momentul de inertie principal maxim

sunt identice cu cele calculate pe cale analitica.
90

&

60

18

60

Fig. 3.12 A3.2 Pozitionarea sectiunii in raport cu sistemul de referinta

Section properties of the selected face of A3.2

Area = 4167.89 millimeters~2

Centroid relative to output coordinate system origin: ( millimeters )
X =0.00
Y = 28.06
Z = -49.69

Moments of inertia of the area, at the centroid: ( millimeters » 4)

Lxx = 3393202.84 Lxy = 0.00 Lxz = 0.00
Lyx = 0.00 Lyy = 2252340.95 Lyz = 675267.16
Lzx = 0.00 Lzy = 675267.16 Lzz = 1140861.89

Polar moment of inertia of the area, at the centroid = 3393202.84 millimeters ~ 4

Angle between principal axes and part axes = 115.27 degrees

Principal moments of inertia of the area, at the centroid: ( millimeters * 4)
Ix = 822054.58
ly = 2571148.26

Fig. 3.13 A3.2. Valorile caracteristicilor inertiale determinate in SolidWorks

142



4. Solicitari simple

Solicitarile simple apar atunci cand in sectiunile transversale ale unui tronson
de bard, actioneazd o singura componentda a fortelor interioare. Sunt prezentate
relatiile fundamentale si algoritmii de calcul pentru determinarea starii de tensiune
si deformatie in cazul solicitari axiale (intindere/compresiune), torsiunii si
incovoierii. Se evidentiaza cd la intindere/compresiune apar tensiuni axiale, la
torsiune tensiuni tangentiale, iar la incovoiere tensiuni axiale si tensiuni tangentiale.

La solicitarile simple sunt prezentate exemple de calcul atat pentru sisteme
Static determinate cat §i pentru sisteme static nedeterminate (sisteme la care
reactiunile nu se pot calcula doar pe baza ecuatiilor de echilibru static, fiind
necesara scrierea unor ecuatii de compatibilitate a deformatiilor). Aplicatiile sunt
rezolvate analitic si prin simulari numerice, evidentiindu-se corelatia foarte buna a
rezultatelor. Simularile numerice din acest capitol sunt realizate pe modele de tip
solid (atunci cand se doreste vizualizarea variatiei tensiunilor intr-o sectiune
transversala) sau pe modele de tip grinda (cand se urmaresc doar valorile maxime
din sectiune), acest ultim tip de analiza diminuand efectele locale generate de
constrdngeri si incarcari.

Structura capitolului este urmadtoarea:

4.1  Tensiuni si deformatii la solicitari axiale

4.2  Sisteme static nedeterminate la solicitari axiale
4.3 Torsiunea barelor cu sectiune circulara

4.4  Sisteme static nedeterminate la torsiune

4.5  Calculul tensiunilor la incovoiere

4.6  Calculul deformatiilor la incovoiere

4.7  Sisteme static nedeterminate supuse la incovoiere
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Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analiza FEM

4.1 TENSIUNI SI DEFORMATII LA SOLICITARI AXIALE

Un tronson de bara pe care actioneaza o forta interioara axiala N este supus la
solicitare axiald. Dacd N > 0 tronsonul este solicitat la intindere, iar daca N < 0
tronsonul este solicitat la compresiune.

Solicitarile axiale genereaza tensiuni axiale (o) si deformatii specifice liniare
(&) Conform ipotezei lui Bernoulli, o sectiune transversald pland a unei bare isi
pastreaza forma dupa aplicarea unei forte axiale (sectiunea se deplaseaza intr-o
pozitie paraleld cu pozitia sa initiald). Rezulta ca deformatia specifica la solicitarea
axiald va avea aceeasi valoare pentru orice punct din sectiunea transversald. Luand
in considerare proportionalitatea dintre tensiuni si deformatii specifice (legea lui
Hooke), se poate concluziona cé intr-o sectiune transversala a unei bare supuse la
solicitare axiald, tensiunile au aceeasi valoare pentru orice punct din sectiune.

Tensiunile la solicitarile axiale se vor calcula cu relatia:

o= .1)

unde N este forta interioara axiald din sectiunea de calcul, iar A este aria sectiunii.
Deformatia specifica axiald se poate calcula ca raport intre tensiunea axiala si
modulul de elasticitate longitudinal (E) (din legea lui Hooke):
E=¢ (4.2)
Alungirea totald a unui tronson de bara cu sectiune constanta A si lungime [,
supus unei forte interioare N, va fi:
o N -1
Al=e-l=E-l=m

In functie de incarcarile exterioare si de modul de fixare, forta axiala interioara

(4.3)

poate varia de la un tronson la altul al unei bare. In prima etapa a calculului este
necesard stabilirea diagramei de variatie a fortei axiale, folosind metoda sectiunii
(prezentata in capitolul 2).

Considerand o bara cu n tronsoane definite de lungimile [; (i = 1...n), fiecare
tronson supus unei forte interioare axiale distincte N; si avand rigiditate Ej - A4;,

N -

Al = i i
Z E;i- A;
i=1

iar tensiunea axiala din tronsonul i al barei se poate calcula cu relatia:

alungirea totala a barei va fi:

(4.4)
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4. Solicitari simple

O; = — (45)

Variatiile de temperaturd genereazd deformatii termice. Supunand o bara
incastratd la un capdt, la o variatie de temperaturd AT, se va produce o variatie a
lungimii sale:

Alp=ep-l=a-1-AT (4.6)

unde: | — lungimea initiald a barei, iar a¢ - coeficientul de dilatare termica
(caracteristica de material) mésurat in [1/°C] sau in [1/°K].

Daca dilatarea este Tmpiedicatd (bard Incastrati la ambele capete), atunci
variatia de temperatura va genera o tensiune axiala:

oc=E-a-AT 4.7)

Variatiile de forma ale sectiunii transversale ale unei bare pot determina efecte
de concentrare a tensiunilor, chiar daca aria se mentine constanti. In literatura de
specialitate [28, 33] sunt prezentate diagrame de variatie ale factorilor de concentrare
a tensiunilor in functie de tipul si dimensiunile concentratorilor (alezaje, canale, raze,
trepte de trecere etc.).

Aplicatia A4.1. Se considera bara din figura 4.1 formata din doua tronsoane
cilindrice cu diametre si lungimi diferite, solicitatd la compresiune de fortele F; =
24 kN si F, = 18 kN. Sa se determine tensiunea axiald din cele doua tronsoane ale
barei, deplasarea sectiunii 2, alungirea totald a barei si coeficientii de siguranta in
raport cu limita de curgere a otelului S355JR (R, = 275 N/mm?). Se cunosc: d; =
30mm,d, = 22mm, l; = 210 mm, I, = 165 mm, E = 2,1 - 10° N/mm?.

O] ©, ®
S F 3 F,

k:c
AW

il I

| T

? Np;

N12

Fig. 4.1 Aplicatia A4.1
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Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analiza FEM

Calculul analitic

Din ecuatia de echilibru a fortelor pe orizontala se poate determina reactiunea
din incastrare:

Hy=F, +F, =24+18 =42 kN

Diagrama de variatie a fortei axiale (figura 4.1) se traseaza pornind de la
functiile de variatie de pe cele doud tronsoane:

N].Z = _Hl = _42 kN

N23 = _Hl +F1 = —42 +24 = —18 kN

Tensiunea axiala pe tronsonul [1-2) al barei va fi:

_Nj; Ny 42000 5941 N )
A=A T wZ mweser o oALN/mm
4 4
iar pe tronsonul (2-3] se va obtine:
Ny Ny 18000 )
M=, T w T meaaz s HASN/mm
4 4

Deplasarea sectiunii 2 este egald cu alungirea tronsonului [1-2):

N12 * l1 _ le ° ll _ 42000 ° 210 _
- - - m-302
4

= —0,059 mm

2,1-105-

Alungirea totald a barei este suma alungirii celor doua tronsoane (relatia 4.4):

Ny -1y N3 -1, _ Ny -l No3 - 1,

Alt = AllZ + Al23 -

EllAl EllAl - Tl.-'d% ﬂd%
E . 7} E.T
42000 - 210 18000 - 165 0,096
=~ 302 Tz . _ovJbmm
21-105- L j’o 21-105- % jz

Coeficientii de sigurantd calculati in raport cu limita de curgere a otelului
S355JR, luand 1n calcul tensiunile de pe cele doua tronsoane (in valoare absoluta),
vor fi:

R, 275 R, 275

= —= 4’62 = — =
‘= T 5941 2= T 4735

= 5,80
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4. Solicitari simple

Analiza FEM

Geometria barei este modelata in SolidWorks prin doud extrudari succesive,
pornind de la schite trasate in planul Front (astfel, X va fi axa barei). Analiza se va
face pe model solid, ceea ce va permite vizualizarea tensiunilor 1n sectiune
(evidentierea mentinerii valorii constante a tensiunilor in sectiune transversald).

Folosind comanda New Study din banda de instrumente Simulation va fi creat
un studiu static. Pentru o bund organizare a activitatii, se recomanda plasarea

fisierului de bazd intr-un director dedicat, deoarece la rularea analizei se vor genera
fisiere auxiliare cu nume derivate de la fisierul de baza.
Proprietatile otelului S355JR, asociate solidului A4.1 prin comanda Apply

Material, sunt redate in figura 4.2. In practica, proprietatile unui material variazi in
functie de tehnologia de elaborare, de dimensiunile semifabricatului, de tratamentele
termice aplicate. In situatia in care materialul din aplicatic nu se regiseste in
bibliotecile din SolidWorks sau are proprietati diferite de cele indicate in soft,
proiectantul poate sa defineasca un nou material, atribuindu-i proprietatile aferente.

—

2= 1.0045 (S355JR) Property Value Units
$= 1.0050 (E295) Elastic Modulus 210000.0031|N/mmA2
§E 1.0060 (E335) Poisson's Ratio 0.28 N/A
o—
8= 1.0070 (E360) Shear Modulus 79000 N/mmA2
§= 1.0114 (5235J0) Mass Density 7800 kg/m*3
o—
9= 10116 (5233263) Iensile strength 450 N/mmA2
:E 1.0117 (5235)2G4) Compressive Strength N/mmA2
9= 1.0143 (S275J0; =
o ( ) Yield Strength 275 N/mmA2
9= 1.0144 (S275)2G3) . ==
o— Thermal Expansion Coefficient|1.1e-05 /K
8= 1.0145 (S275J2G4) —po—— 14 T
— ermal Condu m
8= 1.0490 (S275N) ity
_ Specific Heat 440 J/(kg-
8= 1.0491 (S275NL) P /kgK)
o— Material Damping Ratio N/A

9= 1.0545 (S355N)

Fig. 4.2 A4.1. Aplicarea proprietatilor de material

Bara va fi incastrata la capétul cu diametru @30 mm, prin aplicarea unei
constrangeri de tip Fixed Geometry.

Fortele F; = 24 kN si F, = 18 kN vor fi aplicate perpendicular (optiunea
Normal) pe suprafata de capat @22 mm, respectiv pe umarul de trecere dintre cele
doua tronsoane, folosind comanda Force (figura 4.3).

Aplicarea incarcarilor si constrangerilor trebuie sa redea cat mai fidel modelul
real de solicitare si fixare. La analiza FEM pe modele solide se va evita aplicarea
incarcarilor/fixarilor pe muchii sau puncte, chiar dacd sunt date forte sau momente
concentrate. O astfel de aplicare va duce la valori locale foarte mari ale tensiunilor.
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Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analizda FEM

Force/Torque A

@ Face<1>

o Normal
(O selected direction

B s v

Llmo

| Force Value (N):| 18,000

Fig. 4.3 A4.1. Aplicarea fortei F,

Folosind comenzile Create Mesh si Run This Study se discretizeaza modelul
in elemente finite si se ruleazd analiza. La analize pe modele de tip solid,
dimensiunea elementelor finite poate influenta valorile tensiunilor, in special la
modele complexe. In cazul dat, varierea densitatii discretizarii determina schimbarea
valorilor varfurilor de tensiune, dar nu influenteaza tensiunile din corpul barei.

Pentru afisarea distributiei tensiunilor axiale g, (x — axa longitudinala, figura
4.4), se va selecta componenta SX din tab-ul Definition al comenzii Define Stress
Plot. Folosind comanda Probe vor fi afisate valorile tensiunilor din zonele centrale

ale celor doua tronsoane. Cele doua valori sunt identice cu cele calculate analitic.
SXAN/mm»2 (MPa))

-419

| Value:|-47.4 N/mm#2 (MPa) | l -456
[ L -493

-53.0

| \Ialue:| -59.4 N/mmA2 (MPa)

-789
Fig. 4.4 A4.1. Distributia tensiunilor axiale o,
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4. Solicitari simple

Distributia tensiunilor SX arata ca
cele doud valori calculate analitic corespund
unei mari parti din volumul piesei, dar pe
zona de trecere dintre cele doua tronsoane si
in zona incastrarii apar valori considerabil
mai mari. Aceste valori locale sunt legate de
concentratorii de tensiune din zona de
trecere (muchii ascutite in loc de raze si
tesiri) si de constrangerile specifice
incastrarii. Incastrarea blocheazi deplasarea
oricarui punct din suprafata pe care se aplica,
ceea ce determina constrangerea deformatiei
in aceastd zond si aparitia unor varfuri de
tensiune (figura 4.5).

SX{(N/mm*2 (MPa))

-41.9

Fig. 4.5 A4.1. Varfuri de tensiune

Proiectantul trebuie sd analizeze dacad aceste varfuri de tensiune sunt

singularitati (valori locale, distribuite pe o zond mica a geometriei si necorelate cu

situatia practicd) sau sunt valori care pot sa apara in realitate si trebuie introduse ca

atare in procesul de proiectare.

Figura 4.6 prezintd distributia deplasarilor axiale §, (notate cu UX in

SolidWorks). Deplasarea sectiunii 3 defineste in acest caz alungirea totald a barei

(Alg). Se observa ca cele doud valori sunt identice cu cele calculate analitic.

UX {mm)
0.000

-0.010

Value:

-0.096 mm

X Y, Z Location: | 375, 0.247, -0.011 mm -0.019

-0.029

X Y, Z Location:[ 210, -7.64, 104 mm

Value: -0.059 mm

-0.038

-0.048

_ -0.058
_ -0.067

-0.077

-0.087

-0.096

Fig. 4.6 A4.1. Distributia deplasarilor axiale &,
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Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analizda FEM

Pentru afisarea distributiei coeficientului de sigurantd (figura 4.7) se va
accesa comanda Define Factor of Safety Plot din meniul contextual, afisat prin click-
dreapta pe Results in arborele simuldrii. Factorul de siguranta este calculat pe baza
criteriului de rupere folosit, proiectantul putand alege intre criteriul tensiunii maxime
von Mises si criteriul tensiunii tangentiale maxime — Tresca (pentru materiale cu
comportament ductil), respectiv criteriile Mohr-Coulomb si criteriul tensiunii axiale
maxime (pentru materialele cu comportament fragil). Pentru aplicatia A4.1, in zona
centrald a celor doua tronsoane de bard, tensiunile echivalente von Mises sunt egale
cu tensiunile axiale (deoarece apare doar solicitare axiala).

FOS

8613

_ 7.595

5.805 _ 7.086

'

_ 6578

L 6069

_ 5.580

c

S . 5.051

| 4542
l 4033
3524
Fig. 4.7 A4.1. Distributia factorului de siguranta c calculat in raport cu limita de
curgere a materialului

4.2 SISTEME STATIC NEDETERMINATE LA SOLICITARI
AXIALE

Sistemele static nedeterminate sunt caracterizate de un numar de reactiuni mai
mare decat numarul de ecuatii de echilibru static. Rezolvarea acestor sisteme se
bazeaza pe scrierea unor ecuatii suplimentare, rezultate din legaturi intre deplasarile
de la diferite componente ale sistemului (sau tronsoane ale aceleiasi bare). Exemple
de sisteme static nedeterminate solicitate la intindere/compresiune sunt: bare dublu
incastrate, bare cu sectiune neomogena, sisteme de bare articulate etc. In continuare
se prezintd, prin doud aplicatii, etapele de rezolvare a unor astfel de sisteme.
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4. Solicitari simple

Aplicatia A4.2. Bara cu rigiditate foarte mare BH este pozitionatd printr-o
articulatie fixd in punctul B (figura 4.8) si sustinuta de doua tije verticale in
articulatiile C si D. Sa se determine tensiunile axiale care apar in corpul celor doua
tije si deplasarea verticald a punctului H, atunci cand pe un tronson al barei rigide
este aplicata forta uniform distribuitd p = 170 kN /m, precum 1in figura de mai jos.
Tijele, realizate din otel aliat 16NiCr4 (E = 2,1-10%> N/mm?), au sectiune
dreptunghiulara cu latime de b = 30 mm si adancime de t = 10 mm. Se cunosc:
l, =200mm, [, = 300 mm, a = 50 mm.

!
_ K :
dgid | M 1
B g \ C D
H
'l
3a 3a a 3a
B C D H
C' DV H!
All A12

Fig. 4.8 Aplicatia A4.2

Calculul analitic

Cerintele problemei vizeaza tensiunile axiale din tijele verticale, astfel ca este
necesard determinarea fortelor interioare axiale care actioneaza asupra acestora: Ny
pentru tija KC si N, pentru tija /D (in figura 4.8 fortele interioare axiale N; si N, au
fost reprezentate ca reactiuni care actioneaza asupra barei rigide. La tije aceste forte
vor avea sens opus, generand intindere). Se poate scrie ecuatia de echilibru static al
momentelor de Incovoiere, in raport cu articulatia fixa B:

p-3a-85a—N;-3a—N,-6a=0

Avand doud necunoscute, este necesara scrierea unei ecuatii suplimentare,
rezultatd din corelarea deplasarilor. Sub actiunea fortei p bara BH se va deplasa in
pozitia BH’, deformatiile sale putand fi considerate neglijabile (rigiditate mare). Cele
douad tije se vor alungi cu Al; (CC’) si Al, (DD’). BCC’ si BDD’ sunt triunghiuri
asemenea, putandu-se scrie relatia de proportionalitate a laturilor lor:
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CC’ BC All 3a Nl * l1 N2 * l2 400
= = 2. ——==* 3

- 5> —=— > = =
DD' ~ BD Al, 6a E-A, E-A, N 300N1

In echivalarea expresiilor de mai sus s-a tinut cont ca tijele sunt realizate din
acelasi material si au aceeasi arie transversald (E; - A; = E, - A;). Introducand
relatia N, = 4N, /3 1n ecuatia de echilibru static, se obtine:

4N,
p-3a-8,5a—N1-3a—T-6a=0

_p-3a-85 170-3-50-85
N 11 B 11

Ny = 19704,54 N

Forta axiala N, va fi:

4N;  4-19704,54

N, =
27 3 3

= 2627272 N

Aria transversala a celor doua tije este identica:
Ay =A4,=b-t=30-10 =300 mm?
Tensiunile axiale din cele doud tije vor fi:

_N; 1970454

= = = N 2
A, 300 65,68 N/mm

01
_ N, B 26272,72 B 35000

A, 300  m-202
4

= 87,57 N/mm?

03

Aceste tensiuni corespund corpului tijelor, In zonele articulatiilor de capat
puténd sa aparad valori mai mari, generate de variatia de arie si de concentratorii de
tensiune (alezaje, raze de racordare).

Deplasarea verticala a punctului H se poate determina din rapoartele laturilor
triunghiurilor asemenea BDD’ si BHH:

HH' BH Sy _ 10a 10

=__ = —_— = = =—.
DD’ ~ BD Al,  6a Ot 6 aly

5. _ 10 Ny-1, 10 26272,72-300
H = 6 E-A4, 6 2,1-105-300

= 0,209 mm
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Analiza FEM

Sistemul A4.2 va fi modelat sub formd de ansamblu de trei componente.
Articulatiile B, K, J, C si D vor fi aplicate direct in analiza FEM, nefiind necesara
modelarea lor 3D (bara rigida si tijele vor fi modelate cu alezajele aferente
articulatilor, dar nu se vor realiza bolturile si elementele fixe de la articulatiile de
capat). Geometriile celor trei componente vor fi modelate individual in fisiere de tip
Part, conform dimensiunilor din figurile 4.9 — 4.11. Toate cele trei componente pot
fi realizate prin operatii simple de extrudare cu addugare sau eliminare de material.
Definirea formei si dimensiunilor s-a facut pe baza datelor din enunt, ludnd in
considerare si considerentele de montaj (canalul si alezajele din bara rigida,
geometria capetelor la tije). Pe suprafata superioara a barei rigide va fi trasata o linie
la 150 mm de capat, pentru delimitarea zonei de aplicare a fortei.

- 220 160
| \ I
- I ; .
~
o J—

linie de delimitare |_ 150
/930 7
_ _ _ sy _ _ /an\ _ _ __ |l o
O O \/\ o
150 150 x D16
500

Fig. 4.9 A4.2. Geometria barei rigide BH

T [ I%
S x016 axR30 2

Q F <y
q/ (\’) 200 ‘ o

Fig. 4.10 A4.2. Geometria tijei CK

O] [ ]
B 2018 % °
=
| 300 .

Fig. 4.11 A4.2. Geometria tijei JD
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Pentru pozitionarea celor trei componente in ansamblu se va deschide un figier
de tip Assembly si se va crea schita suport din figura 4.12. Folosind punctele
corespunzatoare articulatiilor fixe B, K, J se vor genera linii de axad perpendiculare
pe planul schitei (din zona Reference Geometry, banda Assembly se lanseaza
comanda Axis, se alege optiunea Point and Face/Plane si se selecteazd pe ecran
punctul si planul care definesc respectiva axa).

200

!
R
| = =
150 150

Fig. 4.12 A4.2. Schita suport pentru pozitionarea componentelor in ansamblu

In ansamblu se vor insera simultan cele trei componente, fari a le fixa in raport
cu spatiul de lucru: se lanseaza comanda Insert Components, se selecteza toate cele
trei componente In zona Part/Assembly to Insert si se urmareste bifarea optiunii
Float n zona Fix/float component to insert. Prin click-uri succesive pe ecran vor fi
pozitionate provizoriu cele trei componente.

Folosind comanda Mate, vor fi aplicate in ansamblu urmatoarele constrangeri:

- simetrie a suprafetelor laterale ale canalului din bara rigida in raport cu
planul schitei suport din figura 4.12;

- concentricitati intre alezajele articulatiilor fixe B (bara rigidd), K (tija
1), respectiv J (tija 2) cu cele trei axe corespunzatoare;

- concentricitati ale alezajelor care formeaza articulatiile C, respectiv D;

- dispunerea simetrica pe latime (optiunea Width din comanda Mate-
>Advanced) intre suprafetele laterale ale canalului din bara rigida si
suprafetele laterale ale tijelor (figura 4.13).

Din banda Simulation se va lansa comanda New Study creindu-se un studiu
static. Otelul aliat 16NiCr4 va fi asociat pentru cele doua tije (folosind comanda
Apply Material), iar bara BH va fi definitd ca infinit rigidd — nedeformabila (din

meniul contextual afisat prin click dreapta pe numele barei, in arborele operatiilor
din simulare, se selecteaza optiunea Make Rigid).
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4. Solicitari simple

La articulatiile C si D se vor impune_doud conexiuni de tip Pin (din zona
Connections a benzii Simulation). Acestea leaga toate suprafetele cilindrice care
formeaza o articulatie, impunénd blocarea deplasarii axiale (optiunea With retaining
ring, figura 4.14) sau/si blocarea rotatiei relative (optiunea With key). Folosirea
acestei optiuni in locul celei de modelare efectiva a articulatiei (cu inserarea stiftului
de legatura) are avantajul de elimina analiza contactului dintre componente, care in
aceastd situatie nu reprezinta cerintd de calcul.

[i) Top Plane  Width2 @
[E] Right Plane ,
1, Origin 7 8=
é Axis1 A Standard | & Mechanical
Sketch1 7 =

5 & Advanced Analysis
" Axis2 &
< Axis3 o Mate Selections A
% & Placa rigida<1> (Default) <<De’ Width selections 1
@ @ Tija 200<1> (Default) <<Default

= - @ Face<1>@Tija 300<1>
% # Tija 300<1> (Default) <<Default Face<2>@Tija 300<1>
Mates

& Symmetric1 (Placa rigida<1>,Plal Width selections 2:
© Concentric1 (Placa rigida<1>,Axi Face<3>@Placa rigida-,

©) Concentric2 (Tija 200<1>,Axis2) Face<4>@Placa rigida-

© Concentric3 (Tija 300<1>,Axis3)

© Concentric4 (Placa rigida<1>,Tiji Mate Types ~

@ Concentric5 (Placa rigida<1>,Tiji ®) Profile Center

() Width1 (Tija 200<1> ,Placa rigid

W Width2 (Tija 300<1> Placa rigid Symmetric

Fig. 4.13 A4.2. Aplicarea relatiei de tip Width intre bara rigida si tija 2

Connectors ®
v X
Message v
Type A
R rin

@ Face<1>@Tija 300<1:
1 Face<2>@Placa rigid:
Face<3>@Placa rigid:

With ret'aining ring (No
translation)

() with key (No rotation)

Connection Type A
© pistributed () Rigid

Fig. 4.14 A4.2. Aplicarea conexiunii de tip Pin la articulatia D
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La articulatiile fixe B, K, J se vor aplica constrangeri de tip Fixed Hinge (din
banda Simulation zona Fixtures). Acestea blocheaza translatiile, lasand libera rotatia.

Forta uniform distribuitd (p = 170 kN/m) nu poate fi aplicatd direct in
analiza geometriilor de tip solid, dar poate fi redatd sub forma fortei echivalente (in
acest caz 25,5 kN = 170 kN /m - 0,15 m), aplicatd pe suprafata corespunzatoare a
barei rigide. Pentru definirea suprafetei, in tab-ul Splif al comenzii Force se va diviza
suprafata superioara a barei BH, in functie de linia de delimitare creatd anterior in
fisierul de tip part (figura 4.15).

Force/Torque A

Force

B | Torque
[l | Face<1>@Placa rigida<1

© Normal
(O selected direction

ERE v

i 25500 Vv IN

[JReverse direction
Fig. 4.15 A4.2. Aplicarea fortei echivalente distributiei

Aplicand comanda Create Mesh va fi generata discretizarea in elemente finite
atat pentru cele doud, tije cat si pentru bara rigida (evidentiatd cu o culoare distincta
— figura 4.16).

Fig. 4.16 A4.2. Discretizarea modelului in elemente finite

Dupa rularea analizei (comanda Run This Study) vor fi afisate rezultatele n
arborele operatiilor. Tensiunile din corpul tijelor pot fi vizualizate pe diagrama
tensiunii axiale corespunzatoare axei tijelor sau pe diagrama tensiunii echivalente
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4. Solicitari simple

von Mises, preluand probe de valori (comanda Probe din zona Results). Se observa
suprapunerea rezultatelor obtinute in simulare cu cele calculate analitic (figura 4.17).
Tensiunile din zonele de capat ale tijelor sunt diferite de cele din corpul tijelor,
datorita particularitatilor geometrice.

SY (N/mm~#2 (MPa))

214.09

l 185.92

_ 15775

_ 129.58

Value:|87.58 N/mm#2 (MPa) | _ 10140

7323

45.06

_ 1688
ll -11.29
-39.46

-67.64

Fig. 4.17 A4.2. Evidentierea tensiunilor axiale in corpul tijelor suport

Bara rigida nu prezintd deformatii, dar prezintd deplasari. Figura 4.18 reda
distributia  deplasarilor pe directia verticald, evidentiindu-se valoarea
corespunzatoare punctului H, egala cu cea obtinuta in calculul analitic.

UY (mm)
0.013
-0.010

_ -0.032
_ -0.054

-0.076

-0.098

X Y, Z Location:| 500, 0, 20 mm
-0.120

Value: -0.209 mm

_ -0.142

_ -0.164

-0.187

-0.209

Fig. 4.18 A4.2. Distributia deplasarilor la sistemul analizat
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Aplicatia A4.3. Tija din figura 4.19 este realizatd din doud tronsoane
cilindrice de diametre d; = 30mm si d3 = 20 mm, confectionate din otel
inoxidabil X5CrNil18-10 (cu modul de elasticitate E; = 2 - 10° N/mm?). Tija este
incastratd in sectiunea 1, iar intre sectiunea 2 (trecerea intre diametre) si peretele fix
(sectiunea 3) se monteaza fara joc o bucsa din bronz CuSn4 (cu modul de elasticitate
E, = 1,1-10° N/mm?). Bucsa are diametrul exterior d; = 30 mm si diametrul
interior d, = 22 mm. Dupa realizarea acestui montaj, la capatul liber al tijei
(sectiunea 4) se aplica forta F = 35 kN. Sa se calculeze tensiunile din cele doua
tronsoane ale tijei, tensiunea din bucsa, deplasarea sectiunii 2 si alungirea totald a
tijei. Se cunosc: [; = 200 mm, [, = 100 mm si I3 = 180 mm.

Fig. 4.19 Aplicatia A4.3

Calculul analitic

Fortei F din sectiunea 4 i se opune reactiunea H; din incastrare, dar si
reactiunea H, de la contactul tija — bucsa. Se poate scrie ecuatia de echilibru static:

F_HI_H2=O

In figura de mai sus au fost reprezentate reactiunile care actioneaza asupra
tijei. Tronsonul [1-2) al tijei va fi solicitat de forta interioara axiald N;, = H,, iar
tronsonul (2-4] de forta interioard axiala N,4, = H; + H, = F. Bucsa va fi supusa
unei forte de compresiune egala si de sens opus lui H, (N3, = —H>).

Pentru a determina cele doud necunoscute, H; si H,, este nevoie de scrierea
unei ecuatii de legatura intre deformatii. Se observa ca alungirea tronsonului [1-2) al
tijei va fi egala cu comprimarea bucsei:

N12'll =N23'12
Ey-A;  Ep- A

Aliatijny = Alsbucs) =

Hl.l1=H2'12 N H=E2'A2'll.
Ey A B Ay B AL
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Introducéand expresia lui H, in ecuatia de echilibru static rezulta:

Hy = a = 35000 = 2320271 N
e (1+ E, A ll) N (1 1,1-10° 326,73 - 200) - ‘
Ei-Ay -1 2-108-706,86 - 100
unde:
a, = T30C 86 mm?
1= 4 - 4 - B mm
T-(d2—-d%?) m-(30%—222
A; = (s 2) = ( ) = 326,73 mm?
4 4
in mod similar, reactiunea H, va fi:
H; = £ = 35000 = 11797,28 N
2_(1+M)_(1 2-106-706,86~100>_ '
Ey-Ay- Ly 1,1- 108 - 326,73 - 200

Tensiunile axiale din cele doud tronsoane ale tijei vor fi:

_ Nyp 2320271

=12 _ 220000 3580 N/mm?
= AT o686 - o282 N/mm

_ Ny, F 35000

- - 2
R W T 111,40 N/mm
4 4
Tensiunea axiala din bucsa va fi:
N 11797,28
=230 _ _ = —36,10 N/mm?

2T A T T 326,73
Deplasarea sectiunii 2 este egald cu alungirea tronsonului [1-2) al tijei:

s -, Mz l;  23202,71- 200
2T TR LA 2-105-706,86

= 0,032 mm

Alungirea totald a tijei de otel este suma alungirii celor doud tronsoane:

Nip -y Ny, ls _
E,-A,  E;-A;

23202,71 - 200 35000 - 180
"~ 2-105-706,86 T 2105 314,16

Alt = AllZ + Alz4 =

= 0,133 mm
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Analiza FEM

Modelul 3D al sistemului tija — bucsa poate fi realizat sub forma de ansamblu
sau direct intr-un fisier de tip Part. Avand in vedere simplitatea constructiva, in acest
exemplu s-a ales a doua varianta, generandu-se cele doua componente in acelasi
fisier, prin extrudari succesive. La extrudarea bucsei se va debifa optiunea Merge
results pentru a obtine un solid distinct.

Dupa generarea unui nou studiu static se vor asocia proprietitile de material
(X5CrNil8-10 la tija, CuSn4 la bucsi). In pasul urmitor se va verifica conditia de
contact dintre cele doud componente: in zona Component Interaction din arborele
simuldrii se editeaza intrarea Global Interaction, alegand tipul de interactiune
Contact. Acest tip de interactiune permite deplasarea laterald relativa a bucsei in
raport cu tija, farad ruperea contactului si fara intersectarea volumelor.

Suprafata de capat 1 a tijei si suprafata de capat 3 a bucsei vor fi incastrate

prin aplicarea unor constrangeri de tip Fixed Geometry. Pe suprafata de capat 4 a

tijei se va aplica forta F = 35 kN.
Force/Torque @

vV X ™

Type | Split
Force/Torque A

Force

@, Torque

@ | Face<1>

° Normal
(O selected direction

B s v

1 |35000 vIN

| Force Value (N): | 35,000

Fig. 4.20 A4.3. Aplicarea fortei F

Dupa generarea discretizarii si rularea studiului vor fi afisate distributiile de

tensiuni si deplasari. Se vor seta componentele urmarite: tensiunea axialda SX si
deplasarea UX (x fiind axa barei, in acest exemplu).

Figura 4.21 prezintd variatia tensiunii axiale in sectiunea longitudinald a
sistemului, reprezentare obtinutd prin comanda Section Clipping, din zona Plot
Tools. Se observa ca tija este supusa la intindere, iar bucsa supusa la compresiune.
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Valorile din corpul tronsoanelor tijei si corpul bucsei, evidentiate cu comanda Probe
din zona Plot Tools, indica o apropiere mare a rezultatelor de cele obtinute prin
calcul. Variatia deplasarilor axiale (figura 4.22) evidentiaza diferente de aproximativ
1,5% 1n raport cu valorile calculate teoretic.

SX(N/mm*2 (MPaj)

14145

l 120.80

100.15

| Value:|-35.15 N/mm#2 (MPa) |

79.51

_ 5886

3821

‘ \/alue:|33.27 N/mm#2 (MPa) 17.57

-3.08

-23.73

-44.37
| Value:| 111.45 N/mm»2 {MPa)

-65.02

Fig. 4.21 A4.3. Distributia tensiunilor axiale o,

UX {mm)

0.135

XY, Z Location: [ 200, 15, -2.52e-05 mm l 0.122
Value: 0.031 mm

0.108

0.095

_ 0,081

0.068

0.054

0.041

XY, Z Location: | 380, 0.0683, 4.84 mm

0.027

Value: 0.135 mm

0.014

0.000

Fig. 4.22 A4.3. Distributia deplasarilor axiale 6,
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4.3 TORSIUNEA BARELOR CU SECTIUNE CIRCULARA

Torsiunea este solicitarea simpla generata de actiunea momentului de torsiune
interior M. Considerand o bara cilindrica, incastrata la un capat si supusa unui cuplu
de forte la capatul opus, se poate constatata cad sectiunile transversale ale acesteia
suferd deformatii unghiulare (rotiri) in raport cu pozitia initiald. Daca se considera o
sectiune transversald, solicitatd de un moment de torsiune interior M;, intr-un punct
oarecare al sectiunii va aparea tensiunea tangentiala 7:

T=—:r 4.8)

unde r este raza care defineste pozitia punctului in raport cu centrul sectiunii, iar I,
este momentul de inertie polar al sectiunii (introdus in capitolul III).

Din relatia de mai sus se observa cé tensiunile tangentiale generate la torsiune
variaza Intr-o sectiune transversald, fiind zero in centrul sectiunii si maxime la
periferie. In calculele de rezistentd prezinta importantd in special valorile maxime
ale tensiunii, care pentru barele drepte cu sectiune circulara se calculeaza cu relatia:

M

e (4.9)
14

unde W, este modulul de rezistenta polar al sectiunii de calcul.
Rotirea relativa ¢ [rad] a doua sectiuni transversale, situate la distanta [ una

fata de cealaltd, este definitad de relatia:
M-l
G-I,

) (4.10)

unde G este modulul de elasticitate transversal.
Daca o bara este alcatuitd din mai multe tronsoane cu rigiditate diferita (G; -

Iy, i =1..n, supuse la momente de torsiune interioare distincte (M, i =1...n),

Py’
rotirea relativa dintre sectiunile de capat se poate calcula cu relatia:
n
My, l;
Q= (4.11)
£ G; I,

Rotirea specifica 6 [rad/m] defineste gradul de deformare al unei bare,
independent de distanta dintre doua sectiuni:
d M
g =P _ Tt
dx G-I,

(4.12)
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Aplicatia A4.4. Un arbore drept cu sectiune inelard cu diametru exterior D; =
160 mm si diametru interior d; = 120 mm transmite o putere P = 750 kW la o
turatie n = 300 rot/min. Arborele are lungimea [ = 900 mm si este realizat din
otel aliat 20MnCr5 (G = 79000 N/mm?). Se cere:

a) sa se determine tensiunile tangentiale pe suprafata exterioard si pe
superfata interioard a arborelui, precum si rotirea relativa a suprafetelor
de capat (fara a lua in considerare efectul flangelor de prindere);

b) sa se stabileasca diametrul arborelui drept cu sectiune circulara plina d,,
cu masa si lungime identice cu arborele din enunt si sd se calculeze
tensiunea tangentialdi maxima care apare la acest arbore (pastrand
conditiile de solicitare din enunt).

Calculul analitic

Momentul de torsiune transmis se poate calcula in functie de putere si turatie:
P 750
M, =9,55-10°-—=19,55-10° - —— = 23875000 N - mm
n 300

Momentul de inertie polar al sectiunii inelare va fi:

LT (DY —df) m-(160* —120%)
P 32 B 32

= 43982297,15 mm*

Tensiunile tangentiale de pe suprafata cilindricd exterioara si suprafata
cilindrica interioard a arborelui corespund razelor 7, = 80 mm si r; = 60 mm,
reprezentand valorile maxime si minime care apar in orice sectiune transversala:

M, 23875000

=— 1, =———— .80 = 43,42 N/mm?

fmax =7 " Te = 43982297,15 /mm
_ M, _ 23875000

Tmin ="' Ti = 43982297,15 00 = 3226 N/mm

Rotirea relativa a suprafetelor de capat (fard a lua in considerare efectul
flanselor de prindere) este:

_ M-l 23875000 -900
~ G-I, 79000 -43982297,15

1) = 0,00618 rad

Daca arborele este realizat cu sectiune circulara plind, urmarindu-se pastrarea
masei, diametrul sau va fi obtinut din egalitatea ariilor sectiunilor transversale:
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medi _m- (D} d})
4 4

= d, =+/(D? — d? =160% — 1402 =105,8 mm

Alegénd valoarea rotunjitd, d, = 106 mm, se va obtine tensiunea maxima:

M M 23875000
Tymax =70 Ty = —5 T = — 53 = 102,09 N/mm?
Ly, - d, m- 106
32 32

Se observa ca tensiunea tangentiald maxima in cazul folosirii arborelui cu
sectiune plina cu diametrul d, = 106 mm este de 2.35 ori mai mare decat tensiunea
maximéd corespunzatoare arborelui cu sectiune inelard cu diametru exterior D; =
160 mm si diametru interior d; = 120 mm.

Analiza FEM

Modelul 3D al arborelui cu sectiune inelara, va fi obtinut prin extrudarea
schitei sectiunii transversale, trasata in planul YZ. In pasii urmitori se va crea un nou
studiu static si se vor atribui proprietatile de material (otelul 20MnCr5).

Fiind modelat fara flansele de legatura, constrangerea si incéarcarea se vor
aplica direct pe suprafetele frontale de capat ale arborelui. La un capdt se va aplica
incastrare, iar la capatul opus se va aplica momentul de torsiune M; = 23875 N - m,

folosind comanda Torque, figura 4.23 (in zona Axis, Cylindrical Face for Direction

se selecteaza o suprafata cilindricd pentru definirea axei momentului de torsiune).
Force/Torque @

v X ™

Force/Torque )

i Force

Torque

@ [Face<1>

Torque Value (N.m):| 23,875

®
EREY v

g’ 23875 ~ IN.m

Fig. 4.23 A4.4 Definirea momentului de torsiune la arborele tubular
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Dupa crearea retelei de elemente finite si rularea studiului, vor fi selectate
componentele de tensiune si de deplasare de afisat (din meniul contextual al intrarii
Results).

In orice sectiune transversald a arborelui tensiunea tangentiald variaza liniar
dupa toate directiile radiale care pornesc din centrul sectiunii. in SolidWorks pot fi
vizualizate componentele de tensiune orientate dupa sistemul de referintd Oxyz. Daca

x este axa arborelui, tensiunile Ty, §i Ty, reprezintd proiectiile pe axele y si z ale

tensiunii tangentiale (7 = ’T,%y + 72,). Celelalte patru componente de tensiune (o,

0y, 0z, Tyz) sunt nule la torsiune. Daca se analizeaza valorile pentru punctele de pe
0 axa a sectiunii transversale, o componenta a tensiunii tangentiale variaza intre
maxim §i minim, iar cealaltd va fi zero. Figura 4.24 prezinta variatia tensiunilor
tangentiale Ty, $i T,, intr-o sectiunea transversald centrald a arborelui cu sectiune
inelara (s-a ales o sectiune centrala pentru a evita variatiile locale din zona

suprafetelor constranse/incarcate). Se observa suprapunerea rezultatelor peste cele
obtinute analitic.

h o Min:[-4347
T /2 prr] 641 |

4349

l 3480

- 26,10

TauXZ (N/mm*2

4348

. 3478

_ 2609

XY, Z Location:|450, 3.19e-17, -60 mm

XY, Z Location:| 450, 60, 0 mm

Value: . 1740

-3257 N/mm*2 (MPa)

Value: -3258 N/mm~2 (MPa) - 1739
8.70

| -8.69

XY, Z Location: X, Y, Z Location:| 450, -60, 0 mm

450, 3.19¢-17, 60 mm
L -17.39

Value: 3257 N/mmA2 (MPa) . -1739

Value: 3257 N/mm*2 (MPa)

-26.08 -26.08

-34.78 -34.78

-4348 -4347

a)

Fig. 4.24 A4.4 Distribufia tensiunilor tangenfiale Ty,, $i Ty,

O imagine mai realistd a distributiei tensiunilor din sectiunea transversala
centrald este datd de distributia tensiunilor principale a; (P1 in SolidWorks) (figura
4.25). Daca in ecuatiile (1.4) — (1.7) se introduc valorile lui 7y, $i Ty,, restul

componentelor fiind nule, se obtine ecuatia tensiunilor principale: 6% — (17, +1%,),
cu o solutie nula si doua solutii egale cu: o7, = + ’T,%y + 12,
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P1(N/mm#2 (MPa})

43,597

42483

Fig. 4.25 A4.4 Distributia tensiunii principale P1

Rotirea relativa a suprafetei pe care se aplica momentul de torsiune in raport
cu suprafata incastratd poate fi determinatd indirect, in functie de deplasarea
rezultantd — egald cu coarda unghiului de rasucire (figura 4.26) si raza exterioara:

Ures 0,478
=—=0,00598 rad
T, 80

(p:

URES (mm)
0478
l 0430
_ 0382

_ 0334

_ 0287

0.239

_ 0191
_ 0143
0.096

0.478 5

0.048

0.000

Fig. 4.26 A4.4 Distributia deplasarii rezultante Ures
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4. Solicitari simple

Analiza arborelui cu sectiune circulard plina, cu diametru d, = 106 mm,
solicitat in mod similar cu arborele tubular, arati valori maxime ale tensiunii
tangentiale foarte apropiate de cele calculate analitic (figura 4.27).

Comparand tensiunile obtinute la cele doud solutii constructive, se observa ca
arborele cu sectiune inelard se comportd mai bine la torsiune.

TauXy (N/mm*2

10259

8207

_ 6155

_ 4103

_ 2050

-0.02

| -20.54

10259

L -41.07
-61.59
-82.11

-102.64

a) b)

Fig. 4.27 A4.4 Arbore cu sectiune circulara plind (d, = 106 mm). a) constrdngeri,

incarcari si discretizare; b) distribufia tensiunii tangenfiale Ty,

4.4 SISTEME STATIC NEDETERMINATE LA TORSIUNE

Un sistem este considerat static nedeterminat la torsiune atunci cénd
reactiunile de tip moment de torsiune nu pot fi determinate doar pe baza ecuatiilor
de echilibru static. Rezolvarea acestor sisteme presupune scrierea unor conditii de
corelare a deformatiilor (ecuatii de continuitate). Nedeterminarea poate fi datd de
modul de fixare, dar si de folosirea a doua sau mai multe materiale cu elasticitate
diferita. Algoritmul de rezolvare este exemplificat In continuare pentru un arbore
dublu Incastrat (situatie care poate sa apara la blocarea unor lagére).

Aplicatia A4.5. Arborele din figura 4.28, incastrat la ambele capete, este
solicitat de momentele de torsiune exterioare My, = 700 N - m §i Myp3 = 250 N -
m, prin intermediul rotilor din sectiunile 2 si 3. Sa se calculeze tensiunile tangentiale
maxime din zonele centrale ale celor trei tronsoane. Se cunosc: d; = 32 mm, d, =
42 mm, d3 = 28 mm, [, = 100 mm, [, = 80 mm, l; = 60 mm. Arborele este
realizat din otel aliat 28Cr4.
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M -Me,-M;;=My

Mtl
LT

Mtl'MtCZ

Fig. 4.28 Aplicatia A4.5

Calculul analitic

In cele doua incastrari apar reactiunile My, si My4. Ecuatia de echilibru static
al momentelor de torsiune este:

Mgy — Miey — Mye3 + M3 =0

Pe cele trei tronsoane ale barei actioneazd momentele de torsiune interioare:
M1z = Myy, Mz = Myy — Myep, tespectiv. Mgy = My — Moz — My (figura
4.28).

Pentru a rezolva nedeterminarea se scrie expresia rotirii relative ¢,4, folosind
relatia (4.11). Deoarece sectiunile 1 si 4 sunt fixe (incastrate), rezultd ca ¢,q = 0.

— MtlZ ) ll Mt23 ) lZ Mt34 ) l3 —
PTG T G Ly Gl

Mtl ’ ll (Mtl - MteZ) ! lZ (Mtl - MteZ - MteS) ’ l3 —

0
G.Ipl G‘Ipz G‘Ip3

Din aceastd ultima ecuatie se poate determina M :

Mgy - 1y n (Mieg + Mies3) - I3
)i

I

M. = P2 p3
u L. L L
Ipl Ipz Ip3

Explicitind expresiile momentelor de inertie polare Iy, I,, si L,z si

simplificand fractia cu /32 se obtine:
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Mies -l | (Mrez + Mre3) *Is 700000 - 80 , 950000 - 60

M, =% dj _ T apr T et
T L. L 100 50, 60
artartas 32¢ T 427t 287

= 5063339 N -mm

Din ecuatia de echilibru al momentelor se obtine M;, = 443666,1 N - mm.
Tensiunile tangentiale maxime pe cele trei tronsoane, fara a considera efectul
concentratorilor de tensiune din zonele de trecere, vor fi:

. My, My 50633394
vmee T W, T omedd T m-323
16 16

= 78,70 N /mm?

_ Myps My — Mg,  506333,94 — 70000

—_ _ 2
T23max sz - d% - T 423 = 13,31 N/mm
16 16
My My — 443666,1 ,
Taamax = Wy~ w - m 28 " 102,93 N/mm

16 16

Analiza FEM

Modelul 3D va fi realizat intr-un fisier de tip Part, generandu-se trei solide
distincte (la generarea celor doua roti se va dezactiva optiunea Merge Result).
Tronsoanele arborelui vor fi realizate astfel incat lungimile libere (fard suprapunere
cu rotile) sa fie identice cu cele din enunt (figura 4.29).

In pasii urmatori se va crea studiu de analiza staticd, se vor considera rotile

infinit rigide (optiunea Make rigid din meniul contextual — click dreapta pe solidele
aferente, in arborele simuldrii) si se va asocia arborelui otelul 28Cr4.

Zonele de trecere dintre tronsoane si conexiunile arbore — roti nu reprezintd o
cerintd a acestui studiu, astfel cd componente vor fi solidarizate intre ele. in acest

scop se va lansa comanda Component Interaction din zona Connections a benzii
Simulation si se va selecta tipul Bonded pentru toate contactele (Global Interaction).

Suprafetele frontale de capat ale arborelui vor fi incastrate (constrangere de
tip Fixed Geometry), iar momentele de torsiune exterioare M., = 700 N - m si

M.z = 250 N - m vor fi aplicate pe suprafetele cilindrice exterioare ale celor doua
roti (figura 4.30).

169



Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analizda FEM

20
D e oatal T roata?2
arbore 8]_ | gl_ .
©
v ]
. 1 i I ] ]
<
N S oo}
52 N
S 1 S
100 _ 80 L 0
Fig. 4.29 A4.5 Dimensiunile componentelor Fig. 4.30 A4.5 Constrangeri si
in ansamblului 3D arbore-roti incarcari

Densitatea retelei de elemente finite nu influenteaza semnificativ valorile

maxime ale tensiunilor tangentiale din zona centrald a fiecarui tronson, dar
influenteaza zonele de concentrare a tensiunilor, la trecerile dintre tronsoane.
Dupa rularea studiului vor fi afisate componentele de tensiune Ty, §i Ty,

proiectiile pe axele y si z ale tensiunii tangentiale T = /T,%y + 72,. Valorile maxime

ale tensiunii tangentiale din zonele centrale ale celor trei tronsoane ale arborelui sunt
evidentiate in figura 4.31. Se observa suprapunerea foarte bunad dintre rezultatele
obtinute 1n calcul cu cele din simularea numerica.

Valorile maxime din legendd corespund muchiilor de delimitare a

tronsoanelor, zone care trebuie prevazute cu raze de racordare.
TauXy (N/mm#2.

176.71

y

_ 107.80

73.34
XY, Z Location:| 50, -3.3e-14, 16 mm

38.88

Value: 78.97 N/mm~*2 (MPa)

442

-30.03

X Y, Z Location:| 160, -3.3e-14, 21 mm 6449

Value: -13.21 N/mm#2 (MPa)

-98.95

XY, Z Location:| 250, -33e-14, 14 mm -13341

Value: -102.65 N/mm#2 (MPa) -167.86

Fig. 4.31 A4.5 Distributia tensiunilor tangenfiale Ty,
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4.5 CALCULUL TENSIUNILOR LA INCOVOIERE

Un tronson de grinda este solicitat la y
incovoiere atunci cand in sectiunile sale = B
transversale actioneazd ~momentul de b '____Pff\(j X
incovoiere interior My, sau/si M;,. Acesta > Txy M
determina aparitia unor tensiuni axiale o,.. In Iy - iz= z
cazul 1n care pe acelasi tronson actioneaza si o ~—
forte tdietoare T), sau/si T,, vor apdrea $i g
tensiuni tangentiale Ty, sau/si ;.

o In functie de InOdl.ll de solicitare, se Fig. 4.32 Tensiuni la incovoiere
disting urmétoarele cazuri:

- incovoierea purd, corespunzatoare unui tronson de grindd pe care
momentul de incovoiere interior este constant, iar forta taietoare este nul;

- incovoierea simpld, corespunzatoare unui tronson de grinda pe care atat
momentul de Incovoiere interior, cat si forta taietoare sunt nenule;

- incovoierea pland, corespunzitoare unui tronson de grinda pe care apare o
singurd componentd de moment de Tncovoiere interior, orientatd dupad o
axa principald de inertie;

- incovoierea oblicd, corespunzitoare unui tronson de grinda pe care apar
ambele componente de moment de incovoiere interior (dupa ambele axe
principale) sau o singurd componentd de moment de incovoiere interior,
dar orientatd dupa o directie care nu este axa principala de inertie.

Se considerd o sectiunea transversald a unei grinzi, in care actioneaza
momentul de incovoiere interior M;, si forta taietoare T). Tensiunile axiale la
incovoiere dintr-un punct oarecare P, situat la distanta y fatd de axa principala de
inertie Oz (figura 4.32), se calculeaza cu relatia lui Navier:

M iz

o=

% (4.13)
unde: I, — moment de inertie axial in raport cu axa z;

In sectiunea transversala momentul de incovoiere M;, si momentul de inertie
axial I, sunt constante, astfel ca variatia tensiunii axiale este datd doar de coordonata
y (variatie de gradul I). Punctele din sectiune cu y = 0 definesc axa neutra a sectiunii
(pentru care tensiunile axiale sunt nule), iar tensiunea axiald maxima corespunde
valorilor maxime ale coordonatelor y:
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M; M;

Omax ::'7j£ * Ymax =:DW;;zn (4.14)
unde W, . = I,/|Ymax| este modulul de rezistenta axial minim dupd axa z.
Tensiunea tangentiald pentru punctul P se calculeaza cu relatia lui Juravski:
T, S
y z

=== 4.15
r=T (4.15)

unde: T, — forta taietoare din sectiunea de calcul, b — latimea sectiunii de calcul
corespunzitoare punctului P (méasuratd pe directia axei principale/neutre 0z), iar

S, = fQ Vg1 * A — momentul static al suprafetei ABCD, calculat in functie de aria

acestei suprafete (1) si de distanta y; de la centrul sau de greutate la axa Oz.
Distanta y¢4 si aria Q din relatia momentului static sunt influentate de distanta
de la punctul P la axa principala Oz, rezultdnd o variatie parabolica S, = f(y) de
gradul II. Rezultd ca, intr-o sectiune transversald cu latime constantd, tensiunea
tangentiala variazd dupa o functie de gradul II, datd de variatia momentului static
(forta tdietoare si momentul de Incovoiere axial sunt constante). Valorile maxime ale
tensiunii tangentiale corespund axei neutre a grinzii, acolo unde momentul static este
maxim, iar valorile minime (zero) corespund fibrelor extreme, paralele cu axa Oz.

4.6 CALCULUL DEFORMATIILOR LA iNCOVOIERE

O grinda supusa la Incovoiere sufera deformatii caracterizate prin deplasari si
rotiri. Deplasirile si rotirile sunt raportate uzual la pozitia initiald a axei grinzii. In
figura 4.33 sunt evidentiate deplasarea (&) si rotirea (¢,) corespunzatoare sectiunii
de capat a unei grinzi Incastrate supuse la incovoiere.

0) ©)

| =

w2
7
02 |

Fig. 4.33 Deplasarea si rotirea sectiunii de capdt a unei grinzi incastrate

Pentru determinarea deplasarilor si rotirilor la Incovoiere se pot folosi mai
multe metode, in cele ce urmeaza prezentdndu-se metoda fortei unitare (Mohr —
Maxwell). Considerand o grinda solicitatd de un moment de incovoiere interior M;,,
pentru calculul deplasarii si rotirii unei sectiuni K se vor parcurge urmatoarele etape:
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- scrierea functiilor de variatie ale momentului Incovoietor interior M;,
pentru grinda cu incarcérile exterioare date;

- eliberarea grinzii de incarcarile exterioare;

- aplicarea pe grinda fara incarcari exterioare a unei forte unitare in sectiunea
K, directia fortei unitare fiind cea dupa care se doreste calculul deplasarii;

- scrierea functiilor de variatie ale momentului incovoietor interior m pentru
grinda incércata cu forta unitara;

- calculul deplasarii sectiunii K cu relatia:

M;, -m
Lz
8¢ =J_.dx (4.16)
E-I,
0
- aplicarea pe bara fard incarcdri exterioare a unui moment unitar in
sectiunea K, cu sens de rotire ales conform tendintei de deformare a grinzii;
- scrierea functiilor de variatie ale momentului incovoietor interior m’ pentru
grinda Incarcatd cu moment unitar;

- calculul rotirii sectiunii K cu relatia:

Miz-m'

=|——-d 4.17

o= [ =ET dx 4.17)
0

Metoda este detaliata in cele ce urmeaza prin exemple de calcul.

Aplicatia A4.6. Se considera o grinda Incastratd de lungime [ = 2 m, asupra
careia actioneaza la capatul liber un moment M, = 2 kN - m si o forta F = 3,5 kN
(figura 4.34). Grinda are sectiune IPE140 (I, = 541,224 -10* mm*, A=
1642,6 mm?) si este realizati din otel E360 (E = 2,1-10° N/mm?). Se cere
determinarea valorilor maxime ale tensiunilor axiale si tangentiale pentru intreaga
grinda, determinarea valorilor maxime ale tensiunilor axiale si tangentiale din
sectiunea de mijloc a grinzii, determinarea deplasarii si rotirii sectiunii 2.

y
———
F =
0] © N z
Of—7
o 47
/)Me N
1 TE
]

Fig. 4.34 Aplicatia A4.6
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Calculul analitic

Grinda are un singur tronson [1 + 2]. Acesta poate fi parcurs de la dreapta la
stdnga, functia care defineste variatia momentului Incovoietor interior fiind:

M21 =—-F.-x— Me
In sectiunile 1 si 2 ale grinzii momentul incovoietor va avea valorile:

M,=-F-0-M,=—-2kN-m

M=—-F-1-Mg=-35:-2-2=-9kN-m
iar in sectiunea de mijloc (notata cu 3):
M;=-F-05:1-Mg=-35-1-2=-55kN-m
Forta tdietoare va fi constanta pentru toatd lungimea grinzii:
T, =F=35kN

Valoarea maxima a tensiunii axiale corespunde sectiunii 1 a grinzii, acolo
unde momentul de incovoiere interior este maxim:

M, 9.10°

Omax = 01 = IZ Ymax = —m' 70 = —116,40 N/mm2

Tensiunea tangentiald maxima din sectiunea de mijloc a grinzii va fi:

M3 5,5 * 106

=3y =22 70 = —71,13 N/mm?
93 =7 Ymax = Tggoog4 q08 0 A3 N/mm

Tensiunea axiald la Incovoiere variazd liniar intr-o sectiune transversala,
valorile maxime negative corespunzand fibrelor extreme comprimate, iar valorile
maxime pozitive fibrelor extreme intinse.

Tensiunea tangentiala va fi constanta pentru toatd lungimea grinzii (T, fiind
constant), valoarea maxima din sectiunea transversald aparand pe fibrele medii
corespunzatoare axei neutre Oz (momentul static a fost calculat divizand jumatate
din suprafata profilului in doua dreptunghiuri si folosind relatia S, = Y.(ygq1 - dQ)).

T,-S,  3500-42878,01
tmax = T T 541,224 - 104 - 4,7

= 5,89 N/mm?

Pentru determinarea deplasarii verticale a capatului liber se elibereaza grinda
de ncarcarile exterioare (F si M) si se aplica in sectiunea 2 o fortd unitara (figura
4.35). Sensul fortei unitare este ales in functie de sensul de deformatie a grinzii.
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@

1 I S

Fig. 4.35 A4.6. Aplicarea fortei unitare

Functia care defineste variatia momentului incovoietor interior pentru grinda

incarcata cu forta unitara este:

m21=_1'x
Deplasarea 6, va fi:
lM . l
21 " Ma1
52=fE_—IZ'dx= E.IZJ(—F~x—Me)'(—1~x)'dx
0

0

l l
6—1fF2d+JM ax | = - (X
27, X e X =E 3

0

0 0 0
5 — F-I3 +Me-lz
273.E-I, 2-E-I,
3500 - 20003 2106 - 20002
=11,91 mm

5, =
27 3. 2,1-105-541,224 - 104 + 2-2,1-105-541,224 - 104

In mod similar, se poate determina rotirea sectiunii 2, aplicand un moment de

incovoiere unitar n aceasta sectiune, cu sens orar de rotatie. Se va obtine:

l l
My, -m' 1
(pzzju.dx: f(_p.x_Me).(_l).dx

E-1, E-1,
0 0
! l !
| [P [meax )= N+ e
P2=F xoax e T E T\ 2 E-1, M
0 0 0
_FE Ml
2= LT E L
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~ 3500 - 20002 L 2-10°-2000 00098 rad
#2 = 5721.105 541,224 - 10* ' 2,1-105 - 541,224 - 10¢ '@
Analiza FEM

Geometria grinzii cu sectiune IPE140 va fi generatd folosind comanda
Primary member din zona Structure System, pornind de la schita suport in care este
definita axa longitudinald. Schita va fi trasata in planul YZ, iar profilul va fi dispus
cu Tndltimea sa (h = 140 mm) orientata dupa axa OY, pentru a avea acelasi sistem
de axe precum in calculul analitic. Va fi generat un singur solid (tronson) pentru
toatd lungimea [ = 2000 mumn, iar in sectiunea de mijloc (1000 mm) va fi creatd o
linie de divizare (Insert — Curve — Split line), pentru a putea plasa cu precizie
punctele de masurare a valorilor locale, la diagramele de tensiuni si deplasari.

Simularea va fi realizatd in doud scenarii distincte: geometrie de tip grinda

(optiunea Treat as Beam din meniul contextual accesat prin click-dreapta pe numele
geometriei in arborele simulirii), respectiv geometrie de tip solid. In acest scop, se
vor crea doua studii de tip static, cu aceleasi proprietiti de material (otelul E360),
constrangeri si Incarcdri, dar aplicate in mod specific fiecarei tip de geometrie.

La studiul pe geometrie de tip grinda incastrarea sectiunii 1, forta F = 3500 N
si momentul de incovoiere M, = 2000 N - m (figura 4.36) vor fi aplicate in noduri

(joint), dupa directiile corespunzatoare.
Force/Torque @
v X -

Selection A

@ Joint<2, 1>

X
@ Face<1>

Units v
Force v

Moment A

Qy 1 N.m

N N.m

2000 v IN.m

Fig. 4.36 A4.6. Aplicarea momentului de incovoiere M, = 2000 N - m
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Dupa crearea discretizarii si rularea studiului vor fi afigate urmatoarele

diagrame de rezultat (figurile 4.37-4.40): tensiuni axiale maxime (Upper bound
bending in DIR2), tensiuni tangentiale maxime (Shear in DIRI), deplasare verticala
(UY Displacement), rotire (RZ: Rotation in Z Direction). Fiind o analiza realizata pe
geometrie de tip grinda, toate aceste diagrame vor indica valori unice (maxime)
pentru fiecare sectiune transversald. Semnele acestor valori, precum si orientdrile
Y/Z si DIR1/DIR2, sunt date de sistemul de referinta si dimensiunile sectiunii.

Bending Mt/St ShearinDIR 1
116.40 553
l 107.44 553
_ 9848 553
. 8953 553
80.57 553
7161 553
62.65 553
53.69 553
4473 553
35.77 553
2681 553
Fig. 4.37 A4.6. Tensiuni axiale Fig. 4.38 A4.6. Tensiuni tangentiale
UY {(mm) RZ (rad)
0.00 0.0000
118 -0.0010
-3 . -0.0019
L 356 _-0.0029
475 | -0.0039
-5.94 l -0.0048
712 _ -0.0058
. -831 _ -0.0068
. -950 _ 00077
-10.68 -0.0087
-11.87 -0.0097

Fig. 4.39 A4.6. Deplasari verticale

Fig. 4.40 A4.6. Rotiri

177



Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analizda FEM

Se observa ca valorile obtinute In simularea pe geometrie de tip grinda sunt
foarte apropiate de cele calculate analitic, dar acest tip de simulare nu reda variatiile
tensiunilor si deplasarilor din sectiunea transversala.

La simularea pe geometrie de tip solid, incastrarea si cele doud incércari vor

fi aplicate pe suprafetele frontale de capat ale grinzii. La aplicarea momentului de
incovoiere (figura 4.41) este necesara realizarea, in prealabil, a axei de referinta in
jurul céareia actioneaza. Axa va fi definita folosind comanda Axis din zona Reference

Geometry a benzii Features, la intersectia suprafetei frontale de capat cu planul 7Top.
Force/Torque ©]

vV X -
TypelSpIit‘

Force/Torque A

i Force

Torque

@ B race<t>

o [ CE—
ERE v

@ 2000 v IN.m

| Torque Value (N.m):|2,000

o

Fig. 4.41 A.4.6 Aplicarea momentului de incovoiere

In acest tip de simulare, la diagramele tensiunii axiale (SX) si tensiunii
tangentiale (TXY) vor aparea, in zona Incastrarii, varfuri de tensiune mai mari decat
valorile calculate analitic. Daca sunt analizate tensiunile din sectiunea transversala
de mijloc a grinzii, se observa apropierea buna a rezultatelor. Totodatd se va putea
vizualiza distributia tensiunilor in sectiune, cu valori maxime pentru o pe fibrele
extreme si valori maxime pentru 7 pe axa 0Z (figurile 4.42-4.43).

Distributia deplasarilor verticale la analiza pe geometrie de tip solid nu releva,
in acest caz, diferente semnificative in raport cu simularea pe geometrie de tip grinda
(practic, deplasarile sunt identice pentru orice punct din sectiunea transversala 2).
Trebuie retinut ca pot sd apara diferente intre valorile deplasarilor din diferite puncte
ale unei sectiune transversale, atunci cand modul de aplicare al Incarcarilor
determind modificarea formei sectiunii (spre exemplu, actiunea unei forte distribuite
aplicate pe o latura a unui profil L, poate deforma local profilul). Rotirea ¢ nu poate
fi obtinuta direct din simularea incovoierii pe geometrii de tip solid, putand fi insa
calculata pe baza deplasarilor si dimensiunilor sectiunii.
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4. Solicitari simple

SX(N/mm*2 (MPa))

TauxXy (N/mm#2
l \/alue:‘?‘LO? N/mmA2 (MPa) | 149.74 | Value:|—0.47 N/mmA2 (MPa) ‘
0.00
: |. 11978 i'—
N7 -0.76
_ 89583
_ -152
_ 5987 208
_ 2991 305
A
0.00 N/mm~#2 (MPa) {ae -0.05 -6.08 N/mm~»2 (MPa) {?‘3 ' 381
. -30.01 _ 457
_ -59.96 _ -533
PN -89.92 - -6.09
[ |
-119.88 -6.85
| Value:| -70.96 N/mm»2 (MPa)
-149.84 | Value:|0.45 N/mm#2 (MPa) I 761

Fig. 4.42 A4.6. Distributia tensiunilor axiale si tangentiale in sectiune de mijloc

Aplicatia A4.7. Pentru grinda din figura 4.43, la care s-au trasat diagramele
de variatie ale fortelor interioare in capitolul 2, sd se determine tensiunea axiala
maximad, tensiunea tangentiala maxima, deplasarea verticala si rotirea sectiunii 3. Se
cunosc: p = 8500 N/m, a=0,3 m. Grinda are sectiune dreptunghiulard 90 mm x 60
mm si este realizata din otel S275JR.

90

/P
o ! lHCLlH

777N

HH@ 4

2 3a

Vl S5a

|
Fig. 4.43 Aplicatia A4.7

Calculul analitic

Din ecuatiile de echilibru static se pot determina expresiile reactiunilor din
reazeme: V; =8p-a/5, V, =32p-a/5 si H; = 0. Grinda are doud tronsoane.
Pentru simplificare, functiile de variatie ale momentului incovoietor interior vor fi
scrise de la stanga la dreapta pentru intervalul [1 + 2), respectiv de la dreapta la
stdnga pentru intervalul (2 <+ 3]:
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Rezistenta materialelor. Calcul analitic si analiza FEM

8p-a p-xi p-x3

M, = 5 "X, — ) M3, = — 2

Dénd valori lui x; in intervalul [0 + 5a) si lui x, in intervalul (2 + 3] se poate
trasa variatia momentului incovoietor. Analizdnd figura 2.23 se poate identifica
valoarea maximia M, = —3442,5 N - m, corespunzitoare sectiunii 2. In aceeasi
sectiune (pe partea stingd) apare si valoarea maxima a fortei tiietoare T, = 8670 N.

Valoarea maxima a tensiunii axiale va fi:

M, 3442,5-103

Omax = E *Ymax = —w -45 = —63,75 N/mmz

Tensiunea tangentiald maxima va fi:

T,-S, 867040500

= = =3,61N 2
Tmax = ) T 543 10840 oL N/mm

In relatiile de mai sus s-au folosit valorile caracteristicilor geometrice ale
sectiunii dreptunghiulare 90 mm x 40 mm: ypq = 45mm, I, = b - h3/12 = 40 -
903/12 = 2430000 mm*, S, =Q-y; = (45-40)-42.5=8670mm3, b=
40 mm.

Pentru determinarea deplasarii verticale a sectiunii 3 se elibereaza grinda de
incarcarile exterioare (F si M) si se aplica 1n 3 o forta egala cu unitatea (figura 4.44).

1

® |
%% @//77§ ©)

Sa 5 3a

Fig. 4.44 A4.7. Aplicarea fortei unitare
Dupéd determinarea reactiunilor din reazeme, se pot scrie functiile care
definesc variatia momentului incovoietor pentru grinda incarcata cu forta unitara:
3

My, = —¢° X1 Mz, = —1:x;

5

Deplasarea 65 va fi:

SaM 3aM

12 "My 32 " M3

b= | ———=.dx; + | =—=.4d

3 f E-1, M f E-1, %
0 0
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5
1 3 8p-a p-x? 3

3a
p- x%)
+ <_ ‘ (_1 * xZ) ° de
/

2

_17p- a* 17 - 8,5 300*

S = _ = 2,29
3T TE-1,  2,1-105-243- 10 mm

Pentru calculul rotirii sectiunii 3, se va aplica un moment de incovoiere unitar
in aceasta sectiune, cu sens orar de rotatie.

O, /\‘ 1
2 7

1 1
“Sa 5a Sa 3a

Fig. 4.45 A4.7. Aplicarea momentului unitar

Se vor determina reactiunile din reazeme si se vor scrie functiile care definesc

variatia momentului incovoietor pentru grinda incarcatd cu moment unitar:

1
I mhL, = —1
mi, Sa X1 32
Se va obtine:
SaM , 3aM ,
12 " My 32 ' M3y
= = _1=.4 e |
s f E-l, x1+f E-1,
0 0
5a
1 8p-a p-x? 1
(P3=E_Iz'j S "X — 5 '<—£'X1)'dX1
0
3a 5
- X
+f (—pz 2)-(—1)-dx2
0
163 -p- a3 163 - 8,5 3003
= = 0,00302 rad

3= 04 E-1, " 24-21-105 243-10°
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Analiza FEM

Tronsoanele ginzii vor fi modelate sub forma de corpuri distincte, prin doua
operatii de extrudare (la a doua extrudare se va dezactiva optiunea Merge resulf).
Studiul va fi de tip static, cele doud tronsoane vor fi tratate ca si grinzi, iar materialul

asociat acestora va fi otelul de uz structural S235JR.

Constrangerile vor fi aplicate folosind comanda Fixed Geometry, optiunea
Use Reference Geometry. Pentru reazemul fix (nodul aferent sectiunii 1) se vor bloca
translatiile dupa directia verticala si dupa directia axei longitudinale a grinzii. Pentru
reazemul mobil (sectiunea 2) se va bloca doar translatia pe directia verticala. Forta
distribuita va fi aplicatd in N/m (prin bifarea optiunii Per unit length din comanda
Force — figura 4.46).

Selection -

@ N soss-Extrude2
Boss-Extrudel

*
®
Normal to Plane (N/m):| 8,500 l
Units
B s v

Per unit length

Force
Q¥ | 1 N/m

N N/m

8500 v |N/m

Fig. 4.46 A4.7 Aplicarea fortei uniform distribuite

Dupa crearea discretizarii si rularea studiului vor fi afigsate urmatoarele

diagrame de rezultat (figurile 4.47 — 4.50): tensiuni axiale maxime (Upper bound
bending in DIR2), tensiuni tangentiale maxime (Shear in DIR1I), deplasari verticale
(UY Displacement), rotiri (RZ: Rotation in Z Direction). Directia 1 corespunde cotei
maxime a sectiunii transversale (h = 90 mm).

Rezultatele simularilor din aplicatiile A.4.6 si A.4.7 si exemplele din capitolul
2 arata ca realizarea analizelor FEM pe geometrii tratate ca si grindd, conduce la o
buna corelare a rezultatelor cu cele obtinute analitic. Pentru a nu fi afectatd precizia
rezultatelor (in special la tensiuni si deformatii), este necesar ca la fiecare tronson de
grinda lungimea sé fie de cel putin 10 ori mai mare decét cea mai mare dimensiune
a sectiunii transversale. Acest tip de analiza nu permite redarea variatiei tensiunilor
in sectiunea transversald, nefiind recomandata la grinzi cu alezaje, raze etc.
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Bending Mt/St (N/mm#2
63.750

_ 47.374

I 30.998

14.623

o Max:|63.750

-1.753

-18.129
Fig. 4.47 A4.7. Distributia tensiunilor axiale maxime din sectiunile transversale
Shear in DIR 1 {N/mm#2

2891
. 1814
'_ 0.737
. -0.339
-2.493 1416
-2493
Fig. 4.48 A4.7. Distributia tensiunilor tangentiale maxime
UY (mm)
0.088
|| N ..
I -0.874
i . -1355
_2‘317 ] I -1.836
2317
Fig. 4.49 A4.7. Distributia deplasarilor verticale
RZ (rad)
0.00056
l l l -0.00016
I -0.00089
. -0.00161

-0.00306 ¢

Fig. 4.50 A4.7. Distributia rotirilor

[ -0.00234
-0.00306
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4.7 SISTEME STATIC NEDETERMINATE SUPUSE LA
INCOVOIERE

Rezolvarea sistemelor static nedeterminate la incovoiere presupune utilizarea,
pe langa ecuatiile de echilibru static, a unor ecuatii suplimentare de continuitate a
deformatiilor. Metoda Mohr-Maxwell se poate aplica si pentru rezolvarea acestor
sisteme, etapele necesar a fi parcurse fiind:

- calculul gradului de nedeterminare al sistemului, n, ca diferentd intre
numarul de reactiuni si numarul ecuatiilor de echilibru static. Prezenta intr-
un sistem a unui contur inchis determind aparitia a trei necunoscute
suplimentare, iar o articulatie interioard reduce numarul de necunoscute cu
(k — 1), unde k este numarul elementelor conectate prin articulatie;

- transformarea sistemului static nedeterminat intr-un sistem echivalent,
static determinat, prin inlocuirea a n reactiuni cu fortele/momentele X5, X5,
..., Xn. La alegerea reactiunilor care se inlocuiesc se va urmari obtinerea
unui sistem static determinat cat mai simplu (la o grinda cu incastrare la un
capat si reazem mobil la celélalt poate fi inlocuita reactiunea din reazemul
mobil, rezultdnd o grinda incastratd sau poate fi inlocuita reactiunea de tip
moment din incastrare, rezultdnd o grinda simplu rezemat3).

- de pe sistemul echivalent se vor elimina toate incarcarile si fortele X, X5,
..., Xn, obtinandu-se un sistem de baza static determinat. Acesta se ncarca
initial cu fortele exterioare, scriindu-se functiile de variatie a momentului
exterior m, si ulterior, pe rand, cu fortele unitare X; = T, X, = T, v Xy =
T, scriindu-se functiile de variatie ale momentelor m,, my, ..., m,.

- determinarea necunoscutelor din sistemul de ecuatii:

611 X1+ 01 Xo+ 4+ 81, Xy +60=0

621'X1+622'X2+"'+62n'Xn+620=0 (418)
5n1'X1+5n2'X2+"'+5nn'Xn+6n0=0
unde:
;=2 gy, ij=Ton 4.19
ij = EL x, ,j=1l..n (4.19)
mi'mo 3 —
Sjp=|——"'dx, i=1..n (4.20)
E-I,

Dupa calculul fortelor X1, X5,..., X;, si implicit a reactiunilor egale cu acestea,
restul reactiunilor se determina din ecuatiile de echilibru static.
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4. Solicitari simple

Aplicatia A4.8. Pentru grinda static nedeterminatd din figura 4.51, sa se

determine reactiunile, diagramele de variatie ale functiilor T si M si tensiunea axiala

maxima. Se cunosc: p = 4000 N/m, a=0,8 m. Grinda este realizatd din profil
SB 80x6 (I, = 775549,83 mm*), otel E360 (E = 2,1 -10° N/mm?).

Ay
p
K¢

Z
FS — (0]
; V, 77@ ®
a

<O

40 |

Fig. 4.51 Aplicatia A4.8
Calculul analitic

In incastrare apar trei reactiuni (din care doud nenule), iar in reazemul mobil
apare o reactiune. Rezulta gradul de nedeterminare n = 4 — 3 = 1. Reactiunea V,

va fi inlocuita cu forta necunoscutd X;. Figura 4.52 prezintd sistemul echivalent
rezultat in urma acestei substitutii.

||

I
M A0 ©)]
3a

p

X, O

Fig. 4.52 A4.8. Sistem echivalent
Grinda static determinata din figura 4.52 va fi descarcata de forta distribuita p
si de forta X; rezultand sistemul de baza.
Functiile de variatie ale momentului incovoietor m,, corespunzator sistemului
de baza, incarcat doar cu forta uniform distribuita vor fi:
p-xi
2

Mo, = —

p-(a+x;)?
My, =———5—

2
Functiile de variatie ale momentului Incovoietor m,, corespunzator sistemului
de baza, incércat doar cu forta unitara X; = 1 vor fi:

m132 =0

m121 =1-x2
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Necunoscuta X; se obtine din ecuatia:

611‘X1+610 == 0
unde:

a 3a

my-m my. -m my, -m
51 = 0 1~dx=f%'dx1+f%'dxz
0 “ 0 “
1 jp-(a+x2)2 171p - a*
— — . 'xz'de=_—
2 8-E-1,

3a 3a

my,, -my 1 9a3

5= | —2 21 . dx = f - X, - dx =
11 E-1, PTEq )T
0 0

Se va obtine astfel necunoscuta X, reactiunea V, fiind egald cu aceasta:

943 171p-a*

s X_19p-a_19-4000-0,8_7600N
E-1, °Y 8-E-1, ~ = 8 8 B

Reactiunile V; si M; se determina din ecuatiile de echilibru static:
XF)y=0 Vi+V,—p-4a=0

M), =0, —-M;+p-4a-2a—V,-3a=0
Se vor obtine valorile:

13p-a 13-4000-0,8
h=—g—= 8

=5200N

7p-a® 7-4000-0,8°
8 8

M, = =2240N-m

In continuare, se pot scrie functiile de variatie ale fortei tiietoare T si
momentului incovoietor M pentru grinda reala, pentru intervalele [3+2), x; € [0; a)
si (2+1], x, € (0; 3a]:

p
T3 =p-x M32=—§-x12
Dand valori acestor doua functii, la capete de interval se vor obtine valorile:

Ty =0N,T, =3200N,M; =0N -m, M, = —1280 N - m.

b
T21=p'(a+x2)_V2 M21=V2-x2—5-(a+x2)2
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Dand valori acestor functii, la capete de interval se vor obtine valorile: T, =
—4400 N, T, = 5200 N, M, = —1280 N - m, M; = —2240 N - m. Forta taietoare
se anuleaza pentru x,, = 1,1 m, sectiune in care momentul incovoietor prezinta un

maxim local M}, = 1140 N - m.

p
M O Va . ©
l Vi 3a a
5200
3200
+
T
[N]
-2240 -4400
XoK
-1280
M A
[Nm]
N
1140

Fig. 4.53 A4.8. Diagramele functiilor T si M trasate analitic
Valoarea maxima a tensiunii axiale va fi cea corespunzatoare sectiunii 1:

M, 2240 - 103

- St 40 = —115,53 N/mm?
Omax = =" Ymax = = 77eeyg g5 40 553 N/mm

Analiza FEM

Cele doud tronsoane al grinzii vor fi modelate folosind comanda Primary
Member din Structure System, sectiunea fiind SB 80x6 (conform ISO). Studiul va fi
de tip static, materialul asociat — otelul E360, iar geometriile vor fi tratate ca grinzi.

La nodul aferent sectiunii 1 va fi aplicatd o constrdngere de tip Incastrare
(Fixed Geometry), iar la cel corespunzdtor sectiunii 2 se va bloca translatia pe
directie verticala (utilizind Use reference geometry). Forta distribuita va fi aplicata
pe ambele tronsoane ale grinzii (figura 4.54).

Diagramele fortei taietoare (Shear Force in Dirl — figura 4.55) si momentului
incovoietor (Moment about Dir2 — figura 4.56), afisate dupa crearea discretizarii si
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rularea studiului, prezintd valori foarte apropiate de cele calculate analitic. Totodata,

distributia tensiunilor axiale maxime (Upper bound bending in DIR2 — figura 4.57)
indica valoarea limitd g,,4, = —115,36 N/mm?, corespunzitoare incastrarii.

Fig. 4.54 A4.8 Constrangeri si incarcari

Shear Force in Dir1 (N)
44014
24814

5614

_ -13586
I -3278.6
-5198.6

Moment about Dir2 (N.m)

o Max:[4401.4

Fig. 4.55 A4.8. Diagrama de variatiei a fortei tdietoare

11415

_ 465.8

-209.8

_ -885.5
pmin]-22367 | 15611
-2236.7

Fig. 4.56 A4.8. Diagrama de variatiei a momentului incovoietor
Bending Mt/St (N/mm#2
58.873

24.026

l -10.821

-45.669

l -80.516
-115.363

Fig. 4.57 A4.8. Distributia tensiunilor axiale maxime
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In practica inginereascd se intdlnesc multe elemente de rezistentd care sunt
supuse simultan actiunii mai multor tipuri de forte interioare. Apar astfel solicitari
compuse. In functie de natura tensiunilor generate, se diferentiazi solicitari
compuse de categoria I (la care se combina tensiuni de acelasi fel, axiale sau
tangentiale) si solicitari compuse de categoria a Il-a (la care se combina tensiuni
axiale cu tensiuni tangentiale).

La solicitarile compuse de categoria I efectele tensiunilor se pot cumula prin
insumare algebricd, ludnd in considerare semnul acestora (la tensiunile axiale) sau
sub forma rezultantei (la tensiunile tangentiale dispuse in plane diferite).

La solicitarile compuse de categoria a II, efectul cumulat al tensiunilor este
estimat pe baza unor teorii de rezistentd. In acest capitol sunt prezentate cele cinci
teorii clasice de rezistenta, evidentiindu-se ca la materialele ductile se aplica in
special teoria a Ill-a (criteriul tensiunii tangentiale maxime, Tresca — Coulomb) si
teoria a V-a (criteriul energiei de variatie a formei, Huber — Hencky — von Mises).
Simularile numerice prezentate in acest capitol sunt realizate pe modele solide, mod
de lucru care permite vizualizarea tensiunilor echivalente dupa cele doua teorii
mentionat anterior.

Structura capitolului este urmatoarea:

5.1  Solicitari compuse de categoria [
5.2 Solicitari compuse de categoria Il
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5.1 SOLICITARI COMPUSE DE CATEGORIA I

Un tronson de bara in sectiunile céruia actioneaza forte interioare (eforturi) de
naturd diferita, este supus la o solicitare compusi. In practici, majoritatea
elementelor de rezistenti au zone supuse la solicitari compuse. In functie de tipul
tensiunilor care apar simultan ntr-o sectiune transversald, se deosebesc:

- solicitdri compuse de categoria I, determinate de forte interioare care
genereaza acelasi tip de tensiune: axiald o (incovoiere + solicitare axiald)
sau tangentiala t (torsiune + forfecare);

- solicitdri compuse de categoria II, determinate de forte interioare care
genereaza tensiuni de naturd diferita: axiala o si tangentiala t;

La solicitdrile compuse de categoria I de incovoiere cu intindere/compresiune
tensiunile axiale o se aduna algebric. Pentru cazul general in care 1n sectiunile unui
tronson de grindd apar simultan fortele interioare N, M;, si M,
(Intindere/compresiune si Incovoiere in raport cu ambele axe principale), tensiunea
axiala rezultantd dintr-un punct P va fi calculati cu relatia:

zp (5.1)

La solicitarile compuse de categoria I de torsiune si forfecare, tensiunea
tangentiala rezultanta va fi:

Trezp = Tmt T Ty + 772 (5.2)

La elementele de rezistenta cu arie transversala mare, tensiunile tangentiale
generate de fortele tdietoare T, si T, sunt mult mai mici decat tensiunile tangentiale
generate la torsiune, astfel cd la solicitarea de torsiune + forfecare se poate realiza
calculul doar la torsiune.

In cele ce urmeaza se prezintia exemple de calcul la solicitarea simpld de
incovoiere + Intindere/compresiune.

Aplicatia AS.1. Sistemul din figura 5.1 este format dintr-o grinda cu sectiune
100 mm x 60 mm, lungime =600 mm si o placd de rigiditate mare. Forta F =
22000 N actioneaza pe placd, avand centrul de aplicare situat la distantele 130 mm,
respectiv 80 mm de axa z si y ale sectiunii grinzii. Sa se determine tensiuni axiale
rezultante, pe muchiile grinzii (material: 28Cr4).
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5. Solicitari compuse

Fig. 5.1 Aplicatia A5.1

Calculul analitic
Forta F este aplicata excentric In raport cu centrul de greutate al sectiunii

grinzii, atat dupd axa z, cat si dupa axa y. Reducerea fortei in raport cu centrul de
greutate va genera o componentd axiala, de aceeasi valoare cu forta data, si doua
componente de tip moment (figura 5.2):

M,=F-130=2860-10°N-mm M, =F-80=1760-10° N -mm
Aceste trei Incarcari vor determina trei componente de fortd interioara,
constante pe toata lungimea grinzii:
Ny = —F Mi221 =M, Mi)’21 =M,

Tensiunea rezultanta se va calcula cu relatia (5.1), tindnd cont de semnul celor
trei componente, in fiecare cadran al sectiunii (se va analiza daca F / M, / M,

determina comprimarea sau intinderea fibrelor din cadranul respectiv — figura 5.3).

y
Qo® CICIC)
z
0O® OB

+ont Omiz Oy gy

Fig. 5.2 A5.1 Reducerea fortei F in centrul sectiunii Fig. 5.3 A5.1 Tensiuni
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Momentele de inertie axiale ale sectiunii grinzii sunt:

_b-h®  60-100°

_£.106 4
I, 12 1 =5-10°mm
L _bih 60100 oo,
YT T2 T 12 ¢ mm

In punctele A, B, C, D ale unei sectiuni transversale oarecare (figura 5.3) se
vor obtine urmatoarele valori ale tensiunii rezultante:

N M, My,
Orez A = — Z - I_ *Va I Zy
z y
22000 2860 -10° - 1760 - 103 30— 203
6000 5-106 1,8 - 106 T mm?2
N M, My,
O-rezB__Z_I_'yB_ I Zg =
z y
22000 2860 -10° 50 1760 - 103 20 = 6160
6000 5-106 1,8 - 106 B " mm?
N M, M
Orezc = + Ilz Ve — Ily " Zc
z y
22000 N 2860 - 103 50 1760 - 103 20 = 440
6000 5-106 1,8 - 106 T mm?2
N M, M,
OrezD = _Z-l' ILZ "Yp +I_ly'ZD
z y
22000 N 2860 - 103 50+ 1760 - 103 20 = 5426
6000 5-106 1,8-10°6 U mm?
Analiza FEM

Cele doua componente ale sistemului pot sd fie modelate intr-un singur fisier

Part, ca solide distincte (la extrudarea celui de-al doilea solid se va dezactiva
optiunea Merge result). Figura 5.4 prezinta dimensiunile componentelor sistemului.

Analiza va fi efectuatd pe geometrii de tip solid, pentru a putea vizualiza
variatia tensiunii axiale in sectiune transversald. Dupa crearea studiului, va fi
selectata optiunea de rigiditate ridicata a placii (optiunea Make Rigid din meniul
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contextual, accesat prin click dreapta pe numele placii in arborele simularii).
Materialul asociat grinzii va fi otelul 42Cr4. Contactul dintre suprafata frontala
dreapta si placa va fi de tip bonded, selectat in comanda Component Interaction.

137.5
80 3 ﬂ3_5r$
|
[ T aigiss |
o *‘»v‘ s placda rigida
- | bard ]
© ‘ ; NIERE
S ) o
o ! - .
1 : o v \
1 I o - . - -
o | ! = Voo
80 600 ’ 30

Fig. 5.4 A5.1 Dimensiunile ansamblului grinda — placa rigida

Suprafata frontala stdnga a grinzii va fi Incastratd (conditie Fixed Geometry),
iar forta F = 22000 N va fi aplicatd pe suprafata patrata 35x35 a placii. Densitatea
retelei de elemente finite (figura 5.5) influenteazé semnificativ valorile varfurilor de

tensiune din zonele de capat ale grinzii, dar are o influentd neglijabild asupra
valorilor din zona centrala.

Fig. 5.5 Fixarea, incarcarea si discretizarea sistemului A5.1

Dupa rularea studiului se vor afisa diagrama distributiei tensiunii axiale g,
(optiunea SX Normal Stress din comanda Define Stress Plof) —figura 5.5. Se observa
ca tensiunile sunt constante de-a lungul unei fibre longitudinale (cu exceptia zonelor
de capat supuse Incastrarii si contactului grindd — placd). Valorile obtinute sunt
practic identice cu cele calculate analitic. Pe fibra extrema corespunzatoare punctului
B din figura 5.3 apare cea mai mare valoare a tensiunii axiale la compresiune
(Orez g = —61,60 N/mm?), iar pe fibra extrema corespunzitoare punctului D apare
cea mai mare valoare a tensiunii la intindere (0,., g = 54,26 N/mm?).
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- SX(N/mm#2
| Value:|—2.94 N/mm#2 (MPa) |

65.64

-
——{a\/aluezl-61.57N/mmAz(MPa) | l 4771
-

Value:|-61.60N/mm’\2(MPa) | . 2978

=Y

1185
: Value:|-61.60 N/mmA2 (MPa) |

-6.07

-24.00

54.15 N/mm*#2 (MPa)
-

| Value:|54.27 N/mm#2 {MPa) |

-41.93

5085
| Value:|54.27 N/mmA2 (MPa)

-77.78
Fig. 5.6 A5.1 Distributia tensiunii axiale o,

Aplicatia AS.2. Grinda din figura 5.7, solicitatd de forta F = 140 kN,
prezintd o decupare 30 mm x 50 mum x 200 mm in partea superioard, la 200 mm
distanta de incastrare. Sa se determine tensiunea axiald maxima din grinda, fara a lua
in considerare concentratorii de tensiune (materialul este otelul 17Cr3).

Fig. 5.7 Aplicatia A5.2

Calculul analitic

Pentru grinda A5.2 se pot identifica doud sectiuni de arii diferite: A; = 110 -
50 = 5500 mm? (in zona decupdrii), respectiv A, = 140 - 50 = 7000 mm?
(restul grinzii). In sectiunile caracterizate de aria A, apare solicitare de compresiune,
caracterizatd de forta interioard axiala N = —F, tensiunea axiala fiind:

N 140 - 103

%2 = T T 77000

= —20 N/mm?
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5. Solicitari compuse

In zona decuparii apare o solicitare de compresiune excentrici, suprapunandu-
se compresiunea cu un moment de incovoiere M, = F - 15 = 2100 - 103 N - mm,
generat de pozitionarea fortei in raport cu centrul sectiunii 4;. Tensiunea axiald pe
fibrele superioare ale sectiunii decupate va fi:

_ N My 140-10° 2100-10°
rez1s = Ty T YAT T 75500 5545-106 00T mm2

unde I,; = 50-1103/12 = 5,545 - 10 mm* este momentul de inertie axial al
sectiunii A4 .
Tensiunea axiala pe fibrele inferioare ale sectiunii decupate va fi:

3 N+Ml-z 3 140-103+2100-103 S5 = _462
Orezl = =T T YAT T 6500 T5545.106 00 0% mm?
Analiza FEM

Analiza se va efectua pe o geometrie de tip solid, parcurgandu-se etapele
cunoscute: generarea modelului, definirea studiului static, asocierea materialului
17Cr3, aplicarea fixarii, aplicarea fortei F pe suprafata de capat dreapta, generarea
retelei de elemente finite (figura 5.8).

Fig. 5.8 Fixarea, incarcarea $i discretizarea grinzii A5.2

Diagrama distributiei tensiunii axiale este prezentatd in figura 5.9,
evidentiindu-se valorile limitd din zona decupdrii, precum si valoarea medie din
corpul grinzii. In zona de trecere dintre sectiuni apar tensiuni mai mari, datorita
efectului de concentrare a tensiunilor (in modelul 3D s-au aplicat raze de racordare,
pentru reducerea valorilor din aceste zone).
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SX{N/mm#2

I \/alue:|-46.00 N/mm#2 (MPa) |

| Value:|-20.04 N/mm#2 (MPa) -17.61

-28.98

-40.34

_ 5171

I Value:|—4.43 N/mm#2 (MPa) |

. -63.08

I -74.45
-85.82

| \Ialue:’-20,04 N/mm#2 (MPa)

Fig. 5.9 A5.2 Distributia tensiunilor axiale

Aplicatia A5.3. Bratul din figura 5.10 este solicitat de forta F = 8000 N. in
sectiunea sa centralda P; — P,, pe suprafata pland situata la distanta ¢ = 20 mm de
axa fortei, este aplicatd o marca tensometrica pentru evaluarea deformatiei specifice
liniare €,. Sa se determine variatia tensiunii axiale in sectiunea P; — P, si valoarea
deformatiei specifice €,. Bratul este realizat din otel inoxidabil X5CrNil8-10 (E =
2 - 10°> N/mm?) si are in zona centrali sectiune dreptunghiulari 30 mm x 20 mm.

P-P,

Fig. 5.10 Aplicatia A5.3

Calculul analitic

Excentricitatea fortei in raport cu sectiunea centrald a bratului, determina
aparitia unui moment de incovoiere in aceastd zond, M, = F - 35 = 280000 N -
mm, cota de 35 mm reprezentdnd distanta dintre axa fortei si axa x a corpului
bratului. Astfel, in sectiunea P; — P, vor fi generate tensiuni axiale din solicitarea de
intindere (N = F) si din cea de incovoiere (M;, = M,). Pe fibrele extreme din
sectiune vor aparea valorile limita ale tensiunii axiale:
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_N, My 8000 280000 . . .
Trezby = 0 T YPL T 600 T 45000 0 T Y mm?
_N_M, _B000 280000 __ . N
OrezP = 4 T YP2 T 600 T 45000 0T O mm?

unde I,; = 20 - 303/12 = 45000 mm* este momentul de inertie axial al sectiunii
P, —P,.

Tensiunea axiala minima (in valoare absolutd) apare pe axa principald x a
corpului bratului:

N 8000
O-TeZO = Z = 600

=13,33 —
mm

Deformatia specificd axiala in punctul P; poate fi calculata din legea lui
Hooke:

_ Orez P, _ 106,67

STTE T 2108

=5,33-10"*

Analiza FEM

Dimensiunile care influenteaza tensiunile din sectiunea centrala sunt cele
prezentate in figura 5.10. Celelalte dimensiuni care definesc modelul 3D sunt
prezentate in figura 5.11. Suprafetele alezajelor @20 au fost divizate in raport cu linii
verticale in cate doua suprafete semicilindrice (liniile de divizare se traseaza intr-o
schitd suport, ulterior aplicandu-se comanda SplitLine).
320
250

20

38

88
'990{9

30

=3

Fig. 5.11 Dimensiunile bratului A5.3

20

Analiza FEM va fi efectuatd pe geometrie de tip solid. Vor fi parcurse etapele
cunoscute: definirea studiului static, asocierea proprietatilor de material, aplicarea
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incastrarii si a fortei pe suprafatatele semicilindrice @20 (figura 5.12), astfel incat
componenta sa fie solicitata la intindere. Asa cum s-a aratat in capitolul 1, Incarcarea
unui lagéar poate fi aplicata prin forte distribuite sinusoidal sau parabolic, folosind
comanda Bearing Load. Deoarece 1n acest exemplu nu s-a urmarit analiza tensiunilor
din zona capetelor bratului, Incarcarea a fost aplicata sub forma unei forte distribuite
uniform pe suprafata semicilindrica.

@ | |Face<1> ,’

(O Normal
© selected direction

o |

O rer item

Total

Units v

Force A

& :
[w); ~
a0 Vv

Fig. 5.12 Fixarea, incarcarea bratului A5.3

Diagrama distributiei tensiunii axiale, afisatad dupa crearea retelei de elemente
finite si rularea studiului este prezentatd in figura 5.13. Se observa suprapunerea

rezultatelor obtinute in simulare cu cele calculate analitic.
SX{N/mm*2 (MPa))

13059

I

_ 7781

‘ Value:‘ 106,67 N/mm~2 (MPa)

5142

25.03

-1.36

_ 2775

| \/alue:| -80.00 N/mm#2 (MPa) <414

-80.53

Fig. 5.13 Tensiuni axiale in sectiunea centrald a bratului A5.3

Distributia deformatiei specifice liniare &, (figura 5.14) aratd o diferenta
semnificativd a valori din punctul P; In raport cu cea calculatd analitic. Trebuie
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retinut cd in simuldrile FEM deformatiile specifice se calculeaza pe baza deplasarilor
nodurilor retelei de elemente finite. In acest caz, geometria zonelor cuprinse intre
alezaje si corpul bratului prezinta deplasari mai mici (dimensiunile sectiunii sunt mai
mari), ceea ce influenteaza deplasérile si din zona centrala. Daca se analizeaza
deformatia specificd a unei grinzi cu sectiune constanta, valoarea calculata analitic
cu legea lui Hooke se suprapune peste valoarea obtinuta prin simulare.

EPSX

6.16e-04
l 4.94¢-04
3.71e-04

248e-04

. 1.26e-04

2.80e-06
-1.20e-04

-243e-04

-3.65e-04

Fig. 5.14 Tensiuni axiale in sectiunea centrald a bratului A5.3

5.2 SOLICITARI COMPUSE DE CATEGORIA II

La solicitarile compuse de categoria a IlI-a apar tensiuni de naturd diferita:
axiale o si tangentiale 7. Calculul tensiunilor echivalente se face folosind teorii de
rezistentd (sau criterii de rezistentd) care “integreaza” efectul tensiunilor axiale si
tangentiale. Cele cinci teorii clasice de rezistentd sunt prezentate in continuare [10].

Teoria | (criteriul tensiunii axiale maxime, Rankine): starea limitd a unui
material izotrop, supus unei stiri de solicitare complexd, survine atunci cand
valoarea tensiunii principale maxime (o;) atinge valoarea tensiunii axiale
corespunzatoare starii limita de la solicitarea de intindere simpla. Aceasta teorie este
adecvata pentru materiale cu comportament fragil, tensiunea echivalenta fiind:

Oech1 = 01 (5.3)

Teoria a Il-a (criteriul deformatiei liniare specifice maxime, Saint —
Venant): starea limitd a unui material izotrop este atinsd Tn momentul in care
deformatia specifica liniara principald maxima (&; ) atinge valoarea deformatiei
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specifice corespunzitoare starii limitd de la solicitarea de intindere simpla. Este
folositd tot pentru materiale fragile, tensiunea echivalenta fiind:

Occh 11 = 01 — V(02 + 03) (5.4)

Teoria a Ill-a (Criteriul tensiunii tangentiale maxime, Tresca -
Coulomb): starea limitd a unui material izotrop si tenace se atinge atunci cand
tensiunea tangentiald maxima (7,4, ) din corpul solicitat devine egala cu tensiunea
tangentiald corespunzatoare starii limita de la solicitarea de intindere simpla. Este
foarte utilizatd pentru materiale cu comportament tenace/ductil, tensiunea
echivalenta fiind calculata cu relatia:

Occh 111 — 01 — 03 (5.5)

Teoria a IV-a (Criteriul energiei totale de deformatie, Beltrami —
Haigh): starea limitd se atinge intr-un corp atunci cind energia specifici de
deformatie atinge valoarea energiei specifice corespunzatoare starii limitd de la
solicitarea de intindere simpla. Tensiunea echivalenta va fi:

Ooch IV =\/012 +0f+02—2v-(0y 0, + 0, 03+ 035 07) (5.6)

Teoria a V-a (Criteriul energiei de variatie a formei, Huber — Hencky — von
Mises): starea limitd a unui material izotrop si tenace se atinge atunci cand energia
potentiala specifica de modificare a formei devine egala cu energia de modificare a
formei corespunzatoare starii limitd de la solicitarea de intindere simpla. Este cea
mai utilizatd teorie pentru materialele ductile in ingineria moderna, tensiunea
echivalentd fiind:

(01 — 03)% + (03 — 03)? + (01 — 03)?
Oechv = ) (5.7)

In cazul particular al barelor la care apar numai tensiuni oy $i Ty, tensiunea

echivalentad conform celor cinci teorii de rezistenta se poate calcula cu relatiile:

o, 1
Gecn i = 0,35 - 05 + 0,65 - Jm (5.9
Oech 111 =\/m (5.10)
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— 2 2
Occh IV = ’O-x +2,6- Txy
— 2 2
Occhv = ’O-x +3'Txy

(5.11)

(5.12)

Analizand comparativ tensiunile echivalente calculate pentru materiale tenace

cu teoria a V-a, respectiv teoria a I1l-a, se observa ca aceasta din urma conduce la un

coeficient de sigurantd mai mare, fiind mai des folosita in calcule analitice.

Aplicatia A5.4. Arborele unei turbine hidraulice
cu axad verticald este solicitat la torsiune si intindere
(figura 5.15). Arborele, realizat din otel 34CrNiMo6,
transmite o putere P = 3 MW, la o turatie nominald n =
250 rot/min, iar forta axiala preluata de arbore este data
de greutatea rotorului Ggr = 180 kN. Cunoscand
dimensiunile  principalele: d, = 220mm, d; =
140 mm, | = 1480mm, sa se calculeze tensiunea
echivalentd maxima conform teoriei a Ill-a de rezistenta
si conform teoriei a V-a de rezistenta.

Calculul analitic
Arborele este supus la torsiune de momentul

M, [N - mm], care se poate calcula in functie de putere
P [kW] si turatie n [rot/min]:

Ll

de

Fig. 5.15 Aplicatia
A5.4

P 3000
M, = 9,55 - 10° T 9,55-10% - —— =114,6 - 10° N - mm

7250

Forta axiald interioara N = G si momentul de torsiune interior sunt constante

pe toatd lungimea arborelui cuprinsa intre flanse. Tensiunea axiald maxima va fi:

N 4.N 4.180- 103

Tmax =y T T (dZ—d?) 7. (2207 — 140%)

N
7,96 —
mm

Tensiunea tangentiald maxima apare pe suprafata exterioara a arborelui:

M, 114,6-10°

fmax =y = 174786791

= 65,57

mm?2
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unde W, = - (d¢ —d})/(16-d,) = 1747867,91 mm? reprezinti modulul de
rezistenta polar al sectiunii arborelui.

Tensiunea echivalentd maxima conform teoriei a IlI-a de rezistenta va fi:

Coch 111 max = \/a,znax +4 120, =+/7,96% + 4 - 65,572 = 131,37

mm?2

iar tensiunea echivalentd maxima calculata conform teoriei a V-a de rezistenta:

Oochv = \/a,%m +3- 72,5, =+/7,96% + 365572 = 113,84 —

Analiza FEM

Dimensiunile arborelui sunt indicate in figura 5.16 (flansele de capat sunt
identice). Analiza va fi efectuata pe geometrie de tip solid, la simularile pe geometrii
de tip grinda neputand fi obtinute direct distributiile tensiunilor echivalente.

SECTION A-A
/20
7
120

1480
1600

Fig. 5.16 Dimensiunile arborelui A5.4 (arbore cu axa verticala, imagine rotita)

Dupa generarea studiului static si aplicarea proprietatilor de material (otelul
34CrNiMo6), se va fixa suprafata frontald a flansei superioare (conditie Fixed
geometry). Pe suprafata frontald a flansei inferioare se vor aplica forta verticala
aferenta greutatii rotorului (figura 5.17) si momentul de torsiune (figura 5.18).

Figurile 5.19 si 5.20 prezinta distributiile tensiunii axiale o, si tensiunii
tangentiale 7,,, Y fiind axa arborelui. Se observa c@ valorile de pe suprafata
cilindricad exterioard a corpului arborelui sunt foarte apropiate de cele calculate
analitic. Tensiunea tangentiald 7,, are o distributie similara cu 7y, (cele doud

componente reprezintd proiectia tensiunii tangentiale T = fr,zcy + Tgy, generata la

torsiune). Celelalte trei componente de tensiune (g, 0, T,,) sunt nule.
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Force/Torque @ Force/Torque ®
v X « v X
Type Type
Force/Torque A Force/Torque A
Force Force
Torque Torque
@ Face<1> @ Face<1>
Onomai o |
(O selected direction
SI v
B s v B
114600 v
A — Bl Jnn
Fig. 5.17 A5.4 Aplicarea fortei Gy Fig. 5.18 A5.4 Aplicarea momentului
F SY {(N/mm~»2 TauXy (N/mm#2
» 2477 6344
l 2037 l 5464
_ 1596 _ 4084
1156 _ 2704
P - 7.16 13.24
7.90 N/mm#2 (MPa) ¢ ~
-165 -14.36
-6.05 -28.16
-1045 -41.96
" -14.86 -55.76
i -19.26 -69.56
Fig. 5.19 A5.4 Tensiuni axiale Fig. 5.20 A5.4 Tensiuni tangentiale

Tensiunea echivalentd o,y ;;; este definitd in SolidWorks Simulation ca
Stressintensity (P1-P3), unde P1 si P3 sunt tensiuni principale, iar tensiunea
echivalentd g,y este definitd ca von Mises Stress. Valorile celor doua tensiuni
echivalente (figurile 5.21-5.22) sunt similare cu cele obtinute 1n calculul analitic.
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140.07

126.08

_ 11209

98.11

_ 8412
56.14
_ 4215
28.16
1417

0.18

Fig. 5.21 A5.4 Tensiuni Gpcp 111

Aplicatia AS.5. Asupra tijei cu
sectiune inelard (constantd pe toatad
lungimea) din figura 5.23 se
actioneaza cu o parghie de rigiditate
ridicatd. Cunoscand dimensiunile:
d, =80mm, d;=50mm, [ =
480 mm, I, = 400 mm si forta F =
4000 N, si se calculeze tensiunea
echivalentd maxima din sectiunea B-
B, utilizand teoria a Ill-a de rezistenta
si teoria a V-a de rezistentd. Tija este
realizatd din otel 51CrV4.

Calculul analitic

Intensity (N/mm#2

113.61 N/mm#2 (MPa) ¢

von Mises (N/mm~»2
12142
' 109.30
97.17
85.05
72,92
60.80
48,67
36.55
24.42
1230

0.17

Fig. 5.23 Aplicatia A5.5

Forta F se reduce 1n centrul sectiuni dreapta a tijei la un moment de torsiune

M, si o fortad verticald F (care va determina o fortd taietoare interioard si un moment

de incovoiere interior) . In sectiunea B-B apar tensiuni tangentiale generate de

momentul de torsiune, tensiuni axiale generate de momentul de incovoiere si tensiuni

tangentiale generate de forta tdietoare. Acestea din urma sunt nule in punctele cele

mai Indepértate de axa z a sectiunii (acolo unde tensiunile axiale sunt maxime),

motiv pentru care nu vor fi luate in calcul in acest exemplu.
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Momentul de torsiune este:
M,=F -1, =4000-400 =1,6-10° N - mm

Acestui moment i se opune reactiunea de tip moment de torsiune din sectiunea
incastratd. Momentul de torsiune interior va fi constant pe toata lungimea tijei.

Momentul de Incovoiere interior generat de forta F are o variatie de gradul |
pe intervalul [1+2], M, = F - x, valoarea din sectiunea B — B fiind:

M;  =F-l; =4000-480=1,92-10° N -mm

iBB
Tensiunea axiald maxima din sectiunea B-B apare in punctele cele mai
indepartate de axa z a sectiunii:

M; 1,92 - 10°
0. e ﬂ . y e —
max = Ty T max T 1703823 1

40 = 45,08 5
mm
unde I, = - (d — d}')/64 = 1703823,1 mm3 reprezinti momentul de inertie
axial al sectiunii tijei (dupd axa z).

Tensiunea tangentiald maxima generatd de momentul de torsiune apare pe
suprafata exterioara a tijei:

M, 16-10° 1878
fmax =y T 851911 mm?

modulul de rezistentd polar fiind W, = m - (dg — d})/(16 - d,) = 85191,1 mm?3.
Tensiunea echivalentd maxima din sectiunea B-B, calculata conform teoriei a
I11-a de rezistenta, va fi:

Oech 11l B-B max = \/Urerax +4- Trznax = \/45:082 +4-18,78%2 = 58,67 mm?2

iar tensiunea echivalentd maxima calculata conform teoriei a V-a de rezistenta:

N
Oech V B—B max = \/a,%lax + 3124 = \/45,082 + 318,782 = 55,58 2

Analiza FEM

Avand 1n vedere cerinta de determinare a tensiunilor doar pentru tija, in
simulare se poate opta pentru aplicarea unei incarcéri la distantd (Remote load),
nefiind necesara modelarea parghiei. Figura 5.24 prezinta geometria tijei. Sectiunea
de calcul a tensiunilor (B-B) si suprafata de contact tije-parghie vor fi delimitate prin
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linii de divizare — Split Line (dupa generarea modelului tijei se va crea o schita care
contine aceste linii, distantate la 50 mm, respectiv 40 mm in raport cu capete).

480

550
Fig. 5.24 Dimensiunile tijei A5.5

Studiul va fi de tip static, aplicat pe geometrie de tip solid. Modelului i se vor
asocia proprietatile otelului 51CrV4.

Suprafata frontala stanga a tijei va fi Incastrata (conditie Fixed Geometry), iar
forta va fi aplicatd folosind comanda Remote Loads/Mass. Comanda presupune:
selectia suprafetei pe care se transpune efectul fortei (suprafata de contact tija-
parghie), alegerea sistemului de referintd folosit pentru definirea pozitiei fortei (in
cazul dat s-a folosit sistemul de referintd universal, pozitionat in centrul sectiunii de
capat stdnga a tijei), definirea coordonatelor locatiei fortei si definirea
componentelor fortei dupa axele x, y si z (figura 2.25). Utilizatorul poate alege tipul
conexiunii din zona de contact dintre Rigid (zona conexiunii nu se deformeaza) sau
Distributed (zona conexiunii se deformeaza, optiune folosita in acest exemplu).

Selection v
Reference Coordinate System v X-Location (mm: 530
Location 2 Y-Location (mm: 0
B mm N Z-Location {mmj: 400
B ‘ 530 v Force - Y-Direction (N):
& o v
2 | 400 v
@ Translational Components A

ERLY v mm Vv

0 Vo

72| Y S )

(JRotational Components v

Fig. 5.25 A5.5 Aplicarea incarcarii la distantd
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Figurile 5.26 si 5.27 prezintd distributia tensiunilor echivalente o,y 11
(Stressintensity P1-P3), respectiv a,.p, v (von Mises Stress), evidentiindu-se valorile
maxime din sectiunea B-B. Valorile maxime apar pe fibrele extreme cele mai
indepartate de axa z a sectiunii (sunt indicate coordonatele punctului in care se
evalueaza proba: X=50 mm, Y=40 mm, Z=0 mm 1n raport cu sistemul de referinta

universal, pozitionate in centrul suprafetei frontale stinga).
Intensity (N/mm#2 (MPa))

XY, Z Location:| 50, 40, 0 mm

L 6446

Value: 58.66 N/mm#2 (MPa)

5847

5248

46.49

4050

3451

28.52

22.53

16.54

10.55

4.56

Fig. 5.26 A5.5 Tensiuni G,y 111 . Evidentierea valorii maxime in sectiunea B-B

von Mises (N/mm#2 (MPa))

Y, Z Location:| 50, 40, 0
BX, ocation: mm 6232

S8 Value: 55.44 N/mm*2 (MPa)
. 56.48

' 50.64

_ 4481

38.97

3313

27.30

2146

15.62

979

395

Fig. 5.27 A5.5 Tensiuni 0.y, y . Evidentierea valorii maxime in sectiunea B-B
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Aplicatia AS5.6. Componenta
din figura 5.28 este solicitata de forta
F pozitionata in planul sectiunii de
capdt, la un unghi de 60° in raport cu
axa orizontald. S& se determine
tensiunea echivalentd conform teoriei
a V-a de rezistentd, In punctele
caracteristice A, B, C, D ale sectiunii
K-K. Se cunosc: d =50mm, [; =
700 mm, [, =500 mm, I; =
500mm si forta F =2500N,
material: 34Cr4.

Fig. 5.28 Aplicatia A5.6
Calculul analitic

Forta F va descompusa dupa axele x si y ale sistemului de referinta. Cele doua
proiectii pot fi reduse in raport cu centrul sectiunii de capét a primului tronson la
urmatoarele componente (figura 5.29): forta axiald Fy, forta taietoare F,, momentul

de torsiune M; si momentul de incovoiere My,:

F, = F - sin(60°)
F, = F - cos (60°)
M, =F, -l =F -1, -sin (60°)

M, =F, -l =F-1l;-cos (60°)

Fig. 5.29 A5.6 Reducerea fortei F
In sectiunea K-K vor apirea urmitoarele forte interioare:

Ng = F MiyK = My M = Fy (L= 1)

MtK = Mt TyK == Fy
Tensiunea axiald intr-un punct P al sectiunii K — K se calculeaza cu relatia:
Ny 4 Miyk Mizx

=—+4 - Zp t y
A~ L P

op
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5. Solicitari compuse

unde A =m-d*/4=1963,5mm* - aria sectiunii, I, =1, =m-d*/64 =
306796 mm* — momentele de inertie axiale, z, = 0mm, y, =25mm -
coordonatele punctului P in raport cu sistemul de referinta zOy.

Momentul de incovoiere interior My, x genereaza tensiunea axiald cu valoare
maxima pozitiva in punctul D, valoare maxima negativa in punctul B si valori zero
in punctele A si C. Momentul de incovoiere interior M;,, genereaza tensiunea axiala
cu valoare maxima pozitiva in punctul A, valoare maxima negativa in punctul C si
valori zero in punctele B si D.

Dupa realizarea calculelor se obtin urmaitoarele tensiuni axiale: g4 =
106,49 MPa, oy = —50,29 MPa, o, = —105,21 MPa, op = 51,57 MPa.

Tensiunea tangentiala generatd de momentul de torsiune este maxima pe
conturul exterior al sectiunii Typqyx = M x/W),. Tensiunea tangentiald generatd de
forta tdietoare (relatia lui Juravski) este maxima pe linia DB (unde S, = 2R3/3 si
b = 50mm) si zero in punctele A si C. Vor rezulta urmatoarele valori: 74 =
44,10 MPa, 15 = 42,63 MPa, 1 = 44,10 MPa, tp, = 45,57 MPa.

Introducénd valorile tensiunilor axiale si tangentiale Tn expresia teoriei a V-a:

Opchy =V 02+ 312

se vor obtine urmatoarele valori ale tensiunii echivalente: o,y 4 = 131,06 MPa,
Oechv B = 89,347 MPa, Gocpy ¢ = 130,02 MPa, Gocp vy p = 94,29 MPa.

Valorile de mai sus nu reprezintd maximul din sectiunea K-K. Tensiunea
axiald maxima se obtine dupa o directie caracterizata de unghiul f = atan (M;,x/
M;yk) = 64,30°, masurat in raport cu axa Oz a sectiunii si are valoarea:

2 2
Ne ~ Mizx T Miyk 1250 12990382 + 6250002

°° =7 W, 19635 122718

= 118,10 MPa

Va rezulta tensiunea echivalenta maxima conform teoriei a V-a,
Oeoch V maxKK — 140,66 MPa.

Analiza FEM

Geometria 3D a piesei poate fi realizatd folosind comanda Sweep, raza de
racordare dintre cele doud tronsoane fiind de 100 mm. Studiul va fi de tip static,
analiza realizdndu-se pe model solid. Dupa asocierea proprietatilor de material si
fixarea suprafetei de capat stdnga, se va aplica forta inclinatd. Directia fortei va fi
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indicata printr-o dreaptd trasata intr-o schitd suport (aceastd dreapta se selecteaza in
campul Face, Edge, Plane for Direction din zona Selected Direction — figura 5.30).

@ Face<1>

(O Normal
© selected direction

o | EEEr——

© Per item
Total

| Along Edge (N):|2,500 |

Units v

r

Force A

R

Fig. 5.30 A5.6 Aplicarea fortei inclinate

Figura 5.31 prezinta distributia tensiunii echivalente von Mises (teoria a V-a
de rezistentd) in sectiunea K-K. Sunt evidentiate valorile din punctele A, B, C si D
(se observa coordonatele punctelor in care se fac probele) si valoarea maxima. Se
observa apropierea foarte buna dintre rezultatele obtinute prin calcul si cele obtinute
din simulare.

i A
X, Y, Z Location: | 100, 0, -25 mm von Mises (N/mm*2

Value: 89.69 N/mm*2 (MPa) 15141

136.35

XY, Z Location:| 100, 25, -1.3%e-13 mm _ 12129
. A

Value: 131.28 N/mm~#2 (MPa) 10623
XY, Z Location: 100, 224, 10.8 mm 91.16
Value: 140.86 N/mm#2 (MPa) 76.10

61.04
X Y, Z Location:[ 100, 0.0167, 25 mm
Value: 9436 N/mm»2 (MPa) 4598

3091
X Y, Z Location:| 100, -25, 1.23e-29 mm

15.85
Value: 130.26 N/mm~#2 (MPa)

0.79

Fig. 5.31 A5.6 Distributia tensiunilor 0.y v in sectiunea K-K
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