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METODE INVESTIGATIVE

Predarea matematicii prin metode investigative

1 Metode investigative

Ce inseamnd metoda investigatiei la orele de matematica?

Interesul pentru aborddrile educationale care leagd cunostintele de aplicatiile lor
a crescut incepand cu anii 1980. Recomandarile mai multor organizatii au subliniat
necesitatea de a sprijini competentele secolului XXI prin utilizarea n predare a metodelor
investigative, prin aplicatiile cunostintelor in viata cotidiana si profesionald si rezolvarea
problemelor. Concluziile cercetdrilor au fost incluse atit in rapoarte si recomandari
nationale ([34]), cat si in rapoarte ale Comisiei Europene, precum raportul Gago ([138]])
in 2004 si raportul Rocard ([86]) in 2007.

,Imbunititirile in predarea stiintelor ar trebui si fie aduse prin noi forme de pedagogie:
introducerea 1n scoli a abordarilor bazate pe investigatie, actiuni de formare a profesorilor
pentru IB SEﬂ si dezvoltarea retelelor de profesori ar trebui sa fie promovate si sprijinite
in mod activ”, se aratd in raportul Rocard.

Cercetdrile privind aplicarea si eficacitatea metodelor investigative au demonstrat
doua aspecte ([134]]):

1. Abordarile investigative in grupuri mici pot fi extrem de benefice pentru invatare.
Pentru a fi eficiente, acestea trebuie sd fie ghidate de un curriculum bine gandit cu
obiective de Invdtare clar definite, schele bine concepute, evaluare continud si resurse
informationale bogate. Oportunitatile de dezvoltare profesionala care pun accentul pe
evaluarea muncii elevilor cresc probabilitatea ca profesorii s dobandeasca experienta in
aplicarea acestor abordari.

2. Designul evaludrilor este o problema criticd pentru identificarea beneficiilor abor-
ddrilor investigative, atat in cazul 1n care elevii lucreazd 1n echipe, cat si din perspectiva
invatdrii individuale. Mai exact, dacd evaluam rezultatele traditionale ale invatarii (prin
exercitii formale de nivel mediu), atunci metodele investigative si cele traditionale par
sd dea rezultate similare. Beneficiile metodelor investigative devin vizibile atunci cand
evaludrile necesita aplicarea cunoasterii si mdsoara si calitatea rationamentului.

Metodele investigative acoperd mai multe forme de invétare, respectiv mai multe
aborddri pedagogice ([103], [34]):

» Invitarea prin proiecte (Project-based Learning, PBLEI)
+ Invitarea bazati pe design (Design-based Learning, DBL)

» Invitarea bazati pe probleme (Problem-based Learning, PBL)

!Inquiry Based Science Education.
2Acronimul PBL este folosit atit pentru Project-based Learning cét si pentru Problem-based Learning,
dar de reguld se pot diferentia n contextul in care apar, aici vom folosi Problem-based Learning.



METODE INVESTIGATIVE

» Invitarea bazati pe cazuri (Case-based Learning, CBL)

» Invitarea bazati pe prelegere si rezolviri de probleme (Lecture-based Problem
Solving)

» Invitarea bazati pe investigatie si curiozitateﬂ (Inquiry-based Learning, IBL)

Unele dintre acestea au fost concepute in diferite domenii de stiintd, de exemplu, in
domeniul medicinii, invdtarea bazata pe cazuri se poate aplica mult mai usor decat in
matematicd, asa cum invétarea bazatd pe design se aplicad fard discutii in arhitectura.
Existd pe langa aceste abordari si o serie de alte metode investigative, cum ar fi educatia
matematicd complexa ([47]) fundamentatd 1n anii 60 in Ungaria (de Tamds Varga, [96]])
sau metoda lui Pdsa ([46]), sau traditiile germane izvorate din ideile lui Wilhelm von
Humboldt din anii 1800

Din punctul de vedere al preddrii matematicii si al traditiilor existente Tn Roménia, ne
vom focusa asupra abordarii bazate pe probleme (PBL — Problem based Learning), asupra
aborddrii bazate pe investigatie si curiozitate (IBL — Inquiry based Learning) si vom
discuta si unele aspecte legate de invitarea bazata pe prelegere si rezolvéri de probleme.
Pentru aceasta vom avea nevoie de clarificarea unor termeni care in literatura de speciali-
tate au fost definiti (putin sau complet) diferit fata de ce s-ar putea intelege/deduce din
folosirea uzuala, cotidiana a termenilor respectivi (teoria nivelurilor Van Hiele proiectata
asupra chestiunilor didactice ne va furniza o explicatie a acestui fenomen, a se vedea
capitolul [2.3)). Cel mai bun exemplu este termenul ,,problem solving” care in mod natural
se traduce ca ,,rezolvare de probleme”. Dar ce este o ,,problemd” din perspectiva didacticii
si ce intelegem prin ,,rezolvare de probleme”? Primul cadru conceptual si procedural
de didactica matematicd referitor la procesul de rezolvare a problemelor a fost cel al
lui George Pdlya (si acest cadru s-a dovedit unul fiabil, cértile sale fundamentale fiind
reeditate si In prezent). Pdlya ([79]) a definit problema ca orice sarcind sau activitate
pentru care elevii nu au reguli sau metode prescrise sau memorate si nicio perceptie
potrivit cdreia ar exista o metoda specifica «corecta» de rezolvare, deci ca sarcind, un
obiectiv care nu poate fi atins din cauza unui obstacol cu care elevul se confruntd. De
aici avem doud implicatii fundamentale: 1. calitatea unei sarcini de a fi problema sau
nu depinde de cine Tncearca sd indeplineascd sarcina, 2. sarcinile care implicd aplicarea
unui algoritm, a unor procedee cunoscute de elevi nu se considera a fi o problema. Pélya
a descris procesul de rezolvare 1n patru pasi si a dat pentru fiecare pas un set de intrebdri
care pot stimula procesul de rezolvare. Bineinteles, abordarea lui P6lya nu este una rigida,
ci mai degraba un cadru flexibil pentru rezolvarea creativa a problemelor. Prin exersarea
acestor euristici, rezolvitorii de probleme isi pot dezvolta o intuitie mai buna si 1si pot
imbundtiti capacitatea de a aborda o varietate de provocdri matematice si logice.

3Folosim aceasti sintagmi pentru a putea diferentia intre invitarea bazati pe metode investigative in
general si pedagogia IBL — Inquiry-based Learning
“Conceptul de universitate humboldtiani este la baza organizirii multor universititi de azi.
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METODE INVESTIGATIVE

1) Intelegerea problemei - Inainte de a rezolva o problema, trebuie si o Intelegem
bine. Aceasta implicd citirea cu atentie a problemei, identificarea a ceea ce este dat
si determinarea a ceea ce trebuie gasit. Intrebdri de pus:

* Ce solicitd problema?

* Care sunt informatiile disponibile?

* Care este necunoscutul si care sunt cantitdtile cunoscute?
 Existd conditii sau constrangeri speciale?

2) Elaborarea unui plan - Odata ce am inteles problema, urmadtorul pas este s elabo-
ram un plan sau o strategie pentru rezolvarea acesteia. Aceasta implica alegerea

metodelor, formulelor sau tehnicilor adecvate care ar putea conduce la o solutie.
Intrebari de pus:

» Ce strategii sau instrumente ar putea fi utile? (De exemplu: manipulare
algebricd, geometrie, modele etc.)

* Pot sa descompun problema in parti mai mici?

* Am mai vazut o problemd similard? Ce a functionat in acel caz?

* Pot rezolva problema folosind un rationament logic sau prin incercdri repetate

sau desenand diagrame?

3) Punerea in aplicare a planului - Sa parcurgem pas cu pas planul pe care l-am
conceput. Aceasta implicd efectuarea calculelor, constructiilor sau deductiilor
logice necesare. Intrebari de pus:

* Ce pasi trebuie sd urmez?

* Fac progrese 1n directia solutiei?

* Existd greseli sau erori in munca mea pe care trebuie sd le corectez?

* Pot sd-mi simplific munca sau sd folosesc o scurtiturd (idee, observatie)

pentru a economisi timp?

4) Analiza solutiei - Dupa obtinerea unei solutii, este necesar sa revizuim procesul
si raspunsul pentru a ne asigura cd acestea sunt corecte si au sens. Aceastd etapa
de reflectie este cruciald pentru a verifica dacd solutia este valabila si pentru a
identifica eventuale greseli sau posibile aborddri alternative. Intrebéri de pus:
* Are sens solutia obtinutd in contextul problemei?

* Am rdspuns la intrebarea care a fost pusad?

+ Imi pot verifica rdspunsul cu o metodi diferitd sau prin utilizarea estimirii?

7



METODE INVESTIGATIVE

* Existd idei sau metode alternative care ar putea conduce la o solutie mai buna?

* Am fédcut presupuneri care ar trebui clarificate sau justificate?

Citeva sfaturi suplimentare pentru aplicarea euristicii lui Polya:

* Ghiciti si verificati: daca sunteti blocat, formulati presupuneri intemeiate si testati-

le.

» Ciutati modele: multe probleme, in special In geometrie si teoria numerelor,

implica modele identificabile care pot simplifica procesul de rezolvare.

* Procedati in sens invers: dacd problema pare a fi dificil de abordat prin metode

directe, Incercati sa porniti de la rezultatul dorit spre punctul de pornire, bineinteles
verificand corectitudinea rationamentului final.

Comentariu. Cei patru pasi pot fi conceputi si ca un ciclu, de foarte multe ori
intelegem o proprietate la un alt nivel, dupd ce am demonstrat-o, putem trece la gene-
ralizdri, la aplicatii etc. Pentru a deveni rezolvitori mai buni, mai eficienti, trebuie sa
parcurgem fiecare pas.

Cateodata, pentru rezolvarea unei probleme este nevoie de schimbarea contextului in
care problema a fost formulatd, de gdsirea unei perspective potrivite sau de un proces
de modelare. Modelarea este la fel de importantd din punctul de vedere al metodelor
investigative ca si rezolvarea problemelor. Ciclul de modelare este descris de Blum ([[15]])
si evidentiaza natura iterativd a modeldrii matematice, in care solutiile si aproximadrile
sunt continuu imbunatdtite si testate pe baza datelor din lumea reald sau pe baza unei
analize matematice suplimentare. Ciclul este alcatuit din sase etape:

Y

2)

3)

Reprezentarea problemei: primul pas este intelegerea si reprezentarea problemei
din lumea reald in termeni matematici, deci implicit si ignorarea unei serii Intregi
de aspecte. Aceasta implica simplificarea, abstractizarea si structurarea problemei
intr-o formi care poate fi analizati matematic. In aceasti etapd are loc identificarea
variabilelor, ipotezelor, constrangerilor si relatiilor dintre elementele sistemului
sau contextului pe care incercdm sd il modelam.

Modelarea: in aceastd etapa traducem problema intr-un model matematic formal,
folosind adesea ecuatii, grafice, algoritmi sau alte structuri matematice. Modelul
surprinde principalele variabile ale problemei si relatiile dintre acestea. De exemplu,
utilizarea ecuatiilor pentru a rezolva probleme textuale presupune un proces de
modelare. Aceastd etapd implicd formularea de ipoteze pentru a simplifica procesele
complexe din lumea reald ntr-un mod gestionabil din punct de vedere matematic.

Rezolvarea modelului matematic: dupa ce avem un model matematic, urmatorul
pas este rezolvarea acestuia. Aceasta poate implica metode analitice (rezolvarea
ecuatiilor) sau metode numerice (simuldri, aproximadri etc.). Scopul este de a obtine
solutii care pot fi interpretate, validate si aplicate in contextul problemei initiale.

8



METODE INVESTIGATIVE

4) Verificarea/validarea: Dupa obtinerea unei solutii din modelul matematic, trebuie
sd verificim dacd aceasta este corectd si dacd are sens in situatia initiald. Verificarea
asigura coerenta internd a modelului, n timp ce validarea verificd aplicabilitatea
acestuia la datele sau conditiile din lumea reala.

5) Rafinarea: Pe baza rezultatelor etapelor de verificare si validare, rafindim mode-
lul. Aceasta implicd ajustarea ipotezelor, revizuirea ecuatiilor sau imbunatétirea
aproximdrilor pentru a spori precizia sau eficienta modelului. Sau din contrd, daca
modelul este prea complex, atunci putem simplifica modelul initial.

6) Reevaluarea: Etapa finald constd 1n reevaluarea modelului dupd rafinare, pentru
a se asigura ca acesta este In continuare in concordantd cu obiectivele problemei
initiale. In aceastdi etapd putem reveni la etapele anterioare, pe misuri ce reconsi-
derdm aspecte ale problemei, actualizdm modelul si testdm noi ipoteze sau scenarii.
Aceastd etapa conduce adesea Tnapoi la faza de modelare sau chiar la regandirea
reprezentdrii problemei 1n sine.

Uneori aceste etape nu sunt ciclice, ci mai degrabd ele se interconecteaza si se
influenteazd reciproc pe masurd ce progresam citre o mai bund intelegere sau un model
mai precis. La orele/activitdtile bazate pe metode investigative este nevoie de foarte
multe ori de modelare, cateodatd, chiar dacd problema initiala este una abstractd, o vom
remodela intr-un alt context (de exemplu, rezolvdm o problemd de geometrie prin metode
algebrice sau invers).

Comentariu. Din perspectiva celor doud modele anterioare (Pdélya si Blum),
activitdtile matematice bazate pe investigare se deosebesc de lectiile traditionale la care
elevii rezolva exercitii si probleme si prin faptul cd la activititile investigative elevii
trebuie sa parcurgd fiecare etapa.

Modelul lui Pélya a fost rafinat de Schoenfeld ([90], [91]]) mai ales din punct de vedere
pragmatic si existd multe studii despre cum putem preda matematica astfel incat elevii sd
devind rezolvitori mai buni si nu doar sa invete, si memoreze continuturi matematice.
In articolul recent [87], autorul realizeazi o sintezi a ideilor emergente si a trendurilor
recente privind rezolvarea de probleme. O caracteristica persistentd tuturor abordari-
lor de rezolvare a problemelor este conceptualizarea disciplinei, care privilegiaza si
sporeste dezvoltarea de citre elevi a unor obiceiuri legate de gandirea matematicd, crearea
rationamentelor. In acest context, elevii trebuie si conceptualizeze, si sd se gandeascd
la procesul lor de invétare ca la un set de dileme reprezentate, explorate si rezolvate in
termeni de resurse si strategii matematice. In plus, experientele si comportamentele ele-
vilor legate de rezolvarea problemelor reflectd si devin un mod de gandire corespunzator
practicilor matematice, care se acumuleazd pe parcursul activitdtilor In care elevii trec
prin toate etapele rezolvarii de probleme. Astfel, ei privilegiaza dezvoltarea de obiceiuri
matematice, cum ar fi cdutarea permanentd a aborddrilor alternative privind modelarea
si explorarea problemelor matematice, formularea de conjecturi si cdutarea argumen-
telor pentru a sustine aceste conjecturi, impdrtasirea de solutii la probleme, sustinerea

9



METODE INVESTIGATIVE Invdtarea bazatd pe probleme in matematicd

propriilor idei si dezvoltarea unui limbaj adecvat pentru a comunica rezultatele.

Dupa clarificarea aspectelor legate de definitia problemelor si a procesului de rezolvare
a problemelor, putem schita si abordarile investigative.

1.1 invﬁ;area bazata pe probleme in matematica

Invitarea bazati pe probleme (PBL) este o abordare educationali in care elevii invati prin
implicarea 1n rezolvarea unor probleme relevante, complexe, de reguld legate de lumea
reald. In contextul matematicii, PBL deplaseazd accentul de la metodele traditionale de
predare — in care cunostintele sunt transmise in principal prin prelegeri si exercitii — la
o abordare mai centratd pe elev, in care invdtarea are loc ca rezultat al abordarii active
a unei probleme matematice. In PBL, elevii lucreazi de obicei in grupuri mici pentru
a explora o problema, a formula ipoteze explicative, a aplica concepte matematice si a
reflecta asupra rezultatelor lor. Aceastd metodd promoveaza o intelegere mai profunda,
gandirea critica si dezvoltarea abilitdtilor de rezolvare a problemelor care sunt direct
transferabile 1n situatii cotidiene ([S0]).

Caracteristicile principale ale abordarii PBL in matematica:

In lucrarea de meta-analizi [31] este evidentiat faptul ci majoritatea cercetirilor
raporteazd imbundtdtirea competentelor elevilor. Existd si cazuri n care abordarea PBL
a avut efect pozitiv asupra rezultatelor Tnvatarii din punctul de vedere al cunostintelor si
al atitudinii fatd de matematica ([52]), cazuri cand PBL combinat cu metodele euristice a
avut un impact pozitiv asupra nivelului de cunostinte ([[13]]); de asemenea este important
faptul ca folosirea unor materiale didactice manipulabile poate creste interesul elevilor
([63]]). Caracteristicile principale ale PBL sunt:

1) Invatarea activa: elevii 1si asuma responsabilitatea Tnvdtarii lor prin abordarea
unor probleme dificile.

2) Munca in colaborare: accentul pus pe munca in echipd permite elevilor sa faca
schimb de idei, sd critice aborddrile problemelor si sd Invete unii de la altii.

3) Probleme din lumea reala: problemele sunt de obicei extrase din scenarii din
viata reald, ceea ce face matematica mai relevanta si mai atractiva.

4) Conexiuni interdisciplinare: PBL incorporeazad adesea concepte din diferite
domenii, cum ar fi fizica, economia sau ingineria, demonstrand aplicabilitatea larga
a matematicii.

5) Invatarea autodirijata: elevii sunt incurajati sd caute informatii si resurse, pro-
movand invdtarea independentd si abilitdtile de investigare/cercetare.

10
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Invatarea

Feedback Identifica,
clarifica

quqfq pe problema
valueazd Infelege

1 > e | probleme | rotiemo / )

=, S

datele

PROBLEMA

(relevantd, r
complexd,

de la colegi,
de la profesor

./‘

cotidiand)

Stabileste
semnificatia
necesar ntelor

ajusteazd
planul /
\ Implementezé
planul Elaboreazd un
\ plan

- /
\ Formuleazd |~ _~

ipoteze,
conjecturii

Dacé este

Procesul invitarii bazate pe probleme, evidentiind si ciclul rezolvarii

Beneficiile posibile ale abordarii PBL in matematica:

1) Tmbunititirea abilititilor de rezolvare a problemelor: elevii isi dezvolti gandi-
rea criticd si abilitdtile analitice prin abordarea problemelor deschise care nu au
doar o singurd solutie.

2) Imbuniitiitirea intelegerii conceptuale: prin aplicarea teoriilor matematice la
probleme din lumea reald, elevii dobandesc o intelegere mai profunda a conceptelor
matematice.

3) Implicare si motivatie: PBL implicd elevii, ardtindu-le relevanta matematicii in
contexte practice, ceea ce poate creste motivatia.

4) Colaborare si comunicare: lucrul in grup i ajutd pe elevi sa 1si dezvolte abilitdtile
de lucru 1n echipd, de discutii si de prezentare.

1.2 Invatarea bazata pe investigatie in matematica

Invitarea bazati pe investigatie (IBL) este o abordare educationali care pune accentul
pe investigarea, explorarea unor contexte sau probleme relevante in care descoperirea
continuturilor noi se realizeazi de ciitre elevi. In contextul matematicii, IBL incurajeazi
elevii sa se implice in formularea de probleme, sd puna intrebdri si sd investigheze
concepte, mai degrabd decat sd primeascd doar informatii sau instructiuni de la profesor.
Procesul de investigare implicd formularea de ipoteze, testarea ideilor si formularea de
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concluzii, toate bazate pe argumente, rationamente, idei, calcule etc., ceea ce favorizeaza
o intelegere mai profundi a conceptelor matematice. In abordirile IBL, elevii exploreazi
de obicei probleme deschise sau situatii din lumea reald in care raspunsul nu este imediat
evident. Acest lucru stirneste curiozitatea si incurajeaza elevii sa 1si asume invatarea.
Profesorii actioneazd mai mult ca facilitatori sau ghizi, ajutandu-i pe elevi sd se orienteze
in investigatiile lor matematice. La un nivel mai avansat, investigatiile pot fi efectuate si
in contexte mai formale.

Principalele caracteristici ale abordarii IBL in matematica:

1) Invitarea centrati pe elev: elevii joacd un rol activ in procesul lor de invitare,
punand intrebdri, formuland ipoteze si explorand solutii/abordari alternative.

2) Explorarea problemelor: accentul se pune pe explorarea problemelor mai degraba
decat pe memorarea procedurilor, cu accent pe intelegerea principiilor de baza.

3) Colaborare si discutii: elevii lucreazd adesea in grupuri, schimband idei, aparandu-
si rationamentul prin argumente logice si tnvatand unii de la altii.

4) Contexte din lumea reala: IBL in matematicd implica frecvent probleme din
lumea reald, ajutind elevii sd vada relevanta si punerea 1n aplicare a conceptelor
matematice.

5) Gandire critica si reflectie: elevii sunt Incurajati sd gandeascd critic, sd reflecteze
asupra propriului rationament si sa isi rafineze intelegerea.

Beneficiile abordarii IBL in predarea matematicii:

1) Aprofundarea intelegerii conceptuale: prin implicarea activa in procesul de in-
vestigare, elevii pot dobandi o Intelegere mai puternicd si mai intuitivad a conceptelor,
notiunilor, proprietatilor, principiilor matematice.

2) Imbunatatirea abilitatilor de rezolvare a problemelor: aborddrile bazate pe
investigatie 1i ajutd pe elevi sd-si dezvolte gandirea critica si strategiile de rezolvare
a problemelor.

3) Motivatie si implicare: natura deschisd a problemelor, impreund cu accentul pus
pe investigatie pe explorare si descoperire, creste adesea motivatia si implicarea
elevilor.

4) Dezvoltarea unei autonomii profesionale la elevi: IBL dezvolta abilitati precum
invdtarea autodirijatd, creativitatea si perseverenta, abilititi utile si in afara scolii.

Concluzie: Invitarea bazati pe investigatie (IBL) in matematici este o abordare eficienti
pentru promovarea unei intelegeri mai profunde si a gandirii critice. Prin Tncurajarea
elevilor sd investigheze, sd pund intrebari si sd exploreze concepte matematice, IBL.
contribuie la dezvoltarea abilitdtilor de rezolvare a problemelor si a unei curiozitati
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matematice mai puternice. Accentul pus pe implicarea elevilor, pe colaborare si pe
conexiunile cu lumea reald face din IBL o metoda puternica de pregitire a elevilor pentru
a aborda probleme matematice complexe si pentru a-si pune in aplicare cunostintele in
moduri semnificative.

1.3 invﬁ;area bazata pe prelegere si rezolvarea problemelor

Abordarea aceasta In matematica se referd la metoda de predare si invdtare In care elevii
sunt introdusi in tehnicile de rezolvare a problemelor la Tnceputul unitdtii de Tnvdtare sau
lectiei, inainte de a acoperi complet continutul formal al prelegerii. Aceasta abordare
poate pune accentul pe invdtarea activa si angajeaza elevii prin probleme sau scenarii
matematice la inceputul activitatii. Iatd o defalcare a modului in care functioneaza de
obicei aceastd metoda:

Principalele caracteristici ale invatarii bazate pe prelegere si rezolvarea problemelor:
1) Prezentarea unor probleme la inceput:

+ In loc si se prezinte explicatii sau definitii teoretice formale, elevilor li se
prezintd la inceput o problema dificild, un context general complex, notiunile
teoretice fiind prezentate din perspectiva acestui context.

* Ideea este de a permite elevilor sd se implice in problemd, sd gandeasca critic
si sd Tncerce sd giseascd o solutie.
2) Invatare activa:
* Elevii se implicd activ in studiul problemei, incercand sa o rezolve, lucrand
in grupuri sau discutind posibile strategii.
* Acest lucru incurajeazd explorarea si dezvoltd gindirea critica si abilitdtile de
rezolvare de probleme.

3) Instruire ghidata:

* Dupa ce elevii au petrecut catva timp incercand sa rezolve problema, instruc-
torul oferd indrumare, fie abordand conceptiile gresite, fie prezentand strategii
de rezolvare a problemei sau explicand conceptele de baza.

* Datoritd acestei indrumari, elevii nu raman confuzi si continutul prelegerii
decurge 1n mod natural din procesul de rezolvare a problemelor.
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4) Conectarea teoriei la practica:

* Pe méasurd ce sesiunea de rezolvare a problemei progreseaza, instructorul
introduce teoria matematicd, teoremele sau formulele relevante care sunt
necesare pentru a rezolva problema sau pentru a Intelege mai bine procesul
de rezolvare.

* Prin introducerea teoriei in acest mod, elevii pot vedea aplicarea directd a
acesteia la problema pe care au intalnit-o deja, astfel continutul devine mai
semnificativ.

5) Invitarea colaborativi:

* Adesea, elevii lucreazd impreund in grupuri mici pentru a rezolva problemele,
incurajand colaborarea si schimbul de strategii. Acest aspect social poate
contribui la aprofundarea Intelegerii si la promovarea diferitelor perspective
cu privire la modul de rezolvare a problemei.

6) Reflectie si discutii:

* Dupd rezolvarea problemei, existd de obicei o perioada de reflectie in care
clasa discutd diferite abordari ale problemei si invdtdminte/concluzii care
pot fi formulate. Instructorul poate, de asemenea, sd pund intrebdri pentru a
consolida si a aprofunda Intelegerea.

Beneficiile acestei abordari (comparativ cu o abordare clasica):

1) Angajament sporit: a incepe cu o problema poate fi mai atractiv pentru elevi decat
a asculta mai intdi o prelegere. In acest fel oferd o aplicare imediatd a conceptelor
care urmeazd sd fie invitate.

2) Aprofundeazi intelegerea: prin abordarea problemelor inainte de teorie, elevii
retin adesea mai bine conceptele, deoarece observd cum este utilizatd teoria in
practica.

3) Incurajeazi gandirea criticii: elevii sunt fortati si gindeasci critic si si rezolve
probleme, mai degraba decit sa primeasca informatii in mod pasiv.

4) Centrata pe cursant: aceastd abordare face din elevi personajele centrale ale
procesului de invdtare, promovand o mai mare asumare a invatarii.

Aceastd metoda transferd partial rolul profesorului de la cel de unic furnizor de
continut la cel de facilitator care 1i ghideaza pe elevi 1n cdldtoria lor de Tnvitare. De
asemenea, oferd elevilor oportunititi de a se implica activ in problemele studiate, ceea ce
1i poate ajuta sd inteleagd conceptele la un nivel mai profund.

Aceastd metoda face parte dintr-o tendintd mai larga in educatie, cea a strategiilor de
invatare mai interactive, centrate pe elev, care urmdresc sa promoveze abilitdti de gandire
de ordin superior si continuarea studiilor pe termen lung.
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1.4 Diferente intre invatarea bazata pe probleme (PBL), invatarea
bazata pe investigatie (IBL) si Invatarea bazata pe prelegere si
rezolvare de probleme in predarea matematicii

In cele ce urmeazi prezentim o comparatie a celor trei abordiri mentionate anterior,
plecand de la caracteristicile, punctele tari si punctele slabe. Mentionam ca dintre cele
trei metode invatarea bazatd pe prelegere si rezolvarea problemelor este cea mai apropiata
de metodele traditionale si tocmai din acest motiv riscul major este de a le confunda.
Daca profesorul nu insistd asupra aspectelor care tin de modul de organizare (prezentarea
problemei sau a contextului, implicarea activa a elevilor, discutiile si abordérile colabo-
rative), atunci cel mai probabil din perspectiva elevilor activitatile nu vor diferi de cele
frontale organizate in mod traditional pentru cd majoritatea conceptelor si a notiunilor
vor fi prezentate de profesor fard ca elevii sd inteleaga in prealabil necesitatea introducerii
acestora, fird a crea o stare de disonantd cognitivd necesard implicdrii active. Putem
spune cd distinctia dintre metodele traditionale si cea bazata pe prelegere si rezolvare
de probleme este mai mult o chestiune de organizare si echilibru pentru cd pasii sunt
aproape aceleasi, diferd doar ordinea, ponderea si rolul acestora in procesul de invétare.
Diferenta esentiald dintre invitarea bazata pe probleme si invdtarea bazata pe prelegere
si rezolvarea problemelor este ordinea si rolul problemelor abordate si procesele care
conduc la obtinerea rezultatelor. In cadrul activititilor PBL intelegerea si rezolvarea
problemelor are si scopul de a explora unele proprietiti, fenomene matematice pe care
ulterior elevii le vor descrie si Tn mod formal (folosind diferite surse de informare, sau
cu ajutorul profesorului). Fixarea cunostintelor, dezvoltarea unor competente legate de
aplicarea algoritmilor, a metodelor universale (cum ar fi rezolvarea ecuatiei de gradul doi,
sau a sistemelor liniare, etc.) prin exercitii (deci o parte foarte consistentd in abordarea
traditionald) va urma numai dupa ce notiunile, proprietitile, teoremele au fost intuite si
formulate corect si formal. E important de mentionat ca nu se poate trece peste acest pas
nici in aceastd abordare pentru ca dezvoltarea abilitétilor presupune exersare repetata,
feedback, corectie, adaptare, automatizare si aplicatii diverse. Acesti pasi trebuie cuprinse
in procesul de invdtare, altfel abilitdtile nu se vor dezvolta corespunzdtor si lipsa lor va
crea bariere de netrecut in dezvoltarea viitoare a elevilor. Metoda bazatd pe investigatii
este foarte similard cu Tnvatarea bazata pe probleme din punct de vedere al organizarii
activitdtilor de invdtare doar cd elementele centrale nu sunt problemele ci investigatiile,
rationamentele (care bineinteles pot duce la rezolvarea unor probleme). Acest aspect este
crucial pentru ca scoate in evidentd diferenta de perspectiva dintre stiintele aplicative si
matematica si este strans legatd de cei doi piloni fundamentali care au dus la dezvoltarea
matematicii: necesitatea de a rezolva diverse probleme apdrute Tn contexte variate si
necesitatea de abstractizare, de dezvoltare interioard a matematicii. Activitdtile IBL pot
porni pur si simplu de la analiza unui rationament cu intentia de a generaliza, a formaliza
proprietdti matematice dar fara a formula in prealabil probleme bine conturate (ca in
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cazul PBL). Bineinteles cd pot porni si din probleme formulate in mod traditional doar ca
rezolvarea problemelor formulate nu este singurul scop 1n sine al activitatii, este important
si investigarea abordarilor alternative, al posibilelor generalizari, al limitdrilor metodelor
aplicate etc. Analizind aspecte tehnice putem formula urmatoarele caracteristici, puncte
slabe si puncte tari pentru cele trei abordari.

1. invﬁtarea bazata pe prelegere si rezolvare de probleme
Caracteristici:

1) Centrata mai mult pe profesor: in sensul cd profesorul furnizeazd o mare parte
a continuturilor, adesea Incepand cu o prelegere sau o explicatie a unor concepte
cheie, urmatd de introducerea problemelor si completarea rationamentelor, fixarea
ideilor, detalierea pasilor la sfarsit.

2) Rezolvarea problemelor dupa teorie: de obicei, majoritatea problemelor sunt
introduse dupa o prelegere in care se explicd bazele teoretice, teoremele si formulele.

3) Aplicatie ghidata: elevii aplicd teoria Invdtatd in timpul prelegerii prin rezolvarea
de probleme care consolideaza conceptele.

4) Invatare structurata: abordarea este in general structuratd, cu o secventa clard de
continuturi si tipuri de probleme care se pot baza unele pe altele.

Puncte tari:

1) Explicatii clare: profesorii pot explica direct conceptele cheie, oferind claritate si
reducand confuzia.

2) Eficienta: aceastd metodd permite profesorilor sd parcurgd continuturile Intr-un
timp relativ scurt.

3) Bazele solide: abordarea asigura faptul ci elevii pot intelege teoria inainte de a o
aplica, ceea ce poate contribui la construirea unei baze solide.

4) Gestionarea timpului: profesorii pot gestiona mai usor timpul pe parcursul
activitatilor, asigurandu-se cd 1n intervalul de timp dat continuturile cheie sunt
acoperite.

Puncte slabe:

1) Invatarea pasiva: elevii pot fi in mare parte receptori pasivi de informatii, ceea
ce poate limita implicarea si retinerea.

2) Gandire critica limitata: deoarece se pune un accent mai mare pe rezolvarea
problemelor folosind notiunile, teoremele, metodele prezentate decat pe dezvoltarea
in sine a conceptelor, este posibil ca elevii sd nu aibd ocazia de a se angaja intr-o
gandire de ordin superior sau de a explora aborddri alternative.
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3) Colaborare limitata: este posibil si se pund mai putin accent pe Invitarea colabo-
rativd sau in grup, deoarece in prima parte elevii nu trebuie sd colaboreze si in a
doua parte unele probleme pot fi rezolvate si individual.

2. invﬁgarea bazata pe probleme (PBL)
Caracteristici:

1) Centrata pe elev: elevilor li se prezintd o problemd complexd (sau o situatie
problemd), din lumea reald, la inceputul procesului de invdtare, iar rolul profesorului
este de a facilita, a ghida si spriji elevii.

2) invégare activa: elevii lucreaza in grupuri pentru a rezolva problema, folosind
cunostintele lor anterioare, investigarea posibilitdtilor de abordare si explorarea
conceptelor matematice.

3) Interdisciplinaritate: PBL implicd adesea probleme care conecteazd matematica
cu alte discipline sau contexte din lumea reald, solicitind elevilor sd integreze
perspective multiple.

4) Accent pe colaborare: elevii lucreaza de obicei in grupuri, promovand munca 1n
echipd si comunicarea.

Puncte tari:

1) Implicare: elevii sunt foarte implicati deoarece lucreaza la probleme relevante,
semnificative, unele din viata cotidiand sau profesionala.

2) Gandire critica si abilitati de rezolvare a problemelor: PBL incurajeazi elevii
sd gandeascad critic, sd exploreze diverse solutii si sd 1si justifice rationamentul.

3) Colaborare: aspectul de lucru in grup favorizeaza colaborarea, Invitarea reciproca
si dezvoltarea de competente transversale precum lucrul 1n echipd si comunicarea.

4) Invatare profunda: PBL promoveazd o Intelegere mai profundi, deoarece elevii
construiesc cunostinte Tn mod activ, prin explorare si investigare.

Puncte slabe:

1) Consuma mult timp: PBL poate fi consumatoare de timp, deoarece elevii au
nevoie de mult timp pentru a se implica in problema, pentru a cerceta si pentru a-si
prezenta concluziile.

2) Posibilitatea neglijarii conceptelor de baza: in unele cazuri, elevii se pot concen-
tra mai mult pe gdsirea unei solutii la problema, fard a intelege pe deplin conceptele
matematice de bazad.

3) Rolul profesorului: profesorii trebuie si fie foarte priceputi in facilitarea si Indru-
marea procesului, ceea ce poate fi o provocare dacd nu au o formare adecvata.
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3. invégarea bazata pe investigatie (IBL)
Caracteristici:
1) Explorare si descoperire: IBL pune accentul pe explorare si pe investigatie,
unde elevii pun intrebéri, formuleaza ipoteze explicative si exploreaza concepte
matematice prin investigatie.

2) Profesorul ca facilitator: profesorul actioneazd ca un ghid sau antrenor, ajutand
elevii sa navigheze in procesul lor de investigare, fara a oferi raspunsuri in mod
direct.

3) Centrata pe elev: elevii iau initiativa in invdtarea lor, cu mai putine indicatii decat
in PBL sau in abordarea bazata pe prelegere.

4) Probleme deschise: sarcinile de investigare sunt adesea deschise, permitind elevi-
lor sa exploreze diferite idei, modele si conexiuni matematice.

Puncte tari:

1) Intelegere conceptuali profundi: descoperind ei insisi ideile matematice, elevii
dezvolta o intelegere profunda a continuturilor.

2) Incurajeazi curiozitatea: IBL stimuleazi curiozitatea elevilor si promoveazi
gandirea independentd, deoarece acestia sunt Incurajati sd pund Intrebari si sa
exploreze propriile raspunsuri.

3) Flexibila si adaptabila: IBL poate fi adaptat pentru a se potrivi diferitelor stiluri de
invatare si niveluri de complexitate, oferind o experientd de invdtare personalizata.

4) Metacognitie: incurajeaza elevii sd reflecteze asupra propriilor procese de gandire
si Tnvdtare.

Puncte slabe:

1) Consumatoare de timp: Ca si PBL, IBL necesitd mult timp pentru explorare si
descoperire, ceea ce nu este Tntotdeauna posibil Tn cadrul curriculumului existent.

2) Poate fi frustrantia: Unii elevi se pot confrunta cu natura deschisa a sarcinilor,
ceea ce poate duce la frustrare sau lipsd de orientare 1n lipsa unui sprijin adecvat.

3) Necesita o facilitare calificata: Profesorii trebuie sd fie foarte priceputi in a ghida
cercetarea elevilor fard a-i conduce direct la solutie, ceea ce poate fi dificil in
practica.

Pentru o comparatie mai coerentd, am organizat aceste caracteristici si sub forma
tabelard. Din acest tabel putem observa cd, in practica, trecerea de la metode traditionale
la metode investigative este un proces gradual in care profesorii au sansa de a face tranzitia
de la un stil de predare traditional la un stil mai deschis, folosind mai intdi abordarea
bazatd pe prelegere si rezolvarea problemelor dupa care abordarea bazatd pe probleme
si in final investigatii dirijate sau chiar investigatii deschise. Bineinteles, activitatea
propriuzisd va ardta complet diferit in functie de metoda de abordare, chiar dacd incercim
sd ajungem la aceleasi continuturi.
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METODE INVESTIGATIVE

Caracteristica

Invitarea bazati
pe prelegere si re-
zolvarea proble-
melor

Inviitarea bazati
pe probleme
(PBL)

Inviitarea bazati pe
investigatie (IBL)

Rolul profesoru-
lui

Ofera explicatii,
ghideaza rezolva-
rea problemelor.

Facilitator care spri-
jind explorarea con-
dusd de elev.

Facilitator care spri-
jind explorarea des-
chisd si chestionarea.

timpul si resur-
sele

axatd pe furniza-
rea de continut.

de timp, necesitd
cercetare aprofun-
datd si rezolvarea

Implicarea elevi- | Pasivd pand la mo- | Activd, elevii lu-| Foarte activd; ele-
lor deratd; elevii re- | creaza la probleme | vii exploreaza si
zolva problemele | complexe, din | formuleazd singuri
dupd teorie. lumea reald. probleme, ipoteze,

solutii.

Concentrare Concentrare  pe | Concentrare pe | Accent pe explo-
insusirea teoriei si | rezolvarea proble- | rare, descoperire si
aplicarea acesteia | melor din lumea | Invdtare autodirijata.
la rezolvarea | reald, integrarea
problemelor. cunostintelor.

Colaborare Colaborare Accent puternic pe | Variaza, ar putea fi in-
limitatd ~ (lucru | colaborarea in grup. | dividuald sau de grup,
individual sau in dar de naturd foarte
grupuri mici). colaborativa.

Dezvoltarea gan- | Moderata - elevii | Elevata - elevii ana- | Foarte ridicata -

dirii critice aplicd metode cu- | lizeaza si justifica | elevii ~ formuleazd
noscute. solutiile. probleme, ipoteze si

exploreazd diverse
solutii.

Cerinte privind | Relativ eficientd; | Consumatoare Consumatoare  de

timp, elevii se anga-
jeaza intr-o explorare
profunda fara raspun-

structurii.

problemelor. suri clare.
Controlul profe- | Control ri- | Control  moderat, | Control scdzut, pro-
sorului dicat asupra | profesorul ghideazad | fesorul  faciliteaza
continutului ~ si | procesul. investigatia.

Rezultat

Intelegerea clard a
conceptelor si me-
todelor.

Rezolvarea proble-
melor din lumea re-
ald si conexiuni in-
terdisciplinare, ati-
tudini pozitive.

Intelegerea conceptu-
ald profunda prin des-
coperire, atitudini po-
zitive.
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1.4.1 Un exemplu scurt

Consideram urmdtoarea problema formulatd in mod traditional in clasa a 6-a sau a 7-a:

Un cub 9 X 9 X 9 este alcatuit din 729 cuburi cu latura de 1 cm. Dacd vopsim fetele
cubului mare, atunci cite cuburi unitate vor avea cel putin o fatd vopsita? Cate din acestea
vor avea exact o fatd si cite vor avea exact doua fete vopsite?

Problema data elevilor de clasa a 6-a sau a 7-a ne da ocazia de a introduce notiunea
de muchie si fatd a unui corp geometric pentru a pregati folosirea acestor notiuni In clasa
a 8-a.

Pentru a exemplifica cum putem transforma continuturile traditionale in functie
de abordarea didacticd si obiectivele propuse la nivelul operatiilor de gindire, al
rationamentului, vom prezenta céte o posibilitate de abordare in conformitate cu cele trei
modele.

Varianta abordarii prin rezolvare bazata pe prelegere

La aceastd abordare prezentdm notiunile de varf, muchie, fatd in cazul mai multor
corpuri (piramida, cub, prismd) si vom da elevilor problema in forma traditionala.

Varianta PBL

In aceastd varianti problema centrali ar fi urmitoarea:

Construim un cub mare din 729 de zaruri. Cat poate fi suma numerelor vizibile pe
fetele cubului?

La aceastd problema elevii ar lucra in perechi sau in echipe de 2-3 si am investiga
odatd proprietitile unui zar (suma punctelor de pe fetele opuse este 7), dupd care elevii ar
trebui sd elaboreze un plan. Vom trece la rezolvarea propriuzisd numai dupd ce echipele
au prezentat planul lor (fard calculul efectiv) si dupa ce fiecare echipa are un plan (care
poate fi cel initial propus de echipa sau unul modificat folosind ideile celorlalti). La sfarsit
vom discuta rezultatele si vom incerca sd obtinem o forma compacti a rationamentului.

Varianta IBL

Consideram bucitile de Happy Cube din figura aldturata. Din fiecare bucatd avem la
dispozitie 24 de buciti. Se poate construi un cub care sa aiba pe fiecare fata patru dintre
aceste buciti? Din bucitile date ar trebui sd construim o cutie de forma unui paralelipiped
dreptunghic. Ce dimensiuni poate avea un astfel de paralelipiped?

L L]
| .

L
]
. L L

Detalii legate de ultima abordare pot fi consultate in lucrarea [2].
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Exemplul acesta ilustreazd o problemd fundamentald, si anume faptul ca abordarea
didacticd influenteazd contextul in care elevul se va confrunta cu continutul matematic
ales de profesor. Bineinteles, prima variantd ne va lua mult mai putin timp, dar pe
partea de rezultate ale Tnvatdrii va fi mult mai siraca. A doua variantd este mai bogatd
in continuturi, elevii vor avea de investigat, pe langa numadrul zarurilor cu 0,1,2,3 fete
spre exterior, si configuratiile de puncte care pot apdrea si vor avea nevoie si de un
argument pentru a realiza cd, practic, intre numérul minim si cel maxim, putem obtine
orice numir de puncte. In varianta a treia, nici nu este scoasi in evidentd proprietatea
formald care poate fi de folos; obiectivul pare sa fie altul. Elevii pot realiza numararea
cuburilor mici printr-un proces de modelare. Un avantaj imens al ultimei abordéri este
acela cd, dupd rezolvarea acestei probleme, elevii nu vor mai pune intrebarea ,,Unde
aplicdm toate astea?”. Pentru a intelege si mai bine mecanismele din spatele abordarilor
investigative, vom trece 1n revistd cateva teorii didactice mai generale care au un impact
asupra proiectirii si realizirii activititilor investigative la orele de matematici. Inainte de
aceasta Insd vom trece in revista cateva studii legate de aplicatiile metodelor investigative.

1.5 Studii din literatura didactica legate de diferite aspecte ale meto-
delor investigative

1. In lucrarea [108]] autorii prezinti rezultatele unei cercetiri care implici 4531 elevi de
clasa a VII-a care in 2021 invdtau in 166 scoli din China. Cele trei ipoteze de cercetare
au fost:

1. Competentele de modelare matematicd au un impact pozitiv asupra creativitatii
elevilor.

2. Curiozitatea este componenta catalizatoare a efectului competentelor de modelare
matematicd asupra creativitatii.

3. Folosirea metodelor investigative determind efectul competentelor de modelare
asupra creativitdtii, in sensul ca impactul va fi cu atat mai mare cu cét elevii au parte de o

Testele efectuate si analizele statistice ale rezultatelor au confirmat toate cele trei
ipoteze.

2. Studiul [39] s-a concentrat pe schimbarile in atitudinea elevilor pe parcursul unei
interventii bazate pe aplicarea metodelor investigative la orele de matematica la 304 elevi
din Spania. Este important de mentionat faptul cd elevii care au participat invata dupa
metode traditionale la scoald. Concluziile principale sunt urmatoarele:

— existd o evolutie pozitiva in perceptia utilitdtii a matematicii

— existd o evolutie pozitivd in perceptia eficacitdtii din perspectiva abilitdtilor mate-
matice, a interesului pentru matematica si a performantei matematice percepute.

3. Articolul [52] prezintd o serie de interventii In predarea conceptelor de cel mai
mare divizor comun si cel mai mic multiplu comun la doua clase din Taiwan si analizeaza
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pe langd cunostintele matematice si schimbdrile in atitudinea elevilor. Rezultatele elevilor
clasei experimentale au fost semnificativ mai mari In ceea ce priveste motivatia, pldcerea
cu care au lucrat, Increderea in sine si aprecierea continuturilor.

4. Articolul [77] prezintd rezultatele unui studiu la care au participat 248 elevi
norvegieni cu varste cuprinse intre 11 si 16 ani. Una dintre concluziile formulate este
urmatoarea: desi corelatiile nu sunt puternice, ele totusi indica faptul ca elevii care la
orele de matematica aplicd metode investigative intr-o mdsurd mai mare vdd matematica
ca o disciplind creativa care va fi utild pentru ei in viitor. Ei considerd matematica o
disciplind interesantd si placutd, fiind convinsi ca abilitdtile matematice sunt mai degraba
rezultatul efortului, decit ceva inndscut.

S. Articolul de sinteza [[75] prezinta rezultatele a 17 studii privind rezultatele aplicarii
metodelor PBL, si concluzia finald este ca invitarea bazatd pe probleme are un efect pozitiv
asupra competentelor matematice ale elevilor. Ea oferd o intelegere conceptuald mai
bund, contribuie la dezvoltarea abilitdtilor de rezolvitor si la competentele de comunicare
profesionald.

2 Teorii didactice si implicatiile lor privind metodele in-
vestigative

2.1 Teoria antropologica a didacticii — ATD

Teoria antropologicad a didacticii (ATD), dezvoltatd de didacticianul francez Yves Che-
vallard si colaboratorii sdi in anii 1980, este un cadru cuprinzdtor care isi propune sd
inteleaga si sd imbunatiteascd procesul de predare si invdtare prin prisma antropologiei.
Acesta propune o teorie care priveste educatia ca pe un fenomen cultural si social, nu
doar ca pe o simpld transmitere a cunostintelor. Un concept central al acestei teorii este
»transpunerea didactica” care se referd la procesul prin care cunostintele sunt transformate
din forma lor ,,academica” (modul 1n care exista in cercetare, teorie sau domenii avansate)
in forma in care pot fi predate 1n scoli si sunt accesibile elevilor. Acest proces presu-
pune adaptarea continutului astfel incat sa poatd fi comunicat eficient la diferite niveluri
educationale, pastrandu-si totusi integritatea si esenta. Chevallard si cercetdtorii care au
studiat aceastd problematica au ardtat cd deficientele interne in transpunerea didacticd se
datoreazd unor constrangeri mai generale. Pentru a explica aceste constrangeri au propus
studierea acestora pe 9 niveluri diferite:

* Nivelul civilizatiei — determind o serie de contexte cu care elevii sunt familiarizati.
De exemplu, la predarea probabilitdtilor putem explica o serie de modele folosind
zarurile. In cultura arabi acest lucru nu este posibil intrucat zarurile sunt asociate
cu jocurile de noroc care sunt interzise prin religie.
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* Nivelul societdtii se referd la organizarea existentd In tard, dar cuprinde si traditia
invatdmantului, paradigmele care au condus la forma actuald de organizare, viziunea
societitii asupra rolului si rezultatului procesului educational. In unele tiri, scolile
si implicit profesorii au o autonomie profesionald puternicd, asta Tnsemnand chiar
o pedagogie proprie, un curriculum propriu etc.

* Nivelul scolii, care vizeaza efectiv institutia de invatdmant in care se realizeaza
procesul educational. Este clar cd in liceele teoretice existd o altd viziune asupra
desfasurdrii si rezultatelor procesului educational decét Intr-un liceu tehnologic sau
militar sau pedagogic. Dar pot exista diferente enorme chiar si Intre doua institutii
de acelasi tip datoritd unor specificitdti locale sau unor traditii.

* Nivelul pedagogiei inglobeazd principiile pedagogice pe baza cdrora se realizeaza
procesul educational.

* Nivelul disciplinei, de exemplu matematica, cuprinde, pe de o parte criteriile
profesionale proprii ale domeniului de stiintd de care apartine disciplina, dar si
continuturile stiintifice, curriculumul scolar.

* Nivelul domeniului se referd la o ramurd mai mare al disciplinei, de exemplu analiza
matematica sau algebra.

* Nivelul capitolului este o parte bine conturatd al domeniului, de exemplu integrarea
functiilor sau calculul algebric.

* Nivelul temei este o temd in cadrul capitolului, de exemplu schimbarea de variabila
in integrala sau formulele prescurtate de calcul.

* Nivelul unitdtii de nvatare, de exemplu integrarea functiilor rationale sau patratul
binomului.

In unele cazuri, nivelurile acestea au fost formulate mai compact: nivelul socio-
cultural (factorii culturali, istorici si de facturd sociald care influenteaza educatia), nivelul
institutiei (regulile, normele si structurile institutiei de invatamant), nivelul practicilor de
predare (metodele, tehnicile si activitatile utilizate de profesori in sala de clasa pentru a
facilita invdtarea), nivelul contractului didactic (acordurile nescrise intre profesori si elevi
cu privire la roluri, responsabilitdti si asteptdri), nivelul sistemului didactic (relatiile dintre
cunostinte, profesor, elevi si resursele din clasd), nivelul de cunostinte (continuturile si
modul in care acestea sunt transformate pentru predare).

Nivelurile superioare determina transpunerea didacticd la nivelurile inferioare, astfel,
cand preludm un material didactic, nu putem face abstractie de toate nivelurile superioare
pentru cd o diferentd la un nivel superior care pare irelevantd din perspectiva predarii
matematicii poate schimba complet succesul/rezultatele procesului de invatare. Acest
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aspect nu este foarte vizibil la orele traditionale unde aborddm probleme formale, dar
diferentele totusi existd. Unui profesor de matematicd dintr-o tard unde folosirea calcula-
toarelor stiintifice are o traditie lungd (Anglia sau Austria) pot parea irelevante capitole
intregi din programa noastra de clasa a XI-a, pentru ca studiul functiilor Tnseamna ceva
diferit 1n sistemul lor (mai putin formal, mai mult conceptual si bazat pe tehnologie).
Activitdtile investigative sunt mult mai sensibile la toate aceste aspecte. Un exemplu
poate fi un material didactic elaborat in Spania pentru proiectul Mascil ([33])) si aplicat
Bulgaria. Problema initiald de a proiecta o parcare subterand cu un numar dat de locuri
de parcare, luand 1n considerare rampa de intrare/iesire si amplasarea unor stalpi de
sustinere existente, a fost transformata de elevi in investigarea pantei maximale pe care
pot cobori/iesi masinile si s-a ajuns la o problemd mult mai complexa, care practic nu
avea nimic in comun cu problema initiald. Practic, transmiterea materialelor didactice
netraditionale, care are loc la nivelul unititii de invdtare sau cel mult al capitolului, este
determinatd puternic de nivelurile superioare, este influentata de cunostintele anterioare
ale celor care le vor folosi, de perspectiva lor pedagogicd, de ceea ce cred ei despre
predarea matematicii etc. Din acest motiv, pentru o Intelegere suficient de profunda
a motivatiilor care conduc la alegerea unor aborddri privind organizarea activitdtilor
investigative la orele de matematica, este nevoie de o perspectiva didacticd mai ampla
privind predarea si invatarea matematicii.

2.2 Teoria situatiilor didactice In matematica

Teoria situatiilor didactice (TDS) este un cadru pentru intelegerea modului in care ma-
tematica este predata si invdtatd. Ea a fost conceputd de matematicianul si educatorul
francez Gérard Vergnaud in anii 1980 si ulterior dezvoltata de Guy Brousseau ([[16]]).
Aceastd teorie se concentreazd pe interactiunea dintre profesori, elevi si sarcinile ma-
tematice, cu scopul de a explica modul in care Invitarea si Intelegerea au loc intr-un
context pedagogic specific. Lucrarea lui Brousseau se bazeaza pe ideile initiale ale lui
Vergnaud si exploreazd modul in care sarcinile matematice pot fi concepute pentru a
stimula Tnvdtarea in cadrul unei clase.

Versiunea lui Brousseau a TDS se concentreaza pe rolul ,,contractelor didactice”,
al ,,situatiilor pragmatice” si al ,,obstacolelor epistemologice” in procesul de predare
si Invdtare. Contributia lui Brousseau evidentiazd dimensiunile sociale si cognitive ale
invatdrii si subliniaza faptul cd invitarea matematicii nu constd doar in dobandirea de
cunostinte, ci si in implicarea in activitati semnificative de rezolvare a problemelor care
construiesc intelegerea. In paragrafele care urmeazi vom detalia acesti termeni pentru a
fixa cateva aspecte importante.
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2.2.1 Contractul didactic

,,Contractul didactic” este un acord social nescris si neformulat explicit intre profesor si elev

sau, mai general, Intre toti cei implicati in procesul educational. Contractul modeleaza
interactiunea in clasd si influenteazd modul in care sarcinile sunt prezentate, Intelese si
abordate de citre elev. Acesta specifica regulile si asteptdrile pentru ambele parti. De
exemplu, profesorul se poate astepta ca elevii sa abordeze problemele in mod analitic, in
timp ce elevii se pot astepta ca profesorul sa ofere explicatii dacd ei Intampind dificultati.
Contractul didactic poate evolua In timp si poate fi renegociat in functie de nevoile elevilor
sau schimbarea de paradigma la nivel educational. Aceasta renegociere insd de reguld se
realizeazd in mod informal prin interactiuni multiple intre participantii actului educational.
Este foarte important faptul ca nu este posibild o modificare unilaterald a contractului.
De exemplu, dacd un profesor vrea s schimbe metoda de lucru la o clasa si sa treaca
de la o predare traditionald frontald la una investigativa, atunci nu o poate face doar la
nivelul de formulare a sarcinilor, pentru cd acesta ar Tnsemna o schimbare unilaterala.
Tehnica propusa de Brousseau pentru aceste tipuri de schimbdri se bazeazd pe schimbarea
contextului, pe introducerea unor elemente aditionale in mediul de desfasurare (termenul
initial folosit de Brousseau fiind ,,milieu”). Fard a schimba mediul/anturajul/contextul nu
ne putem astepta la schimbari in modul de abordare, In modul de implicare al elevilor etc.
si astfel activitdtile investigative pot sd esueze sau sd nu aibd efectul scontat la nivelul
intelegerii. Pe de alta parte, este important sd constientizdm rolul acestor schimbari. De
exemplu, la activitatile investigative, care se bazeaza pe utilizarea unor seturi special
concepute sau al unor jocuri, elevii (si chiar parintii) ar putea avea senzatia cd nu se
face matematica sau cd nu se face o treaba serioasd. Datoritd acestui aspect, este foarte
important si contrabalansdm, sd prevenim aceste reactii posibile prin evidentierea unor
rezultate importante, prin constientizarea modului de lucru etc.

2.2.2 Situatiile pragmatice

Situatiile pragmatice sunt contexte 1n care elevii se confruntd cu probleme care le impun
sd aplice si sd organizeze cunostintele matematice Tn moduri care sunt semnificative
pentru ei. Aceste situatii implica contexte din viata reald, cum ar fi sarcini de rezolvare a
problemelor si incurajeazd elevii sa se ocupe de probleme care sunt atat provocatoare din
punct de vedere intelectual, cat si fundamentate practic.

2.2.3 Obstacolele epistemologice

Obstacole epistemologice sunt dificultdtile cognitive pe care le intdmpina elevii cand
invatd matematica si care apar din cauza naturii conceptelor matematice, a modului Tn
care sunt structurate in curriculum sau a modurilor specifice in care elevii inteleg gresit
sau nu reusesc sa relationeze conceptele. Teoria 1si propune sd inteleagd aceste obstacole
si sd propund modalititi de proiectare a sarcinilor care sa-i ajute pe elevi sa le depaseasca.
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Brousseau considera cd o parte a rolului profesorului este sd identifice aceste obstacole
si sd ofere sarcini adecvate care vor duce la eliminarea lor. Interactiunea dintre elev si
sarcina matematicd Intr-o situatie didactica bine conceputd este cruciala pentru procesul
de invdtare.

2.2.4 Situatii didactice si adidactice

Conceptia constructivistd de predare cere profesorului sd provoace adaptarea asteptatd in
randul elevilor sdi printr-o alegere judicioasd a ,,problemelor” pe care le pune in fata lor.
Aceste probleme trebuie sd-i faca pe elevi sa actioneze, sa vorbeascd, sd gindeasca si sd
evolueze prin propria lor motivatie. Intre momentul in care elevul acceptd problema ca si
cum ar fi a sa proprie si momentul in care produce raspunsul la problemad, profesorul se
abtine sd intervind si sa sugereze cunostintele pe care doreste ca elevii sd le descopere.
Pe de altd parte, elevul stie foarte bine cd problema a fost aleasd pentru a-l ajuta sa
dobandeasca o noud cunoastere, dar trebuie sd stie, de asemenea, cd aceastd cunoastere
este in Intregime justificatd de logica internd a situatiei si ca el o poate construi. Nu
numai ca o poate face, dar si trebuie sd o facd, pentru cd va dobandi cu adevirat aceste
cunostinte doar atunci cand va fi capabil sd le foloseascd 1n situatii pe care le va Intalni in
afara oricarui context de predare. O astfel de situatie se numeste o situatie adidactica.

Fiecare element de cunoastere poate fi abordat prin cateva situatii adidactice care nu
altereaza trasdturile esentiale, vom numi o astfel de situatie ,,0 situatie fundamentala”.
Elevul 1nsd, de foarte multe ori, nu poate gestiona situatiile fundamentale (de exemplu
construirea functiei logaritmice sau a functiei exponentiale) si, din acest motiv profesorul
alege/creeaza una pe care elevul o poate gestiona. Aceste situatii adidactice, care sunt
situatii aranjate cu scop didactic, vor altera unele trasaturi ale elementelor de cunoastere.
In acest context, profesorul fie comunica, fie se abtine sd comunice informatii, intrebari,
metode de predare, euristici etc, implicAndu-se astfel intr-un joc cu sistemul de interactiune
al elevului cu problemele pe care i le da. Acest joc sau situatie mai larga este situatia
didactica.

2.2.5 Implicatii asupra activitatilor investigative

Din perspectiva acestei teorii, organizarea activititilor investigative presupune alegerea
sau crearea unor contexte (situatii adidactice) in cadrul cirora putem — noi sau elevii —
formula probleme relevante care se pot rezolva la nivelul elevilor. Aceste contexte trebuie
sd aibd si elemente pragmatice, sd elimine pe cat posibil obstacolele epistemologice si sa
nu modifice unilateral contractul didactic, dar sd faciliteze evolutia acestui contract in
vederea trecerii la investigatii mai complexe, la continuturi mai profunde, mai avansate.
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2.3 Teoria nivelurilor Van Hiele

Teoria nivelurilor Van Hiele ([44]) a fost elaborata de citre Dina van Hiele-Geldof si
Pierre Marie van Hiele 1n anii ’50 Tn Olanda (sub conducerea lui Hans Freudenthal) si
a avut ca scop conceptualizarea procesului de dobandire a cunostintelor de geometrie.
Teoria a fost aplicatd la nivel curricular pentru a reforma predarea geometriei in Olanda
si in Uniunea Sovieticd, dar a avut o influenta puternica si in Statele Unite ale Americii
([1O7]). Desi a primit si o serie de critici, teoria a fost extinsd de mai multi autori la
diferite alte ramuri ale matematicii si este folositd att la nivel de cercetare, cét si la nivelul
elabordrii politicilor educationale — la Universitatea din Chicago exista si in prezent un
grup de cercetare care a actualizat recent testele de diagnoza corespunzatoare ([22]]).
In paragrafele care urmeazi, voi descrie nivelurile dintr-o perspectivd mai generald, nu
numai din perspectiva geometriei. Aceste niveluri au urmdtoarele proprietdti importante:

* Nivelurile pot fi parcurse numai in ordinea descrisd (de la 1 la 5, de la nivelul
intuitiv la cel al rigurozitdtii), fard posibilitatea de a omite vreun nivel.

* Fiecare nivel are un limbaj propriu, limbajele corespunzitoare la niveluri diferite
pot folosi aceleasi cuvinte, dar intelesul atribuit acelui cuvant va fi diferit.

* Trecerea de la un nivel la urmétorul presupune cinci faze (acestea pot fi parcurse in
orice ordine): investigatie, orientare dirijata, orientare libera, explicatie, integrare.

In trecerea de la un nivel la nivelul urmitor intervine procesul de invitare, dar acest
proces este de reguld unul foarte lent. De exemplu, in 1957, Dina van Hiele-Geldof a
raportat 20 de ore pentru a trece de la nivelul 1 la nivelul 2 si 50 de ore pentru a ajunge la
nivelul 3 in studiul geometriei cu o clasd de copii cu varsta de 12 ani.

Aceste proprietdti si descrierea nivelurilor implicd o explicatie foarte simpld pentru
starea de fapt in care copiii nu inteleg explicatiile profesorului pentru ca limbajul este
diferit chiar daca folosesc aceleasi cuvinte.

2.3.1 Nivelul intuitiv

La nivelul intuitiv, numit si nivelul vizual sau nivelul recunoasterii globale, notiunile,
proprietdtile matematice sunt recunoscute intuitiv pe baza unei descrieri la nivelul limba-
jului cotidian sau vizual, pe baza experientelor si a exemplelor anterioare. Exemple: un
patrat nu este recunoscut ca un dreptunghi; la rezolvarea unor probleme de numarare pur
si simplu elevul a enumerat cazurile pe care le-a observat; la calculul probabilitdtilor se
foloseste formula cu numarul cazurilor favorabile si numarul cazurilor posibile, dar nu se
verificd dacd aceste cazuri sunt egal probabile, etc. Din aceste exemple putem vedea cd un
elev poate fi la nivelul intuitiv relativ la o ramura, un capitol sau o tematicd a matematicii,
fara a fi la nivel intuitiv la toate celelalte (poate fi la nivel intuitiv la probabilitéti, fiind
totodata foarte bun la geometrie).
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2.3.2 Nivelul analizei

La nivelul analizei sau al descrierii, obiectele sunt recunoscute datoritd proprietatilor lor,
folosind descrieri sau definitii corecte, dar proprietdtile nu sunt organizate ierarhic. De
obicei, nu sunt evidentiate relatiile dintre diferite obiecte si categoriile de care apartin. La
acest nivel, figurile geometrice sunt recunoscute datorita definitiei, de exemplu, pétratul
fiind un romb cu un unghi drept, este deja recunoscut ca si dreptunghi. La problemele de
numarare elevii incearcd sd identifice caracteristici combinatoriale in probleme, folosesc
termenii de ordonare, repetitie, numdrare dubli, etc. In probleme de probabilititi se
incearcd identificarea unui model si aplicarea unei formule.

2.3.3 Nivelul deductiilor informale

La acest nivel — numit si nivelul abstractiei — proprietdtile sunt organizate intr-o ierarhie,
sunt recunoscute relatiile dintre diferite obiecte, proprietiti si categorii. Argumentarea
la acest nivel depinde adesea de perceptie, de figuri, reprezentdri, diagrame concrete.
Existd un anumit tip de argumentare, de rationament bazat pe pasi, dar, in general, nu
sunt construite demonstratii complete, corecte si verificate. De exemplu, Tn geometrie
apar secvente corecte de calcul sau de rationament, insd aceste secvente pot fi necorelate.
La geometria 1n spatiu, elevii calculeaza distante folosind teorema lui Pitagora, dar nu
demonstreaza perpendicularitatea, deci faptul cd teorema se poate aplica. La probleme de
numadrare, elevii enumera intr-un mod sistematic toate posibilitatile sau folosesc diagrame
sau alte reprezentdri. La probabilitdti, elevii pot opera cu evenimente, le pot descompune
in evenimente mai simple, existd concordanta Intre operatiile algebrice cu probabilititi si
operatiile cu evenimente, dar toate acestea depind de contextul in care sunt introduse.

2.3.4 Nivelul deductiilor formale

La acest nivel se folosesc si se construiesc demonstratii formale (complete, corecte, veri-
ficate si analizate), rationamentele devin independente de figuri, reprezentdri, diagrame.
De exemplu, la geometrie se verificd daca rationamentul acoperd toate cazurile (de exem-
plu triunghiuri ascutitunghice, dreptunghice, obtuzunghice la demonstrarea concurentei
indltimilor, etc.), la problemele de numarare se verifica daca s-a realizat intr-adevir o
bijectie intre obiectele/cazurile numadrate efectiv si cele care erau de numadrat initial, se ve-
rificd dacd au fost numdrate toate si nu s-a numdrat niciun caz de doud ori. La probabilitati,
proprietdtile devin independente de reprezentdrile primare, sunt demonstrate folosind
concepte din teoria multimilor, apare perspectiva de a trata toate cazurile deodatd, apare
notiunea de distributie ca posibilitate de a descrie un model de comportament aleator.
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2.3.5 Nivelul logicii formale

Acesta este nivelul la care lucreaza matematicienii, la care teoriile, obiectele sunt constru-
ite prin metode axiomatice, deductiile, demonstratiile sunt formale si se constientizeaza
faptul cd putem schimba unele axiome, unele reguli. Acest nivel este atins de reguld doar
la nivel universitar.

2.3.6 Implicatii pentru activititile investigative

Conform proprietatilor nivelurilor, pentru a trece de la un nivel la urmétorul este nevoie
de investigatie. Bineinteles investigatia in sine nu va rezolva problema, de aceea este
nevoie de conceperea unor activitati complexe prin care elevii pot experimenta faza de
investigatie, dar Intr-un context bine definit (care asigurd orientarea dirijata, insa este
destul de flexibil pentru a da loc si orientirii libere) in care elevul poate ajunge la explicatii
si, intr-un final, la integrarea cunostintelor acumulate. La planificarea si la derularea
activitdatilor bazate pe investigatie este important de constientizat cd, in raport cu noile
continuturi, o parte dintre elevi vor fi probabil la nivel intuitiv si noi dorim ca pe parcursul
unei unitati de invdtare, sd ajunga cel putin la nivelul deductiilor informale, eventual —
in clasele mai bune si in liceu chiar si la nivelul deductiilor formale. Din acest motiv
unitatea de Invitare trebuie planificatd in asa fel incat acest proces sd fie fezabil. Singura
modalitate prin care profesorul (cel putin la inceput) devine capabil de a intelege aceastd
trecere de la un nivel la urmétorul este incercarea aceleiasi activitdti in rolul unui elev,
parcurgand pas cu pas fiecare sarcind pe care o va avea elevul. Acest lucru se poate realiza
cel mai simplu 1n echipd, pentru care unul dintre colegi (profesor sau formator) pregiteste
o astfel de activitate. In lipsa unor astfel de experiente va fi foarte dificil gisirea unui
limbaj comun de comunicare, pentru cad profesorul va vedea activitatea prin prisma unor
scheme cognitive de care elevul nu dispune si i va fi foarte greu sa Inteleaga dificultitile
cu care se confruntd elevii.

2.4 Cadrul TRU - Teaching for Robust Understanding

Cadrul TRU - Teaching for Robust Understanding ([93]], [941], [95]) a fost elaborat de
o echipd de didacticieni condusd de Alan H. Schoenfeld de la Universitatea Berkeley
din California in perioada 2010-2013, urmand sa fie perfectionat si aplicat pand in
prezent. TRU ne oferd un cadru conceptual bazat pe cercetare privind urméatoarea intrebare
fundamentald:

,Care sunt proprietdtile esentiale ale mediilor de invitare echitabile si robuste - medii
in care toti elevii sunt sprijiniti sa devind ganditori informati, flexibili si ingeniosi din
perspectiva unei discipline?”

La elaborarea acestui cadru au contribuit peste 30 de cercetatori si mii de practicieni
(profesori, instructori, antrenori, etc.) care au descris proprietdtile relevante ale unor
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contexte educationale, medii de invdtare, urmand ca ulterior cercetdtorii sd grupeze toate
proprietdtile enumerate in cinci clase denumite dimensiuni. Aceste dimensiuni sunt
importante pentru planificarea si derularea activitatilor, pentru alegerea contextelor in
care organizam activitati investigative sau a modului in care organizdm modul de lucru in
rezolvarea unor probleme. Dimensiunile identificate sunt:

1) Continutul

2) Solicitarea cognitiva

3) Accesul echitabil la continuturi

4) Autonomia, simtul proprietatii si identitatea profesionald

5) Evaluarea formativa

Cadrul TRU a devenit un instrument major nu numai In matematicd, dar si in alte
domenii stiintifice, atit in cercetare, cat si In practicd, de la proiectarea la evaluarea
activitdtilor, in studiile de lectii, in formarea profesionald a cadrelor didactice, etc. In
urmadtoarele subparagrafe prezentam foarte pe scurt cele cinci dimensiuni.

24.1 Continutul

Prin continut Intelegem notiunile, conceptele, proprietdtile, teoremele abordate, dar si
totalitatea practicilor specifice disciplinei. Aceste practici de foarte multe ori nu sunt
formulate exact, dar sunt Tnsusite la nivel procedural, de exemplu, faptul cd rationamentele
trebuie s fie corecte si complete, cd demonstratiile la geometrie trebuie sd cuprinda toate
figurile posibile, cd rezolvarea ecuatiilor inseamnd determinarea tuturor solutiilor, ca
discutia unei ecuatii inseamni discutarea tuturor cazurilor, etc. Intelegerea de citre elevi
a unei discipline este modelatd Tn mod fundamental de experienta lor in clasd. A invita
sd gandesti ca un om de stiintd sau ca un practician al oricérei discipline Tnseamna a te
familiariza cu conceptele si practicile disciplinei respective, folosind un spectru larg de
cunostinte si instrumente la dispozitie. Oamenii de stiinta si matematicienii investigheaza
»ceea ce face lucrurile sa functioneze”, folosind ratiunea, ecuatiile, reprezentdrile si
modelele in serviciul Intelegerii fenomenelor. Aceastd combinatie de aborddri specifice
disciplinei, cunostinte (inclusiv concepte si instrumente), practici si obiceiuri mentale
este ceea ce numim pe scurt ,,continutul” disciplinei. Elevii trebuie sd experimenteze
acest continut in toatd bogitia sa pentru a putea deveni practicieni ai unei discipline. Un
continut bogat este Tnsd doar un inceput. Ideea principald din spatele cadrului TRU este
cd, 1n instruire, rolul decisiv 1i revine modului 1n care elevii se intilnesc cu continutul,
al pozitiei in care acestia sunt plasati pentru a profita de bogdtiile pe care disciplina
le are de oferit. Din acest motiv, dimensiunile care reflectd modul in care elevii insisi
experimenteazd disciplina sunt la fel de importante ca si dimensiunea continutului.
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2.4.2 Solicitarea cognitiva

Termenul ,,solicitare cognitivd” descrie nivelul de dificultate al activitatii pe care elevii
trebuie sd o desfisoare, 1n raport cu ceea ce stiu. Scopul este de a gdsi o zond de mijloc, in
care elevii sa aiba posibilitatea de a se baza pe ceea ce stiu si de a-si extinde cunostintele
actuale. Pentru a identifica zona de mijloc privind procesele cognitive ne referim la taxo-
nomia lui Bloom revizuitd ([1]] sau online https://academicaftfairs.unl.edu/documents/4-
Revised-Blooms-Taxonomy.pdf):

1) A reaminti - se referd la abilitatea de a recunoaste si de a rechema informatii
relevante (terminologie, date factuale, definitii, principii, teorii) din memoria pe
termen lung.

2) A intelege - se referd la abilitatea de a construi sensul pe baza mesajelor educatio-
nale, la intelegerea materialului si capacitatea de a-1 exprima in propriile cuvinte
(folosind conceptele, notiunile specifice disciplinei).

3) A aplica - vizeazi abilitatea de a folosi materialul invétat n situatii noi si concrete,
de a utiliza idei, concepte, proceduri pentru a rezolva probleme.

4) A analiza - semnifica descompunerea cunostintelor in parti si considerarea relatiei
dintre parti si structura generald, cdutarea elementelor esentiale, a relatiilor, a
principiilor de organizare.

5) A evalua - se referd la capacitatea de a prezenta si de a apdra opinii prin formularea
de argumente cu privire la informatii, validitatea ideilor sau calitatea muncii pe
baza unui set de criterii.

6) A crea - inseamnd a concepe, a elabora ceva ce nu exista Thainte, a combina lucruri
existente pentru a face ceva nou.

Aceste niveluri din taxonomia lui Bloom sunt considerate a fi structurate ierarhic
deoarece gradul de complexitate creste de la un nivel la celdlalt, fiecare nivel fiind
considerat o conditie prealabild pentru nivelul urmator. Abilitédtile de gandire de ordin
inferior (asociate primelor niveluri) oferd fundamentul pentru capacititile superioare
de gandire (nivelurile superioare). Bineinteles, nivelurile definite de Bloom, mai ales
cele superioare, nu sunt usor de atins la o ord de matematica si in predarea traditionala
acest lucru nici nu a fost formulat ca obiectiv (nici macar la nivel de curriculum sau
competente). Trebuie precizat, insd, ca la definitia acestor niveluri, tot ce face elevul
trebuie privit din perspectiva educationald, deci crearea unor probleme, idei, proprietati
nu inseamna crearea unor noutdti din punctul de vedere al matematicii, ci o noutate in
contextul educational in care se afld elevul. Este exact aceeasi situatie ca la definirea
problemelor, o sarcind poate fi o problema pentru unii si ceva de rutind pentru altii.
Aici crearea a ceva ce nu exista inainte, nu Tnseamna crearea unor concepte noi, care
incd nu au fost formulate/studiate de matematicieni, ci Tnseamna ceva nou pentru elev,
nou in contextul activitdtii elevului si nou prin prisma cunostintelor anterioare. La o
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activitate bazatd pe metode investigative, obiectivul este ca elevul sd ajunga la acest nivel
si numai dupd aceea sa regandim tot procesul si din perspectiva limbajului matematic,
a continuturilor curriculare. Deoarece obiectivul acestor activitdti este foarte frecvent
intelegerea in profunzime a fenomenelor/proprietatilor, este util sd folosim si taxonomia
lui Krathwohl pentru descrierea celor patru tipuri de cunostinte cu care operdm:

1) Cunostintele factuale includ fragmente/buciti izolate de informatii, cum ar fi
definitii, simboluri, proprietdti formulate pe baza observatiilor, etc.

2) Cunostintele conceptuale constau in sisteme de informatii, cum ar fi modele,
principii, clasificdri, categorii, teorii.

3) Cunostintele procedurale includ procedee, algoritmi, metode de lucru, abilitati
precum si cunostinte despre situatiile Tn care se folosesc aceste metode si procedee.

4) Cunostintele metacognitive se referd la cunostingele despre procesele de gandire,
despre sine si modalitdtile in care aceste procese pot fi folosite in mod eficient in
diferite contexte.

In procesul educational, obiectivul este ca, pe baza unor cunostinte factuale, si credm
cunostinte conceptuale si procedurale si sd reactualizam reteaua noastrd de cunostinte,
folosind si cunostintele cognitive. In predarea matematicii este o capcani uriasi (si foarte
des intalnitd) trecerea de la cunostintele factuale la cele procedurale fard a acumula si
cunostinte conceptuale. Astfel, se poate ajunge la situatia in care elevii vor cunoaste
notatiile pentru produs si vor putea calcula produsul a doud numere, dar nu vor fi capabili
sd rezolve probleme textuale in care intervine Intelegerea conceptuald. Matricea obtinutd
din cele doud taxonomii (cel al lui Bloom si cel al lui Krathwohl) ar furniza un sistem
format din 24 de elemente si ar fi mult prea complicatd pentru practica didactica. Din
perspectiva cadrului TRU, este important ca elevii, in vederea intelegerii si a aprofundarii
unui continut bogat, s se angajeze Intr-o stare de ,,staruinta productiva”, care implica
procese cognitive de nivel ridicat conform taxonomiei Bloom revizuite, dar este necesard
si exteriorizarea acestor procese, exprimarea gandurilor, schimbul de idei. Astfel, pentru
planificarea/evaluarea activitatilor ne putem referi la cadrul DOK (Depth of Knowledge,
profunzimea cunoasterii) al lui Webb, care scoate in evidentd faptul cd avansarea printre
nivelurile celor doud taxonomii ar trebui s se realizeze simultan. Acest cadru identifica
patru niveluri:

1) Reamintire, reproducere. Elevii isi reamintesc si reproduc date, definitii, detalii,
fapte, informatii si proceduri.

2) Abilitati, concepte. Elevii utilizeazd concepte stiintifice si abilitdti cognitive pentru
a raspunde la intrebari, a aborda probleme, a indeplini sarcini si a analiza texte si
subiecte.

3) Gandire strategica, rationament. Elevii se gandesc strategic si rezonabil, argu-
mentand cum si de ce conceptele, ideile, operatiunile si procedurile pot fi utilizate
pentru a obtine si a explica rdspunsuri, concluzii, decizii, motive si rezultate.
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4) Gandirea augmentati. Elevii se gandesc la ce se mai pot aplica cunostintele
acumulate, atat 1n diferite contexte academice, cat si in contexte cotidiene.

In diferite momente ale activitatilor, elevii trebuie sd se angajeze la toate aceste niveluri.

2.4.3 Accesul echitabil la continuturi

Clasele echitabile oferd tuturor elevilor acces la concepte si practici semnificative spe-
cifice disciplinei, sprijinindu-i in dezvoltarea propriilor concepte si in construirea unor
identitdti productive specifice disciplinei si cadrului educational. Pentru o Tnvatare efi-
cientd, profesorii trebuie sa Tncurajeze participarea tuturor elevilor clasei la comunitatea
intelectuald a acesteia. Existd numeroase modalititi prin care elevii pot fi sprijiniti in
accesul la continutul si practicile disciplinei studiate.

o In alegerea si conceperea activititilor, precum si in pregitirea scenariului
activitatilor, profesorii pot oferi mai multe puncte de acces la materialul rele-
vant, sustinand asteptarea ca toti elevii sa fie capabili sa participe si asigurand sansa
de a participa Intr-un mod sau altul la activitati.

* Sarcinile care pot fi abordate in mai multe moduri sau din mai multe perspective,
si In care aborddrile pot fi comparate si contrastate, le oferd elevilor diferite cdi de
acces la activitate. In plus, acestea le oferd oportunititi de a face conexiuni intre
abordari.

* Profesorii pot Incuraja generarea si rafinarea ideilor, mai degrabd decat s critice
sau sd ignore comentariile care sunt doar partial corecte.

* Profesorii pot sprijini utilizarea mai multor stiluri de comunicare, de exemplu:
solicitdnd unui elev sa reformuleze contributia altuia intr-un limbaj academic mai
precis sau, poate, Intr-un limbaj mai informal, cotidian.

» In timpul discutiilor, profesorii pot utiliza o varietate de strategii pentru a incuraja
participarea largd, de exemplu: alegand sd apeleze doar la elevii care nu au vorbit
inca; acordand timp pentru a vorbi cu un coleg Tnainte de a raspunde public;
selectind aleatoriu elevii care sa contribuie.

* Profesorii pot propune sarcini utilizand un limbaj si contexte care sd se conecteze
la experientele trdite de elevi si sa ofere ferestre citre experiente necunoscute.

2.4.4 Autonomia, simtul proprietatii si identitatea profesionala

5

Cei care invatd au autonomie intelectuald atunci cand impartasesc ceea ce cred cu adevdrat
despre problema in discutie, in loc sd simtd nevoia de a veni cu un raspuns, in care cred
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sau nu, dar care corespunde cu ceea ce o altd autoritate, cum ar fi un profesor sau un
manual, ar spune cd este corect. Autonomia intelectuald defineste dorinta unei persoane
de a se angaja in disciplina studiata si poate proveni din perceptia cd poate progresa in
rezolvarea unor probleme dificile, lucrand la ele si avand incredere in concluziile pe care
le trage.

Simtul proprietdtii se referd la sentimentul de a detine controlul asupra ideilor specifice
disciplinei, mai degraba decat de a repeta sau memora ideile altora. Este diferenta dintre
a spune ,,am gandit bine si sunt convins cd are sens” si a te baza pe o autoritate externa.

Un aspect cheie este masura 1n care un mediu de invitare le oferd elevilor oportunitati
de a-si dezvolta aceste aspecte ale identitatii lor profesionale si personale. Profesorii
eficienti recunosc si valorifica punctele tari ale fiecdrui elev, gdsind modalitdti de a-i ajuta
pe elevii individuali sd intre in comunitatea de invatare atunci cAnd nu le este usor sd intre
singuri. Existd mai multe modalitdti de a face acest lucru. Profesorii pot crea oportunitati
de recunoastere publicd a contributiilor elevilor la discutiile profesionale, pot ajuta elevii
sd lucreze Tmpreund 1n grupuri mici si se pot ocupa de elevii care intampina dificultati,
prin valorificarea punctelor tari ale gandirii lor. O tehnica comuna este solicitarea elevilor
de a reitera rationamentul altora, de a se baza pe ceea ce au spus alti elevi si solicitarea
de explicatii.

Cu toate acestea, mai presus de actiunile profesorilor, este Tnsdsi natura mediului
din clasd. Se simt elevii n sigurantd cand contribuie la conversatiile din clasd? Au fost
stabilite norme pentru a aduce contributii? Pentru valorificarea contributiilor altora?
Pentru validarea si exprimarea opiniilor critice fatd de contributiile altora?

2.4.5 Evaluarea formativa

Evaluarea formativa implica orchestrarea unor activitdti in clasd care dezvaluie stadiul
actual al intelegerii elevilor in timpul procesului de invitare. In cadrul evaluirii for-
mative, informatiile colectate cu privire la rationamentul si intelegerea elevilor joaca
un rol major In modelarea activitdtilor de clasa care urmeaza. Atunci cand grupurile
sau Intreaga clasd lucreaza la sarcini relevante, elevii pot servi drept resurse puternice
unii pentru altii in modelarea si dezvoltarea gandirii. Proiectul derulat de Shell Center
for Mathematical Education de la University of Nottingham si Universitatea Berke-
ley din California, denumit Mathematics Assessment Project, ofera o serie Intreagd de
instrumente, atat pentru evaluarea formativa, cat si pentru cea sumativa (a se vedea
https://www.map.mathshell.org/index.php).

2.4.6 Implicatii pentru activitatile investigative

La conceperea si planificarea unei activitdti matematice bazate pe investigatie trebuie sd
ludm in considerare toate cele cinci dimensiuni TRU. Continutul trebuie sa fie unul relevant
si atractiv, dar trebuie cdutat un context in care acest continut devine accesibil tuturor
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celor care urmeazad sd participe si fiecare elev trebuie sd gdseasca parti ale activitatii care
sd reprezinte o solicitare cognitivd optima pentru el. Acest lucru se poate realiza numai
daca continutul este destul de profund si complex pentru a permite focusarea pe diferite
aspecte, unele mai simple, altele mai complicate. Pe parcursul activitatilor, profesorii
trebuie s sprijine in mod vizibil autonomia intelectuald a elevilor (bineinteles in contextul
construit), cateodatd trebuie sd renunte la prezentarea unor informatii/idei/proprietati si
trebuie sd insiste pana cand elevii observa singuri ce ar fi avut ei de spus. Uneori poate
parea pierdere de timp, dar trebuie sa fim constienti ca acest timp meritd investit dacd
elevii se afld Intr-o stare de staruintd productiva si exista speranta ca ei sa poatd formula
proprietdti relevante. Este un mod de lucru foarte dificil care trebuie ajustat continuu
in urma a ceea ce se Intampla la activitdti. Pentru cei obisnuiti cu evaludrile sumative
(lucrdri, raspunsuri orale), evaluarea formativa in sine poate reprezenta o problemad, dar
incorporarea evaludrii formative Tn activitatea de investigare poate parea ceva irealizabil.
Exista tehnici prin care ne putem obisnui totusi cu acest rol profesional. Una dintre aceste
tehnici este sd lucram si noi, ca profesori, in echipe sau perechi. Astfel, in fiecare moment,
unul dintre profesori poate fi cel care conduce activitatea, iar celdlalt isi poate observa
elevii. Acest mod de lucru, din pacate, nu este sprijinit In mod oficial. O alta tehnica
este de a lua notite in timpul activitdtii, cu observatii care pot constitui baza unor discutii
ulterioare, ale unor evaludri formative sau, dacd elevii lucreaza in echipe, atunci s numim
cate un elev 1n fiecare echipd cu rolul de a nota punctele cheie, dificultdtile aparute sau
chiar unele aspecte pe care le indicim noi in timpul interactiunilor din timpul activitatii.

3 Modele de invatare

3.1 Modelul instructional al celor S E-uri

Modelul celor 5 E-uri, elaborat de Roger W. Bybee a folosit incd din anii 80 ([19]) si a
fost publicat in 1990 datoritd succesului cu care se poate aplica, atat in practicd, cat si
in conceptualizarea unor fenomene din perspectiva cercetdrilor didactice. Acest model
descrie, pe de o parte etapele cognitive ale invatdrii prin care trec elevii In cadrul unor
activitati investigative, pe de altd parte aratd obiectivele specifice care trebuie atinse in
derularea activitdtilor.

* Angajarea (Engage). Sarcina formulata sprijind accesarea cunostintelor anterioare
ale elevilor si i ajutd sa experimenteze ceva nou prin utilizarea unor activitdti scurte
care promoveaza curiozitatea si stimuleazd cunostintele anterioare. Activitatea ar
trebui sd realizeze conexiuni intre experientele de invdtare trecute si prezente, s
expund conceptele construite anterior si sd faciliteze reorganizarea ideilor elevilor
in vederea obtinerii rezultatelor Tnvitarii din activitatile curente.

» Explorarea (Explore). Experientele de explorare ofera elevilor o baza comund de
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activitdti in cadrul cdrora sunt identificate conceptele actuale (chiar si conceptiile
gresite), sunt identificate procesele si abilitdtile si este facilitatd schimbarea con-
ceptuald. Elevii pot efectua activititi de diferite tipuri, de la incercari aleatorii la
incercari sistematizate, sau simuldri computerizate etc. care 1i ajutd sa utilizeze

IR

precum si sd conceapa si sa efectueze o investigatie preliminara.

* Explicarea (Explain). Faza de explicare concentreaza atentia elevilor asupra unui
anumit aspect al experientelor lor si oferd oportunititi de a-si demonstra intelegerea
conceptuald, abilitdtile de procesare sau comportamentele. Aceastd fazd le oferd,
de asemenea, profesorilor ocazia de a introduce direct un concept, un proces sau o
abilitate. Elevii pot prezenta modul in care ei percep si inteleg anumite notiuni. O
explicatie din partea profesorului 1i poate indruma spre o intelegere mai profunda,
intelegere care este principalul obiectiv al acestei faze.

* Elaborarea (Elaborate). Profesorii faciliteaza realizarea Intelegerii conceptuale
si dezvoltarea unor abilititi specifice ale elevilor. Prin experientele noi, elevii
isi dezvoltd o intelegere mai profundd si mai ampld, dezvolta abilitdti adecvate,
bazate pe mai multe informatii. Elevii aplicd intelegerea conceptuald in cadrul
unor activitati suplimentare.

* Evaluarea (Evaluate). Faza de evaluare Incurajeaza elevii sa 1si evalueze nivelul de
intelegere, abilititile dezvoltate, totodata oferd profesorilor oportunitdti de a evalua
progresul elevilor cdtre atingerea obiectivelor educationale.

Articolul [10] sintetizeazd 20 de interventii din perioada 2013-2021, documentate,
in care interventia a fost realizatd pe baza acestui model la orele de matematicd. Re-
zultatele aratd cd folosirea modelului celor 5 E-uri poate contribui la Tmbundtitirea
poate imbunadtati procesul de invdtare a matematicii. Autorii lucrarii [106] prezintd un
experiment din Cipru, efectuat cu elevi de clasa a VIII-a, in care au folosit modelul
celor 5 E-uri si modelarea matematica pentru predarea geometriei. Concluzia a fost
cd predarea prin modelul instructional 5E si metoda modeldrii matematice a crescut
performanta academicd a elevilor. Autorii au remarcat si faptul cd metoda modelarii
matematice a contribuit Intr-o mdsura mai mare la cresterea performantelor academice si
la dezvoltarea competentelor de rezolvare a problemelor. Existd o serie de variante ale
acestui model, unele simplificate, altele mai detaliate, In functie de intentiile autorilor.
De exemplu autorii lucrdrii [68]] folosesc un model mai detaliat cu 7 E-uri: entuziasm
(Excitement), explorare (Exploration), explicare (Explanation), expansiune (Expansion),
extindere (Extension), schimbare (Exchanging), evaluare (Evaluation). La fel, autorii
articolelor [17] respectiv [23] folosesc doud modele diferite cu 6 E-uri, ambele fiind
obtinute prin addugarea la modelul celor 5 E-uri a unei dimensiuni aditionale si anume

36



Modelul IMSTRA

MODELE DE INVATARE

,e-search” pentru folosirea tehnologiilor sau ,,dEsign” pentru proiectare — dar exista si mo-
dele in care a 6-a dimensiune provine de la schimb (Exchange) sau extensie (Extension),

imbogidtire (Enrich), etc.

@

Modelul celor 5 E-uri

3.2 Modelul IMSTRA

Modelul IMSTRA - Imersie (Immersion),
Structurare (Structuring), Aplicare (Applying)
— a fost propus de Mihaela Singer si Hedy Mo-
scovici in 2008 ([98]) pornind de la patru as-
pecte necuprinse sau neclarificate de alte mo-
dele: diferentele dintre rolul profesorului si al
elevului 1n etapele procesului de invatare, fle-
xibilitatea Tn parcurgerea etapelor, sprijinirea
planificdrii activitdtilor In contexte variate si
dezvoltarea concomitentd a elevilor si a profe-
sorului pe parcursul activitdtilor. Pe aceasta di-
agramd putem urmadri cum sunt sincronizate ro-
lurile elevilor si cele ale profesorului. Aceasta
sincronizare poate ajuta pe parcursul procesu-
lui de trecere de la investigatiile structurate
la cele ghidate si la cele deschise, pentru ca
aceasta trecere Tnseamna de fapt transferarea
graduald a responsabilitdtilor si a initiativelor.
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3.3 Investigatia bazata pe concepte

Modelul investigatiei bazat pe concepte ([61]) a fost creat prin intersectarea metodelor
investigative (IBL) si a Tnvitdrii bazat pe concepte (folosit si Tn programul de pregatire
pentru bacalaureatul international) si este ilustrat in diagrama aldturata.

Un aspect important al acestui model este faptul cd anumite etape necesitd apro-
fundarea cunostintelor conceptuale si astfel nu se poate intimpla ca de la cunostintele
factuale elevii sd sard la cele procedurale. De altfel, etapa de generalizare apare si in
modelul initial al lui Pélya privind rezolvarea problemelor in analiza solutiei, doar cd la
orele traditionale ciclul rezolvarii propusa de Pdlya de foarte multe ori nu este parcurs in
intregime si astfel se pierde o parte esentiald a oportunititilor de a progresa.
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3.4 Modelul ERR

Modelul ERR (Evocare — Realizarea sensului — Reflectie) este prezentat si completat in
lucrarea [23]]. Varianta completatd a fost folositd cu succes in proiectul ,,Fizica altfel”
(https://ceae.ro/wp-content/uploads/2021/05/ISTORIC-PROIECT-1.pdf) in cadrul caruia
3100 de profesori de fizicd din Roménia au participat la cursuri de formare privind
predarea fizicii prin metode investigative. Modelul completat constd in urmétoarele etape:
Evocare-Anticipare, Explorare-Experimentare, Reflectie-Explicare, Aplicare-Transfer
si Evaluare. Acest model poate fi folosit si in cazul unor activitdti de matematica atita
timp cét faza de explorare-experimentare se poate implementa (de exemplu la multe teme
de geometrie) si faza de evocare-anticipare are sens in procesul conceptualizdrii si al
investigatiei.
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3.5 Modelul trifazic

In practici este esential ca activititile si fie fezabile in timpul alocat si etapele care trebuie
parcurse de elevi sd nu fie intrerupte, pentru ca impresiile si experientele acumulate
la etapele initiale se vor estompa in timp. Din acest motiv, modelele foarte detaliate
vor fi aplicate cu dificultiti mai ales de profesorii incepdtori in aplicarea metodelor
investigative. Un model conceptual trifazic pentru organizarea activitdtilor matematice
bazate de investigatii, similar cu modelul ERR, este descris 1n lucrarea [[14]]. Acest model
a fost folosit cu succes mai ales la clasele liceale si constd in urmaétoarele trei etape:

1. Crearea contextului pentru activitdtile elevilor:

formularea unor intrebdri sau a unor provocdri;

stabilirea mediului didactic de lucru;

stabilirea cadrului temporal si practic;

clarificarea cerintelor referitoare la rezultatul elaborat de elevi, a formei de
evaluare si a criteriilor de evaluare.

IR

— acordarea unui timp suficient, libertate si sprijin pentru activitatea elevilor;

— sprijin si provocare prin dialog, conform principiului Tndrumaérii minime
(profesorul avand rol de facilitator);

— pregitire prealabild a unor dialoguri posibile prin parcurgerea etapelor de
investigare de catre profesor.

3. Reflectii si invatare Impartdsite:

— experientele, rezultatele si reflectiile din cadrul activitdtii sunt sistematizate
si impartasite;

— ideile principale si rezultatele matematice sunt evidentiate din rezultatele
elevilor si din reflectiile impartdsite;

— rezultatele sunt corelate cu continuturile/cunostintele institutionalizate, de

exemplu cu programa scolara.
Acest model este similar cu modelul ERR si poate fi privit ca un model simplificat

care poate fi aplicat in multe situatii si In timp, odatd cu dezvoltarea profesionald a celor
care predau, poate fi completat cu aspectele cuprinse 1n celelalte modele.

Este esentiald si o schimbare de paradigma privind participarea elevilor la aceste
activitati: obiectivul principal nu este ca elevii sa invete continuturi matematice, ci sa
creeze propriile lor idei matematice Tntr-un context in care o serie de notiuni abstracte
devin palpabile, iar dupd formarea acestor idei proprii cu ajutorul profesorului sa reali-
zeze corespondentele dintre ideile proprii si continuturile formale din programa scolara.
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MODELE DE INVATARE Observatii

Trecerea de la modul de lucru traditional la participare activa in investigatii, practic la
modul de lucru al unui matematician, nu se realizeaza instantaneu, ci este un proces
gradual. Dinamica acestui proces a fost descrisa in [69]].
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3.6 Observatii

 Existd o multitudine de modele pentru a descrie din diferite perspective procesul
de invitare 1n cadrul folosirii metodelor investigative. Unele dintre aceste modele
au parti comune, dar se si completeazd din anumite perspective.

* Din perspectiva practicii, a realizdrii activitatilor investigative la orele de mate-
maticd, este important ca pentru activitdtile pe care le planificdm si le deruldm
sd avem o structurd bine definitd, un model pe care-1 avem 1n vizor (daca ar fi un
studiu de caz, o cercetare, atunci ar fi important sd avem o structurd comund pentru
toate activitdtile, dar asta ar Insemna cd ne-am focusat pe nevoile noastre si nu pe
ale elevilor). Pe de altd parte, nu este necesar ca de fiecare datd sd parcurgem toate
etapele din modelul ales, pentru cd obiectivele unor activitdti investigative pot fi
foarte variate, la unele ore obiectivul poate fi structurarea unor informatii, la altele
angrenarea intr-o tematicd incad necunoscutd, intelegerea intrebarilor de baza. Este
importantd parcurgerea tuturor etapelor la un nivel macro, pe fondul unui proces
de durata.

* Din toate aceste modele, se pot identifica practic trei parti pe care este important
sd le retinem, acestea au fost descrise si 1n [14] si le vom detalia la organizarea
activitdtilor IBL:

1. crearea contextului pentru activitdtile elevilor;

2. activitdti independente ale elevilor (individual sau in grupuri) orientate spre
investigatie;

3. reflectii, discutii.

Practic fiecare model ne aratd o structurare a acestor trei parti organizatorice si ne
ajutd sd ne focusam asupra dimensiunilor importante din perspectiva procesului de
invatare.
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4 Proiecte europene legate de IBL

In contextul diferitelor rapoarte educationale, la sfarsitul anilor *90 unele tiri au inceput
sd finanteze programe de dezvoltare profesionald in vederea imbundtatirii rezultatelor
obtinute de elevi la diferitele evaludri. Asa a fost si in Germania, unde dupa un an de la
publicarea rezultatelor studiului TIMS (Third International Mathematics and Science
Study) si TIMSS (Trends in International Mathematics and Science Study) in 1998, a
fost lansat programul SINUS pentru cresterea eficientei predarii matematicii si stiintelor
([81]). Ideile principale ale acestui proiect au fost folosirea profesorilor ca experti in
elaborarea cursurilor de formare, sustinerea cooperdrii si colabordrii profesorilor intra- si
interdisciplinar, stilul de muncd organizat in retele mici de 6-10 scoli si elaborarea a 11
module de formare, citeva dintre acestea fiind complet noi in peisajul educational existent:
dezvoltarea unei culturi a sarcinilor, lucrul stiintific, invdtarea din greseli, dobandirea de
cunostinte de baza, invdtarea cumulativd, abordarea interdisciplinard, motivarea fetelor
si a baietilor, invdtarea prin cooperare, invitarea autonoma, progresul competentelor,
asigurarea calitdtii. Acest proiect a avut un succes remarcabil, astfel incat in 2003 a
fost demarat un alt proiect, SINUS-TRANSFER, cu scopul de a extinde la scara larga
aceste rezultate. In Franta, programul de reformai a inceput cu predarea stiintelor prin
programul ,,.La main a la pate”, care a coordonat si proiectul european POLLEN in
perioada 2006-2009. care la randul sdu a avut un succes remarcabil implicind peste
36000 de elevi si 2000 de profesori. Dupa ce in 2007 raportul Rocard ([86]) a evocat
aceste proiecte ca exemple demne de urmat, Comisia Europeand, prin al saptelea program
cadru, a finantat mai multe proiecte europene ale ciror obiectiv a fost experimentarea si
raspandirea metodelor investigative Tn predarea matematicii si a stiintelor. Astfel, pe baza
rezultatelor proiectelor SINUS, SINUS-TRANSFER si POLLEN, in 2009, a fost conceput
proiectul european FIBONACCI care a implicat un consortiu de 25 de parteneri din 21 de
tiri europene ([43]]). In cadrul celui de al saptelea program cadru, au mai fost finantate
o serie de alte proiecte care au avut ca obiectiv specific implementarea/experimentarea
metodelor investigative in matematica (vezi (lista completa a proiectelor finantate)):
PRIMAS - Promoting Inquiry in Mathematics and Science Education Across Europe
(2010-2013), SAILS - Strategies for Assessment of Inquiry Learning in Science (2012—
2015), MASCIL - Maths and Science for Life (2013-2016), Assist-me - Assess Inquiry
in Science, Technology and Mathematics Education (2013-2016). Meritd mentionat
si faptul ca multi dintre partenerii acestor proiecte internationale au lucrat in perioada
2004-2010 la diferite proiecte legate de folosirea modeldrii matematice in scoli: DQME
- Developing Quality in Mathematics Education (2004-2007) si DQME II (2007-2010),
LEMA - Learning and Education in and through Modelling and Applications (2006-2009)
sau Compass - Common problem solving strategies and the links between mathematics
and science (2009-2011). Aceste proiecte au avut la rdndul lor un succes remarcabil
si materialele, respectiv experientele acumulate Tn aceste proiecte legate de modelarea
matematica au fost valorificate in contextul mai larg al metodelor investigative.
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4.1 Proiectul Fibonacci

Proiectul Fibonacci ([43]) a fost un proiect de trei ani finantat din cel de-al saptelea
program cadru care a pornit la 1 ianuarie 2010, a fost coordonat de programul ,,LLa main a
la pate” (un program derulat de Academia de Stiinte din Franta, Institutul National de Cer-
cetiri din Franta si Ecole Normale Supérieure) si de Universitatea Bayreuth din Germania,
cu participarea a 25 de institutii partenere din 21 de tdri. Proiectul a preluat rezultatele
din proiectele FP6 Science educ, POLLEN si din proiectele nationale SINUS, SINUS-
TRANSFER (Germania), IMST (Austria), fiind construit pe trei piloane principale si 9
tipare. Cele trei piloane au fost: educatia stiintificd si matematicd bazata pe investigatie,
initiativele locale pentru inovare si sustenabilitate si o strategie de multiplicare prin
centre locale de referintd. Cele 9 tipare pe care s-au focusat cei implicati in practica
didactica au fost dezvoltarea unei culturi a Tnvétdrii bazate pe rezolvarea problemelor,
metodele de lucru stiintifice, invdtarea din greseli, asigurarea unor cunostinte de baza,
invdtarea cumulativd, explorarea abordarilor interdisciplinare, promovarea participarii
fetelor si a bdietilor, promovarea colabordrii intre elevi, invdtarea autonoma. Centrele de
referintd au avut un rol important in diseminarea rezultatelor pentru cd, pe langd realizarea
unor activitdti la clase, elaborarea unor materiale, realizarea unor cursuri de formare
colaborative prin vizite de ore, tutorat, mentorat, au implicat pdrinti, factori decizionali,
comunitatea stiintificd, autorititi din domeniu, atat 1n activititi formale, cat si informale.
In cadrul proiectului au fost elaborate in total 8 publicatii importante (disponibile online
pe pagina Fundatiei La main a la pate), dintre care trei relevante din punctul de vedere al
preddrii matematicii ([[7], [[L1], [6]). Cartea [11] contine si exemple de materiale didactice
si exemple de activitati din tiri europene cu traditii matematice apropiate de traditiile
existente Tn Romania, cum ar fi Bulgaria. Materialele si experienta acumulatd in proiect a
fost valorificatd Tn mai multe proiecte ulterioare (PRIMAS, MASCIL) si prin implicarea
directd a unor cercetatori din proiectul Fibonacci 1n diferite comitete consultative, de
exemplu Michele Artigue a fost consultant atat pentru PRIMAS, cét si pentru MASCIL.

4.2 Proiectul PRIMAS

PRIMAS este un acronim care provine din varianta n engleza a titlului mai lung ,,Pro-
movarea invitdrii bazate pe investigare (IBL) in matematicd si stiinte Tn Europa”. PRI-
MAS a fost finantat in cadrul celui de-al 7-lea program cadru in programul ,,Stiinta
in Societate”. Proiectul s-a desfdsurat timp de patru ani (2010-2013) cu participarea
a 14 universitdti din 12 tdri europene: Cipru, Danemarca, Elvetia, Germania, Malta,
Norvegia, Olanda, Regatul Unit, Roméania, Slovacia, Spania, si Ungaria, institutia coordo-
natoare fiind Universitatea de Educatie din Freiburg. Partenerii proiectului PRIMAS au
elaborat materiale pentru utilizare directd 1n clasd, module pentru dezvoltarea profesio-
nald, au desfasurat cursuri de dezvoltare profesionald si au sprijinit retele profesionale
in fiecare dintre tdrile partenere. Publicatia finald [55]] (https://primas-project.eu/wp-
content/uploads/sites/323/2017/11/primas_final_publication.pdf) contine o scurtd intro-
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ducere 1n invdtarea bazatd pe investigatie si curiozitate, o colectie de exemple de sarci-
ni/probleme care pot fi abordate prin metode investigative. Pe 1anga aceasta publicatie
finala au fost elaborate mai multe ghiduri privind organizarea cursurilor de formare ([82]),
actiunile de suport 1n scoald si in afara scolii, precum si cateva rapoarte privind imple-
mentarea proiectului. Aceste rapoarte sunt disponibile pe serverul Comisiei Europene
(https://cordis.europa.eu/project/id/244380) sau https://primas-project.eu/).

In viziunea proiectului PRIMAS, IBL are potentialul de a creste interesul intrinsec al
elevilor pentru matematicd si stiinte si sprijind dobandirea unor competente importante
cum ar fi abilitdtile de rezolvare a problemelor, invdtarea autodirijatd si explorarea unor
noi contexte de cunoastere. Profesorii sunt actorii-cheie in implementarea pedagogii-
lor IBL la orele de matematica si stiinte si in transformarea potentialelor beneficii ale
IBL in efecte reale. Acesta este motivul pentru care PRIMAS si-a propus 1n principal
sd 1i sprijine prin furnizarea de materiale didactice, prin cursuri de formare/dezvol-
tare profesionald si un sistem de sprijin continuu in cadrul unor comunitéti de practica
IBL. O serie de activitdti au fost incluse in cartea PRIMAS publicatd in Roménia ht-
tps://simplexportal.ro/tananyagok/primas/primas_ro_opt.pdf. In capitolele care urmeazi
vom prelua ingredientele esentiale din viziunea PRIMAS, céteva idei din ghidul pentru
formatori si vom prezenta si cateva exemple din proiect.

4.3 Proiectul MASCIL

MASCIL este un acronim care provine de la varianta in engleza a titlului ,,Matematica si
stiintd Tn viatd: invdtarea prin investigatie si lumea muncii”’. MASCIL a fost finantat in ca-
drul celui de-al 7-lea program cadru de Comisia Europeand. Proiectul s-a desfasurat timp
de patru ani (2013-2016) cu participarea a 17 universitati si centre de cercetare din 13 tari
europene: Austria, Bulgaria, Cehia, Cipru, Germania, Grecia, Lituania, Norvegia, Olanda,
Regatul Unit, Romania, Spania si Turcia, institutia coordonatoare fiind Universitatea de
Educatie din Freiburg. Partenerii proiectului MASCIL au elaborat materiale didactice
pentru utilizare directd in clasd, module pentru dezvoltare profesionald, au desfasurat
cursuri de dezvoltare profesionald si au redactat o serie de rapoarte. Unele dintre acestea
pot fi accesate la adresa https://www.fisme.science.uu.nl/publicaties/subsets/mascil/ sau
https://cordis.europa.eu/project/id/320693. In acest proiect focusul a fost pe conexiunile
cu lumea muncii, perspectiva IBL a fost cea elaboratd in proiectul PRIMAS si au fost
addugate o serie de caracteristici importante pentru realizarea unor conexiuni reale dintre
sarcinile profesionale de la locurile de munca si continuturile matematice abordate prin
metode investigative. Publicatia finald [49]], pe 1angd prezentarea unor exemple relevante
din diferite tdri contine idei importante privind transformarea continuturilor traditionale
in sarcini care pot fi abordate prin metode investigative, exemple de abordari si probleme
folosite in clasd pentru a ilustra contrastul dintre aborddrile traditionale si cele bazate
pe metode investigative si o introducere scurtd in cadrul conceptual folosit. In cadrul
proiectului Tn 2014 a fost lansat seria de conferinte ,,Educating the Educators” ([57]) care
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a continuat si dupd terminarea proiectului in 2016 (Freiburg), 2019 (Freiburg) si 2023
(Leiden), o noud conferintd urman dsa fie organizatd in 2025 la Limassol, n Cipru. In
capitolele care urmeazd vom prezenta diagrama Mascil cu caracteristicile IBL Tn cazuri
in care problemele sunt legate de locuri de munca si roluri profesionale, precum si cateva
exemple.

4.4 Proiectul ASSIST-ME

Acronimul ASSIST-ME provine de la versiunea in engleza a titlului ,,Evaluarea meto-
delor investigative 1n educatia stiintificd, tehnologica si matematicd”. A fost finantat de
Comisia Europeand in perioada 2013-2016, coordonatorul proiectului a fost Universitatea
Copenhaga din Danemarca si au participat alte 10 universitati/centre de cercetare din
8 tari, Danemarca, Cehia, Cipru, Elvetia, Finlanda, Franta, Germania si Regatul Unit.
Proiectul a fost structurat pe 7 pachete de lucru, primul pachet fiind unul administrativ, iar
in celelalte pachete au fost sintetizate rezultatele cercetdrilor existente (2), caracterizate
sistemele educationale ale tdrilor participante (3), elaborate metode de evaluare (4), testa-
te/validate metodele de evaluare (5), transferate rezultatele in contextele nationale (6) si a
fost elaborat un ghid pentru profesori (7). Metodele elaborate se referd, atat la evaluarea
formativi, cit si la evaluarea sumativi. In urma sintetizirii rezultatelor si a descrierii
sistemelor educationale au fost identificate sase competente relevante: competenta de a
investiga (in stiinte), competenta de rezolvarea de probleme (in matematicd), competenta
de design tehnic (in educatia tehnologicd), competenta de a argumenta, competenta de a
crea/elabora modele si de a inova. Au fost identificate subcompetente si pentru fiecare
au fost studiate, din punctul de vedere al evaludrii formative, patru metode de evaluare:
interactiunile in timp real, feedback-ul personal si cel al colegilor, notarea unor lucrari
scrise si formularea unor opinii scrise despre acestea, evaluarea unor prezentdri orale in
cadrul unor discutii deschise sau structurate 1n clasd. Metodele elaborate au fost imple-
mentate in 144 de cazuri, cu 100 de profesori si peste 3400 de elevi. In ghidul elaborat
(livrabilul D7.2) au fost formulate 10 mesaje cheie.

* Pedagogia bazatd pe investigatie este un mijloc eficient de dezvoltare a
competentelor care 1i pregdtesc pe viitorii cetdteni sd se implice in probleme
stiintifice si tehnologice si sd ia decizii in cunostintd de cauza cu privire la vi-
itorul lor si al societdtii.

» Pedagogia bazatd pe investigatie sporeste motivatia si angajamentul elevilor si
profesorilor fata de stiintd. Dovezile bazate pe cercetare aratd ca pedagogia bazata
pe investigatie este corelatd cu imbundtdtirea rezultatelor scolare ale elevilor.

* Profesorii trebuie sd stie clar cum aratd pedagogia bazata pe investigatie intr-o clasa.
Aceasta include o Intelegere clard a caracteristicilor acestei aborddri si a modului
in care acestea diferd de alte forme de predare si invatare.
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* Profesorii trebuie sa fie ldmuriti cu privire la scopurile si procesele de evaluare in
clasd in contextul metodelor investigative. Aceasta include recunoasterea si conce-
perea unor sarcini de evaluare adecvate, care pot fi utilizate in scopuri formative
si/sau sumative.

* ASSIST-ME a explorat utilizarea a patru strategii distincte de evaluare 1n clasa:
interactiunile in timp real, dialogul de evaluare structurat, feed-back-ul scris al pro-
fesorului si feed-back-ul scris al colegilor. Aceste strategii oferd diferite oportunitati
de a colecta dovezi ale invétdrii, de a le interpreta si de a le utiliza in scopuri for-
mative si/sau sumative. Toate au un loc 1n evaluarea in clasa si pot fi integrate in
diferite pdrti ale procesului de invitare.

« Utilizarea formativa a dovezilor de Tnvdtare si invitarea In sine sunt interconectate
si nu ar trebui separate una de cealaltd. Intelegerea clari a obiectivelor de invitare
ale lectiei si a modului 1n care acestea se incadreaza intr-o imagine mai larga a
invatdrii este foarte importantd pentru orientarea unei actiuni formative eficiente.

* ASSIST-ME a identificat o nevoie de dezvoltare profesionald care sa sprijine
intelegerea de catre profesori a evaludrii formative si a preddrii bazate pe investigatie.
Dezvoltarea profesionald ar trebui sa creeze oportunititi pentru stabilirea unei
comunitdti active de practicieni care pot impartasi bunele practici si reflectiile lor
critice asupra activitdtii lor.

* Profesorilor trebuie sa li se acorde timp si oportunitati pentru dezvoltarea profesio-
nald. Cea mai buni modalitate de a aborda acest aspect este testarea si dezvoltarea
invatdrii si evaludrii prin cercetare, ca interventie pe termen lung, prin schimbul de
experienta cu alti profesori, formatori de profesori si cercetatori.

* Materialele didactice pentru activititile din clasa si instrumentele de evaluare
trebuie sd fie puse la dispozitie, astfel incat profesorii sa fie sprijiniti in adoptarea
si dezvoltarea propriilor resurse.

* Constatdrile proiectului evidentiaza provocdrile cu care s-au confruntat profesorii
in adoptarea acestei practici. Pentru multi profesori, ea necesita o schimbare a
filosofiei de predare. La inceput, acest lucru necesitd mai mult timp si efort pentru
planificare si mai multe resurse. De asemenea, profesorii au confirmat impactul
pozitiv asupra practicii lor si asupra elevilor.

In perioada 2012-2015 a fost finantat si proiectul SAILS, al cirui acronim provine din
versiunea in engleza a titlului ,,Strategii de evaluare a invatdrii prin investigare in domeniul
stiintelor”. Acest proiect a fost menit sd elaboreze unitdtile de Tnvdtare Tmpreund cu
unitdtile de evaluare, astfel au fost propuse 19 de activititi puse 1n aplicare 1n diferite tari,
pentru fiecare unitate fiind oferite si criterii/perspective de evaluare. Aceste exemple, cu
toate cd sunt din domeniul stiintelor, pot fi folosite pentru a intelege procesul de evaluare.
In capitolul dedicat evaluirii prezentim mai multe rezultate ale acestor proiecte.
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S Organizarea activitatilor matematice de tip IBL

Existd multe recomandari teoretice si practice privind organizarea activitdtilor investi-
gative in diferite discipline si multe axate chiar pe matematicd. Acestea de reguld se
focuseaza pe folosirea unui cadru conceptual fixat, sunt autori care recomanda modelul lui
Bybee (modelul celor 5 E-uri, [[106])), altii recomanda folosirea cadrului IMSTRA ([98]])
s.a.m.d. In matematici focusul este putin diferit fati de toate celelalte discipline, din mai
multe motive: existd traditii foarte puternice (atat local, cat si la nivel international) care
inglobeaza continuturi, aborddri, aplicatii care sunt foarte valoroase din punct de vedere
profesional si din punctul de vedere al formarii generatiilor de profesionisti; exista foarte
multe concursuri, majoritatea lor fiind concursuri individuale (desi existd competitii
pentru echipe in Olanda, Ungaria, etc.); Tnsd motivul primordial este faptul cd predarea
matematicii are ca scop intrinsec abstractizarea, atingerea unui nivel mai abstract, mai
structurat al gandirii. Privit dintr-un punct de vedere constructivist, in realizarea acestui
obiectiv timpul (deci si viteza, eficienta cu care un elev poate Tntelege notiuni abstracte,
poate crea legaturi dintre acestea) este un element cheie. Pe de alta parte, chiar si la
nivelul Uniunii Europene exista diferente relativ mari in privinta duratei unei ore de
matematicd ([76]],[97]]). Aceste diferente influenteaza si diferentele duratelor efective in
care elevii lucreaza ([[/1]). Durata unei ore variaza intre 45 de minute si 90 de minute,
dar existd tari (sau regiuni, sau scoli cu suficientd autonomie) in care programul este
de la 8 1a 13 cu o pauzi la ora 10, in rest trecerea de la o activitate la alta nu implica
pauze (acest lucru fiind posibil acolo unde, chiar si la nivelul gimnazial, predau profesori
generalisti). Mai mult, in unele tdri durata orelor poate varia in functie de ciclul scolar,
cu o tendinta crescdtoare in ciclurile superioare. La activitdtile investigative abstracti-
zarea si formalizarea au loc de obicei in fazele finale. Astfel, managementul timpului
este esential si structurarea unei activitdti dupa un model complex cu 5 faze poate crea
dificultdti profesorilor, care la rdndul lor, experimenteaza si ei aceste metode. In mai
multe proiecte europene, focusul a fost pe crearea unui cadru conceptual flexibil, gandit
din perspectiva practicii, a profesorilor si mai ales din perspectiva profesorilor care incep
sd foloseascd metodele investigative. Pentru ei, folosirea unui model complex este practic
imposibila la inceput, pentru cd ar trebui sd urmdreasca activitatea grupurilor de elevi, sd
anticipeze dificultdtile, sd reactioneze dacd e nevoie, sa nu reactioneze daca cred cd elevii
vor gisi (sau e important s gaseascd) raspunsul cdutat. Din acest motiv, a fost elabo-
ratd diagrama PRIMAS, care descrie ingredientele esentiale ale metodelor investigative.
Aceste ingrediente, desi unele sunt conectate Intre ele, pot fi folosite, pot fi introduse la
orele/activitdtile de matematica gradual, unul cate unul, fard a iesi complet din zona de
confort.

Aceste ingrediente au fost gandite si din perspectiva continuturilor traditionale pentru
ca profesorii sd aibd la inceput oportunitatea de a experimenta schimbari in organizarea
orelor, Tn metodele folosite fard a schimba radical tipul continuturilor cu care sunt obisnuiti
elevii.
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INGREDIENTE
ESENTIALE

REZULTATE DORITE

spirit investigativ preiigsle g inciies
P sti gt_ it elevilor si construieste pe
pregatire pentru un viitor rationamentelalor

T Tl L conecteaza continuturile la
Pe parcursul vietii o experienta/cunostintele
intelegerea matematicii METODE anterioare ale elevilor

INVESTIGATIVE

« invatare bazata pe rezolvarea
problemelor (PBL)
« Tnvatare bazata pe investigatie si

curiozitate (IBL) ELEVI
INTREBARI
* punintrebari
* deschise, cu strategii * colaboreaza
multiple de rezolvare * investigheaza, sunt
= perceput ca fiind relevant angrenati, exploreaza,
sau real CULTURA CLASEI explica, aplica, evalueaza

simtul comun al scopului
pretuieste contributiile, greselile
pretuieste cultura dialogului
proprietate colectiva

Ingredientele esentiale ale metodelor investigative, elaborate in proiectul PRIMAS

Daca pe langd problemele traditionale apar si probleme preluate din contexte cotidiene
sau diverse contexte profesionale, este posibil ca stilul problemei sd implice schimbari in
structura, Tn modul de organizare al solutiei: dat fiind ca rezolvarea problemei implicd
un proces de modelare, iar 1n ciclul de modelare rezolvarea matematica a problemei,
care se obtine din model, este numai o parte a demersului, aceasta rezolvare trebuie
integratd intr-un cadru mai complex, prin care calculele efectuate sau rationamentul
matematic elaborat se vor proiecta in situatia reald initiald. De exemplu, dacd o problema
provine dintr-un context real, atunci raspunsul trebuie sa fie coerent in contextul initial
si e suficient daca validitatea solutiei se poate proba In acest context — ceea ce uneori e
posibil si fard a parcurge rationamentul matematic din spate. Pentru a intelege mai bine
acest aspect, considerdm problema urmdtoare:

Problema: Avem doud bucdti de hartie patratice cu latura de 9 cm. Taiati cele doud
buciti in citeva piese mai mici din care sa asamblati un singur pdtrat!

Solutie: Taiem fiecare pdtrat de-a lungul unei diagonale si asambldm cele patru
triunghiuri isoscele dreptunghice obtinute ca in figura aldturata.

Verificarea faptului cd solutia este buna nu necesitd un rationament care explicd de
ce am procedat asa. Astfel, dacd dorim sd evitdm eliminarea rationamentului, trebuie sa
reformuldm problema.

Din acest motiv a fost elaborat in cadrul proiectului MASCIL diagrama cu caracte-
risticile metodelor investigative in cazul in care apar probleme provenite din contexte
profesionale sau cotidiene.
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Rezultate apreciate Ce fac elevii?

« “Investigheazs, pun intreb3

— n— * Exploreaza situatii probleme, se
Spirit investigativ g

. 8 — = implica in solutiile problemelor,
Aplicarea stiintelor in viata reala i i

R denlie s aplica cunostintele acumulate

Pregatirea pentru a fi un cetdtean % i

o g pentru obtinerea solutiilor
activ si pentru invatarea pe tot e i

e Explica situatii si fenomene

parcursul vietii i
= Lo Reflectd asupra rezultatelor
Intelegerea fenomenelor stiintifice - :
- SR - obtinute si a proceselor derulate
Intelegerea aplicarii stiintelor si a

e o . in;eieg si asimileaza la nivel
matematicii in lumea reala 7 A :
individual cunostinte

Exploreaza lumea muncii

Profesorii indruma prin Atmosfera in clasa
L m—

se bazeaza pe un sentiment
comun de responsabilitate
este deschisa la contributii, la
greseli

stimuleaza dialogul

se bazeaza pe un sentiment al
proprietatii si al implicarii comune
este colaborativa

« folosirea rationamentelor si
reflectiilor elaborate de elevi

« realizarea legaturilor intre
continut si experienta

* motivarea elevilor folosind
conexiunile dintre scoala si munca

La problemele IBL Lumea muncii
P—-\ i P—

contertiil estesatnniticativ « Contextul problemei se refera la

+ situatia implica strategii multiple Iumﬁa munch
de rezolvare ¢ Elevii t-TEbUIE s&-si asume un rol
* elevii elaboreaza planul profesional

e Activitatile elevilor reflecta bunele
practici de la locurile de munca

« Sarcinile primite trebuie finalizate

intr-un produs

investigatiei
« sarcinile primite incurajeaza
colaborarea si comunicarea

Caracteristici ale metodelor investigative cu elemente din lumea muncii
elaborate in proiectul MASCIL
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Aceste caracteristici preiau ingredientele esentiale enumerate anterior si adaugd o per-
spectivd noud care se incorporeaza in tot procesul de investigare. Perspectivele enumerate
pentru probleme sunt: contextul, rolul, activitatea si produsul.

Contextul in care se formuleazd problema este legat de lumea muncii sau viata
cotidiand, aceasta legiturd nu este una superficiald, ci una de fond. Totusi, aceastd
conexiune poate fi foarte puternicd dacd se foloseste o practicd autenticd din lumea
muncii ca si context pentru invitare. Acesta de reguld oferd o motivatie clara si o nevoie
de a cunoaste, de a rezolva problemele formulate. Conexiunea intre problema si lumea
muncii poate fi si slabd, daca problema este formulatd in context profesional, dar acest
context nu este important in rezolvarea problemei, pe parcursul investigatiei.

Dacd problema implica un context profesional autentic, atunci activitdtile elevilor
trebuie sd fie legate de practici autentice de 1a locul de munca (cu toate implicatiile privind
folosirea dispozitivelor specifice). Ele pot fi mai mult sau mai putin similare cu activitatea
lucrétorilor de la diferite locuri de munca si trebuie sd reflecte caracteristicile unei munci
reale cum ar fi: organizarea ierarhicd, munca 1n echipa, divizarea sarcinilor, etc. Astfel,
activitatile trebuie sd aibd un scop precis, sd implice probleme reale si sd scoatd in evidenta
modurile de aplicare a matematicii sau a stiintelor. Este foarte important ca elevii sa
foloseascd matematica si stiintele in moduri si In contexte ce sunt determinate de lumea
muncii. Daca problemele si activititile sunt similare cu cele din manualele sau culegerile
de probleme traditionale, atunci legidtura cu lumea muncii este foarte slaba. Pentru a
rezolva problema, elevii sunt pusi In roluri profesionale legate de context si astfel in unele
cazuri pot iesi din rolul de elevi. Este de asemenea foarte important ca activitatea sa fie
finalizatd prin crearea unui produs care este similar cu un produs din viata profesionala
reald.

Pentru ca o problemad sd fie strans legatd de lumea muncii, fiecare componentd (context,
rol, activitate si produs) trebuie sa fie explicitd si clard pentru elevi. Nu este necesar ca
toate cele patru componente si fie la fel de importante, insd pentru elaborarea materialului
didactic este binevenit ca toate aceste componente sa fie analizate profund.

Din acest punct de vedere, este important sd formuldm cerintele in asa fel Tncat sd
rezolvdm si problema din contextul real (pentru cd altfel pierdem legdtura intre matematica
pe care o facem si contextul initial), dar sd existe si ancore care nu permit desprinderea
de rationamentele matematice, de notiunile matematice pe care dorim sd le abordam.

Pentru realizarea activitdtilor, mai ales 1n perioadele incipiente, considerdm ca se
potriveste conditiilor din Roménia modelul conceptual (simplificat) prezentat in lucrarea
[14]], model care cuprinde urmdtoarele trei etape:

1. Crearea contextului pentru activitdtile elevilor:

— formularea unor intrebdri sau a unor provocdri;
— stabilirea mediului didactic de lucru;

— stabilirea cadrului temporal si practic;
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— clarificarea cerintelor referitoare la rezultatul elaborat de elevi, a formei de
evaluare si a criteriilor de evaluare.

IR

— acordarea de timp suficient, libertate si sprijin pentru activitatea elevilor;

— sprijin si provocare prin dialog, conform principiului Tndrumérii minime
(profesorul avand rol de facilitator);

— pregatire prealabild a unor dialoguri posibile prin parcurgerea etapelor de
investigare de catre profesor.

3. Reflectii si invatare impartasite:

— experientele, rezultatele si reflectiile din cadrul activitdtii sunt sistematizate
si impartasite;

— ideile principale si rezultatele matematice sunt evidentiate din rezultatele
elevilor si din reflectiile impartasite;

— rezultatele sunt corelate cu continuturile/cunostintele institutionalizate, de
exemplu cu programa scolara.

Bineinteles, la crearea contextului si la formularea problemelor vom avea in vedere
nivelul van Hiele la care se afld majoritatea elevilor, vom tine cont de dimensiunile TRU
si de caracteristicile intrebdrilor ca fiind ingrediente esentiale in IBL.

Pe parcursul activitdtilor rolul de facilitator este crucial, Tn anumite momente trebuie
sd intervenim pentru a stimula elevii, pentru a sustine importanta unor gesturi, pentru a
consolida unele idei importante etc.; 1n alte situatii interventia va fi de altd naturd sau poate
nici nu intervenim. In aceastd fazi e important si fim constienti de actiunile noastre si si
le raportdm la caracteristicile IBL, la ingredientele esentiale si la cadrele conceptuale cu
care operdm. In ultima etapi, organizim modul in care ideile vor fi discutate, prezentate
din pozitia de facilitator. In tabelul aliturat ([32]]) am inclus citeva idei referitoare la
acest rol de facilitator, care este complet diferit de rolul obisnuit al unui profesor la orele
traditionale.
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Strategii IBL

Sugestii pentru intrebdri/indemnuri adre-
sate elevilor:

Acordati timp elevilor sd inteleagd pro-
blema si sd se familiarizeze cu ea.
Descurajati graba, nu lasati sa va puna in-
trebdri de la Inceput.

* Nu te grdbi, intelege problema!

* Ce stii?

 Ce incerc sd faci?

* Ce este fixat? Ce se poate schimba?

* Nu cere ajutor de la Tnceput — in-
cearcd sd te gandesti la o abordare
posibild.

Oferiti mai mult ajutor strategic si nu de or-
din tehnic. Evitati simplificarea probleme-
lor prin precizarea pasilor pe care urmeaza
sd le parcurga elevii.

e Cum ai putea Incepe?

* Ce ai incercat pand acum?

* Ai Incercat cazuri particulare?

e Cum ai putea sistematiza ideile?

* Poti gdsi o reprezentare relevantd?

Incurajati elevii sa gaseascd metode alter-
native, aborddri diferite pentru aceeasi pro-
blemi. Incurajati-i si compare idei, me-
tode, strategii.

* Poti obtine acelasi rezultat altfel?

* Descrie metoda folosita si colegilor
tdi!

» Care metoda ti se pare mai buna si
pentru ce anume?

Incurajati explicatiile date de elevi (chiar
si cele gresite, sau doar intuitive). Cereti
elevilor sd elaboreze rationamente si sd le
discute intre ei.

* Poti explica metoda folositd?

* Poti explica din nou, dar altfel?

* Poti reformula cu propriile cuvinte
ce a spus colegul?

* Poti formula o explicatie?

Prezentati metodele eficiente si ideile
exceptionale doar la sfarsit. Cand elevii
au facut tot ce au putut, vor invdta mai
mult dintr-o abordare elegantd si eficientd.
Dacd prezentati acestea la inceput, vor in-
cerca sd imite metoda fard a intelege sau a
aprecia necesitatea acesteia, fara a intelege
limitele de aplicabilitate.

o Incerc si rezolv si eu, ma voi gandi
cu voce tare.

» Poate gresesc undeva, incercati sa
reperati greseala!

* Solutia poate fi Tmbunatatita...

* Va prezint si eu o abordare, va rog
s-o criticati!

6 Evaluarea elevilor

Evaluarea nivelului de cunostinte acumulate si a competentelor formate la elevii care
invatd prin activitdtile investigative este o sarcind foarte grea, deoarece elaborarea unei
evaludri profesioniste porneste de la definitia cadrului de evaluare, de la competentele
pe care dorim sd evaludm, iar in evaludrile traditionale nu au fost incluse competentele
pe care incercdm sd le dezvoltam. De exemplu, evaluarea PISA din 2009 ([[70]) a urma-
rit opt competente: gandirea si rationamentele (formularea unor intrebdri matematice
si intelegerea tipurilor de raspunsuri pe care matematica le poate oferi), argumentarea
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(utilizarea demonstratiilor si rationamentelor matematice, elaborarea si exprimarea argu-
mentelor matematice), comunicarea (exprimarea intr-un limbaj matematic, atat oral, cat
si in scris, precum si intelegerea conceptelor comunicate de ceilalti), modelarea (struc-
turarea, interpretarea, comunicarea, analiza, lucrul cu modele predefinite, criticarea si
validarea modelelor matematice in functie de realitate), formularea si rezolvarea probleme-
lor matematice (formularea, definirea si rezolvarea problemelor matematice prin diverse
metode), reprezentarea (reprezentarea obiectelor si situatiilor matematice in functie de
context si scop), utilizarea limbajului simbolic, a celui formal si a operatiilor (utilizarea
simbolurilor matematice, a limbajului formal si a operatiilor pentru a rezolva ecuatii
si a efectua calcule), utilizarea mijloacelor si instrumentelor (cunoasterea si utilizarea
metodelor si instrumentelor matematice, inclusiv a instrumentelor oferite de tehnologia
informatiei, pentru a sprijini abilitdtile matematice). Aceste competente insd au fost
evaluate pe trei niveluri: nivelul reproducerii (calcule de rutina, proceduri si algoritmi
de rutind, rezolvarea unor probleme de rutind), nivelul conexiunilor (realizarea legdturi-
lor intre contextele cotidiene si reprezentdrile matematice, rezolvdri standard ale unor
probleme prin metode multiple), nivelul reflectiilor (rezolvarea problemelor complexe,
abordari originale, generalizdri, metode multiple complexe). Astfel, problemele au fost
clasificate atit dupa competente, cat si in functie de nivelurile mentionate. Pe de alta
parte, marea majoritate a evaludrilor traditionale (evaluare nationald, bacalaureat) este
axatd pe verificarea unor cunostinte punctuale scoase din context, care de obicei atinge
cel mult al doilea nivel si numai una sau doud dintre competentele de mai inainte, in plus,
timpul este un factor crucial la aceste evaludri. Prin urmare, o evaluare traditionald de
reguld nu reuseste sd evalueze rezultatele proceselor de invdtare la adevdrata lor valoare,
existand atat erori de speta intii (cand un elev este evaluat peste nivelul lui general de
cunostinte doar datoritd faptului ca a reusit sd dea raspunsurile asteptate, ori in urma unor
rationamente gresite, ori In urma unor Incercdri aleatorii), cét si erori de speta a doua
(cand un elev este evaluat sub nivelul lui de cunostinte, de exemplu greseste, sau interpre-
teazd incorect o problemd, dar are un rationament corect sau pur si simplu nimereste o
problema pe care nu stie s-o rezolve). Bineinteles, ambele erori pot fi corectate Intr-un
proces educational prin evaludri repetate, prin construirea unor evaludri care reduc cat
mai mult efectele aleatorii, dar evaludrile traditionale de cele mai multe ori nu au aceste
caracteristici. Totusi, existd o serie de rezultate ([48]]) care aratd ca existd o corelatie
semnificativd intre cresterea notelor elevilor mai slabi (deci rezultatele obtinute la evaludri
traditionale pe o perioadd mai indelungatd) si folosirea metodelor investigative chiar si la
continuturi matematice abstracte, si cd nivelul competentelor la elevii care Tnvata (si) prin
metode investigative este mai ridicat decét nivelul competentelor celor care nu folosesc
metode investigative ([31]). Ba mai mult, folosirea metodelor investigative are un efect
pozitiv asupra dezvoltirii competentelor legate de gandirea criticd, asupra nivelului de
motivare si asupra performantelor academice in general ([85]), dar si la elevii cu dificultati
socio-emotionale si de comportament ([110]).
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In proiectele dedicate elaboririi metodelor de evaluare care pot cuprinde eficient si
corect rezultatele invdtdrii 1n diferite contexte investigative, In care uneori elevii au oport-
unitatea de a alege chiar si problemele studiate, sau aborddrile experimentate (de exemplu
ASSIST-ME, SAILS), au fost formulate o serie de concluzii privind importanta folosirii
evaludrii formative pe parcursul procesului de invatare. Independent de aceste proiecte si
intr-un context social putin diferit, autorul tezei [36] a folosit cadrul de evaluare utilizat Tn
PISA din 2009 si a formulat urmédtoarea concluzie: evaluarea formativa sprijind nvitarea
matematicii Tn diferite etape ale procesului de invdtare, oferind elevilor oportunitéti de
a conecta si sintetiza ideile lor, de a reflecta asupra ideilor proprii despre matematica
exploratd. Astfel, gindirea devine un proces de conceptualizare si investigatia conduce
la o gandire si o Intelegere mai profundd a continuturilor matematice. Volumul [35]
detaliazd o serie de perspective actuale privind evaluarea inovativa a elevilor in contextul
schimbdrilor care au intervenit In societate.

6.1 Cadrul de evaluare PISA 2022

Este important de mentionat cd PISA evalueazd domeniile matematicd, lecturd si stiinta
in fiecare ciclu, insa ciclurile au doar cate un domeniu considerat domeniul principal al
evaluirii. In fiecare ciclu (2000, 2003, 2006, 2009, 2012, 2015, 2018, 2022) este elaborat
un cadru conceptual prin definirea obiectivelor evaludrii (precum cel prezentat succint
mai inainte), dar la fiecare evaluare PISA cand matematica este domeniul principal (2003,
2012, 2022) cadrul conceptual este complet regandit, actualizat, incluzand si reflectand
atat o serie de rezultate de cercetare didactica, cat si o serie de linii importante din
domeniul politicilor educationale la nivel mondial, precum si schimbdérile/provocérile
din lumea socio-economica.

Cadrul de evaluare din 2022 a fost mult mai complex decét cel anterior. Ciclul mo-
deldrii matematice, utilizat si in evaludri anterioare pentru a descrie etapele prin care
trec elevii Tn rezolvarea problemelor contextualizate, a rimas o componenta esentiald a
cadrului PISA 2022. Acesta a fost utilizat pentru a ajuta la definirea proceselor matema-
tice 1n care sunt implicati elevii pe masurd ce rezolva probleme - procese care, impreuna
cu rationamentul matematic (atat deductiv, cat si inductiv), constituie principalele di-
mensiuni de raportare. Obiectivul principal a fost evaluarea gradului in care elevii sunt
capabili sd rationeze matematic si sa utilizeze concepte, proceduri, fapte si instrumente
matematice pentru a descrie, explica si prezice fenomene intr-o varietate de contexte speci-
fice secolului XXI. In comparatie cu PISA 2003 si PISA 2012, existi tendinta de focusare
mai redusd pe efectuarea calculelor si mai mult pe luarea unor decizii bazate pe informatii
valide si fundamentate stiintific in diferite contexte, astfel elaborarea rationamentelor
matematice a (re)capatat o importanta sporita si a fost evaluatd separat de rezolvarea
problemelor. Au fost definite patru dimensiuni de evaluare: elaborarea rationamentelor
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matematice, rezolvarea problemelor, competentele necesare secolului XXI si contextele
in care absolventii vor trebui sd functioneze. In paragrafele care urmeazd detaliem cateva
caracteristici importante ale acestor dimensiuni (conform [73]).

6.1.1 Rationamentele matematice

Rationamentul matematic (atit deductiv, cét si cel inductiv) implica evaluarea situatiilor,
selectarea strategiilor, formularea concluziilor logice, elaborarea si descrierea solutiilor
si recunoasterea modului in care aceste solutii pot fi aplicate. Elevii rationeazd matematic
atunci cand:

* identificd, recunosc, organizeaza, conecteaza si reprezinta (notiuni, relatii, date,
etc.);

* construiesc, abstractizeaza, evalueaza, deduc, justifica, explicd si sustin (idei, cone-
xiuni, argumente, proprietati, rationamente, etc.);

* interpreteazd, judecad, criticd, infirmd si calificd (date, argumente, conexiuni,
rationamente, proprietati, etc.).

Capacitatea de a rationa logic si de a prezenta argumente In mod onest si convingator
este o abilitate care devine din ce Tn ce mai importantd in lumea de astdzi. Matematica
este o stiintd a conceptelor, notiunilor, proprietitilor si obiectelor bine definite, care
pot fi analizate si transformate in diferite moduri folosind ,,rationamentul matematic”
pentru a obtine concluzii de care suntem siguri. Prin intermediul matematicii, elevii
invatd cd, folosind un rationament adecvat, pot ajunge la rezultate si concluzii pe care
le pot considera adevdrate. Mai mult, aceste concluzii sunt logice si obiective si, prin
urmare, impartiale, fird a fi nevoie de validarea de cdtre o autoritate externd. Acest tip de
rationament a cdrui utilitate depdseste cu mult domeniul disciplinei, poate fi invitat si
practicat cel mai eficient Tn cadrul matematicii.

Rationamentul matematic (atat deductiv, cat si inductiv) care se bazeaza pe intelegerea
unor concepte/notiuni/proprietdti cheie din matematica reprezinta nucleul alfabetizarii
matematice. Dintre aceste continuturi matematice In PISA 2022 au fost incluse urmdtoa-
rele:

* intelegerea sistemelor de numeratie, a diferitelor cantititi si a proprietdtilor lor
algebrice;

* intelegerea si aprecierea puterii abstractizarii si a reprezentdrii simbolice;
* explorarea structurilor matematice si a tiparelor caracteristice acestora;

* recunoasterea relatiilor functionale dintre diferite mdrimi;
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* utilizarea modeldrii matematice ca o perspectiva asupra lumii reale (de exemplu,
modele care apar in fizica, biologie, stiintele sociale, economice si comportamen-
tale);

* intelegerea notiunii de dispersie ca una din cele mai importante notiuni ale statisticii.

Documentul [[73]] detaliaza fiecare continut enumerat.

6.1.2 Rezolvarea problemelor matematice

Pentru a descrie procesele legate de rezolvarea problemelor matematice, cadrul PISA 2022
foloseste capacitatea unei persoane de a formula, utiliza si interpreta (evalua) matematica.
Aceste trei perspective oferd o structurd utild si semnificativd pentru organizarea proceselor
matematice care descriu ceea ce fac elevii pentru a conecta contextul unei probleme cu
matematica si pentru a rezolva problema. Itemii din testul PISA 2022 la matematica
au fost atribuiti fie dimensiunii de rationament matematic, fie unuia dintre cele trei
procese matematice care descriu procesul de rezolvare a problemelor (dar si procesul de
modelare):

 formularea matematicd a situatiilor;
* utilizarea de concepte, notiuni, proprietdti si proceduri matematice;
* interpretarea, aplicarea si evaluarea rezultatelor matematice.

Formularea matematica a situatiilor in acest context de evaluare aratd cat de eficient
pot elevii sd recunoasca si sa identifice oportunitatile de a utiliza matematica in situatii
problema si apoi sd recunoascd/construiascad structura matematicd necesara pentru a
formula problema initiald intr-un cadru matematic. Procesul de formulare matematicd a
situatiilor include urmédtoarele activitati (fird exhaustivitate):

¢ selectarea unui model adecvat dintr-o lista;

* identificarea aspectelor matematice ale unei probleme situate ntr-un context real si
identificarea variabilelor semnificative;

* recunoasterea structurii matematice (inclusiv tipare, relatii si modele) in probleme
sau situatii;

* simplificarea unei situatii sau probleme pentru a o face accesibild prin instrumente
matematice (de exemplu prin descompunere);

* identificarea constrangerilor si ipotezelor care stau la baza elaborarii unui model
matematic, identificarea simplificarilor desprinse din context;
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* reprezentarea matematicd a unei situatii, utilizand variabile, simboluri, diagrame si
modele standard adecvate;

* reprezentarea unei probleme intr-un mod diferit, inclusiv organizarea acesteia
conform conceptelor matematice si formularea unor ipoteze adecvate;

* intelegerea si explicarea conexiunilor dintre limbajul specific contextului unei
probleme si limbajul simbolic si formal necesar pentru a o reprezenta matematic;

e traducerea unei probleme in limbaj matematic;

* recunoasterea aspectelor unei probleme care corespund unor probleme, proprietati
sau concepte matematice cunoscute;

* alegerea si utilizarea celui mai eficient instrument de calcul pentru a reprezenta o
relatie matematicd inerentd unei probleme contextualizate;

* elaborarea unei secvente de instructiuni pentru rezolvarea problemelor.

Utilizarea conceptelor se referd la gradul capacititii elevilor de a efectua calcule si de
a aplica conceptele si teoremele/proprietdtile pe care le cunosc pentru a obtine o solutie
matematici relevanti in contextul initial al problemei. In mod concret, acest proces
de utilizare a conceptelor, proprietdtilor si procedurilor matematice include activitati
precum:

* efectuarea unui calcul simplu;
 formularea unei concluzii simple;
* selectarea unei strategii adecvate dintr-o lista;

* conceperea si punerea 1n aplicare a unor strategii pentru obtinerea unei solutii
matematice;

* utilizarea instrumentelor matematice, inclusiv a tehnologiei, pentru a ajuta obtinerea
de solutii exacte sau aproximative;

* aplicarea proprietdtilor, teoremelor, regulilor, algoritmilor si structurilor matema-
tice pe parcursul obtinerii unor solutii;

* folosirea corectd a numerelor, a datelor si informatiilor grafice si statistice, a expre-
siilor si ecuatiilor algebrice si a reprezentarilor geometrice;

* realizarea de diagrame, grafice, simuldri si constructii matematice si extragerea de
informatii matematice din acestea;
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* utilizarea si comutarea intre diferite reprezentdri in procesul de cautare a solutiilor;

* generalizarea si formularea de ipoteze pe baza rezultatelor aplicérii procedurilor
matematice pentru gasirea solutiilor;

* reflectarea asupra argumentelor matematice si explicarea si justificarea rezultatelor
matematice;

* evaluarea semnificatiei modelelor si tiparelor observate (sau propuse) in date.

Interpretarea (si evaluarea) se referd la eficienta cu care elevii sunt capabili sd reflecteze
asupra solutiilor sau concluziilor matematice, sd le interpreteze in contextul unei probleme
din lumea reald si sd determine dacd rezultatul (rezultatele) sau concluzia (concluziile)
sunt rezonabile si/sau utile. Procesul de interpretare, aplicare si evaluare a rezultatelor
matematice include activitdti precum:

* interpretarea informatiilor prezentate sub forma grafica si/sau prin diagrame;
* evaluarea unui rezultat matematic din punctul de vedere al contextului;

* interpretarea unui rezultat matematic sau a impactului acestuia in contextul unei
probleme cotidiene/profesionale;

* evaluarea caracterului rezonabil al unei solutii matematice in contextul unei pro-
bleme din lumea real§;

* intelegerea modului in care lumea reald influenteazi evaluarea rezultatelor si cal-
culelor matematice din perspectiva ludrii unor decizii contextuale despre cum ar
trebui sd fie rezultatele pentru a putea fi aplicate;

* explicarea motivului pentru care un rezultat sau o concluzie matematica are sau nu
sens, avand in vedere contextul unei probleme;

* intelegerea limitelor conceptelor si solutiilor matematice folosite;

* criticarea si identificarea limitelor modelului utilizat pentru rezolvarea unei pro-
bleme;

* utilizarea gandirii matematice si a gandirii computationale pentru a face predictii,
pentru a oferi dovezi pentru argumente, pentru a testa si compara solutiile propuse.

Capacitatea elevilor de a aplica matematica la probleme si situatii formale si informale
depinde de competentele inerente acestor trei etape, iar o intelegere a eficacitatii elevilor
in fiecare dintre aceste etape poate contribui la fundamentarea discutiilor la nivel politic
si a deciziilor luate. Este important de mentionat cd, pe parcursul acestor procese, elevii
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sunt incurajati sd foloseascd instrumente si practici computationale, tehnologice, iar In
cadrul evaluarii (formative sau sumative) elaborarea itemilor trebuie si aiba in vedere
activitdtile enumerate mai Tnainte.

Toate aceste procese si activitdti nu pot fi evaluate decat dacd sunt fixate si continuturile
la care acestea sunt raportate. Cadrul PISA 2022 a fost construit pe patru categorii de
continuturi:

* schimbare si relatii (modelarea schimbdrilor si relatiilor cu ajutorul functiilor si
ecuatiilor adecvate, precum si crearea, interpretarea si traducerea reprezentarilor
simbolice si grafice ale relatiilor);

* spatiu si formd (geometria este fundamentald pentru aceastd categorie, dar cate-
goria se extinde dincolo de geometria traditionald in ceea ce priveste continutul,
semnificatia si metodele folosite, bazandu-se pe elemente din alte domenii mate-
matice, cum ar fi vizualizarea spatiald, folosirea unor marimi fizice sau a algebrei);

* cantitatea (aspecte ale unor rationamente privind diferite cantitdti cum ar fi repre-
zentdrile numerelor, calculul structurat, calcul mental, simuldrile pe calculator,
estimadrile care pot interveni in validarea calculelor si a rezultatelor);

* incertitudine si date (prezentarea si interpretarea datelor sunt concepte cheie in
aceastd categorie, dar categoria include si recunoasterea importantei cuantificarii
unor variatii impreund cu gradul de incertitudine si de Tncredere al acestora, include
elaborarea, interpretarea si evaluarea concluziilor in situatiile in care este prezentd
incertitudinea).

Documentul [[73] contine citeva exemple ilustrative pentru toate aceste categorii,
potrivite atat pentru evaludrile sumative, cat si pentru organizarea unor activitati si
efectuarea unor evaluari formative.

6.1.3 Competentele cheie pentru secolul XXI

Competentele incluse in cadrul de evaluare au fost identificate n ultimii 15 ani, atat prin
proiectele proprii ale organizatiei OECD (The Future of Education and Skills: An OECD
2030 Framework), cat si in alte studii profesionale. Aceste competente sunt:

gandirea criticd;

creativitatea;

* investigarea si cercetarea;

autodirectionarea, initiativa si perseverenta;
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utilizarea informatiilor;
gandirea sistemicd;
comunicarea;

reflectia.

6.1.4 Contextele de functionare

Cadrul PISA 2022 a fost construit pe patru contexte in care pot apdrea problemele care
trebuie rezolvate:

contextul personal focusat pe activitdtile personale ale elevilor (incluzand si cele
din cadrul familiei sau altor grupuri);

contextul profesional (ocupational) legat de locurile de munc4;

contextul social focusat pe comunitatea mai largd in care elevii trdiesc si pe abor-
darea problemelor care apar din perspectiva comunitatilor (si nu din perspective
individuale);

contextul stiintific in care apar diferitele aplicatii ale matematicii in alte domenii
stiintifice, incluzand, bineinteles, dezvoltarea proprie a matematicii.

Am detaliat acest context din mai multe motive:

6.2

este cel mai recent context de evaluare folosit la nivel mondial si cu rezultate bazate
pe un esantion semnificativ, care ilustreaza totodata schimbarea perspectivelor din
care sunt construite instrumentele de evaluare in mai multe tiri (nu numai cele ale
evaludrii PISA);

aratd clar cd dimensiunea de rationament este distinctd de dimensiunea de rezolvare
a problemelor (bineintele, ambele dimensiuni pot fi atinse prin rezolvarea proble-
melor matematice, dar existd un risc enorm de a rezolva o serie de probleme féra a
dezvolta si partea de rationament);

aratd foarte clar cd abordarea bazatd si pe metode investigative poate contribui nu
numai la dezvoltarea competentei de investigare/cercetare (care este listat explicit),
dar si la dezvoltarea celorlalte competente, sprijind procesele si activititile care
formeaza cadrul de evaluare si poate contribui la imbunétdtirea rezultatelor la toate
dimensiunile de evaluare.

Instrumentele de evaluare dezvoltate in diferite proiecte

In volumul [54] (capitolul 8) sunt prezentate trei tehnici de autoevaluare utilizate in
studiile metacognitive si anume: inventarul de autoevaluare, autoevaluarea retrospectiva
si interviul calitativ. Inventarul consta 1n detalierea unor aspecte prestabilite: planificare,
monitorizare sau autoverificare, strategii cognitive si constientizare.
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Autoevaluarea retrospectiva constd 1n raportarea in timp real sau retrospectiv de citre
elevi a elementelor/ideilor/gandurilor legate de rezolvarea problemelor. Aceastd metoda
s-a dovedit a fi o metoda fiabila de colectare a datelor atunci cand exista si alte mijloace
de triangulare a datelor, cum ar fi interviurile sau inventarul anchetei. Un exemplu de
interviu calitativ cuprinde urmadtoarele trei etape:

(a) vorbirea/gandirea cu voce tare: elevii 1si verbalizeaza gandurile in timpul procesului
de rezolvare a problemelor. Informatiile consemnate sunt cele care au captat atentia
elevului in timpul procesului de rezolvare a problemei;

(b) sondarea concomitentd: elevii raporteaza aspecte specifice care ii intereseaza pe
profesori 1n cursul rezolvdrii problemei;

(c) sondarea retrospectiva: elevii sunt rugati sd isi aminteascd aménunte referitoare la
elaborarea rationamentului dupd rezolvarea problemei si apoi sd raporteze aspecte
specifice care prezintd interes pentru evaluator.

Initial aceste tehnici au fost dezvoltate din perspectiva cercetarilor, dar ele pot fi
folosite si pentru o evaluare formativa (sau chiar sumativa, daca probleme au fost elaborate
corespunzator). Ideea fundamentald este implicarea elevilor in procesul de evaluare, prin
autoevaludri si prin inter-evaludri, dupa discutarea criteriilor generale pe baza cdrora vor
fi realizate aceste evaludri.

De exemplu, in volumul [54] capitolul 9 este prezentat un instrument elaborat pornind
de la activitdtile echipei PRIMAS din Elvetia, care a definit patru dimensiuni de evaluare a
competentelor la activitdtile de rezolvare de probleme: prezentarea, naratiunea, cercetarea,
tehnica. Aceasta grild de evaluare a fost elaboratd intr-un grup de lucru la care au participat
18 de profesori — implicati intr-un curs de perfectionare in cadrul cdruia au aplicat metode
investigative la orele de matematicd — si poate fi folositd prin parcurgerea repetatd a
ciclului ESRU 1in cadrul unui interviu.

Desi grila pare foarte complicatd la prima vedere, este un instrument util, daca
profesorul este obisnuit cu folosirea ei. De exemplu, pe parcursul unei activitdti de 67 de
minute au fost purtate 21 de conversatii evaluative cu elevii care lucrau in 4 grupe (de
4-7-5-5 elevi respectiv) si au avut loc 48 de cicluri partiale E-S-R-U (9 cicluri complete,

Tot in volumul [54] (capitolul 11) este descrisa o evaluare bazatd pe rezolvarea unor
probleme si completarea unui chestionar care prezinta aborddri diferite pentru problemele
rezolvate. Elevii aleg pe o scard Likert cu 6 + 1 optiuni (dintre care primele sase se
referd la cele doud abordéri contrastante, una mai mult investigativa si una mai mult in
format clasic, iar ultima se referd la posibilele alte aborddri. Abordarea este una foarte
interesanta dar foarte dificil de realizat individual de catre toti profesorii. Bineinteles,
elaborarea unui set de astfel de probleme la fiecare capitol, impreund cu un instrument
pentru evaluare, ar elimina presiunea care apasd pe profesori.
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Dimensiuni

CICLUL
ESRU

PROFESORUL
SOLICITA RASPUNS m

(teacher Elicites response) (Student Responds)
PROFESORUL PROFESORUL
FOLOSESTE RECUNOASTE
RASPUNSUL RASPUNSUL
(Teacher Uses %—Q/ (Teacher Recognizes
Student Response) Student Response)
Ciclul ESRU

Grila de criterii stabilitd de grupul de lucru

Criterii

Prezentare

Grija

Naratiune

Comprehensiva

Relevantd (centratd pe investigatie) si structura textului (fiecare
etapd are un inceput, o dezvoltare si o concluzie).

Completa si cronologica (toate etapele sunt descrise, ordinea co-
recta).

Modelare

Insusirea problemei: reformularea problemei in propriul limbaj
si/sau exprimarea ei prin desene, diagrame, tabele.

Utilizarea instrumentelor, teoriilor si strategiilor matematice potri-
vite.

Cercetare

Urmarea unei piste, a unei strategii.

Efectuarea de incercdri relevante si eliminarea caracterului aleator.
Explicatia si justificarea tuturor conjecturilor.

Expunerea unei conjecturi valide sau a unor conjecturi invalide.
Testarea (sau demonstrarea) fiecarei conjecturi.

Incheierea analizei fiecirei conjecturi.

Exprimarea unei concluzii globale cu privire la investigare, discutia
solutiei matematice in raport cu contextul problemei.

Tehnica

Utilizarea adecvatd a instrumentelor si teoriilor matematice (unitati
de invitare, notiuni, teoreme etc.).
Introducerea unor notatii/variabile/parametri noi.
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6.2.1 Recomandari ale proiectului ASSIST-ME

Proiectul ASSIST-ME a propus patru metode de evaluare, fiecare implementat si testat la
ore de matematica in cele opt tdri participante, in vederea transformarii metodelor actuale
de predare si evaluare din perspectiva realizdrii unui feedback mai bun si mai eficient din
partea profesorului, feedback care sprijind dezvoltarea elevilor.

Feedback scris

ASSIST-ME sugereaza parcurgerea urmatorilor pasi pentru a creste calitatea feedback-
ului scris destinat elevilor:

* Elevii realizeaza livrabile bine specificate (rapoarte de laborator, idei pentru expe-
rimente, jurnale, hdrti mentale, portofolii etc. asociate competentei vizate).

* Profesorii oferd feedback scris pe livrabilele predate fie pe hartie, fie prin platforme
digitale.

» Feedback-ul profesorilor este realizat pe formulare special concepute, care ofera
o listd de verificare a criteriilor folosite si pe componentele competentei vizate
pentru lectia/unitatea de Invétare si aratd progresul realizat Tn invdtare.

* La primirea comentariilor din partea profesorului, fiecare elev revizuieste livrabilul
relevant tinand cont de feedback-ul primit.

Feedback oral pe parcurs
ASSIST-ME sugereazad urmatorii pasi pentru a creste calitatea feedback-ului oral
oferit 1n timp real pentru grupuri mici de elevi:

* Profesorul sugereaza o activitate pentru a investiga o ipoteza care a aparut In timpul
unei discutii.

* Profesorul formuleaza o intrebare menita sa stimuleze gandirea elevilor cu privire
la problema discutata.

* Profesorul pune intrebdri de clarificare pentru a-i ajuta pe elevi sa detalieze mai
bine o contributie aparent validd pe care au facut-o.

* Profesorul utilizeaza ceea ce a spus elevul pentru a oferi feedback.

* Elevii exprima mai multe idei care permit profesorului sa le ceard sa-si compare
ideile.

* Profesorul obtine o contributie din partea elevilor si solicita explicatii suplimentare
cu intentia de a-i ajuta sd-si evalueze si sa-si ajusteze rationamentul.
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Feedback din partea colegilor
ASSIST-ME sugereaza urmatorii pasi pentru a creste calitatea feedback-ului de la
elev la elev (de la egal la egal):

Materialele de predare si Invatare elaborate vizeazd competentele relevante.

Inainte de implementare, elevilor li se prezinta rolurile de evaluator si evaluat. In
timpul implementarii, elevii isi vor schimba rolurile.

Ca parte a materialelor de predare si invatare, elevii prezintd colegilor lor anumite
artefacte pe care le produc, asociate competentei puse in evidentd. Aceste artefacte
pot fi produse fie de elevi individuali, fie de grupuri de elevi.

Elevul (elevii) oferd feedback colegilor. Procesul de schimb de feedback intre
colegi este sustinut de formulare special concepute care cuprind criterii de evaluare
a artefactelor specifice. Aceste instrumente sunt dezvoltate de cétre profesor.

Dialog structurat de evaluare
ASSIST-ME sugereaza urmadtorii pasi pentru a creste eficienta dialogului structurat
de evaluare:

Profesorii elaboreazd materiale didactice care vizeazd competentele alese.

Planul de realizare include o conversatie standardizatd (5 minute) intre un elev
(elevul in centrul atentiei) si profesor, desfasuratd pe baza pregitirii elevului si
a formularului completat de profesor, care reflectd cerintele pentru competenta
care urmeazd si fie evaluatd. Profesorul pregiteste Intrebdri care ajutd la evaluarea
progreselor elevului (atingerea obiectivelor) in procesul de invétare.

Conversatia precedentd este urmatd de o fazd de feedback intre colegi, in care elevul
vizat discutd despre aceastd conversatie cu un grup de elevi, care ofera feedback
(de ce ar fi nevoie pentru ca dialogul elev-profesor sa acopere mai bine obiectivul
de invatare?).

In timpul acestor doui interactiuni, restul clasei observi si incercd si-si
imbunatiteasca propria intelegere a problemelor discutate.

La final, toti elevii formuleaza concluziile propriilor reflectii cu privire la nivelul
atins de ei si la activitdtile viitoare Tn vederea imbundtdtirii acestui nivel, utilizand
un formular special de autoreflectie creat pentru elevi.

In cadrul proiectului ASSIST-ME au fost elaborate formulare in sprijinul recoman-
dédrilor (acestea pot fi accesate la adresa https://www.ind.ku.dk/english/projects/assist-

me/).

Anexa livrabilului D4.7 ([40], https://www.ind.ku.dk/english/projects/assist+

me/documents/researchers-documents/project-outcomes/D4.7.pdf) contine si un tabel cu
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etape de invitare pentru competenta de rezolvare a problemelor, care poate fi urmdrit in
cadrul evaludrilor formative (bazat pe cadrul de evaluare PISA 2013).

6.2.2 Abordarea din proiectul SAILS si cateva concluzii

Concluziile principale ale proiectului SAILS au fost urmatoarele:
* Profesorii pot dezvolta strategii de evaluare relevante pentru investigatii specifice.

* Profesorii pot evalua elevii n timpul unei activitdti investigative si le pot oferi
feedback pentru a le permite sd efectueze schimbadri in activitatea lor.

* Alegerea investigatiilor de obicei se bazeaza pe continuturile specifice si afecteaza
alegerea dimensiunilor de evaluare.

* Unele aspecte ale investigatiilor sprijind realizarea conexiunilor intre progresul
individual, autoevaluarea si evaluarea colegiala.

In cadrul acestui proiect, au fost elaborate 19 unititi de invitare care cuprind si
perspectivele de evaluare. Aceste unitdti au fost puse in aplicare Tn mai multe tari, iar cele
doud volume elaborate contin si feedback-ul din cadrul acestor implementéri. Cadrul de
evaluare SAILS a fost construit avand in vedere cinci competente:

* elaborarea de ipoteze;

* planificarea si implementarea investigatiilor;
 formularea de argumente coerente si munca in colaborare;
* elaborarea de rationamente stiintifice;

* alfabetizare stiintifica.

Principalele metode de evaluare propuse sunt:
* dialogul in clasd;

* observarea activitdtii de cdtre profesor;

* evaluarea de cdtre colegi;

¢ autoevaluarea;

* fisele de lucru;

* materiale concepute de elevi;
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* alte elemente de evaluare (test post-activitate);

La fiecare unitate propusa autorii au specificat si competentele vizate de unitatea
respectiva si au elaborat formulare pentru autoevaluare, pentru evaluare colegiala, dife-
rite tabele pentru a evalua nivelul competentelor vizate. De asemenea, ei au prezentat
mai multe studii de caz din diferite tdri in care a fost implementatd unitatea respectiva,
impreund cu criteriile specifice de evaluare adaptate la standardele nationale.

7 Dezvoltarea profesionala a profesorilor

7.1 Modelul conceptual al lui Clarke si Hollingsworth

In ultimele decenii, au fost efectuate numeroase cercetiri in legdturd cu dezvoltarea
profesionala continud (CPD) si au fost elaborate criterii de calitate aferente. Pentru a
fi eficientd, CPD ar trebui sa fie colaborativa si extinsd in timp, sd includd timp pentru
practicd, coaching si urmadrire, sd fie fundamentatd pe curriculum-ul elevilor si aliniata la
politicile locale, sa fie incorporata in lumea muncii si conectatd la mai multe elemente de
instruire ([83], [20]). Cercetirile indica faptul cd activitdtile comunicative si activititile
de cooperare reprezintd factorii de baza care favorizeazd impactul durabil al programelor
CPD ([51]). Lerman si Zehetmeier afirmd, de asemenea, cd in special furnizarea unor
oportunititi bogate de reflectie si discutie in colaborare (exemple de practici profesio-
nale, analiza muncii elevilor, a greselilor sau a altor aspecte ale predarii) reprezintd o
caracteristica de bazd a proceselor de schimbare eficiente. De asemenea, exista tot mai
multe dovezi cd un ingredient-cheie pentru un program CPD eficient este colaborarea
intre profesori. ([89]).

Pentru a urmari si a sprijini dezvoltarea profesionald a cadrelor didactice, au fost
elaborate diverse modele conceptuale, unele liniare (modelul lui Guskey, vezi [41]), sau
ciclice (vezi [100] sau [99]), dar cel mai robust si mai eficient atat din punct de vedere al
cercetdrii, cat si din punct de vedere practic, s-a dovedit modelul dezvoltirii profesionale
a cadrelor didactice, elaborat de Clarke si Hollingsworth ([26]]). Acesta poate avea atat

.....

mai complexe. Modelul opereazi cu patru domenii:

* domeniul personal, care cuprinde bagajul de cunostinte al profesorului, convingerile
sale si atitudinile sale privind situatiile care intervin la orele de matematica sau in
procesul educational in general;

* domeniul practicii, care cuprinde activitatea sa profesionald de la planificarea
activitatilor, derularea activitatilor, evaluarea elevilor la analiza activitdtilor, pana
la activitatea lui Tn comunitatea profesionald, insd acest domeniu este mai ales zona
in care individul poate experimenta/implementa schimbari;
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* domeniul extern, care cuprinde sursele externe de informatii, discutiile cu alti
specialisti, elemente de la cursurile de formare, toate avand specificul de a crea o
disonantd cognitivd, de a scoate individul din zona de confort (dar nu si din zona
proximei dezvoltdri);

* domeniul consecintelor proeminente, adica zona in care individul poate observa
rezultate, schimbadri sau lipsa acestora.

In acest model, autorii au identificat doui tipuri de interactiuni intre domeniile enumerate.
O interactiune de tip actiune, care inseamnd punerea in aplicare, adaptarea unor elemente
dintr-un domeniu (de exemplu metode noi de abordare ale unor continuturi) intr-un
alt domeniu (de exemplu domeniul practicii) — si o interactiune de tip reactie care se
manifestd la nivel metacognitiv prin reflectie.

Domeniul extern
Mediul schimbarilor
Surse externe
de informatii
Domeniul personal ' side stimuli Domeniul practicii
Cuneoslinle, %
N 0] e Exporlmcntarc
convingeri, . <
- profesionali
alitudine >

e
Rezultate /
proeminente

—> Punerein aplicare
........... > Reﬂee;ic

Domeniul consecintelor

Modelul interconectat al dezvoltdrii profesionale a cadrelor didactice

Sunt mai multe aspecte importante care trebuie remarcate in acest model:

* intre domeniul personal si domeniul consecintelor nu exista interactiune directa
de tip actiune, deci schimbdrile Tn domeniul personal nu se vor produce in mod
automat, Tn urma unor rezultate din domeniul consecintelor. Pentru aceasta este
nevoie de reflectii, iar pentru producerea unor schimbari in urma reflectiilor este
esentiald autonomia profesionald;

* nu existd interactiuni de tip actiune care sa actioneze asupra domeniului personal,
deci schimbdrile Tn domeniul personal nu se vor produce in mod automat nici
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prin introducerea elementelor externe noi, nici prin schimbdri implementate in
domeniul practicii, dar nici in urma rezultatelor obtinute (oricare ar fi acestea) —
este nevoie iardsi de reflectii asupra tuturor acestor aspecte;

* folosind cadrul conceptual al acestui model, putem descrie sau urmari o serie de
activitdti complexe atat la nivelul individual al fiecdrui profesor, cit si la nivelul
organizdrii unor cursuri de formare.

Modelul interconectat face diferenta intre ceea ce se numeste ,,secvente de schimbari”
si ,retele de dezvoltare”. Schimbarea intr-un domeniu poate sa nu conduca la schimbari
intr-un alt domeniu, dar atunci cind se intdimplad o schimbare, se foloseste termenul de
»secventd de schimbare”. O secventd de schimbare constd In una sau doud legdturi intre
domenii, fie prin punere in aplicare, fie prin reflectie. Termenul ,,dezvoltare” este rezervat
schimbarilor mai durabile. O ,,retea de dezvoltare” cuprinde mai mult de doud legdturi si
implica dovezi ale unor schimbdri durabile fie in practicd, fie In cunostinte sau convingeri.

In prezentarea [[103] autorii au identificat similarititi, dar si diferente marcante intre
profesorii din Norvegia si profesorii din Roméania care au experimentat implementarea
metodelor investigative n proiectul Mascil. De exemplu, interactiunea de tip reflectie
spre domeniul consecintelor a apdrut n ambele tdri numai dinspre domeniul practicii,
dar secventa

Domeniul extern — Domeniul practicii — Domeniul personal
nu a apdrut decét in Norvegia. De asemenea reteaua de dezvoltare
Domeniul extern — Domeniul practicii — Domeniul personal — Domeniul practicii
a apdrut in ambele tdri, dar ciclul
Domeniul practicii — Domeniul consecintelor — Domeniul personal —

— Domeniul practicii

nu a apdrut in interviurile profesorilor norvegieni. Desi interviurile provin de la un numér
redus de profesori din ambele tdri, ele arata cd tiparele de evolutie profesionala pot fi
diferite in contexte sociale diferite, chiar daca cursurile de formare au fost gindite din
aceeasi perspectiva si s-a folosit aceeasi colectie de materiale ca factor de influenta din
domeniul extern. Multitudinea de posibilitdti si analiza interviurilor arata clar ca perceptia
si procesul de dezvoltare al profesorilor privind aplicarea metodelor investigative poate fi
foarte diferitd, chiar daca contextul social este acelasi. Acest aspect nu poate fi neglijat
nici la construirea cursurilor de formare, dar nici la elaborarea materialelor didactice,
nici la diferitele aborddri ale unitatilor de invatare si nici la studiul impactului.
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7.2 Caracteristici ale metodelor investigative la orele de matematica
si aplicarea acestora in cursurile de formare

Un curs de formare poate fi organizat in foarte multe moduri, ca mod efectiv de realizare
sau chiar la nivel de planificare conceptuald. In acest paragraf nu dorim si discutim
aceste aspecte, doar dorim sd punctam unele repere care trebuie urmadrite indiferent de
derularea efectivd a cursurilor. Aceste repere au fost discutate si experimentate in 14 tari
europene in perioada 2010-2013 in cadrul proiectului PRIMAS si au fost implementate
in mai multe tari dupd 2013. Una dintre tdrile 1n care a fost documentat procesul complet
a fost Malta (vezi [21]). Autorul articolului citat scoate Tn evidenta patru caracteristici:
sarcinile matematice, Invdtarea colaborativd, Intrebdrile investigative si responsabilizarea
elevilor. Toate sunt de fapt gandite din perspectiva rolului care 1i revine profesorului in
selectarea sarcinilor, planificarea orelor, organizarea si gestionarea clasei si orchestrarea
invatdrii. Desi cele patru caracteristici pot apdrea ca fiind distincte, In cadrul lectiilor
IBL acestea de reguld se suprapun si sunt conectate intre ele. Aceastd interconectare
trebuie sd se manifeste atat in timpul lectiilor cu elevii, cat si In timpul atelierelor CPD
cu profesorii.

O provocare majora pentru profesori pare a fi adoptarea si integrarea pedagogiilor IBL
ca parte a preddrii, deoarece acestea necesitd pe de o parte competente strdine de aborda-
rile traditionale de la orele de matematica, dar pe de alta parte, In unele cazuri necesita si o
intelegere mai profundi a motivatiilor profesionale din spatele continuturilor. In vederea
consoliddrii schimbdrilor In domeniul personal si in domeniul practicii, cursurile de for-
mare care s-au dovedit eficiente din perspectiva metodelor investigative au fost concepute
in jurul acestor patru caracteristici pentru a transmite un mesaj coerent de IBL ([92]). De
exemplu, in transmiterea cdtre profesori a semnificatiei transferului responsabilitdtii cétre
elevi si 1n sprijinirea dezvoltdrii identitdtii profesionale, profesorii Tnsisi trebuie sa fie
responsabilizati si sprijiniti in preluarea unui control semnificativ privind continuturile,
ideile discutate, 1n testarea ideilor prezentate, in Tmpartasirea experientelor (si nu numai
a cazurilor de succes), precum si in adaptarea si construirea propriilor perspective teore-
tice ale preddrii prin investigatie. Scopul unui curs de dezvoltare profesionald este de a
prezenta pedagogii care sa stimuleze profesorii sa actioneze, sa vorbeasca si sa gindeasca
dintr-o perspectivad IBL.
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Caracteristici

Rolul profesorului

Conditii pentru IBL

Sarcini
(probleme,
contexte,
situatii
problema)
matematice

Profesorul prezinta pro-
bleme, situatii problema
sau contexte matema-
tice bogate care im-
plica elevii in elabora-
rea unor rationamente in
timp ce acceseaza activ
continutul si realizeaza
conexiuni.

Sarcinile prezentate

sunt accesibile tuturor elevilor;

oferd provocari realizabile;

contribuie la Intelegerea conceptuala si
la dezvoltarea proceselor de gandire, a
fluentei Tn comunicarea rezultatelor;
pot fi abordate prin multiple strategii
sau metode de rezolvare;

valorificd mai degrabd procesul decat
raspunsul.

Invatarea
colabora-
tiva

Profesorul ofera un me-
diu de colaborare care
implica elevii in schim-
bul de idei / dezbaterea
argumentelor facilitind
si construirea concepte-
lor matematice.

Cultura clasei

sprijind schimbul de idei si aborddri;
valorificd diversitatea ideilor si a
intelegerii;

promoveaza discutii si analize critice;
recunoaste cd elevii pot invdta unii de
la altii.

Intrebari

cu intentii
didactice

si profesio-
nale

Profesorul foloseste in-
trebdri care stimuleaza
rationamentul si stimu-
leazd elevii sd isi comu-
nice gandurile si ideile
matematice Intr-o forma
structuratd.

Intrebdrile profesorului

sunt planificate in prealabil;

ajutd gandirea elevilor si elaborarea
rationamentelor;

favorizeazd evaluarea si comunicarea
diferitelor strategii;

scot 1n evidentd conceptiile gresite;
sprijind elevul sa invete din greseli;
incurajeaza explorarea abordarilor al-
ternative.

Responsabi-
litdtile
elevilor si
identitatea
lor profesio-
nald

Profesorul oferd opor-
tunitati  elevilor sa
isi asume mai multe
responsabilitati in
invdtare si lucreaza
pentru a-i sprijini sa
devind mai activi in
asumarea unor roluri.

Responsabilititile elevilor

selectarea problemelor de rezolvat
(cand este cazul);

formularea propriilor Intrebdri si a ras-
punsurilor la acestea;

luarea de decizii;

conceperea si elaborarea strategiilor;
prezentarea ideilor;

criticarea punctelor de vedere.
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Aplicarea | Profesorii in scoli Formatorii la cursurile de formare profesio-
caracteristi- nala
cilor
Folosirea Prezintd elevilor sarcini | Prezinta sarcini care oferd profesorilor
sarcinilor matematice autentice, | oportunititi de a explora, interpreta, expe-
autentice, prin care ei pot aborda | rimenta si dezvolte cunostinte autentice
bogate si experimenta atit | profunde despre investigatiile matematice.
notiunile matematice,
cat si conexiunile dintre
notiuni.
Cultivarea | Organizeaza activitati in | Organizeaza activititi de colaborare pentru
unui mediu | grupuri mici pentru ca | ca profesorii sd reflecteze si sa evalueze prac-
colaborativ | elevii sd impartaseasca | ticile si consecintele folosirii unor abordari,
idei, sd formuleze argu- | atat la nivelul pedagogiilor, cét si la nivelul re-
mente matematice, sd | zolvdrii efective a unor probleme. Furnizeaza
elaboreze rationamente | provocdri noi si genereaza disonante cogni-
si sa discute opinii. tive.
Promovarea | Pun intrebari care stimu- | Dezvoltd un mediu bazat pe formularea intre-
unei ati- | leazd formularea unor | barilor relevante, pe cautarea raspunsurilor,
tudini argumente, elaborarea | pe analiza metodelor si a practicilor didac-
investiga- unor rationamente. | tice folosite, cu scopul de a angrena profesorii
tive Sustin  invdtarea si | Intr-o serie de dezbateri bazate pe reflectii si
incurajeaza elevii sa | analize profunde privind toate aspectele pro-
comunice, sa-si formu- | cesului didactic. Sprijind profesorii, in asu-
leze ideile intr-o forma | marea unor roluri mai active in dezvoltarea
structuratd, intr-o forma | lor profesionala.
matematica.
Transferul | Oferd elevilor | Oferd experiente care sd sprijine dezvoltarea
responsa- oportunitati pentru | increderii 1n capacitdtile proprii ale profeso-
bilitdtii 1n | a-si asuma mai multd | rilor privind planificarea, implementarea si
invdtare si | responsabilitate in | evaluarea practicilor bazate pe investigatie.

sprijinirea
dezvolta-
rii unei
identitati
profesio-
nale

procesul dezvoltdrii lor,
sprijind dezvoltarea unei
increderi in importanta
implicdrii active 1in
studiul matematicii.

Mai multe detalii despre cursurile de formare care au constituit punctul de pornire
pentru trecerea la metodele investigative in mai multe tdri europene, precum si cateva
exemple de materiale pot fi consultate Tn ghidul elaborat in cadrul proiectului Primas
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([82]). Au avut loc o serie de activititi experimentale si in Roméania, Tn majoritatea
activitdtilor au fost implicati elevi de liceu si unele materiale abordate au fost incluse
in cartea Primas publicatd in limba romana ([3]]). Unele dintre activititile prezentate in
aceastd carte pot fi folosite si la clase gimnaziale, bineinteles, prin renuntarea la unele
aspecte ale formalismului folosit. Pentru o exemplificare concreta prezentdm doud astfel
de probleme.

1. Problema bicicletei

Doi biciclisti pleaca intr-o excursie, in timpul careia caldtoresc cu trenul pana in
localitatea A, de acolo se deplaseaza pe un teren accidentat, pe bicicletd, pand in localitatea
B, iar din B se intorc acasa cu trenul. Pe portiunea dintre A si B, in punctul C, una dintre
biciclete nu se mai poate folosi pentru cd a cazut intr-o prapastie. Distanta dintre C si B
este de 40 kilometri, distanta intre A si C este de 60 km, iar trenul care i-ar duce acasa
din B pleaca peste 5 ore si jumatate. Cand merg pe jos, cei doi au viteza vi = 5 km/h,
iar cand merg pe bicicletd, au viteza v, = 20 km/h. Pot sa ajungd améndoi la timp in B
pentru a prinde trenul, dacd nu pot folosi simultan bicicleta?

Incercati si extindeti rezultatele la cazul in care sunt mai multi biciclisti si mai multe
biciclete devin nefolosibile si Incercati s formulati rezultatele Tn limbaj matematic cu
argumente complete.

2. Configuratii cu patrate

Problema apare si in cartea fundamentald scrisa de Spencer Kagan despre metodele
cooperative, dar in contextul original este destinati elevilor din ciclul primar. In timpul
acestei activitdti, elevii sunt Tmpartiti in grupe de cate 4 si fiecare elev primeste 3 fasii de
hartie identice (aproximativ 20 cm lungime, 1,5 cm latime). n locul fasiilor de hartie
pot fi folosite betisoare sau chibrituri mari. Fiecare grupa trebuie sa creeze (sd aranjeze)
si sd deseneze configuratii in care apar 1, 2, 3, . . . patrate respectand urmdatoarele reguli:

* in configuratia desenata fiecare fasie de hartie este importanta, adica daca se nldtura
una din ele, se schimba numarul patratelor din figur;

* fiecare grupa trebuie sd foloseasca la fiecare configuratie toate fasiile de hartie pe
care le are la dispozitie;

* nu existd extremitdti libere, adica la fiecare capat al unei fasii se ataseaza capdtul
altei fasii;

* nu existd acoperiri partiale sau totale, adica fasiile paralele nu au pdrti care se
suprapun — ceea ce nu exclude intersectia fasiilor de hartie neparalele.

In primele 15-20 minute ale activititii, elevii trebuie s aranjeze fasiile de hartie in diferite
configuratii, apoi, timp de 10-15 minute, sd deseneze configuratiile posibile, dupa aceea
fiecare grupa trebuie sd deseneze configuratiile obtinute pe un poster comun.

In etapa urmitoare a activititii, elevii trebuie si formuleze intrebiri legate de activita-
tea lor (inclusiv despre configuratiile obtinute), apoi sd ordoneze problemele dupd gradul
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de dificultate (fard a cunoaste solutia lor) si din aceste probleme sd aleagd cateva pe care
cred cd le pot rezolva si sd le rezolve.

Aceste probleme au fost folosite si la cursuri de formare unde profesorii, dupa ce
au elaborat propriile lor solutii si generalizdri, au avut de analizat lucrdrile elevilor, au
discutat despre posibilele dificuliti cu care elevii se pot confrunta si strategiile didactice
cu care putem ajuta elevii pe parcursul rezolvarii acestor probleme. Putem observa,
ca prima este mai mult apropiatd de PBL, unde problema fundamentala este formulata
din start, iar a doua este o investigatie mai deschisd in care nu am formulat o problema
matematicd concretd. Problema fundamentald la aceastd activitate este legatd de numarul
problema poate fi foarte usor dirijatd de cdtre profesor sau chiar transformatd pe parcurs,
dacd la randul sdu a efectuat un rationament investigativ n acest context si este constient
de dificultdtile care pot apdrea.

In figurile aliturate avem cateva configuratii posibile si numirul de pitrate care se
pot identifica pe fiecare configuratie.

n=25 n—26 n=27 n—28

Este important faptul ca niciuna din cele doud probleme nu abordeaza obiectivele de
invdtare in mod direct. La prima problemad, obiectivul este ca elevii sd modeleze o situatie
complexa si sd formuleze ipoteze pe care sd le verifice folosind notiunea de viteza. La nivel
formal obiectivul este si foloseasci inegalititi. In cazul problemei a doua, obiectivul este
sd numere corect patratele pe o configuratie complexd. Participantii cursurilor de formare
trebuie sa treaca prin procesul de investigare tocmai pentru a intelege cum se leaga aceste
obiective de activitatea propriu zisd si sd poatd ghida elevii, dacd acestia omit elemente
esentiale care ulterior duc la ratarea acestor obiective. O altd concluzie importantd de la
aceste cursuri este cd, in clasd se poate Tntampla ca profesorii care nu au parcurs procesul
de investigare sd nu poatd reactiona in timp real la unele intrebdri la care ar trebui sa
rispundi. In cartea Primas (care poate fi accesati online aici cu parola Primas2013! sau
fard parola de la adresa https://simplexportal.ro/tananyagok/primas/primas_ro_opt.pdf)
am detaliat cateva idei importante legate de solutia acestor doud probleme.
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ANEXE

8 Anexe

8.1 Sa construim numerele!

Continuturile vizate la aceste activitdti: numere prime, divizori, teorema fundamentald a
aritmeticii, cel mai mare divizor comun, cel mai mic multiplu comun, numadrul divizorilor.

8.1.1 Cadrul conceptual

Aceasta unitate de Tnvdtare cuprinde 2—4 activitdti care sunt bazate pe modelul conceptual
trifazic descris 1n lucrarea [14].

Unitatea de fatd a fost conceputd nu numai pentru a investiga continuturi matematice,
ci si in vederea sprijinirii acestui proces de scufundare 1n investigatii din ce in ce mai com-
plexe. Intrucat acest proces depinde de elevi (atit din punctul de vedere al cunostintelor,
cat si din punctul de vedere al metodei de lucru), dar si de profesor, nu am fragmentat pro-
cesul in lectii separate, ci am ingirat practic intrebdrile/sarcinile propuse pentru abordarea
temei. Totusi precizam cateva sugestii metodologice sau de ordin organizatoric.

* Scopul activitatilor este de a introduce conceptul de numar prim, teorema fun-
damentald a aritmeticii, notiunea de divizor, respectiv cel mai mare divizor comun
si cel mai mic multiplu comun si de a deduce formula de calcul pentru numarul
divizorilor. Toate aceste denumiri trebuie sd apard numai dupa ce elevii au for-
mulat cu propriile cuvinte, la nivelul intuitiv, proprietdti care indica intelegerea
conceptuald sau procedurald a unor aspecte importante.

* Contextul de baza este introdus prin folosirea unui set de blocuri Lego si are rolul
de a capta atentia elevilor. Recomandarea este de a fragmenta investigatia n patru
activitati distincte. Prima dintre acestea este dedicatd introducerii numerelor prime
si intelegerii teoremei fundamentale a aritmeticii. A doua activitate poate fi dedicatd
fundamentdrii notiunii de divizor si multiplu, respectiv stabilirii formulei de calcul
a numadrului divizorilor pe baza factorizarii. Urmatoarea activitate sau urmatoarele
douad activititi pot fi dedicate notiunilor de cel mai mic multiplu comun si cel mai
mare divizor comun. Intrucit nu existd transfer direct de la intelegerea conceptelor
la aplicatiile lor in contexte cotidiene, se poate completa cu o activitate separatd
dedicatd acestor aspecte, sau aceste aspecte pot fi incluse in celelalte activitati.

* Elevii vor lucra 1n echipe formate din 3-4 elevi. Fiecare echipa va avea la dispozitie
o suprafati orizontali de aproximativ 1 m? si vor primi cate un set de blocuri Lego
de dimensiuni egale, avand cel putin 7-8 culori diferite (albastru, verde, rosu, alb,
galben, negru, portocaliu, mov, etc.), 21 de bucdti de culoare albastrad si 10-15
buciti din celelalte culori. Profesorul va mai pregéti si cate un set de cartonase
identice pe care le va da elevilor numai la rezolvarea problemei 4).
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* O metoda de lucru eficientd s-a dovedit a fi ca fiecare echipa sa fotografieze con-
structiile pe care le face la cate o problema, urmand ca acestea sa fie afisate pe o
tabld digitala (sau proiectate pe un ecran) si pe baza acestor fotografii sd discute
rationamentele pe baza cdrora au realizat acele constructii. Este important ca In
urma acestor discutii sa fie introduse denumirile corecte si sa fie fixate notiunile
noi (in mod etapizat).

8.1.2 Derularea activitatilor

1) Constructiile de pe biroul profesorului reprezintd numerele: 6, 12, 75, 99, 245
si 1001. Blocurile de constructie (elementele Lego) reprezintd cate un numar,
aceeasi culoare reprezentand acelasi numadr. Liantul (mortarul) care tine constructia
impreund este o operatie. Sarcina este sd aflati aceastd operatie i sd stabilifi valoarea
reprezentatd de fiecare culoare.

99 j 245 AO\

8.1. Comentarii. Operatia cdutatd este inmultirea, iar culorile reprezintd urmatoa-
rele numere:

albastru — 2

verde — 3
* rosu — 5

alb —» 7

galben — 11

negru — 13
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Daci elevii nu se descurca din prima incercare, atunci profesorul poate da exemple
de alte constructii folosind numere mai mici (mai ales pentru identificarea factorilor
7si11). De exemplu 4, sau 33, sau 25, pentru a compara acestea cu 12, 99, 75, pana
cand cineva observd cd addugarea unui bloc Lego de culoarea verde Tnseamna cd
valoarea creste de trei ori. Este important ca operatia de inmultire sd fie recunoscuta
de elevi — chiar dacd profesorul simte nevoia sd explice ce inseamnd o operatie, s-o
faca pe un exemplu din care sa nu rezulte faptul cd este vorba de inmultire.

2) a) Ce numere de la 2 la 20 pot fi construite Tn mod similar folosind culorile folosite
anterior?

b) Construiti toate aceste numere. Care sunt numerele (de la 2 la 20) care nu pot fi
construite astfel? Atribuiti cate o culoare noud fiecdruia dintre acestea si adaugati-le
la setul vostru.

c¢) Daca dorim sd obtinem toate numerele pand la 100 din cuburi Lego, céte culori
trebuie sd mai addugam la set? In cate moduri putem reprezenta numerele?

8.2. Comentarii. Printre numerele de la 2 1a 20 numai 17 si 19 nu se poate scrie ca
produsul a doui numere mai mici (care deja au fost reprezentate). In figura de mai
jos putem vedea reprezentdrile numerelor si cele doud culori atribuite numerelor
17 respectiv 19.

emB=E 0=
2 3 4 5 6 7 8 9

10 11 12 13 14 15 16 17
l ] l
18 19 20

Pentru a vedea care sunt numerele pentru care trebuie sd mai addugam si alte culori,
putem proceda fie prin constructia efectivd a numerelor, fie prin eliminarea acelora
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3)

4)

5)

care se pot construi. Astfel orice numar par are cel putin un bloc Lego albastru,
deci pentru a depista numerele pentru care trebuie sd asigndm o culoare noud nu
mai trebuie sd verificim numerele pare mai mari decat 2. La fel, multiplii lui 3 se
pot elimina si asa mai departe ajungem practic la ciurul lui Eratostene si obtinem
numerele pentru care este nevoie de o culoare separatd (la inceput am nsirat si cele
deja folosite):

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47, 53,59, 61, 67,

71,73,79,83,89,97,
deci ar mai fi nevoie de incd 17 culori.

Pe baza exemplelor studiate elevii 1si vor putea da seama ca reprezentarea unui
numadr este unicd in sensul cd elementele Lego din care este construit un nunar sunt
determinate in mod unic. De exemplu, 12 poate fi reprezentat prin doua blocuri
albastre si un bloc Lego verde (pe care le putem suprapune in orice ordine).

Ce proprietate au Tn comun numerele reprezentate de culorile din set?

8.3. Comentarii. Numerele reprezentate prin culori diferite nu se pot scrie sub
forma unui produs a - b, unde a, b > 2, deci ajungem la definitia numerelor prime.
Este de remarcat faptul cd nu am definit Incd notiunea de divizor, deci definitia
nu este legata de aceasta notiune, ci efectiv de operatia de inmultire. Un avantaj
al acestei aborddri este faptul ca elevii vor formula prin cuvinte proprii definitia
numerelor prime, poate nu chiar exact, dar definitia corecta oricum se va baza pe
formulirile lor si pe intuitia lor. In acest context nu mai este necesar si subliniem
cd numerele prime au o importantd deosebitd in matematica, pentru ca este clar
pentru toatd lumea cd toate numerele se pot construi pornind de la numerele prime,
deci acestea sunt elementele de baza.

Ce s-ar fi schimbat dacd ai fi addugat la set o culoare si pentru numarul 1?

8.4. Comentarii. Daci si numarul 1 ar fi reprezentat de o culoare, atunci pentru
orice numadr ar exista o infinitate de reprezentari (pentru ca am putea folosi oricate
blocuri cu valoarea 1). Pentru a evita acest lucru, numadrul 1 nu il vom reprezenta
cu blocuri Lego, ci cu ajutorul unui patriatel de hartie care este pus sub fiecare
constructie, ca si cum ar fi baza (fundatia) constructiei. Acest aspect este important
pentru a defini corect divizorii unui numadr si a evita tratarea separata a divizorilor
proprii.

Construiti din setul vostru numerele 150, 54, 80 si 810.
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6)

150=2-3.52 54=2.33 80=2*-5 810=2-3*-5

8.5. Comentarii. Aceste reprezentdri se pot obtine Tn mai multe moduri, dar ofera
o oportunitate pentru a discuta eventualele aborddri, algoritmi pe care le putem
folosi. De exemplu, ludm numerele prime 1n ordine crescdtoare si verificdm dacd
numadrul ales divide numarul dat in problemd. Dacd am gdsit un divizor prim, atunci
in continuare vom cauta divizorii primi ai catului, fard a mai reveni la numerele
prime mai mici. De exemplu, dupd ce am Tmpartit 54 la 2 si am obtinut catul
27 verificam daca se mai divide cu 2 si dupa acesta incercam sa impartim 27 la
3, iar dupd ce obtinem catul 9 nu mai revenim la numarul prim 2, ci verificim
divizibilitatea cu 3. Totodatd acest exercitiu oferd oportunitatea de a discuta teorema
fundamentald a aritmeticii si anume faptul cd orice numdr natural mai mare ca 1
admite o descompunere unicd n produs de puteri ale unor numere prime. Unicitatea
in acest caz Tnseamna cd numerele prime si exponentii care intervin sunt determinate
in mod unic.

a) Construiti din setul vostru numerele 64, 12, 45, 72, 108.

b) Separat pentru fiecare constructie obtinutd la punctul a), realizati toate
constructiile care pot fi produse folosind numai o parte dintre piesele folosite
la reprezentarea numarului.

64=20 12=22.3 45=32.5 72=23.32108=22.3
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8.6. Comentarii. O parte a unei constructii reprezinta un divizor al numéarului
reprezentat de constructia initiald. Rolul exercitiului este de a fixa aceasta notiune.
Totodata punctul b) oferd posibilitatea de a discuta doud chestiuni importante:
numadrul divizorilor unui numar care este puterea unui numdr prim si faptul cd
numadrul divizorilor depinde numai de exponentii care intervin in descompunerea
in factori primi al numarului, nu si de numerele prime din aceastd descompunere.
Multimea divizorilor unui numéar » o vom nota cu D,,.

Divizorii puterii unui numar prim:

1 2 22 23 24 75

Divizorii unui numér de forma p% - p2, unde p; si p> sunt numere prime:

D12 D45

7) Construiti toti divizorii pentru numerele de la problema 5).

8.7. Comentarii. In cazul numerelor 54 si 80, folosind ideea de la problema pre-
cedentd, obtinem divizorii

D54 = {1,3,32’33,2,2,3,2'32,2'33}
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8)

Dgo = {1,2,22,23,2%5,5.2,5.225.23 5.24

Din aceste cazuri putem deduce cd, in general, numarul divizorilor numéarului
n=pi-peste (ki +1)- (ko +1).

Dacd avem mai multi factori primi, atunci mai avem nevoie de o idee. Vom enumera
divizorii lui 150 prin addugarea treptatd a factorilor primi. La divizorii lui 2, adica
la 1,2 adaugam factorul 3. Astfel obtinem primele doud coloane din figura alaturata.
Daci la toate aceste elemente addugim factorul 5 respectiv 52, atunci obtinem
coloanele 3 si 4 respectiv 5 si 6. In total avem 2-2 elemente in primele dou coloane
(aici se aplicd regula formulatd mai Tnainte) si avem 3 astfel de blocuri, deci 1n total
4 -3 = 12 divizori.

D59

Pentru numadrul 810 obtinem in mod analog 2 - 5 - 2 = 20 de divizori.

Cati divizori au numerele din problema 5) si 6)? Incercati sd calculati numarul
divizorilor fard a enumera toti divizorii.

8.8. Comentarii. Problema aceasta are rolul de a fixa ideile din cele doud probleme
precedente si de a crea un context pentru intuirea unei proprietdti mai generale.
Practic, in rezolvarea urmatoarelor 5 probleme, elevii pot parcurge pas cu pas
rationamentul care duce la formula numdrului divizorilor, dar bineinteles pot
ajunge la Intelegerea acestei proprietdti mai repede si atunci nu vor mai folosi
blocurile Lego pentru a scrie divizorii. Astfel problema 9) este pentru a fixa ideea
ci un numir de forma p* are exact k + 1 divizori si acestia sunt {1, p, p2, ..., p*}.
Problemele 10) si 11) au rolul de a fixa cazul numerelor de forma n = plf‘ . plz€2
cu (ky + 1) - (kp + 1) divizori. Desi in problema 11) aparent nu facem altceva
decat repetdm ideea aranjarii sub forma unui tabel a divizorilor, avem oportunitatea
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9)

10)

11)

12)

13)

de a pregiiti rezolvarea problemei 12) care este cheia trecerii la cazul general. In
problema 13), fie elevii au reusit deja intuirea formulei generale si aici vor verifica
numai daca este corectd in cazurile studiate, fie prin studierea cazurilor particulare
si discutarea observatiilor vom ajunge la formularea generala: ,,Numarul divizorilor
unui numdr » se obtine Inmultind numerele care sunt mai mari cu o unitate decat
exponentii din descompunerea numérului n.”

Construiti din set numerele 2, 4, 8, 16, 32, 64. Cati divizori au aceste numere?
Repetati acelasi lucru pentru numerele 3, 9, 27, 81, 243. Ce observati? Formulati
o proprietate despre numarul divizorilor unui numar care poate fi reprezentat cu o
singurd culoare din setul Lego.

Construiti din set numerele 24, 40, 54, 135, 56 si apoi determinati numarul divizo-
rilor lor. Ce observati? Repetati pentru numerele 36, 100, 225, 441. Ce observati?
Formulati o proprietate relativ la numaérul divizorilor unui numar care poate fi
reprezentat cu doud culori din setul Lego.

Pentru numerele 24, 40, 54, 135, 56, 36, 100, 225, 441, aranjati divizorii acestora
intr-un tabel (cate un tabel pentru fiecare numar) dupa factorii primi. Pentru 24
tabelul ar arita astfel:

|1 2 4 8
11T 2 4 8
3{1-3 2:3 4-3 8.3

Pentru 36 tabelul ar arata astfel:

1 2 22

2.
2

3 4.
9 4

1-3 3
3211-9 -9
Cate randuri si cte coloane au aceste tabele? Formulati o proprietate generala.
a) Construiti divizorii numerelor 28 si 375, apoi construiti divizorii lui 28 - 375.

b) Decideti dacd este adevaratd urmdtoarea proprietate: ,,Daca doud numere nu au
factori primi Tn comun, atunci numarul de divizori al produsului lor este egal cu
produsul numdrului de divizori ai celor doud numere.”

Construiti urmatoarele numere si apoi gasiti numadrul de divizori ai acestora: 400,
360, 1050. Formulati o proprietate generala.
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14)

15)

16)

In cazul constructiilor de la punctul b) al problemei 6) formati perechi de constructii
complementare. Doud constructii sunt complementare daca suprapunerea lor
reprezintd numarul initial. Care sunt numerele pentru care nu se pot forma astfel
de perechi din constructiile reprezentand toti divizorii proprii?

8.9. Comentarii. Problemele 14) si 15) au rolul de a fixa notiunea de divizor
complementar. Pentru numérul n divizorii d si 5 sunt divizori complementari.
Cele doud probleme scot in evidentd faptul cd pentru un numair care nu este patrat
perfect, divizorii se pot grupa in perechi de divizori complementari, iar acest lucru
nu este posibil pentru patrate perfecte. Astfel numadrul divizorilor unui numar
natural este impar daca si numai dacd numarul este pdtrat perfect. Bineinteles,
acest lucru poate fi dedus si din formula generald pentru numarul divizorilor.

Reprezentati numerele 9, 64, 144 si 225 folosind setul de Lego si determinati
numadrul de divizori ai acestor numere. Formulati o proprietate relativ la paritatea
numadrului de divizori ai unui numar.

Construiti ansamblurile care reprezintd numerele 30 si 72, apoi enumerati toate
constructiile care fac parte din ambele ansambluri. Cum le putem numi? Cate
sunt? Care dintre ele este cea mai mare?

8.10. Comentarii. Un ansamblu format din blocuri Lego care sunt comune celor
doud reprezentdri este reprezentarea unui divizor comun. In cazul acesta un bloc
albastru si un bloc verde sunt elementele comune ale celor doud reprezentdri.

72

6

Orice ansamblu construit numai cu aceste doud blocuri Lego reprezintd un divizor
comun al celor doua numere date. Astfel divizorii comuni sunt 1, 2, 3, 6. Este clar
ca cel mai mare dintre acestea este numarul 6. Abordarea aceasta Insd are avantajul
de a scoate in evidentd si faptul cd orice divizor comun este de fapt divizor al celui

81



ANEXE Sd construim numerele!

17)

18)

mai mare divizor comun. Din punct de vedere matematic acest lucru este foarte
important, pentru ca reflecta faptul cd sintagma ,,cel mai mare” nu se referd numai la
ordonarea obisnuitd, ci si la ordonarea 1n raport cu relatia de divizibilitate (care este
o relatie de ordonare partiald). Bineinteles, aceastd diferentd nu o putem explica la
nivelul clasei a VI-a, dar poate fi importanta atat la rezolvarea unor probleme, cét
si la elaborarea unor rationamente ulterioare.

Faceti acelasi lucru pentru perechile 120 si 168, apoi pentru 60 si 75. Incercati si
formulati o reguld care sa arate cum poate fi creatd constructia corespunzdtoare
celui mai mare dintre divizorii comuni a doud numere. Cum pot fi descrisi divizorii
comuni folosind cel mai mare divizor comun?

8.11. Comentarii. Numarul 120 este reprezentat prin trei blocuri albastre, unul
verde si unul rosu, iar numarul 168 prin trei blocuri Lego albastre, unul verde si
unul alb, deci cele doud constructii au In comun cele trei blocuri albastre gi unul
verde. Astfel cel mai mare divizor comun este 24 = 23 - 3 si divizorii comuni sunt
de fapt divizorii numarului 24 (deci avem 8 divizori comuni).

In cazul numerelor 60 si 75, un bloc Lego verde si unul rosu sunt bucitile care apar
in ambele constructii, deci cel mai mare divizor comun este 15 = 3 - 5 iar divizorii
comuni sunt divizorii numérului 15.

120 168
60
I I 75

15

Pe baza problemei anterioare, formulati modul in care cel mai mare divizor comun
a doud sau mai multe numere poate fi calculat pornind de la factorizarea numerelor.
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19)

20)

21)

8.12. Comentarii. Pentru a construi cel mai mare subansamblu comun a mai
multor constructii, selectim culorile care apar in ambele constructii, adicd numerele
prime comune in factorizarea numerelor. Cautdm pentru fiecare culoare cate blocuri
avem 1n fiecare constructie si determindm minimul acestor numere, deci practic
alegem cel mai mic exponent pentru fiecare factor prim comun. Astfel am si ajuns
la algoritmul prin care putem determina cel mai mare divizor comun a doud sau a
mai multor numere.

Pentru constructiile corespunzatoare numerelor 12 si 15, gasiti cateva numere care
au toate elementele de constructie atat din 12, cat si din 15. Care dintre acestea
contine cele mai putine elemente de constructie? Cum pot fi descrise constructiile
rezultate folosind constructia cu cele mai putine elemente de constructie?

8.13. Comentarii. Este clar cd la aceasta problema construim multipli comuni
si ne focusdm asupra celui mai mic multiplu comun a doud numere. Abordarea
scoate in evidentd pe 1anga algoritmul cunoscut si faptul cd toti multiplii comuni
sunt multipli ai celui mai mic multiplu comun.

Pe baza problemei anterioare, formulati modul 1n care cel mai mic multiplu comun
a doud sau mai multe numere poate fi calculat pornind de la factorizarea numerelor.

Folosind reprezentarea numerelor cu elemente Lego, ardtati ca produsul dintre cel
mai mare divizor comun si cel mai mic multiplu comun a doud numere este egal
cu produsul celor dous numere. Incercati si generalizati aceasti proprietate la mai
multe numere.

8.14. Comentarii. Pentru fiecare culoare comuni c, dacd a si b reprezintd numarul
blocurilor de culoarea c in reprezentarea celor doud numere date, atunci culoarea ¢
apare atat in reprezentarea celui mai mare divizor comun cat si in reprezentarea
celui mai mic multiplu comun si numarul blocurilor de culoare ¢ este minimul
dintre a si b in reprezentarea celui mai mare divizor comun, iar In reprezentarea
celui mai mic multiplu comun numarul blocurilor de culoarea ¢ este maximul
dintre a si b.
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30

72
h I

260 =73 .32,

Astfel apar in total a + b blocuri de culoarea c atat in produsul celor doud numere,
cat si in produsul dintre cel mai mare divizor comun si cel mai mic multiplu comun
al celor doud numere. Culorile care nu sunt comune apar numai in reprezentarea
celui mai mic multiplu comun, deci numadrul blocurilor pentru fiecare astfel de
culoare este acelasi atat in produsul celor doud numere, cét si in produsul dintre
cel mai mare divizor comun si cel mai mic multiplu comun al celor doud numere.
Abordarea prezentatd are avantajul cd aceastd proprietate devine accesibila si pentru
copii nu foarte buni, nu numai in sensul ca o pot intelege, dar si n sensul ca o pot
descoperi si vor intelege inclusiv rationamentul pe care se bazeaza.

8.1.3 Observatii finale

1) Practic se pot deosebi patru pdrti mai mari in secventa de sarcini de mai Tnainte:

* problemele 1-5 au rolul de a introduce notiunea de numdr prim si numér
compus si de a scoate Tn evidentad teorema fundamentald a aritmeticii;

 problemele 615 fixeazd notiunea de divizor si conduc elevii citre proprietatea
generala referitoare la numarul divizorilor;

 problemele 16—18 au rolul de a scoate in evidentd notiunea de cel mai mare
divizor comun a mai multor numere, impreuna cu proprietatea care leaga cel
mai mare divizor al numerelor cu descompunerea in factori primi, dar si cu
proprietatea foarte importantd care aratd ca orice divizor comun a doud sau
mai multe numere este divizorul celui mai mare divizor comun;
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2)

3)

* problemele 19-20 au rolul de a scoate in evidenta notiunea de cel mai mic
multiplu comun a mai multor numere Tmpreund cu proprietatea care leaga
cel mai mic multiplu comun al numerelor cu descompunerea in factori primi,
dar si cu proprietatea foarte importanta care aratd ca orice multiplu comun a
doud sau mai multe numere este multiplul celui mai mic multiplu comun.

Ultimele trei parti mai mari sunt practic independente (notiunea de divizor si de
multiplu pot fi introduse prin problema 6 in mod independent de problemele 7-15)
si pot fi permutate intre ele. Astfel putem organiza chiar 4 activititi distincte, sau
2-3 activitdti Tn care parcurgem aceste probleme (sau o parte din ele) in functie de
nivelul clasei cu care lucram.

Folosirea blocurilor Lego nu este obligatorie, etapele investigative pot fi parcurse
si fard acestea, dacd elevii au un nivel de abstractizare suficient de ridicat. Acest
aspect este la decizia profesorului. De asemenea, pe parcursul activititilor se
poate renunta la blocurile Lego la orice moment, daca profesorul crede ca este in
beneficiul elevilor. Este important Tnsd ca profesorul sd fie convins (prin feedback
confirmat de la elevi) ca elevii au inteles ideile principale si nu numai au retinut
cateva formule/fraze.

Pentru fixarea ideilor si notiunilor recomanddm completarea ultimelor trei parti
mai mari cu cate o problema 1n care aceleasi notiuni apar in contexte diferite. De
exemplu:

+ In1inchisoarea unui sultan sunt 100 de celule si in fiecare celuli este inchis cite
un condamnat. In fiecare noapte, cei 100 de gardieni efectueazi cite o rundi
de verificare a celulelor. Incuietoarele celulelor au doui pozitii, deschis si
inchis si seara toate celulele sunt incuiate. Intr-o noapte sultanul le porunceste
gardienilor ca al n-lea gardian sd schimbe pozitia zdvorului la fiecare a n-a
celuld (pentru fiecare n de la 1 la 100). Dimineata va elibera condamnatii
care vor avea usa celulei deschisi. Intrebarea este: cati condamnati va elibera
sultanul si care sunt celulele din care 1i va elibera?

* Fiecare planeta revine in aceeasi pozitie atunci cind a trecut un multiplu al
perioadei sale, astfel Pimantul revine in aceeasi pozitie dupa fiecare multiplu
de 1 an (de exemplu, 1, 2 sau 3 ani), Marte revine in aceeasi pozitie dupa
fiecare multiplu de 1,88 ani (de exemplu, 1,88 sau 3,76 sau 5,64 ani), iar
Jupiter dupa fiecare multiplu de 11,87 ani (de exemplu, 11,87 sau 23,74 sau
35,61 ani). Dupa cati ani cele trei planete vor avea aceeasi pozitie relativa
una fatd de celelalte doua?

* Un producdtor produce 240 de ciocolate mici si 320 de ciocolate mari 1n fiecare
zi (folosind douad utilaje diferite). Acesta doreste sd-si ambaleze produsele in
cutii cadou identice, folosind toate ciocolatele. Cate cutii poate folosi si care
poate fi continutul unei cutii?
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4) Bineinteles, investigatii suplimentare pot fi efectuate si intr-un cadru mai abstract,
de exemplu putem cere elevilor sd generalizeze proprietatea din ultima problema
pentru mai multe numere sau sd suprapuna retele patrate generate de pdtrate de
diferite dimensiuni, etc.

5) Obstacolele si dificultitile de Tnvatare legate de notiunile din aceasta unitate de
invatare pot fi multiple (a se vedea [S8]]), dar abordarea PBL/IBL poate fi beneficd
atat din punctul de vedere al aparitiei unor atitudini pozitive fatd de Invitarea
matematicii, cat si din perspectiva pregatirii pentru examene ([52]). Pe de altd
parte, fard o abordare care sd elimine din start majoritatea greselilor rationale si a
conceptiilor eronate, elevii vor genera atat greseli procedurale, cat si conceptuale
si nu vor fi putea aplica aceste notiuni nici in contexte formale si nici in contexte
cotidiene ([62]). Abordarea prezentatd poate elimina majoritatea acestor greseli.

8.2 Teorema lui Pitagora prin metode investigative
8.2.1 Cadrul conceptual

Structura activitdtilor propuse pentru aceastd unitate de invitare este bazata tot pe modelul
conceptual trifazic prezentat 1n lucrarea [[14]].

Prezentam doua alternative distincte pentru abordarea tematicii propuse, ambele
contin o activitate introductivd mai distractiva si care poate capta atentia si curiozitatea
elevilor, urmata de o fazd de investigare mai riguroasa si apoi de discutii, reflectii, respectiv
formularea rezultatelor. Astfel partea introductiva are rolul de a crea un context pentru
investigatie.

Crearea contextului pentru activitatile elevilor

Este important sa nu facem nicio referire la teorema lui Pitagora la Tnceput. Pe
parcursul activititii se poate intdmpla sa cerem elevilor, pentru a-i sprijini in trecerea unor
obstacole, sa caute pe internet anumite informatii legate de sarcinile primite. Dacd au
cuvintele cheie care duc direct la rezultat, atunci e posibil sa submindm Intreaga activitate
de investigare.

8.2.2 Varianta 1 - Acoperirea planului cu patrate

Contextul de baza este urmdtorul:

Elevii vor lucra in perechi, fiecare elev va primi cateva (10—15) cartonase patratice
congruente, astfel incat membrii unei perechi sd aiba patritele de dimensiuni diferite (deci
fiecare pereche are doua tipuri de patratele). Sarcina lor este sa realizeze un model de
acoperire (o pavare) a planului care sd foloseascd ambele tipuri de pdtrate, sd nu depindd
de dimensiunea exacta a celor doud pétrate (implicit nici de raportul lungimilor laturilor),
sd fie periodica (deci, in principiu, modelul de acoperire poate fi extins pentru a acoperi
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intregul plan). O acoperire (pavare) a planului Tnseamna ca patrdtelele nu pot fi suprapuse
si trebuie sd acopere planul 1n ntregime.

Este important sd clarificdm aspectele importante si, in cazul n care apar acoperiri
care nu respectd cerintele, acestea sd fie discutate cu intreaga clasd pentru a evita repetarea
acelorasi greseli. Eventual, pentru a concretiza sarcina, ne putem raporta la cele doua
tipuri de patrdtele ca la doua tipuri de gresie pdtratica si astfel acoperirea planului este de
fapt o pavare periodica care foloseste ambele tipuri de gresie. Este foarte important ca
modelul sd fie independent de lungimea laturilor celor doud tipuri de patrdtele.

Pentru verificarea modelelor este recomandat ca patratelele de diferite dimensiuni
sd fie de culori diferite. Nu este necesar ca fiecare pereche sd primeascd patratele de
aceleasi dimensiuni. Astfel, daca pe parcursul activitdtii apar acoperiri care depind de
dimensiunile patritelelor, putem cere unor perechi de elevi care au patritele de alte
dimensiuni sd Tncerce acoperirea planului folosind aceste modele si astfel elevii au sansa
sd realizeze cd modelul lor nu este corect.

Timpul recomandat pentru realizarea unei astfel de acoperiri este de 15-20 de minute.
Daci elevii nu se descurcd, atunci putem sd le cerem sd se gdndeascd la pardoseli acoperite
cu douad tipuri de gresie patraticd sau chiar sd caute pe internet poze cu cladiri celebre,
sau cu picturi celebre unde apar asemenea pardoseli.
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8.2.3 Varianta a 2-a - Rezolvarea unei probleme de tip puzzle

Contextul de baza este urmdtorul:

Elevii vor lucra in perechi, fiecare pereche va primi cateva bucdti de carton foliat;
sarcina lor va fi sd aranjeze bucitile 1n asa fel incat sa formeze un patrat. Dupa indeplinirea
acestei sarcini, a doua problema va fi sd aranjeze bucitile astfel incat sda formeze doua
patrate diferite. Bineinteles, pentru ca ambele probleme s fie rezolvabile, este nevoie de
pregdtirea corespunzatoare a bucdtilor de carton.
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B

Solutia primei probleme

Existd multe pagini web (de exemplu [67]]) sau cirti ([65]], [66], [[74]], [8Q]) in care
sunt detaliate diferite demonstratii pentru teorema lui Pitagora, care pot genera cate un
puzzle corespunzator. Unele demonstratii nu se bazeaza pe o descompunere directd ci pe
completarea figurii cu anumite elemente (de exemplu demonstratia nr. 4 din [67]), astfel
pe baza acestora vom obtine un rationament putin diferit.

Daca dorim sd crestem dificultatea provocdrii, atunci putem porni de la un caz par-
ticular cum ar fi cel din figura de mai jos si sa cerem elevilor sa transforme acest caz
particular Intr-unul general, universal valabil.
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Observatie. In ambele variante, partea introductivi poate fi conceputi ca o activitate
separatd (in functie de nivelul elevilor, de cunostiintele anterioare ale elevilor, de limitdrile
de timp, etc.). In acest caz meritd si explorim mai aminuntit structura figurilor obtinute
si sd demonstram faptul cd aceste figuri sunt ntr-adevar corecte.

Activitatea independenta a elevilor

Varianta 1 - Suprapunerea unei retelei patrate peste pavare

Sarcina propriu zisd este cdutarea unei retele pdtrate care se suprapune peste pavarea
obtinutd. Putem cere elevilor sd construiascd o retea pdtratd folosind numai o parte dintre
nodurile pavarii (punctele corespunzatoare varfurilor patratelor). Datoritd faptului ca
existd o infinitate de astfel de retele, daca elevii observa numai retele mai complicate,
atunci putem rafina cerinta si sd cerem constructia unei retele cu pdtrate cat mai mici.
Dupa constructia unei astfel de retele, urmatoarea sarcind este de a gasi o relatie intre
aria celor doud patrate initiale si aria patratului de baza care genereaza reteaua patrata
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si eventual transcrierea acestei relatii cu ajutorul lungimilor laturilor celor trei pétrate.
Introducerea notatiilor poate fi lasata la latitudinea elevilor, sau o putem strecura in
formularea problemelor, in functie de gradul de independenta cu care sunt obignuiti elevii.
Este important sa fim constienti de faptul cd alegerea unei notatii poate crea dificultati
elevilor si notatiile introduse de ei probabil nu vor fi identice, deci pot crea dificultdti in
discutiile ulterioare.

Reteaua cdutata este cea din figurd (sau una translatata fata de aceasta retea). Analizand
bucitile in care se descompune in mod natural pdtratul de bazd, se poate observa ca aria
acestuia este suma ariilor celor doud patrate initiale.
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Aceastd observatie poate fi ghidatd de profesor in functie de gradul de autonomie cu
care sunt obisnuiti elevii (sau la care dorim sa ajungem). Putem sa le cerem sd giseasca
triunghiuri congruente, sau patrulatere congruente etc. Dacd folosim echipamente IT
(tabla digitald, laptopuri sau tablete), atunci putem construi in GeoGebra modelul pavérii
si astfel ariile patratelor vor apdrea in fereastra cu constructiile, deci observatia primara
intre cele trei arii poate fi una de naturd algebrica (suma a doua numere este al treilea
numdr), urmand ca partea geometricd a rationamentului sd urmeze numai dupa aceasta
observatie. Folosirea programului GeoGebra depinde si ea de cunostintele elevilor, daca
folosesc GeoGebra Tn mod regulat, atunci le putem cere sa construiasca ei figura, daca
nu, putem pregdti noi figierul in care ei vor experimenta individual (in perechi) sau sa
folosim un singur fisier GeoGebra pe o tabld digitala.

Important este sd ajungem la relatia

c? = a2+b2,

unde a si b reprezintd lungimea laturilor patratelor initiale si ¢ este lungimea laturii
pdtratului de baza al retelei construite.

O altd posibilitate ar fi sd nu specificim ca reteaua pdtrata sd aiba noduri comune cu
pavarea, ci sa cerem sd fie legat ,,cumva” de patratele pavarii. Am putea cere ca refeaua
sd taie fiecare patrat mai mic in acelasi mod (deci decupand aceste pdtrate impreund
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cu dreptele retelei sd obtinem figuri congruente). Bineinteles, existd si in acest caz o
infinitate de solutii, dar toate vor fi translatari ale retelei care are nodurile in centrele
patratelor mici (sau mari) sau o translatie a retelei obtinute folosind nodurile pavarii.

Analizind si in acest caz bucitile in care se descompune in mod natural pdtratul de
bazd al retelei, se poate observa cd aria acestuia este suma ariilor celor doud patrate initiale.
In figura de mai jos, cele patru buciti albastre formeazi pitratul mic de culoare albastru
deschis, iar triunghiurile rosii sunt congruente cu cele portocalii, deci aria triunghiurilor
rosii Tmpreund cu aria regiunii verzi formeaza aria patratului mai mare din pavare. Astfel
ajungem la relatia

c? = a% + b2,
unde a si b reprezintd lungimea laturilor patratelor initiale si ¢ este lungimea laturii
patratului de baza al retelei construite.

In ambele cazuri, daci avem la dispozitie timp suficient (2 ore pentru intreaga acti-
vitate), putem cere elevilor sa elaboreze cate un poster A3 pe care sa vizualizeze si sa
explice relatia observata.
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Varianta a 2-a - Relatia dintre ariile patratelor

In acest caz, sarcina propriu zisi este stabilirea unei relatii intre ariile celor trei pitrate,
pregdtirea unui poster cu vizualizarea patratelor si cu vizualizarea relatiei observate.
Dacd nu suntem convinsi cd elevii se vor descurca cu puzzle-ul, atunci putem pregati
piesele in asa fel incat unul dintre cele doua patrate sa fie foarte simplu de asamblat. De
exemplu, cele doud piese care formeaza patratul mai mic sd fie de aceeasi culoare (nu ca
in prima figurd cu piesele de puzzle, ci ca in solutia prezentatd). Sau putem da conturul
patratului mai mare si atunci vor avea de aranjat trei piese Intr-un patrat dat. Toate aceste
mici variatii in metoda de lucru ne pot ajuta si ne Incadram intr-un interval de timp mai
restrans si sd lucram cu elevi care nu sunt obisnuiti cu metodele investigative, poate nici
cu lucrul in perechi la orele de matematicd. Bineinteles si elevii vor resimti faptul ca
investigarea este mai strict dirijatd, deci nu vor avea acelasi sentiment de proprietate
proprie in legdturd cu rezultatul obtinut, sau poate nu vor fi la fel de angrenati in discutii.
In aceasti fazi este importantd formularea relatiei

¢ = a2+b2,

unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor celor trei patrate.
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Evidentierea rezultatelor
Varianta 1 - Retele peste pavare
In ambele cazuri este important si discutim citeva aspecte importante:

1) Din figurile construite obtinem practic cate o modalitate de a tdia cele doud patrate
initiale Tn bucdti mai mici 1n asa fel incat din rearanjarea bucdtilor obtinute si
putem alcdtui un singur patrat. Astfel figura formata din cele doud patrate initiale
si patratul de baza al retelei sunt echidecompozabile. Se poate aminti eventual si
teorema Wallace-Bolyai-Gerwien care afirma cd doud poligoane cu arii egale sunt
echidecompozabile (deci fiecare poate fi descompus intr-un numar finit de piese
din care sd putem asambla celdlalt poligon).

2) In ambele cazuri este important si evidentiem faptul ci relatia obtinuti poate
fi folosita pentru calculul unor distante. De exemplu, in primul caz distantele
MQ,QP,NP,MN sau in al doilea caz distantele TX, XY, adica distanta dintre
centrele pdtratelor albastre.

=90°

3) Este important ca pe fiecare figurd sd reformuldm relatia obtinuta ca o relatie intre
lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic. In primul caz putem folosi triunghiul
MSN iar in al doilea caz triunghiul GT X.
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4) Caun ultim pas 1n evidentierea si fixarea proprietitii, este important sa construim
o figurd noud care sa contind numai elementele cheie si sa studiem daca relatia
obtinuta (si implicit rationamentul folosit) este valabild pentru orice lungimi a, b,
respectiv pentru orice triunghi dreptunghic. Eventual putem da cateva aplicatii
imediate si putem evidentia si cateva triplete pitagoreice.

Managementul timpului. Pentru fixarea ideilor sunt necesare cel putin 10 minute, deci
in varianta fard poster am avea 15 minute pentru pavaje, 15 minute pentru retele, 10
minute pentru stabilirea relatiei si Incd 10 minute pentru discutiile finale. Dacd avem la
dispozitie 1,5-2 ore, atunci putem avea 15-20 de minute pentru partea introductiva, 15
minute pentru retele, 15-20 de minute pentru pregitirea posterului cu pavaj si reteaua
patrata. Stabilirea relatiei ar necesita inca 10-15 minute, dupa care discutiile finale ar
dura inca 10-20 de minute si ar mai fi timp si pentru cateva aplicatii scurte.

Varianta a 2-a - Analiza solutiei unui puzzle

Este important sd discutdm cateva aspecte importante:

1) Puzzle-ul ne aratd practic o modalitate de a tdia cele doud patrate mai mici in buciti,
astfel incat din rearanjarea bucitilor obtinute s putem alcatui un singur patrat.

2) Relatia obtinuta poate fi folosita pentru calculul lungimii unei laturi intr-un triunghi
dreptunghic, dacd cunoastem lungimile celorlalte doua laturi.
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1) Ca un ultim pas in evidentierea si fixarea proprietdtii, este important sd construim
o figurd noud care sa contind numai elementele cheie si sa studiem daca relatia
obtinuta (si implicit rationamentul folosit) este valabila pentru orice lungimi AC =
a si BC = b, respectiv pentru orice triunghi dreptunghic. Eventual putem da cateva
aplicatii imediate si putem evidentia si cateva triplete pitagoreice.

Managementul timpului. Pentru aranjarea bucitilor de puzzle in functie de metoda
aleasd (bucdti de culori diferite, culori identice pentru cele doud patrate sau chiar si
conturul unui pdtrat) putem aloca 15, 10 sau 5 minute. Pentru elaborarea unui poster sunt
necesare Incd 15-20 de minute, dupad care putem aloca 10-15 minute pentru discutii si
formularea proprietatii propriu-zise, sau poate chiar si pentru o aplicatie scurtd. Astfel ne
putem incadra intr-o ord obisnuitd.

Bineinteles, dacd avem la dispozitie mai mult timp, atunci putem da elevilor sarcini
suplimentare, putem folosi mai multe tipuri de puzzle, sau dupd aranjarea pieselor le
putem da alte doud patrate de dimensiuni diferite fatd de cele cu care au lucrat si 1i putem
ruga s taie acele pdtrate in piese mai mici din care sa poatd alcdtui un singur patrat; sau
le putem da mai multe pdtrate cu sarcina de a tdia aceste pdtrate in bucdti mai mici 1n asa
fel ca din bucitile obtinute sa poatd forma un singur patrat.

Observatii finale

1) Putem formula si alte probleme pentru investigatii ulterioare. De exemplu, la
prima variantd, dacd existd pavaje cu mai multe tipuri de patrate ([88]), sau cu
dreptunghiuri, sau dacd putem umple spatiul cu douad sau trei tipuri de cuburi ([37]),
etc. La a doua variantd se pot formula diverse probleme, de exemplu dacd putem
scade numadrul pieselor, sau putem minimaliza lungimea totald a decupdrilor etc.
Poate fi important ca elevii sd vadad cd problema studiatd — desi este una anticd —
poate genera rezultate noi chiar si la nivelul cercetdrilor actuale.

2) Putem scoate in evidenta si faptul ca putem folosi in locul patratelor triunghiuri
echilaterale, triunghiuri asemenea, pentagoane sau hexagoane regulate, semidiscuri
sau orice alte forme asemenea si ca proprietatea se poate folosi si in mod recursiyv,
obtinind astfel proprietatea arborilor pitagoreici si anume cd suma ariilor tuturor
frunzelor este egal cu aria trunchiului, adicd aria celui mai mare patrat din figura.
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3)

4)

5)

6)

7

Desi ambele aborddri sunt dirijate, prima variantd oferd o deschidere mai mare
atat spre probleme matematice mai adanci, cat si spre o investigare mai profunda,
mai independentd. A doua variantd Tnsd este mai strict dirijatd, mai apropiata de
metodele traditionale cu care sunt obisnuiti majoritatea profesorilor, deci poate fi
mai potrivitd pentru elevi/profesori care sunt intr-o faza de tranzitie spre aplicarea
metodelor investigative.

Privind cele doud abordari din perspectiva cadrului TRU (Teaching for Robust
Understanding), prima varianta poate fi mai bogatd in continuturi relevante, poate
necesita o solicitare cognitiva mai intensd si poate oferi un acces mai echitabil
la continuturi. Implicarea elevilor poate fi la nivel similar in ambele contexte iar
evaluarea nu este relevantd in aceste activitati.

Ambele activitdti pot fi realizate si in mod hibrid, in sensul ca o parte de desfdsoard
cu obiecte fizice si o parte intr-un cadru digital (de exemplu GeoGebra), sau chiar
folosind numai instrumente digitale. Indiferent de metoda de realizare, este foarte
important ca in urma discutiilor elevii sa fie congtienti de importanta rezultatului
formulat (teorema lui Pitagora) si sa le fie foarte clar ca — desi unele momente

ale activitatii au fost de tip ,,joacd” — partea de rationament a fost o activitate
matematicd serioasa.

Activitatea prezentatd trebuie urmatd de cel putin alte doua activititi n care elevii
vor aplica teorema lui Pitagora pentru a calcula diferite distante sau arii, atat in
contexte formale, cat si in contexte cotidiene — si trebuie evidentiat faptul cd poate
fi necesar si un efort din partea lor.

Este posibil ca unii profesori si considere pierdere de timp partea de investigatii si sa
focuseze pe aplicatii (care oricum nu pot fi evitate). Designul unei activitdti concrete
are trei componente importante: elevii cu care realizdm activitatea, profesorul care
va realiza activitatea si continutul. Pentru a realiza o activitate cu succes, fiecare
profesor trebuie sd gdseascd un echilibru intre aceste trei componente. Pentru mai
multe aborddri recomandam capitolul 7 din [109].
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Manipulabile

1. Patrate pentru realizarea pavarilor



2. Bucitile de puzzle pentru varianta a doua (doua seturi)

Q




3. Instructiuni pentru varianta 1 (fiecare pereche primeste doua tipuri de pa-
trate):

* (15°) Folosind cele doua tipuri de patrate primite realizati un model de pavare
al planului care sd nu depindd de dimensiunile efective ale patratelor! Pavarea
inseamnd ca pdtratele acoperd in Intregime planul fird suprapuneri.

* (157) Peste pavarea realizatd suprapuneti o retea pétratd care sa aiba toate nodurile
in varfurile patratelor care formeaza pavarea!

* (10°) Stabiliti o relatie intre ariile pdtratelor primite initial si aria patratului de baza
care genereazd reteaua patrata!

* (10”) Calculati distanta dintre nodurile vecine ale retelei si formulati relatia dintre
arii folosind numai lungimile laturilor unui triunghi!

4. Instructiuni pentru varianta a 2-a (fiecare pereche primeste doua seturi de
piese puzzle):

* Aranjati un set din piesele primite in aga fel incat acestea sa formeze doud patrate!

* Aranjati piesele celuilalt set astfel incat acestea sd formeze un singur pétrat!

Stabiliti o relatie intre ariile celor trei patrate formate!

Aranjati cele trei pdtrate obtinute astfel ca fiecare doua sa aiba un varf comun iar
cele trei puncte astfel obtinute (varfuri comune) sd formeze un triunghi care are
cate o laturd comuna cu fiecare pdtrat!

Formulati relatia dintre arii cu ajutorul lungimilor laturilor triunghiului anterior
obtinut!
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Aplicarea metodelor investigative (Inquiry-based Learning — IBL)
in predarea matematicii contribuie la formarea unei gdndiri logice
si critice, incurajdnd elevii sd descopere conceptele prin explorare
si rationament propriu. Aceastd abordare favorizeazd o intelegere
profundd si durabild a continuturilor, dezvoltdnd totodatad
competente esentiale pentru rezolvarea de probleme. Folosirea la
scard largd a metodelor IBL a fost recomandatd explicit la nivel
European incd din 2007, si majoritatea tdrilor membre ale Uniunii
Europene au si introdus la nivel de curriculum scolar folosirea
acestora. In acest context proiectul ,Matematica Altfel” derulat
de Centrul de Evaluare si Analize Educationale constituie un pas
important spre imbundtdtirea invdtamdntului preuniversitar.
Cartea oferd o imagine de ansamblu asupra aplicdrii metodei
IBL, asigurdnd atdt o prezentare a fundamentelor teoretice, cat si
ilustrarea acestora prin exemple practice.

(Prof. univ. dr. Zsoldos-Marchis Julianna)
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