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Functii reale de o variabila reala

A. Aspecte teoretice:

 In matematica, derivata este unul dintre conceptele fundamentale ale analizei matematice.

* Derivata este privita ca fiind rata variatiei cu care se modifica functia atunci cind se modifica argumen-
tul.

» Ea este cea care ne ajutd in studiul monotoniei, concavitatii, convexitatii, etc.
¢ Ne amintim si utilizam formulele clasice de derivare pentru o functie realad (vezi materialul ajutator).

e In economie, prin valoare marginali a unei functii economice, intelegem de fapt derivata acesteia.

* Aplicatie a derivatei in economie :

Elasticitatea cererii in raport cu pretul = procentul de modificare al cererii C in raport cu schimbarea

pretului p
» __P-Cp)
¢ C(p)
Interpretare

- E(Cp ) > 1 (cerere elasticd) procentul cu care descreste cererea e mai mare ca procentul cu care creste

pretul (nerentabil)

- Eg’ <1 (cerere inelastica) procentul cu care descreste cererea e mai mic ca procentul cu care

creste pretul (rentabil)

- Egg ) = 1 (elasticitate unitara) cresterea pretului cu 1 procent, implicd descresterea cererii cu 1

procent



Reamintim: FORMULE DE DERIVARE pentru o functie de o variabila reala:

c'=0
x'=1
(xn)/: nxn—l (un)/: nun—l'u/
() = e* (e") = ey

(@) =a*-Ina | (@' =a“-lna-u

(nx)'=1 (nw)'=1-u
G=-% | @f=-}w
Vx)' =5~ W) = 5=
Reguli de derivare:
cf) =c-f
(f+e'=f+g

f-&=f-g+gf

(Jg‘)’:f’-gl;zg’-f



B. Aplicatii practice:

1. Calculati derivatele (valorile marginale) ale functiilor f(x) de mai jos:
@@ f(x)=5
(b) f(x)=>5x
© fx)=7x>-2x*>+3x+4
d fx)=e*+7*+Inx
(€) flx)=e2*3
) fx)=2x+1)(5x-2)
(@ f(x)=In(x*>+3x+7)
(h) f(x)=v9x?>-1

4x—-3
7x+2

M fx)=

2. Derivati functia considerdnd ca fiind variabild, fiecare parametru in parte :

(@ g=a+bx+cx?

(b) Q=a-Inb
C 2s+3t

3. Fie functia cerere in raport cu pretul Q(p) = —p? + 5p +50. Calculati elasticitatea cererii in raport cu un

pret unitar de 5 u.m. Eg). Interpretati economic: este cererea elastica sau inelastica in raport cu acest

pret? Avem sau nu rentabilitate?



TEMA - Functii reale. Derivate clasice

1. Calculati derivatele (valorile marginale) ale functiilor f(x) de mai jos in punctul x = 1:

(@ f(x)=15

(b) f(x)=2x>

(© f(x)=-6x3+3x*+4x—4
d) f(x)=2x>-4x>-5x+6
(e) fx)=3Vx

) fo)=3Vx+2yx

(g f(x)=e*+2*

(h) f(x)=Inx+3Inx?

(@) flx)=(x*+2) e

() f)=v2xi-x

& f)=2x-1-Bx+7)
D fx)=Cx-1:InBx+7)

(m) f(x)=(x*-x+2)*
4x+9
3x+2
3x—-8
X

n) flx)=

(0) f(x) = T?

X2 +3x+5

) flx) = 6x+1

2. Calculati derivatele (valorile marginale) ale functiilor f(x) de mai jos:

a) f(x)=-125, f(x)=3x2, f(x)=2x>-8x3-13x+47

b) f(x)=e*+5%+3lnx, f)=e T2 f(x)=(@2x+1)2Gx-2)3
3-5x
11x+2

¢ f(x)=In(4x3+3x>+5), f(x)=V12x*+7x2+8x+50, f(x)=




3. Derivati functia considerdnd ca fiind variabild, fiecare parametru in parte :

(@ w=m+nt+p3t?
b) S=d-Ing
(c) M=s-eP

(d L=In2m+3n)
4s—3t
58+t

(e) R=

4. Fie functia cerere in raport cu pretul unitar, iar a, b € R:

_a-p
(@ Q= b
b) Q= 2VP
b
() Q=b-In(ap)
(d) Q:a-lnE
p
53— p?
(e) Q= P

f) Q=8p~12+13.

Exprimati pretul in functie de cerere si calculati valoarea marginala (derivata) acestuia.

5. Fie functia cerere exprimata in raport cu pretul unitar, iar a, b € R:

(@ Q=a+b-p

(b) Q=a-e”
__ap

m)Q—b+p

(d Q=6+8p+3p?
B 2+p

w)Q—3§:;

Calculati valoarea marginala a functiei cerere precum si elasticitatea cererii in raport cu pretul.



6. Fie functia cerere in raport cu pretul C(p) = 100 — p?. Calculati E(c4) si interpretati economic.

7. Fie functia cerere in raport cu pretul C(p) =500 —-2p.
a) Determinati EES). Este cererea elastica sau inelastica in acest caz ?

b) Unde cererea este elastica respectiv inelasticd in raport cu pretul p?

8. O companie are functia cerere Q(p) = 400 — 2p si functia cheltuielilor totale Cr(Q) = 4Q% — 116Q? +
20Q +1500. Care este profitul maxim si care sunt valorile marginale pentru functiile venit si cheltuieli in

raport cu cererea Q?

9. Determinati valoarea minima a functiei Cost marginal Cy;(x) =200 —24x + x? (R: Cppin = C(12) = 56).

10. Determinati valoarea maxima a functiei incasarii totale R(x) = 32x — x*> unde x este cererea de productie.

10



Raspunsuri.

1. (@ f'(x)=0, f'(1)=0
b flx)=4x, f'(1)=4
(© f'(x)=-18x*>+6x+4, f'(1)=-8
d fl(x)=6x>-8x-5, f'(1)=-7

)= 2 ) =
© f=5oz fi1)=312

| S T
—, 1)=2

Vv x2+ﬁ F

(g fx)=e*+2%-In2, f'(1)=e+2-In2=4.104575

) fx)=

7
(h) f(x)=;, flfa=7

i) fx)=2+2x+2)-¢*, f'(1)=5e=13.591405
2

i) foo=—2"1  pay=sp
) 223 —x
& fx)=12x+11, f'(1)=23
6x—3 o B
D f(x)—2-ln(3x+7)+3x+7, f'(1)=2In10+3/10=4.905170

(m) f(x)=4-2x-1)-(x*-x+2)3, f'(1)=32

— (1) = —
(m) f(x)= Bri2)? f'(1)=-19/25
(0) f( )—A '(1) =29/64
0) f(x)= GT? f =
_2Bx*+x-14)
p) fx)= W, fl(1)y=-19/49

2. a) flx)=0, f'(x)=36x", f'(x)=10x*-24x>-13
b) f/(x) =4 +5%In5+>, f'(x)=@3-2x)e " 32 f(x) = 2x+ 1)(50x +7) (5x — 2)
X
12x% +6x 24x3 +7x+4 -43

i "(x) = ’ !(x) =
4x3+3x2+5 fi) V1224 + 7x2 + 8x+ 50 f) (11x +2)2

¢ flx)=

i 2

3. (@ wi=n+2p’t, w,,=1, w,=t, w,=3tp
d
(b) S/, =Ing, S:g,:g

(© My=eP, Mj,=s-ef

2 3
d L, = , L, =
(d) Lo 2m+3n " 2m+3n
B ) . Tlos

=, R:—
S (554 1)? L (5s+1)?

11



4. (@ p=a-Qb p'=-b
(b) p=(a-Qb)? p'=-2ab+2b*Q
1 1
= _.pQ/b r— _— .,Q/b
©p a ¢ P abbe
(d) p=b~e_Q/“ pI:___e—Q/a
a
-75
(© p=453-75Q p'=———
2+4/53-75Q
8 -1 8
f — 12 /:_ 12 .
D r=yVo- P 0 | @-13)7
—pb
5. E =
(@) Eq(p) a+pb
(b) Eq(p)=-p
E -
(© Eq(p) b p
—2p@+3p)
d Eq(p) = 2
3p=-+8p+6
e) Eqp) = ———.
AP = o B+
) 2p* 4
6. Ecp = 100 — 12 zE(C) =0.38 < 1 = cerere inelastica deci avem rentabilitate.
-p

7. a) Eg’) < 1 prin urmare cererea este inelastica in acest caz.

b) Comparati E

(Cp ) cu 1. Pentru p € (125,250) avem cerere elastica, pentru p € (0,125) inelastica iar

pentru p = 125 avem elasticitate unitara.
8. Venit=pret - cerere: V = p - Q iar Profitul = Venit - Cheltuieli: P =V - Cr.

* (Ca sa putem exprima profitul in functie de cerere avem p =200 - Q/2 si astfel V(Q) = p(Q) - Q

Q 3 231Q?
=>P=V(Q)-Cr(Q) = (200— E) ‘Q-Cr(Q) =-4Q° + — 180Q — 1500

Avem Q; = 20 si astfel P4, = P(20) = 16300 si Q2 = —0, 75 care nu convine. Prin urmare profitul

maxim este de 16300 u.m.
* Venitul exprimat in functie de pret este V(p) = p-Q(p) = 400p —2p? deci V'(p) = 400 — 4p

 CL(Q)=12Q%-232Q+20
9. C'(x)=-24+2x, x=12 punctstationar C"(x)=2>0 Cj;,=C(12)=56

10. Ryax =R(16) =256

12



Functii reale de mai multe variabile reale. Derivate partiale de
ordinul I. Aplicatii economice.

A. Aspecte teoretice:

Un scop important al analizei economice este acela de a intelege cum este afectata o variabila dependenta
(endogena), f, de schimbarea uneia dintre celelalte variabile independente (exogene) (x, y,...). Din moment
ce suntem interesati de schimbarea uneia singure, vom schimba o singura variabila o dat4, si le vom pastra

neschimbate pe celelalte.

Matematic, efectul schimbarii este exprimat prin derivata parfiald a unei functii f in raport cu variabila

considerata.
Din punct de vedere economic:

* Valori marginale = derivatele partiale de ordinul I ale functiei scop (productivitate, cost, beneficiu,
castig, venit, incasare) :

fo fy

* Rata de schimb partiala = raportul dintre derivata partiala de ordinul I si functia insasi

!
(x)_ﬁ
(y)_ﬁ
rof

* Elasticitatea partiala a unei functii = produsul dintre rata de schimb partiala si variabila in raport cu

care facem derivarea

0 _ .. w_ XS
Ef =—-X pf = 7

!
w_ o w_ Yl
Eff=-yp; = 7

13



B. Aplicatii practice:

1. Calculati derivatele partiale de ordinul intai pentru functiile de mai jos in punctele specificate:
@ flxy)=2x>+4y* (2,3)
b) fx,y)=x*+2x3y-3xy*+2y°+4, (-1,2)

LN A
(© f(x,y)—y+x, (=2,2)

(d fx,y)=In(x+/x*+y?), (1,0
) f(x,32=3x%y*vz, (1,1,1)
) fx,y,2) =2x>+3y+y*>-2yz+xz>+2%, (-2,4,1)

_5x-3y
® fx,y) = iy (LD

2. Productivitatea unei anumite tari este descrisa de functia

unde L reprezinta forta de munca, iar K este capitalul investit.

(a) Calculati Qf, Qi

(b) Care este productivitatea marginald a fortei de munca, respectiv a capitalului atunci cand L =
625, K = 10.000. In acest caz, guvernul ar trebui si incurajeze investitia in capital sau in forta de

muncd pentru a creste productivitatea totala?

3. Determinati productivitatile marginale, ratele de schimbare partiala si elasticitatile partiale pentru

fxy2=3Vx2y-vz

14



TEMA - Functii reale de mai multe variabile reale. Derivate partiale de
ordinul intai

1. Calculati derivatele partiale de ordinul intai pentru functiile de mai jos, in punctele (1,1) si respectiv

(1,1,1):
@ f(x,y)=5x*+3y°

(b) flx,y)=3x*-5x2y>—4x3y? -3y* +4x+3y+1

© f(p.q) =4p*q*

) fk,D)=4vk-

X7y

e flx,y= xTy

p*+q

pq

2

6 flp.a)=

2
® fx,y)=vxy3+ p

s+t 2s+1?
(h) f(S,t)—?— NG

() fy) =In(y+v/2+ )

G fx,y2) :3x2+2xy+y2—3yz+xz2+z3

® flx,y,2)=x¥+y*
M flp,q,r)=pqr
(m) f(x,y,2) =3x3\/y32

m fnsn="+34L
S

15



2. Determinati productivitatile marginale pentru urmatoarele functii de productie in punctul (1, 1,2):
(a) f(x’ N2 Z) = 3x2y4Z3

b) f(p,q,r)=4p*/G-r

() f(x,y,2)=2x+y—-5z

16



Raspunsuri.

1. (a
(b)

(©

(d)

(e)

()

€]

(h)

®

)

(S}

)

(m)

(n)

2. (a
(b)

(c)

10,9

-6, -26

12,8

2,12

1/2,-1/2

0,0

-3/2,3/2

-1/6,-7/3

o
sl -

9,1,2

17



Derivate partiale de ordin superior. Diferentiale

A. Aspecte teoretice:

Derivatele partiale de ordinul doi ale functiei f(x, y) sunt

f / 2f . _ 0 b O
f;z_ (fxx' fJiZZ (fyy' f)éyza 5 :(f)é)y' Jix:ayaxz(f;);

Derivatele partiale de ordinul trei ale functiei f(x, y) sunt

1" 63 f " 1" 3 f " 1 63 f " " 3 f 1
fx3 = (fx2)x’ fys (fz)yy fxzy_a ZGy (fo)y’ fyzx_a 251 (fz)
63f 63f
==y = S = =,

Se poate trece similar la derivatele partiale de ordin superior (n = 3).

O functie de n variabile reale are: n derivate partiale de ordin I, n? derivate partiale de ordinul II si n®

derivate partiale de ordinul III.

Observatie 1: O parte din derivatele mixte de ordinul II si III ale functiilor elementare sunt egale:

"o en
xy —Jyx

" 1" " 1" " "
fx2 fxvx_f;,x27 f\VZ_fyxy_fyZX

Prin urmare, nu conteaza ordinea de derivare ci doar de cate ori derivam si in raport cu ce variabile.

Diferentialele de ordinul I si Il pentru f(x, y) sunt:

df‘(x,y)(dx,dy) :f\{dx_i_f}//dy

d fi,p(dx,dy) = fl} - dx* +2f,-dxdy+ f), -dy?

Diferentialele de ordinul I si I pentru f(x, y, z) sunt:

d fix,y,»(dx,dy,dz) :[r’-dx+fv’-dy++fz"dz

d* fix,y,2(dx, dy,dz) = fI, -dx2+fy”2-dy2+fz’;-dz2+2f)§’y-dxdy+2f)£’z-dxdz+2fjﬂ’z-dydz

18



B. Aplicatii practice:

1. Calculati derivatele partiale de ordinul 1,2 si 3, in punctul a = (1,2) pentru

flx,y) =12x° +8x*y* + 7y°

2. Calculati derivatele partiale indicate:
@ fo,y)=x*y-3xy°+3x-7y+2, fi fJZ, " );’y ina=(-2,1)

x2’

(b) f(r0)=e" 0% flina=4,5)
© fxy2=xy*2z-1", f,fl, f}yina=@321)

@ fx,ya=e7% [ fizina=(Q1,31)

S+t
) f(s,n= P vina=(4,2)
S_

3. Fie f:R> - R, f(x,) =2x3+3xy+4y3. Calculati:
@ fL fJﬁ in punctul a = (1,-1)
(b) dfa,-ndx,dy)
(©) dfa,-1(2,3)
@ fl ;'z,f;’y, Vx Inpunctul a = (1,-1)

) d*fa,-1

6 d*fa,-1(5,7)

19



4. Calculati df si d?f pentru f in punctul specificat:
@ fx,y)=Inxy), a=1,1si(dx,dy)=2,2)

(b) f(x,y,2)=x*y3z+xz—yz?>, a=(1,2,3)si(dx,dy,dz)=(1,1,9)

20



TEMA - Derivate partiale de ordin superior. Diferentiale

1. Calculati derivatele partiale de ordinul 1, 2 si 3 pentru functiile de mai jos. Calculati de asemenea

valorile lor in punctele precizate.
(@ f(x,y)=2x2y* a=(-2,2)
(b) fx,y)=2yxy,a=(@1,1)
© flx,y)=3x>-2xy*+y3 a=(2,1)
@ fx,y=xy+xy3 a=(-11)
&) flx,y)= 27"—% a=(,1)
® fx,y)=ylnx,a=(el)

(@ flx,y,2)= 3x2y+5xyzz—2y3z2, a=(1,1,2)

(h) fx,y,2)=y-e“+z*-e’,a=(1,1,1)

2. Calculati derivatele partiale specificate pentru functiile de mai jos:
2
@ frp=xyer, fh=5t

_ _ %
) fp.p=3p°q", f,=55%

© fD=5VEB, fI=2L

2s—t 33
@ fl0=""5p S= e
2 2
p +CI 62
@ sp= T g =
0 fCoy2)=2x+y-5z [ =L

z2y ~ 0z%0y

r s 4 X
(g) f(r,S, t)zln(;)—i_ln(g)_'_ln(;)’ rHs,tz a?afat

21



3. Scrieti expresiile diferentialelor de ordinul intdi si doi pentru urmatoarele functii. Calculati de asemenea

expresiile diferentialelor gasite in punctele indicate.
@ f(xy)=xIny, a=(@2,5, h=(34)
b) fx,y)=x’y+xe¥, a=(-1,-2), h=(Q1,1)

B X%+ y3 B B
(C) f(xry) - Ty! a= (1,2), h_ (2,3)
d fx,y2=7xy*z> a=(3,2,1), h=(531)

€ fx,y2)=Inx?*y*-z*x) a=(2,2,2), h=(1,1,1)

22



Raspunsuri.
1. (a) (-128,256), (64,384,-256), (0,384,128,-384)
(b) (1,1), (-1/2,-1/2,1/2), (3/4,3/4,-1/4,-1/4)
(c) (238,-5), (480,-2,-4), (720,6,0,-4)
(d) (4,-4), (-6,-6,6), (6,-6,-6,6)
(e) (5/2,-3), (-3/4,4,-3/2), (15/8,-12,-3/4,4)
() (1/e,1),(~1/€?,0,1/e),(2/e%0,~1/€%,0)
(g) (26,-1,12), (6,-48,6,26,20,-4), (0,-48,0,6,0,0,-48,10,-2,20)
(h) (e,2e,2e), (e,e,2¢e), (e,e,0,e,0,0,2¢,0,2¢)
2. m)fﬁzxyw+6y+yﬁw

(b) f),=18pq’

(0 " E
ki 2\/%
10(41 — )
" __
@ fo, = (s+20)*
P’ +q°
@ i ="
" __
® fz,=0

® fi=0
16 416
3. (@) dfs53,4)= 121n5+€, A% fip5(3,4) = 181n5+§

1
(b) dfir,2ML1) =5 d*fi1201D= §_8

11 177
(©) dfu22,3) = 3 d?fa2(2,3) = e

(d) dfi321)(5,3,1)=9828, d*fi321)(5,3,1) = 114282

17 91
© dfeza, L=~ dfeza, 11 =~

23



Extreme

A. Aspecte teoretice:
Algoritmul pentru gasirea punctelor de extrem:
Extremele functiilor de doua variabile f(x,y)

f2(x0,¥0) =0

!
[y (X0, y0) =0
= (Xp, Yo) punct critic sau punct stationar.

Matricea Hessiana:
f;z(xo,J/o,Zo) f,:y(xo,J/o,Zo)
H(xo, yo) =
fyx(xo’ Yo, ZO) fyz (X(), Yo, ZO)
e Notam
" f),CIZ(xO!yO) f):y(XO; yO)
A= fa(x0,30),  Ax=
fyx(x0,y0) £ ,2(x0, yo)

Criteriul lui Sylvester:
1. DacaA; >0, A2 >0 = (xo, o) punct minim local al lui f
2. DacdA; <0, A, >0 = (xp,)o) punct maxim local al lui f
3. Dacda A, <0 = a nu este punct de extrem deci este punct sa.
4

. In orice alta situatie testul nu este concludent.

24



MAXIM

MINIM'

Figura 1: Punct minim, punct maxim

Figura 2: Punct sa

25



Extreme functiilor pentru trei variabile f(x,y,z)
/
fx (X0, Y0, 20) =0

/ oy .
* fy( X0, V0, 20) =0 = (x0, Yo, zp) punct critic sau punct stationar.

fZ,(XO» Y0,20) =0

e Matricea Hessiana:

f;z(xo,J/O;ZO) f,:y(xo,J/o,Zo) Frez(x0, Y0, 20)
HGx0,¥0,200 = | £ (%0, y0,20) [ (X0, Y0,20) (o, Yo, 20)

Fox(%0,¥0,20)  fry (X0, ¥0,20) [, (X0, Yo, Z0)

I f;clz(x())yo»zo) f;cly(x())y(]rzo)
e Notam A;= fx2 (X0, Y0, 20) Az = , Ag=det(H)

f;,,x(xo,J/o,Zo) f;g(xo,J/o,Zo)
¢ Criteriul lui Sylvester:
1. DacaA; >0, A, >0, A3>0 = (X9, )0, 20) punct minim local al lui f.
2. DacaA; <0, A2 >0, A3<0 = (xp, Y0, 20) punct maxim local al lui f.
3. Daca Ay <0 sauA; <0,A3>0 sauA; >0,A3<0 = a nu este punct de extrem deci
este punct sa.

4. In orice alta situatie testul nu este concludent.
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B. Aplicatii practice:

1. O fabrica produce doua sortimente de bunuri. Profitul acestei fabrici este dat prin functia
f(x,y) =—2x*+2xy -5y +6x+6y, unde x si y sunt cantititile produse din cele doua sortimente de

bunuri. Sd se determine pentru ce cantitdti din cele doua bunuri se obtine profitul maxim.

2. Gasiti extremele functiei:

2 4y*
(@ flx,y)=2x +T—24x, x#0

9
(b) f(x,y)=ex2‘4x—;—4yr y#0
© f(x,y,2)=5-2x>—-2xy-2y*>—z*+yz—-3y

d) f(x,y,2) =2x>+y*+2xy+32°>+2xz+4z+3
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TEMA - Extreme

1. Gasiti extremele functiilor de mai jos:
(a) f(x,y)=2x2+6xy+5y2+2x+8y+6
(b) f(x,y)=-3x*>+4xy—4y* +4x—4y-5
© fl,y=x>y2B6-x-y), xy#0
64 8
d V) =xy+———= X,y#0
(d fl,y)=xy P X,y #

@ f(x,5,2) =x*+y>+2z°>+2x+4y—6z

2. Gasiti extremele functiilor de mai jos:
@ f(x,y)=2x>+4xy+5y>—4x+6y+3
(b) f(x,y)=-3x>+2xy—2y*+6x—4y+1
(©) f(x,y)=x2y2(25—x—y), xy#0
(d) f(x,y)=xy+%+%, xX,y#0

@ f(x,),2) =2x>+y*>+2z°+2x-6y+4z

3. O fabrica produce doua tipuri de bunuri. Costul producerii acestor bunuri este dat prin functia f (x, y),

unde x si y reprezinta cantitatile produse din fiecare tip de produs. Sa se minimizeze costul atunci cand

f(x,3) =x>+y®-3xy+10.
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4. O intreprindere produce doua sortimente de marfa. Care este valoarea de minim a costului exprimat
prin functia

fl,y=x*+(y-1%+8.

5. Determinati punctul de minim local pentru functia f (x,y,z) = x* + y* + 2> — xy + x — 2z.

6. O banca ofera persoanelor fizice credite in valoare de 5000 u.m., 10000 u.m. si respectiv 50000 u.m.
Pentru C; credite de 5000 u.m. contractate, banca obtine un beneficiu de 200 — 3C; u.m./credit. Pentru
C, credite de 10000 u.m. contractate, beneficiul bancii este 500 — 7C, u.m./credit. Contractarea
unui numar de Cs credite de 50000 u.m. aduce béncii un beneficiu de 560 — 4Cz u.m./credit. In cazul
rambursarilor anticipate a creditelor contractate, pentru C credite lichidate inainte de termenul scadent,
pierderile bancii sunt estimate la 450 + 80C u.m. Care ar fi numarul optim de credite contractate, de

fiecare tip, astfel ca beneficiul bancii sa fie maxim si care ar fi acest beneficiu ?

7. In decursul unui an, valorile totale ale importurilor si exporturilor unei tiri, pentru un tip de produs
importat si doua tipuri de produse exportate, au fost estimate prin functiile I: R — R si E: R — R,

definite prin

Importuri (u.m.) I(x) = —2x3+15x% —36x + 237

Exporturi (u.m.) | E(y,2) = 2y3 +223— 15y2 —21z%+ 24y +72z+365

Sa se determine cantitatile din cele trei tipuri de produse pentru care, la sfarsitul anului, balanta

comerciala are valoarea maxima si sa se precizeze aceasta valoare.
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8. O fabrica produce trei tipuri de bunuri in cantitatile x, y si z. Sa se calculeze pentru ce valori ale acestor

cantitati, se obtine profitul maxim, daca profitul este dat prin urmatoarea functie

f(xy2) =xyzz3(14—x—2y—3z), xyz#0.
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Raspunsuri.

1. (a) fmin:f(7y_5):_7
1 1 7
(b) finax= f(E,—Z) =-3
© fmax=f(18,12) =5.038.848
(d) fmax = f(_& 1)=-24

@ fmin=[f(-1,-2,3)=-14

2. (a fmin:f(4 1):—2

773
4 3 23
(b) fmax:f(g;_g) =5

(© fmax = f(10,10) = 50000
(d) fmin = f(6,2) =36

1 27
(e) fmlnzf(_aysr_z) Z_E

3. fmin :f(l;l) =9
4. fmin =f(0,1) =8
5. fonin=f(=213,-1/3,1) = —4/3

6. Indiciu: Beneficiul total = Diferenta intre beneficiile pe fiecare tip de credit in parte si pierderile aferente
f(Cl, C2,c3) = 1(200—3c1) + c2(500 —7c2) + ¢3(560 —4c3) —450 — 80(cy + ¢ + ¢3)

fmax = £(20,30,60) = 21.450u.m.

7. Indiciu: Balanta comerciald = Valoarea exporturilor - Valoarea importurilor

fmax=f(2,1,3) =248

8. Indiciu: desfaceti parantezele, derivati iar apoi in expresia derivatelor partiale dati din nou factor

comun si dupa egalarea cu 0, simplificati.

fmax = f(2»2,2) =128
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Extreme condifionate

A. Aspecte teoretice:
Metoda multiplicatorilor lui Lagrange

Fie f,g: D — R, D c R%. Determinati punctele de extrem local ale functiei f care satisfac conditia

(legdtura) g(x,y) =0.
Algoritm de rezolvare:

1. Construim functia lui Lagrange L(x, y,A) = f(x, y) + Ag(x, y), A fiind multiplicatorul lui Lagrange.

2.
L.=0
4 L'y =0 = (X9, Y0,A0) punctstationar pentru L.
Ly =8,y =0

3. Construim matricea hessiana bordata:

/

0 g g
HB (x) L) )\) = g),c L,X,IZ L;y
g Li L.

4. Calculam valoarea matricei hessiene bordate in punctul stationar (xo, yo,Ao), adica Hg(xo, yo, Ao).
5. Stabilim natura punctului stationar:

(i) Daca det Hg(xy, ¥o, o) <0 = (xo, yo) punct de minim conditionat pentru f.

(ii) Daca det Hp(xo, ¥o,Ao) > 0 = (X9, ¥o) punct de maxim conditionat pentru f.

(iii) Daca det Hg(xy, y0, Ag) = 0 = criteriul este neconcludent.

Observatie :

Daca sunt mai multe puncte stationare, rationamentul se repeta pentru fiecare in parte.
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Fie f, g : R3 — R. Determinati punctele de extrem local ale functiei f care satisfac conditia (legitura)
g(x,y,2)=0.

1. Construim functia lui Lagrange L(x, y,z,A) = f(x, y,2) + Ag(x, ), 2).

2. Determinam punctele stationare ale functiei L,

rezolvand sistemul:

L'.=0

< L’y =0 = (X0, Y0,20,A0) punctstationar pentru L.
L,=0
Ll =g(x,%2 =0

3. Construim matricea hessiana bordata:

/ ! !

0 g & &

Xz

g L, Li, LY
Hg(x,y,2,A) =

/ " " "
8y Lyx Lyz Lyz

g U 1, L
4. Calculam valoarea matricei hessiene bordate in punctul stationar (xo, yo, 20) $i Ao, adicd Hg (xo, yo, 2o, Ao)-
5. Calculam determinantii:

0 g &

Hpd=| g 17, L, |

X

/ " "
gy Lyx Lyz

Hp4 =det Hg(x,y,2,A).
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6. Stabilim natura punctului stationar:
(a) Dacad Hp3 < 0si Hg4 < 0 = (xp, Yo, 20) punct de minim conditionat pentru f.
(b) Daca Hg3 > 0si Hg4 < 0 = (x9, o, 20) punct de maxim conditionat pentru f.
(c) Daca Hp4 > 0 = (xy, o, 20) punct sa conditionat pentru f.

(d) Daca Hg4 = 0 = criteriul este neconcludent.
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B. Aplicatii practice:

Calculati extremele functiilor de mai jos:

1

w

. f(x,y) = x?+y? culegdtura3x+5y =2

. f(x,y) =40x+20y culegatura xy =200, x,y >0

. f(x,y) =3x+ y culegitura 36x> + y*> = 20

. fx,,2) =x*+y*+ 2%+ xy+yz+xzculegiturax+y+z=6
. f(x,y,2) = x—2y+2zculegitura x* + y> + z° = 1

. f(x,y) =2x+5y culegatura xy =10

. f(x,y,2) =2x+3y+zculegitura x> + y*> + z° = 14
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TEMA- Extreme conditionate

1. Sd se determine punctele de extrem local legat pentru functiile de mai jos:
(@) f(x,y)=xy pentru orice (x,y) € R?, culegitura 2x+3y =1
(b) f(x,y)=3xy—x3—y° pentru orice (x, y) € R?, culegitura x + y = 2

(© f(x,y)=x?>+y*—3x—4y+3 pentru orice (x, y) € R?, culegitura x +2y =3

(d) f(x,y)=x+2ypentruorice (x,y) € R2, cu legatura x% - y2 =-3

(e) f(x,y,2)=xy+xz+yzculegituraxyz=1,stiindcax>0,y>0,z>0
) f(x,y,2) =2x+y—2zpentruorice (x,y,z) € IRZ?’, cu legdtura X%+ y2 +z%2=9

(g f(x,¥,2)=xyzpentru orice (x, ,z) € R3, culegitura xy + yz + zx = 12.

2. Sa se determine punctele de extrem local legat pentru functiile de mai jos:
(@) f(x,y)=xy pentru orice (x,y) € R?, culegiatura 3x+2y = 12.
(b) f(x,y)=4xy— x*— y? pentru orice (x, y) € R?, culegitura x + y = 6.
(© f(x,y)=x*>+y*—2x—6y+5 pentru orice (x, y) € R?, cu legitura x + y = 4.
(d) f(x,y)=3x+4y pentruorice (x,y) € R2, cu legatura X%+ y2 =25.
(e) f(x,,2)=xy+xz+yzculegitura xyz =8, stiind ca x >0, y>0, z>0.
() f(x,y,2) =2x—-2y+ z pentru orice (x, ), z) € R3, cu legatura x%+ y2 +z% =36.

(g f(x,y 2) =xyzpentruorice (x,y,z) € R, cu legitura xy + yz + zx = 27.

3. Interiorul unei sili de cinema urmeaza sa fie izolat fonic. In planul de izolare al silii se urmareste
folosirea unei cantitdti minime de material izolant, podeaua salii fiind exclusa izolarii fonice. Sa se

determine dimensiunile silii de cinema daca volumul ei este de 4000 m3.
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4. O intreprindere produce o cantitate Q de produse utilizand capitalul K si forta de munca L. Functia de
productie este
Q =F(K, L) = K2 L4,

Pretul unitatii de capital este 500 lei, iar pretul unitétii de fortd de munca este 400 lei. Se cere sa
se determine acele valori ale lui K si L care minimalizeaza cheltuielile stiind ca disponibilul pentru

productie este de 5.000 bucati .

5. Sa se determine punctele de extrem local legat pentru functia

1 1 1
f,y3,2)=x+y+z culegitura —+—+-=1
X y z

pentru orice
(x,¥,2) e R3\{(0,0,0)}.
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Raspunsuri.

1.

@ fmax = f(i%) = i
®) fmax=r1,1D=1

© fmin=[f1,1)=-2

(d) fimax=f1,-2)==3, fnin=f(-1,2)=3
© fmin=f1,1,1)=3

(f) fmax :f(zrly_z) :9, fmzn :f(_zr_lvz) = _9

(g) fmax = f(2r2; 2) = 8v fmm = f(_2) _2v _2) = _8

@ fmax=f(2,3)=6.
(b) fmax=f(3,3)=18.

© fmin=/f(1,3)=-5.

(d) fmax =f(3,4) =25, fmin=f(=3,-4) = -25.

©) finin=f(2,2,2)=12.

®) finax=f4,-4,2)=18,  fiin=f(-4,4,-2) = -18.

® fmax=/13,3,3)=27,  fnin=f(-3,-3,-3) =-27.

3. f(x,y,2) =xy+2yz+2xzculegatura xyz = 4000

= fmin = f(20720y 10) =1200u.m.

4. f(K,L)=500K +400L cu legatura K!/2L1* = 5000

= fiin = f(10°,5%-10%) = 75.000.000 u.m.

5 fmin=,@3,3,3)=9um.
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Ajustarea datelor experimentale

A. Aspecte teoretice:

Este o aplicatie la determinarea punctelor de extrem a unei functii.

Sa presupunem ca intr-un proces concret participd 2 marimi masurabile (experimental) ale caror valori sa

fie notate cu x si y.

Dependenta dintre cele doud marimi poate fi descrisd de o functie f: R — R, y = f(x). Problema care se
pune este determinarea lui f dintr-o clasa & ale carei valori in punctele x; sa "se apropie cat mai mult" de

datele determinate experimental y;, i = 1, n.
Aceastda metoda se va numi ajustarea datelor experimentale cu metoda celor mai mici patrate.

Cel mai convenabil este s aproximam aceste date (ajustam) printr-un polinom de grad I sau II:

X| X1 X2 X3 Xa

YY1 Y2 VY3 Va

So | S1 | S2 | S3 | S4 to h 15

e dreaptd P;(x) = ag + a1 x,

Sodp+ 8141 =1y

S1ap+ S2a1 =1

Dreapta y=0.4x+3

/ .oy
Linear
> i v)

Figura 3: Ajustare prin dreapta
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respectiv

e parabola Py (x) = ap+ a x + arx°.
Sodp+ S1a1+ S2a2 = [y

A S1ap+ S2a1 +S3a2 =

Sodgp+ S3a1 + Sad2 = Iy

Parabola

y =-0.7143x2 + 0.4x + 4.4286
5 2

* v
Poly. (y)

Figura 4: Ajustare prin parabola

Putem generaliza problema aproximéand functia printr-un polinom de gradul m.
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B. Aplicatii practice:

1. Avem veniturile unui mic intreprinzator pe ultimii 3 ani (in mii lei) astfel: in anul 2019 un venit de 1.5,
in 2020, 1.2 iar in 2021, 0.9.

a. Gasiti ecuatia dreptei ce ajusteaza aceste date.

b. Faceti prognoza pentru urmatorii 2 ani

2. Evolutia curs leu/euro la inceputul anului este data in tabelul urmator:

luna lan Feb Mar Apr

Curs valutar | 4.37 4.39 4.40 4.43

a. Gasiti ecuatia dreptei, respectiv a parabolei ce ajusteaza aceste date.

b. Care va firaportul leu/euro la in luna august ?

3. Ajustati printr-o dreapta, respectiv parabold, datele numerice:

4. Ajustati printr-o dreapta, respectiv parabold, datele numerice:

x|-2 -1 0 2 3
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TEMA - Ajustarea datelor experimentale

1. Media temperaturilor inregistrate in luniile aprilie, mai si iunie a fost de 15°, 20° si respectiv 23°. Care
va fi prognoza pentru luna august avand in vedere ca cercetdtorii au observat o crestere liniara (ajustare

printr-o dreaptd) a temperaturii pana la inceputul lunii septembrie.

2. O companie producatoare de ciocolatd a determinat date referitoare la cota de piata si respectiv pretul
de vanzare pe kilogram al ciocolatei timp de patru luni consecutive. S-au obtinut astfel urmatoarele

rezultate:

Pretpekg (euro) | 4.5 52 4.7 4.9

Cota de piata 10 8 89 9.1

Sa se ajusteze aceste date numerice printr-o dreaptd. Presupunand ca in luna a 5-a pretul pe kg este

X = 2 sa se gaseasca cota de piata y.

3. In urma unui studiu privind cererea unor produse de prima necesitate, s-au obtinut urmétoarele date

pentru venitul x al unei persoane si cererea y a produselor respective:

Venit (mii Dolari) 1 2 4 8

Cerere (mii Dolari) | 0.4 1 1.6 2

Sa se ajusteze aceste date print-o dreapta.

4. Profitul inregistrat de catre o firma in 2004 este de 5.1 milioane €, in 2007 este de 8.3 milioane €, iar
in2009 este de 2.3 milioane €. Sa se ajusteze aceste valori printr-o dreapta, respectiv parabola si sa se

calculeze previziunea profitului pentru 2012 i 2013.
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5. Numarul calculatoarelor vandute lunar de catre o firma este dat in tabelul de mai jos.

luna | ianuarie martie aprilie

nr.calc. 30 45 50

Sa se ajusteze printr-o dreapta, respectiv parabola, datele de mai sus si sd se preconizeze numarul de

calculatoare ce urmeaza a fi vindute in luna septembrie si decembrie (pentru fiecare caz in parte).

6. Ajustati printr-o dreaptd, respectiv parabola, datele numerice:

x| -2 -1 01 2

yl9 4 2411

7. Ajustati printr-o dreaptd, respectiv parabola, datele numerice:

x|-2 -1 0 2 3

y|5 2 17 15
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Raspunsuri.

1. Indiciu: Pentru simplificare setdm aprilie:=4, mai:=5, iunie:=6.
Vom avea ecuatia dreptei y = -2/3+4x = y = f(8) =31.3°.

Prin urmare, in luna august vor fi 31.3°.
2. Dreapta de ajustare:y =21.25-2.54x, y=f(2)=16.17
3. Dreapta de ajustare: y =0.46+0.21x
4. Setam 2004 :=1,2007:=4,2009:=6:y=6.82-0.43x, y=0.78 + 5.13x — 0.81x2.
5. Dreapta de ajustare:y = 23.57 +6.79x, Parabola de ajustare: y = 20+ 10.83x — 0.83x.
6. Dreapta de ajustare: y = 0.4x+6, Parabola de ajustare: y = 2x> +0.4x + 2

) 175 223 , 119 , 49 10
7. Dreapta de ajustare: y = gx + 3 Parabola de ajustare: y = gx + §x+ I
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Integrale euleriene

A. Aspecte teoretice:

Functia BETA : B(p, ¢) = [y x"~'(1 - x)9 'dx

Proprietati :
1

1. B(p,1)=—, B, =1
p

(1 1)

2. Bl=,=|=m
22

3. B(p,q) =B(q, p)

p-1
p+qg-1

4. Dacip>1=>B(p,q) = B(p—-1,9)

1
-B(p,q-1)

5. Dacig>1=B(p,q) =
p+q-—

(m-1DY(n-1)!

6. Dacim,neN* = B(m,n) =
(m+n-1)!

7. Daci0O<p<1l,p+q=1=>B(p,q) =

sin pm

Functia GAMA : T'(p) = [;° xP~le™*dx
Proprietati :
1. ') =1

1
2 r(—) - VA

2
3. Dacap>1=T(p)=(p-DI'(p-1)
4. DacimeN*=>T(m)=(m-1)!

T'(p)T

5. Relatia lui Euler: B(p, q) = Lp)tiq) Vp>0,g>0

I'(p+q)’
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B. Aplicatii practice:

1. Calculati:

al'@

or()

0) B(3,4)
a B(Z l)

2’2

21
e)B(—,—
33

i)

o3

LSRN

1
2)

h) B(1+B(1,2),B(2,1))

o)
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2. Cu ajutorul integralelor lui Euler, calculati:

(@) fx-ez_xdx
2

(b) [x ce®*dx
0

1
_ 3
=
3 X

1
(d) f\/ x—x2dx
0

© fﬁ+4x2+5xﬁdx
ex
0

1
() fxlo(l - x)%dx
0

1
(g fx\/idx
J 1-x
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TEMA - Integrale euleriene

1. Séase calculeze valorile functiilor gama si beta de mai jos:
a) I'(7); I'(log, 32); B(1, D); B(3,6);
oS o B S
b) T'|-|T(=]|; Bl=,—1; B|—,3];
4) \a 6’ 6 N
T 1 n+l n-1 N
o B(4,); B(B(Z,—),Z); B( , ) neN*\{1}.
2 2

n n
2. Folosind proprietatile functiilor gama si beta, calculati:

1 7
a) B (4,—) +3I' (—);
6 2

b) B(l E)+2r(3)—r(4)
4’ 4 ’

3. Folosind proprietatile integralelor euleriene, sa se calculeze urmatoarele integrale:

1)
1
[\/}(x—l)zdx
0
2)
B |
—d
fo N
3)
1 _13
(x4 " dx
0o VX
4)
l1—x
—d
fo vz
5)
f11+2x+3x2dx
0 v1i—-x
6)
1 (x+1)?
S dx
0 vV1—-x
7)
fl dx
0o Vx-1
8)

f1M+%_ld
—_—ax
0

x—1
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9)

[Ol(l—i)\/}dx

10)
1
fxz\/de
0 1-x

11)
1
fx\/}(\/}—l)‘ldx
0

12)
0
f{‘/}(xﬂ)dx
-1

13)
1/2
f 2x-1)3Vaxdx
0

14)
0
f xvV2x+1ldx
-1/2

15)
1/3

Vx-3x2dx

0

16)
© Yx—1
f 5 dx
1 X

17)
3
fx\/idx
0 3—Xx

18)
0
fxv3x+1dx
-1

19)

® x+1
[
-2 ex+2



20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

©x2+x+1
[Ty,
0 e*

o0
f xe_‘/ﬂdx

0

f (x+1)%e *dx
0

o0
f 3+ e ldx
0

o0 xe*~l
f 3 dx
0o e*
® o 3y
fxe_xdx
0

o0

x—1

f dx
o 2e*
X 4]
dex
0o e

o0 pX
e*—x
=

o e*
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31)

32)

33)

34)

35)

o0 2X 1
[ e“t(x+ )dx
0

eSx+2

e 1
f e 3 gx
0

o0
f xe I dx
0

o0
f xe I dx
-3
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Raspunsuri

Reamintim valoarea constantei matematice

7 =3.1415926535.

1
1. (a) 720, 24, 1, — =0.005952
168 s
57 201224
(b) V2 =4.442883, 3 = 5.235988, ——— =0.612039
96 9 T
© =0.091035, — =0.321429, ———
N2+ 714 +71)(6+ 1) 28 n-sm(%)
7776  45\/T 7727 — 256
Q) — + v =14.46745025, b) —— " =0.67267176
1729 8 128
3. 1) 10 (2) 2 (3) b12 4) 8 (x=v1, (5) 118 (6) 11 (7) %9 @81
: 105’ 3’ 1155’ 5 S 15’ 70’ 98’
9) 2 (10) o 11 - WVx=1, (12) ) (x+1=1), (13) i (2 1)
-, —_—, _ X = , —_—— X = , — X =
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Simulare - Partial

Timp de lucru 40 minute

1 punct din oficiu

1. (2p) Productivitatea unei anumite tari este data de Q(K,L) = SOK%L% unde sunt folosite K unitati de
capital si L unitatii de fortd de munca.
(a) Calculati Qi i Q;
(b) Care sunt valorile marginale ale productiei daca sunt cheltuite 25 unitati ale fortei de munca si 50
ale capitalului?

(c) In acest caz, guvernul ar trebui sd incurajeze investitia in capital sau in forta de munca?

1 1 1
2. (2p) Calculati fy, fy, f; si fi; pentru f(x, y,2) = P el #0,y#0,z#0ina=(1,2,1)

3. (3p) Determinati extremele functiei

f(x,y) =200x+500y, V(x,y)e€ IR{Z, culegdtura xy =1000.

4. (2p) Volumul vanzarilor unei companiei (in milioane bucdti) intre anii 2013-2017 este prezentat mai jos

Anul | 2013 2014 2015 2016 2017

Numar 8 10 11 12 14

Gasiti ecuatia dreptei ce ajusteaza volumul vanzarilor si estimati valoarea lui in 2018.
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Raspuns:

, L 2/5 , K 3/5
1. QK:lSE y QL:le

) 18 . s
QL (50,25) = — = 13.641449, Q! (50,25) = 12v/8 = 18.188599
K V4 L

Guvernul ar trebui sd incurajeze investitia in forta de munca.

1 3 1 3 1 1

r_ - 2 - _ 2 = = e =2
2. fi= X2y xtz fy X2 yiz fz 322 yszz§1fxz 22

7 7
Deci f/(1,2,1)=-==-3.5, f/(1,2,1)=-— =-0.4375
fx( ) 3 F( ) 16
9
fia,2,1) = s -1.1255i f;,(1,2,1) =3
3. fmin = f(50,20) = 20.000, fnax = f(—50,—-20) = —20.000

4. Setam 2013 := 1 prin urmare ecuatia dreptei este y = 6.8 + 1.4x iar pentru 2018 avem f(6) = 15.2
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Probabilitati

A. Aspecte teoretice:

Definitia clasica a probabilitatii :

P(A) = k _ numar de cazuri favorabile
~ n numir de cazuri posibile

Proprietati elementare ale probabilitatii :
1. P(¢)=0,P(Q) =1=P(A) € [0,1]

2. P(A)=1-PA), VAeZF
3. PB\A)=PB)-P(ANnB), VA,Be &
4. DacaA,Be #,cuAcB— P(A) <P(B) (monotonie)

Probabilitatea reuniunii = Formula de adunare a probabilitatilor
1. Pentru VA,Be &
* dacd Asi B incompatibile: AnB=¢ = P(AuB) =P(A) +P(B)
e dacd A si B compatibile: AnNB#¢ = P(AuB)=P(A) +P(B)-P(AnB)
2. Pentru VA,B,Ce &
e dacd A, B, C sunt doua cate doud incompatibile: AnNB=¢, AnC = ¢, BnC = ¢, atunci:

PAUBUC)=PA)+PB)+P(C)
* daca A, B, C sunt oarecare (nu sunt doud cate doud incompatibile)
P(AUuBUC)=PA)+PB)+P(C)—P(ANB)-PANC)-PBNC)+P(ANnBNC)

Definitie: Probabilitatea conditionata :

P(AnB) probabilitatea intersectiei
P(Alg) =Pp(A) = =

P(B) B probabilitatea conditiei

Definitie : Independenta evenimentelor
* AsiBsuntindependente daca P (AnB) =P(A)-P(B)
e AsiB sunt dependente daca P(AnB) =P(A) -P(B|a) =P(B)-P(A|g) unde P(A),P(B) #0.
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OBSERVATIE : Daci (A,B) sunt independente = (A,B), (B,A), (A,B) independente.

Probabilitatea intersectiei = Formula de inmultire a probabilitatilor
Daca A,B,C € & (sunt dependente)

* P(ANB)=P(A)-P(Bla)

* PAANBNC)=P(A)-P(B|a)-P(Clanp)

Formula probabilitatii totale : Fie (£,%,P) un camp de probabilitate, {A1,A,,...,A,} € & un sistem
complet de evenimente si X € &. Atunci

P(X) =P(A1)-P(X|a,) + P(A2) - P(X|a,) +... + P(Ap) - P(Xla,)

P(A;nX) P(Aj)-P(Xla;)
PX) P(X)

Formula lui Bayes : P(A[x) =
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B. Aplicatii practice:

1. Calculati:
a) 25 de studenti au rezervat un rand de 25 de locuri la o piesa de teatru. In cate moduri se pot aseza?
b) Intr-o cutie sunt 14 bile numerotate de la 1 la 14, care se extrag una cate una. in cate moduri poate
avea loc extragerea?

c) In cate moduri se poate alege o echipi de 4 persoane dintr-un colectiv de 10 profesori?

2. Un student are intr-o zi 3 cursuri, la care poate participa sau nu. Fie A; evenimentul "studentul merge

la cursuli", i =1,2,3. Sa se exprime cu ajutorul acestora, evenimentele:

a) studentul merge la toate cursurile
b) studentul merge la cel putin un curs
¢) studentul nu merge la nici un curs
d) studentul merge la un singur curs

e) studentul merge la doar 2 cursuri

f) studentul merge la cel mult 2 cursuri

3. Trei arcasi trag la tintd o singura data. Probabilitdtile de a nimeri tinta sunt 0.3 pentru primul arcas, 0.15
pentru al doilea si 0.25 pentru al treilea. Determinati probabilitatea (scrieti raspunsul cu 4 zecimale) ca:
(a) tinta sa fie atinsd exact o data
(b) tinta sa fie atinsa de cel mult doua ori

(c) tinta sa fie atinsa doar de primul concurent.

4. Intr-o urnd sunt 12 bile numerotate de la 1 la 12. Sa se determine probabilitatea evenimentului ca
bilele numerotate cu 5,7,11 sa iasa la extragerile 5,7,11, atunci cand se extrage pe rand cate o bila (fara

intoarcere).
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5. Unlacdtare un cifru format din 4 cifre. Care este probabilitatea de a ghici cifrul dacd lacatul functioneaza

perfect, respectiv ultima cifra, din cauza unei defectiuni, nu trebuie sa coincida cu cea din combinatie ?

6. Probabilititatea ca un autobuz sa plece in cursa din autogara din Cluj este 0.6. Dispunem in garaj de
2 autobuze: unul alb si unul rosu. Care este probabilitatea ca cel putin un autobuz sa plece in cursa

dintre cele doua? Dar daca ar fi vorba de 3 autobuze?

7. Fie A si B evenimente pentru care:
PA) = ! P(B) = ! i P(AnB)= !
B 4

Se cere:
(a) AsiBsuntindependente?
(b) P(A),P(B),P(AUB),P(AnB), P(AUB), P(Alg), P(Bla), P(A-B)

. 1 1 . 1
8. Fie P(Alg) = >’ P(Bla) = 3 siP(Alg) = >
Se cere:
(a) sasedetermine P(A), P(B) siP(AnB)
(b) AsiB suntindependente?

9. Irinaiese la cumparaturi in fiecare zi. Cumpadraturile obisnuite sunt: fructe, paine si lapte. Cumpara
aceste produse cu probabilitatile: 0,8, 0,5 si 0,3, independent unele de altele si de celelalte produse
cumpdrate. Determinati probabilitatea ca intr-o zi Irina sd cumpere toate cele 3 produse, respectiv cel

putin un produs din cele 3.
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10.

11.

12.

13.

14.

Un student are intr-o zi 3 cursuri. Sansa de a participa la oricare dintre cursuri este de 0.7. Care este

probabilitatea ca studentul sa mearga la cel putin un curs? Dar la toate cele 3 cursuri?

O familie obisnuitd isi petrece concediul de vara intr-o excursie cu probabilitatea de 80%. Aceasta
excursie are destinatia in tard cu o probabilitate de 50%. Locurile preferate ale turistilor sunt litoralul
(35%), statiunile balneare (40%) si muntele (25%). Cu ce probablitate isi petrece vacanta de vara o

familie obisnuita efectuand o excursie in tara si respectiv o excursie pe litoralul marii autohtone?

Fiecare litera a cuvintelor "PARTIDELE FUZIONEAZA" e scrisa pe un cartonas. Se cere probabilitatea ca

extrdgand succesiv 7 cartonase sa apard cuvantul "ELEFANT" (literele nu se reintroduc).

Fie 2 cutii cu bomboane rosii si galbene. In cutia 1, sunt 60 bomboane rosii si 40 galbene, iar in cutia
2 sunt 10 bomboane rosii si 20 galbene. Se extrage la intdimplare dint-o cutie o bomboana. Care este

probabilitatea ca aceasta sa fie rosie?

Intr-o sectie a unei intreprinderi sunt 12 utilaje de acelasi fel in exploatare: 3 provin de la fabrica F1, 4
dela F2si 5 de la F3. Se stie ca fabricile produc utilaje de calitate superioard in proportie de 90%, 80% si
75%.
a) Care este probabilitatea ca luand la intamplare un utilaj la verificat, acesta sa fie de calitate
superioara?
b) Care este probabilitatea ca utilajul ce a fost gasit de calitate superioara la verificare, sa fi fost
fabricat de F2?
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15. (Examen medical) Fie un test medical avand acuratetea de 90%. Fie A; evenimentul "pacientul e
bolnav" si A, evenimentul "pacientul nu e bolnav". Stim ca probabilitatea ca testul sa fie pozitiv daca
pacientul e bolnav este 0.9, iar probabilitatea ca testul sa fie pozitiv daca pacientul nu e bolnav este 0.1.
Sansa de contaminare este de 1 la 10000. Daca rezultatul unui test este pozitiv, care este probabilitatea

ca pacientul sa fie bolnav?
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TEMA - Probabilitati

1. O moneda este aruncata de 3 ori si secventa de marci (M) si steme (S) ce apare este inregistrata.
a) Scrieti spatiul evenimentelor elementare Q

b) Scrieti urmatoarele evenimente, folosindu-le pe cele elementare: A: "sa apara cel putin 2 steme"

B: "primele 2 aruncari sunt steme" C: "ultima aruncare e marca"

¢) Determinati urmatoarele evenimente: K; AnB;AuC.

2. In drum spre locul de munci un om trece prin 3 intersectii consecutive, semaforizate. La fiecare semafor
se opreste sau isi continud drumul. Daca notam cu A;, i = 1,3 evenimentul "la intersectia i persoana isi

continud drumul", s se exprime folosind A;, Ay, A3 urmatoarele evenimente:
a) persoana are liber la toate intersectiile
b) persoana opreste la toate intersectiile
c) persoana opreste la cel putin o intersectie

d) persoana opreste la cel mult o intersectie.

3. Laun telescaun pentru ski agteapta 5 persoane. Un telescaun poate transporta doar 3 persoane odata.
a) In cate moduri se poate organiza primul grup?

b) Care este probabilitatea ca o persoana aleasa aleator dintre cei 5 sa fie in primul transport? Dar in

al doilea?
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. Se arunca o moneda de doua ori. Care este probabilitatea ca marca sa apara cel putin o data?

. Se arunca 2 zaruri. Care este probabilitatea ca suma lor sa fie 8. Dar un numar prim? Sau cel putin 4?

. Se arunca 2 zaruri. Care este probabilitatea ca suma fetelor s fie 6, stiind ca suma acestor fete a dat un

numar par?

. Presupunem ca intr-o camera sunt 5 persoane. Care este probabilitatea ca cel putin 2 persoane sa aiba

aceeasi zi de nastere?

. Un lift ce contine 5 persoane se poate opri la oricare din cele 7 etaje ale unei cladiri. Care este probabili-

tatea ca 2 persoane sa nu coboare la acelasi etaj?

. Un card emis de o banca are ca numar de identificare un numar de 7 cifre, ce nu poate incepe cu cifra 0.

Care sunt probabilitatile ca un numar de identificare:
a) sainceapa cu 456
b) sd nu contina cifre identice

Cc) sa se termine cu 21.
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10.

11.

12.

13.

Intr-o grupd de studenti sunt 30 care vorbesc limba englezd, 15 vorbitori de limba germana si 8 studenti
care cunosc limba franceza. Dintre cei vorbitori de limba engleza, 10 vorbesc silimba germana, iar 3
vorbesc si limba franceza. Pe de altd parte avem 3 studenti care vorbesc si limba germana, si limba
franceza. Stiind c4, este un singur student care vorbeste toate cele trei limbi, determinati numarul total

al studentilor din aceasta grupa.

Un student se pregateste pentru 2 examene. Pe baza pregatirii sale el va promova primul examen cu o
probabilitate de 60%, iar al doilea examen cu o probabilitate de 50%. Daca rezultatele de la cele doua

examene sunt independente,
a) care este probabilitatea de a promova ambele examene?

b) care este probabilitatea de a promova cel putin unul dintre cele doua examene?

Daltonismul este o tulburare a vederii cromatice (constand in incapacitatea de a deosebi unele culori),
care afecteaza 8% din populatia masculina si 1% din populatia feminina. In Romania un nou-néscut
este fata cu o probabilitate de 51%. Determinati care este probabilitatea ca un nou-ndscut din Roménia

sa sufere de daltonism.

La un workshop participd patru firme. Firmele sunt reprezentate de 4, 3, 3, respectiv 5 angajati. Dintre
acesti reprezentanti 1, 1, 1, 2 vorbesc limba germana. Un investitor din Germania este interesat de
aceste firme si se adreseaza unui reprezentant. Care este probabilitatea ca reprezentantul ales aleator,
sa vorbeasca limba germana? Care este probabilitatea ca, daca, un reprezentant ales aleator vorbeste

limba germand, atunci el provine de la a patra firma?
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14. O companie produce in 3 schimburi. Intr-o anumita zi, 1% din articolele produse de primul schimb sunt
defecte, 2% din cele produse in al doilea schimb si 3% din al treilea schimb. Daca cele trei schimburi au
aceeasi productivitate, care este probabilitatea ca un produs din acea zi sa fie defect? Daca un produs

este defect, care este probabilitatea ca el sa fi fost fabricat in schimbul al treilea?
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Raspunsuri.

10.

(a) Q={MMM,MMS,SMM, MSM, SSM, MSS,SMS, SSS},

(b) A={SSM,MSS,SMS,SSS}, B ={SSM,SSS},
C={SSM,SMM, MSM, SMM, MMM}

(c) A={MMM,MMS,SMM,MSM}; AnB = B;
AuC={SSM,MSS,SMS, SSS,SMM, MSM, SMM, MMM}

(@) A=A1NANA3
(b) B=A;NA;NA3=A; UA, UA;
() C=AjUAUA3

(d D =AU (A1NA2NA3|U(ATNA2 NA3 ) U(A1NA; NAS

2

, 1-C2 =
-2 C3=10,b) P(X) = —3* =065 P(X) =1-P(X) =04

5

3
Pentru ca Q = {MM, MS,SM, SS} avem P(X) = Z =0.75
5 15 33
P(A) = — =0.1388889, P(B) = — =0.4166667, P(C) = — =0.9166667
36 36 36

18
Probabilitatea ca suma fetelor sa fie numar par este P(B) = 36
Probabilitatea ca suma fetelor sa fie 6 este P(A) = 36

5
Prin urmare probabilitatea cautata este P(Alg) = 8 =0.2777778

365-364-...-361

Avem P(X) = 2655 =0.972865
Prinurmare PX) =1 - P()_() =1-0.972865=0.027135

7-6-5-4-3
P(X) = ———= =0.149937

75
10% 92.8.7-6-5-4 9-10%

P(A) = —— =0.001111, P(B) = ——— — = 0.006048, P(C) = —— = 0.01

9.106 9.106 9.106

[JAUBUC|=30+15+8-10-3-3+1=38
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11.

12.

13.

14.

P(AnB)=0.6-0.5=0.3 sirespectivP(AUB)=0.6+0.5-0.3=0.8
Utilizand formula probabilitatii totale avem P(X) = 0.49-0.08 + 0.51-0.01 = 0.0443
Folosind formula probilitatii totale si formula lui Bayes se obtine 0.3333 respectiv 0.4.

Folosind formula probilitdtii totale si formula lui Bayes se obtine 0.02 respectiv 0.5.
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Scheme probabilistice

A. Aspecte teoretice:

¢ Descriem anumite experimente aleatoare care apar des in aplicatii cu ajutorul unor urne din care se
extrag bile (Urna = vas in care se afld bile, ce pot avea culori diferite)

 Toate bilele din urna au aceeasi sansa de a fi extrase

cu 2 stari (bile de 2 culori)
e Avem 2 cazuri:

cu mai multe stari (bile de mai multe culori)

1. Schema urnei cu bila nerevenita: "stim exact cate avem din fiecare"

Pentru 2 stari : . .
cs.-cl=
PX) = uC”—b

a+b

Pentru mai multe stari :
ki ok, ks
a'Cas.'Cql

PX) =

Cn
ay+az+..tas

2. Schema urnei cu bila revenita: "stim proportii sau procente"

Pentru 2 stari :
P(X) — C]],Cl . pk . qn—k

Pentru mai multe stari :

n! k k k
PX)=———-pilipfe s
B el kg P P2 s
3. Schema lui Pascal : "ultima" P(V}) = (J,/lj pk.q"*k
4. Schema Geometricd : "singura i ultima" P(Y.) = p-q""!
5. Schema urnelor lui Poisson : "mai multe urne" P(X) = 7' pi, * Pi, =" Piy* Gy "+ i,
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B. Aplicatii practice:

1. Daca o familie are 5 copii, calculati probabilitatea ca:
a) 4 din 5 copii sa fie baieti

b) cel putin 2 sé fie baieti.

2. Dintre costumele fabricate de o firma specializatd: 93% sunt standard, 4% rebuturi recuperabile, si 3%
rebuturi nerecuperabile. Sa se determine probabilitatea ca, luand la intamplare 10 costume la verificat,

6 sa fie standard, 3 rebuturi recuperabile si 1 nerecuperabil.

3. Pe un raft intr-o librarie sunt 50 de carti ce provin de la 2 depozite diferite: 20 de la depozitul D, si 30 de
la Dy. Intr-o zi s-au vandut 6 carti. Calculati probabilitatea sa se fi vandut acelasi numar de carti de la

cele 2 depozite.

4. Avem 3 magazine ce vand fiecare haine casual si sport: M; (4,4),M>(3,5),M3(7,3). Determinati probabi-
litatea ca o studenta ce a cumparat cate o haina de la fiecare magazin:
a) sa fi cumparat o singura haina sport.
b) dar sa fi cumparat 3 haine casual?

c) dar cel putin una casual?

5. Se stie cd 3 din 4 clienti ce intrad intr-un magazin devin cumparatori. Calculati probabilitatea ca:
a) primul cumpadrator sa apara dupa 5 clienti ce nu au cumparat nimic

b) pénalaal 2 lea cumparator, 2 clienti sa nu fi cumpadrat nimic.
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6. Intr-un sac se afld portocale, coapte in proportie de 80%. Un copil se joac si scoate de 20 ori cate o

portocald si o pune inapoi. Care este probabilitatea ca:

a) ultima portocala extrasa sa fie a 15 portocala coapta nimerita?

b) dar daca se fac 30 de extrageri?

7. Pe un raft cu 200 DVD-uri neetichetate se afla imprastiate 10 DVD-uri cu acelasi film. Cineva cautd acel
film.

a) stiind cd are dreptul la 10 incercari, care este probabilitatea sa il gdseasca la ultima incercare?

b) dar la cel mult a 4 a incercare?

8. Pentru a participa la un sondaj national sunt alesi 5 studenti dintr-o grupa de 30 de studenti: 13 baieti

si 17 fete. Care este probabilitatea:

a) safie alesi exact 2 baieti
b) exact 3 fete
¢) cel mult o fata

d) toti cei selectati sunt baieti (respectiv fete).

9. Pe parcursul unei sdptamani s-a dat predictia cursului valutar, astfel incat zilnic cursul poate sa creasca

cu probabilitatea 1/4 respectiv sd scada cu 3/4. Care este probabilitatea ca:

a) in 5 zile ale sdptdmanii cursul sa creasca

b) in cel mult 3 zile sa creasca.

10. Un vitezoman circula zilnic pe autostrada Turda-Cluj. De regula el depdaseste viteza admisa cu cel
putin 50 km/h. Probabilitatea ca intr-o zi, sa fie prins de politie este 1%. Determinati probabilitatea ca

vitezomanul sd fie amendat prima datd in a 100 zi .
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11. Fie 3 crescatorii de pasari. Din date statistice, pentru cele 3 ferme, se stie ca probabilitatea ca intr-o
luna oarecare, productia de oud sa depdaseasca 100.000 oua este p; = 0.3, p» = 0,4, p3 =0, 3. Calculati

probabilitatea ca productia sa fie depdsita intr-o luna de cel putin 2 din cele 3 ferme.
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TEMA- Scheme probabilistice

1. Pentru a participa la un proiect, dintr-o grupa cu 35 studenti (20 fete, 15 baieti) se aleg aleator 7 persoane.
Care este probabilitatea ca intre studentii alesi sa fie:
a) exact 3 fete;
b) exact 2 baieti;

c) cel mult 1 baiat.

2. Un magazin are in stoc marfa de la 5 furnizori in urmatoarele cantitdti: 30 de la furnizorul F;, 100 de la
F», 50 de la F3, 80 de la F, si 40 de la Fs. In decursul unei sdptimani, depozitul a vandut 50 buciti. Care
e probabilitatea ca din cele 50 de bucdti vandute, 10 sa provina de la F;, 5 dela F,, 10 de la F3, 15 de la
F4si10delaFs.

3. Pe parcursul unei sdptamani s-a dat predictia cursului valutar, astfel incat zilnic cursul poate sa creasca
cu probabilitatea %, respectiv sa scada cu probabilitatea g. Stabiliti probabilitatea ca:
a) in 4 zile ale saptamanii cursul valutar sa creasca;
b) in cel mult 2 zile cursul valutar sa creasca;

¢) in cel putin 2 zile cursul valutar sa creasca.

4. Un supermarket vinde urmatoarele sortimente de cafea: naturald, cappuccino si expresso. Probabi-
litatea ca un client sa cumpere cafea naturala este 0,6, cappuccino 0,3, iar expresso 0,1. Determinati
probabilitatea ca, din 500 clienti, 250 sd cumpere cafea naturald, 120 sd cumpere cappuccino, iar 130 sa

cumpere expresso.

5. Care e probabilitatea ca al 100-lea client ce intra intr-o bancd, sa fie a 40-a persoana ce incheie un

contract de creditare, daca probabilitatea ca cineva sa incheie un astfel de contract este de 0.75?
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10.

La trei reprezentante de telefonie mobila se gasesc telefoane mobile clasice si android in urmatoarele
proportii: la prima reprezentanta 20 clasice si 30 android, la a doua 23 clasice si 37 android, iar la a treia
34 clasice si 36 android. Se alege la intamplare cate un telefon mobil de la fiecare reprezentanta, pentru
a fi supus unor probe de verificare. Care e probabilitatea ca din cele 3 telefoane alese unul sa fie clasic,

iar doua android?

*In catedrala Sfantul Anton din Padova, un vizitator este turist striin cu o probabilitate de 80%. Fiecare
turist cumpadra un suvenir cu o probabilitate de 60%, in timp ce localnicii cumpara suvenir cu o
probabilitate de doar 5%. Care este probabilitatea ca un vizitator sa cumpere un suvenir? Care este

probabilitatea ca al 30-lea vizitator sa fie a 10-a persoana care cumpara un suvenir?

*Alegem cate un costum de la 4 producatori diferiti. La primul producator probabilitatea ca un costum
sd aibd vreun defect de fabricatie este de 2%, la al doilea producétor este de 3%, la al treilea este 5% si la
al patrulea este 7%. Determinati probabilitatea evenimentului ca nici unul dintre cele 4 costume alese
sa nu fie cu defect. Daca de la primul producator si de la al patrulea alegem cate un costum si de la al
doilea si al treilea cate doua costume, cu ce probabilitate nu vom avea nici un costum defect printre

cele 6 alese?

Intr-un lot de 400 piese, 10 sunt defecte. Se aleg aleator 20 piese. Sa se calculeze probabilitatea ca intre

piesele alese 4 sd fie defecte.

O comisie internationald este formata din 5 romani, 7 italieni, 4 olandezi si 6 elvetieni. Se aleg la
intdmplare 10 persoane pentru a forma o subcomisie. Sa se calculeze probabilitatea ca din cele 10

persoane alese, 2 sa fie romani, 3 italieni, 3 olandezi si 2 elvetieni.
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11.

12.

13.

14.

15.

Pe parcursul a 10 zile de vara s-a dat prognoza meteo astfel incéat zilnic pot cadea precipitatii cu

probabilitatea 0,2. Calculati probabilitatea de a ploua in 3 zile; in cel mult 2 zile; in cel putin 3 zile.

Se arunca un zar de 20 de ori. Sa se calculeze probabilitatea ca de 8 ori sd apara un numar prim, de 10

ori un numar compus si de 2 ori fata cu un punct.

Avem 4 grupe de studenti: in prima grupd sunt 20 fete si 5 bdieti, in a doua grupa sunt 15 fete si 10 baieti,
in a treia grupad sunt 10 fete si 15 bdieti, in a patra grupa sunt 24 fete si 1 baiat. Se alege cate un student
din fiecare grupa pentru a participa la o actiune publicitar a pentru promovarea unui produs. Sa se
calculeze probabilitatea ca intre studentii alesi 3 s fie fete; sa fie numai fete si rerspectiv sa fie cel putin

o fata.

Un magazin ofera o promotie clientilor. La fiecare cumparatura cu valoarea peste 50 RON, cumparatorul
primeste un bilet de razuit. Daca clientul reuseste sa colecteze 3 bilete cu logo-ul magazinului, el
primeste un voucher de cumpadraturi in valoare de 200 RON. Probabilitatea ca pe un bilet sd apara

logo-ul magazinului este de 10%. Care este probabilitatea evenimentului ca un cumparator:

a) sa gaseasca al 3-lealogo pe al 10-lea bilet?

b) sd obtina primul logo pe al 10-lea bilet?

*Probabilitatile ca dimensiunile unei piese de masina sa fie in limite mai mici, respectiv mai mari decat
cele admisibile sunt de respectiv 0.07 si 0.1, iar probabilitatea ca o piesa sa aibe dimensiunile in limite
admisibile este 0.83. Dintr-un lot de 1000 de piese se extrag 140. Care este probabilitatea ca 5 dintre

aceste 140 piese sa aibe dimensiunile mai mici decat cele admisibile si 7 mai mari decat cele admisibile?
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16. *La o balta privata, la care se pescuieste in sistem "prinde si elibereaza", se estimeaza ca la fiecare
lansare exista 45% sanse de a prinde un peste. Calculati probabilitatea ca din 10 lansari sa fie prinsi 7
pesti ( stiind ca se poate prinde cel mult un peste la fiecare lansare). Dar probabilitatea ca din 7 incercari

sa fie prinsi doi pesti, cel de al doilea fiind prins la a 7-a lansare?
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Raspunsuri.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Schema urnei cu bila nerevenita cu 5 stari: P(X) =

. Schema urnei cu bila nerevenita cu 2 stari: 0.2314, 0.2420, 0.97

10,5 .10, 15,10
C30° Cloo " Cs0 " Cag " Cao

50
CSOO

. Schema urnei cu bila revenita cu 2 stari: 0.0156, 0.9042, 0.3302

Schema urnei cu bila revenita cu 3 stari:

500! 250 120 130
PX)=—"———(0.6)-(0.3)"*°- (0.1
®= 2501200 1300 @O 0T OD

Schema lui Pascal: P(Ygg) = C33 - (0.75)*0 - (0.25)%°
Schema urnelor lui Poisson: 0.4249

Formula probabilitatii totale: 0.49, Schema lui Pascal: 0.0113

. Schema urnelor lui Poisson cu 4 urne: 0.8399,

Schema urnelor lui Poisson cu 6 urne (dubldam urnele 2 si 3): 0.7739

. Schema urnei cu bila nerevenita cu 2 stari: 0.0007548

Schema urnei cu bila nerevenita cu 4 stari: 0.0325

Schema urnei cu bila revenita cu 2 stari: 0.2013, 0.6778, 0.3222
Schema urnei cu bila revenita cu 3 stari: 0.01527

Schema urnelor lui Poisson: 0.4531, 0.1843, 0.9981

Schema lui Pascal: 0.0172, Schema geometrica: 0.0387

Schema urnei cu bila revenita cu 3 stari:

140 140!

. -(0.7)°-(0.1)" - (0.83) 128
1000 5!-7!-128!( )" 0.1)"-(0.83)

PX) =

Schema urnei cu bila revenita cu 2 stari: 0.0738, Schema lui Pascal: 0.0611
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Variabile aleatoare discrete

A. Aspecte teoretice:

v" O variabila aleatoare de tip discret are repartitia

X1 X2 ... Xnp ... pi=0,i€l
X: )

pr P2 --- Pn - p1tp2+..+ppt..=1

v Exemple de constructii de variabile aleatoare:

1. Un motor genereazd energie electrica ce este folosita intermitent de 10 muncitori ce lucreaza indepen-
dent. Fiecare muncitor utilizeaza energie electrica timp de 12 minute intr-o ora. Notand cu X v.a. ce

reprezintd numarul muncitorilor ce utilizeaza energie la un moment dat, scrieti distributia v.a. X.

0 1 .. 10 pi=0,iel

Po P1 --- Puwo Pot+pi+..+pro=1

Unde probabilitdtile sunt calculate cu ajutorul schemei urnei cu bila revenita si cu 2 stari:

11k (4)10-k
Pk = Cfo (E) (E) , k=0,10 stiind ca probabilitatea ca un muncitor sa lucreze la un moment dat

12
este p= — = —sisanulucrezeesteg=1-p=—.
p 60 5 $ Z| q p 5
2. La 3 unitati (U;, Uy, Us) se gasesc articole ce provin de la 2 fabrici (F;, F») in urmatoarele proportii: la
U,,1/3 provin de la F1,1a Uy, 1/2 de la Fy, iar la U3, 3/4 de la F;. Un client cumpara cate un articole de la

fiecare unitate. Scrieti distributia v.a. X = numarul articolelor cumparate de client si care provin de la

F;.
0o 1 2 3
X:
1 3 5 1
12 8 12 8

Unde probabilitdtile au fost calculate cu ajutorul schemei urnelor lui Poisson, astfel incat

2

(t)—(1t+—)
Q 13" 3

1. 1)(3. 1 1 . 5 , 3 , 1 4
—t+=||=t+=-|=2QW)==-F+—=-F+=-t'+—-1".
2 2)\4 4 8 12 8 12

3. Se considera un esantion de 25 de clienti care intra intr-un supermarket. Pentru a cerceta fecventa X

cu care clientii fac apel la serviciile supermarketului de-a lungul unei sdptamani si respectiv pentru a
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cerceta cheltuielile siptdamanale Y in lei, ale clientilor pentru procurarea de bunuri alimentare, s-au

obtinut urmatoarele date de selectie pentru X si Y :
X:1,2,1,4,3,2,5,6,7,7,7,1,2,3,2,3,4,6,2,4,3,1,7,2,7

Y:89,90,101,88,85,77,102,100,86,97,76,121,113,110,96,92,108, 112,103, 109, 120.

1 23 456 7 1 2 3 4 5 6 7
X: - X:
4 6 4 3 1 2 5
46 43125 —_ = = = = — —
25 25 25 25 25 25 25
Unde, pentru prima forma a variabilei (statisticii) X avem frecventele absolute de aparitie, in timp ce,
pentru ce-a de a doua formd, avem frecventele relative, adica probabilitatile de aparitie (avem n=20

valori numarate, respectiv N=6 valori distincte ale variabilei).

Pentru variabila Y, pentru inceput, vom ordona crescator sirul cheltuielile saptamanale. Starile varia-
bilei Y, ordonate crescator, sunt: 76,77,78,84,85,86,88,89,90,91,92,96,97,100,101,102,103,105,108,109,
110,112,113,120,121 (n=20)

Dorim sd construim o variabila (serie statistica) formata cu R=5 clase (intervale). Cunoastem valoarea

minima x,,;, = 76 si valoarea maxima x,,,4x = 121. Lungimea unui interval este:

A= Xmax — Xmin _ 121-76 _45/5=9.
R 5

Obtinem variabila aleatoare continua (seria unidimensionald continud) adusa la o forma discreta:
[76,85) [85,94) [94,103) [103,112) [112,121) 80.5 89.5 98.5 107.5 116.5

Y: —-Y:
4 7 5 5 4
4 7 5 5 4 — = = — —
25 25 25 25 25
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v" Operatiile care se pot efectua cu ajutorul variabilelor aleatoare sunt (X si Y doud v.a.. ) :

C+ X
Adunarea cu o constanta ¢ +X:

pi

i€l

C:Xj
Inmultirea cu o constanta c-X:

pi

i€l

Ridicarea la putere (k € N) X* :

Xi +yj
Sumaadouava. X+Y:
Pij

i€l jeJ

Xiyj
Produsuladouav.a. X-Y:

bij
unde p;j =P (X = x;}) n{Y = y;}

Daca X si Y sunt independente avem p;; = p; - q;.

i€l jeJ

v Functia de repartitie: F: R — [0, 1], Fx(x) p (X<xh
0, x<x;

p1, X1<X<X

L1+ P2, Xp<X<X3

p1+p2+ps, X3<X<2Xy4

Fx (x) =+

1
Z Pj, Xi-1<X=X;
j=1

1, x>x,
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v Caracteristici numerice:
e Valoarea medie: m = M(X) = ) x;p; cu proprietétile:
el
1. M@ =a -
2. M(a-X) =a-MX)
3. MX+Y)=MX) +M(Y)

4. M(X-Y) =MX)-M(Y), daca X,Y sunt independente

Moment de ordin k: mj = Mx(X) = ¥ (x;)*p;

i€l
e Dispersia sau moment centrat de ordin 2: D(X) = M [(X— m)?] = ¥ (x; — m)?- p; cu proprietitile:
i€l
1. DX)=0

2. D(c)=0, D(c-X)=c*-DX)
3. DX+Y)=DX)+D(Y), DX-Y)=DX)+D(Y) daca X,Y sunt independente

4. DX) = M(X2) — [M(X)]?2

Abaterea medie patratica: o(X) = vD(X)

* Moment centrat de ordin k: pp =M [(X— m)¥|
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B. Aplicatii practice:

1. Fie v.a. independente:

1 2 3 0 2 4
X si Y

1 1 1 2

132 4a 5 b 3

a) Aflatia,beR
b) Scrieti distributiile v.a. 3X, X1, Y2, Y"1, X +Y,X-Y
¢) Calculati M(X), M(Y), M(X +Y),M(3X - 2Y), M5 (X), M2 (Y)

d) Calculati dispersia, abaterea medie patratica si pp, |13 pentru variabilele X, Y si 2X-5Y.

2. Fiev.a. discreta

-1 0 1
X:

P p2

[SSI )

a) Determinati pj, p2 stiind cd valoarea medie a v.a. X este 1/3
b) Calculati momentele de ordinul 2 si 3
c) Calculati dispersia, abaterea medie patratica si p2, [3
d) Calculati valoarea medie si dispersia pentruv.a. Y =3X +2
3. Se considerd un esantion de 20 de clienti care intra intr-un supermarket. Pentru a cerceta fecventa X
cu care clientii fac apel la serviciile supermarketului de-a lungul unei saptdmani si respectiv pentru a

cerceta cheltuielile siptdaméanale Y in lei, ale clientilor pentru procurarea de bunuri alimentare, s-au

obtinut urmatoarele date de selectie pentru X si Y :
X:1,2,1,4,3,2,5,6,1,2,3,2,3,4,6,2,4,3,1,2
Y:89,90,101,88,85,77,102,100,86,97,76,121,113,110,96,92,108,112,103,109.
a) Scrieti distributiile v.a. X si respectivY (grupata in 5 clase = intervale)
b) Calculati M(X), M(Y), M2 (X), M2 (Y)

c) Calculati dispersia si abaterea medie patraticd pentru variabilele X, Y.
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4. Fiev.a. independente:

q

14
Aflati a € R* a.i. variabila aleatoare 2X-3Y sa aiba dispersia 3
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TEMA - Variabile aleatoare discrete

1. Fie variabilele aleatoare independente X si Y cu distributiile

-1 0 -1 1 2
X: si Y:

3 1 2 2

4 4 5 5 5

* Construiti variabilele aleatoare X3, Y2, 3X, X +Y,XY, 3X +Y?
e Calculati valoarea medie pentru toate variabilele construite

* Calculati dispersia lui X, Y, X+Y si abaterea medie patratica a lor.

2. Determinati p si q astfel incat

-1 0 1 -2 0
X: siY:

p 1 g p+1

4 3 3 4 q

sa reprezinte distributiile a doud variabile aleatoare de tip discret.
* Scrieti Fx(x) si Fy(y)

1 2
. CalculagiP1=P(O<X< 5) §iP2:P(—1<Y< §)

3. Consideram variabilele aleatoare independente

-1 0

+1 +1
p6q3

siY:

W= -

e Scrieti distributia variabilei 2XY.

e Calculati valorile medii ale variabilelor X, Y si 2XY.

4. Se aruncad o moneda de 3 ori consecutiv. Fie X variabila aleatoare ce reprezinta numarul de marci
apdarute. Scrieti distributia lui X si apoi sa se calculeze valoare medie, dispersia si abaterea medie

pdtratica.
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5. Fie v.a. discreta: X:

e ]

p2 p3

* Determinati p,, ps stiind ca valoarea medie a v.a. X este 5/4
¢ Calculati momentele de ordinul 2 si 3 pentru v.a X
¢ Calculati dispersia, abaterea medie patratica si momentele centrate de ordinul 2 si 3

e Calculati valoarea medie si dispersia pentruv.a. Y =4X —7.

-1 0
6. Fiev.a. independente: X: siY:

+1 +1
p6q3

p—

-2 0 2

= = 2p+q 12p?
3 3
o Aflatip,geR

e Calculati valoarea medie si dispersia v.a. X, Y,XY,Z = X? — 3Y?.

7. Calculati valoarea medie, momentele de ordinul 2 si 3, dispersia, abaterea medie péatraticd si momentele

centrate de ordinul 2 si 3 pentru v.a. de mai jos:

-3 0 2 4
(a) X:

01 03 a 04

-3 1 6 7
(b) X:

02 b 04 0.1

-1 2 4
(o) X:

0.14 02 p

8. Numarul vizitatorilor unui muzeu, in mai multe zile consecutive ale unei luni, a fost: 12, 13, 32, 24, 31,
15,17, 11, 42, 44, 19, 33, 15. Calculati valoarea medie, momentele de ordinul 2 si 3, dispersia si abaterea

medie patratica pentru aceasta v.a.
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9. Cererea pe piatd a unui model specificat de laptop, intr-o anumita luna din an este cuprinsa in tabelul

urmator:

cerereax; |1|/2|5|7(8|9|10|12|14 |15

frecventa n;

7121314612 |10| 1] 2

Calculati cererea medie de laptopuri si valoarea momentului centrat de ordinul 2.
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Raspunsuri.

1. e Valorile medii sunt: -0.75, 2.2, -2.25, 0.25, -0.75, -0.05
e Valorile dispersiilor sunt: 0.1875, 1.2, 1.3875

* Abaterile medii patratice sunt: 0.4330, 1.0955, 1.17792

2. ¢ p=5/2=25,4g=1/8=0.125,P; =0,P,=1/8=0.125

¢ Functiile de repartitie sunt:

0, x<-1
0, y<-2
0.625, x€[-1,0)
Fx(x) =4 Fy(y) =< 0.875, y € [-2,0)
0.9583, x€[0,1)
1, y=0

1, x=1

=-0.20

V3-1 4-3V3
3. ep=—"_=-037,g=
P= =%
e M(X)=-0.21, M(Y) = —0.2, M(2XY) = 0.084
4, M(X) =1.5,D(X) = 0.75, 0(X) = 0.86

5. e pp=1/4,p3=1/2,my =9/4, mg=17/4,u2 =DX) =9/16, c(X) =3/4,

e u3=-25/32,M(Y)=-2,D(Y) =9

6. e p=1/6,g=0,MX) =M(Y) =0,DX) =2/3, D(Y) =8/3,

MXY) =0, DXY) =16/9, M(Z) = -22/3, D(Z) =290/9

7. (@ a=02,MX)=1.7,my=8.1,m3=24.5DX)=5.21, 0X) =2.28, u3 = —6.984
(b) b=0.3, M(X) = 2.8, my =21.4, m3 =115.6, D(X) = 13.56, d(X) = 3.68, pg = —20.312
() p=0.66, M(X) =2.9, mp =11.5, m3z =42.26, D(X) =3.09, 0(X) =1.76

8. m=23.6239, my = 683.3846, m3 = 10469.0769, D(X) = 122.05917, 0(X) = 11.048039

9. m=7.76,DX) =19.65
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Variabile aleatoare continue

A. Aspecte teoretice:

v" O variabila aleatoare de tip continuu are repartitia

( X ) fx)=0,VxeR
. xe[R,

S ofof(x)dx:l

—o0

v Caracteristici numerice:

+00o

Valoarea medie: m = M(X) = f x- f(x)dx cu proprietatile:
1. M(a)=a -

2. M(a-X) =a-MX)
3. MX+Y) =MX) +M(Y)

4. MX-Y) =MX)-M(Y), daca X,Y sunt independente
+00o

Moment de ordin k: m; = M (X) :[ xk-f(x)dx

—o0

¢ Dispersia sau moment centrat de ordin 2: D(X) =M [(X - m)z] = f (x—m)?- f(x)dx cu proprietatile:
1. DX) =0 -

2. D(c)=0, D(c-X)=c*-DX)
3. DX+Y)=DX)+D(Y), DX-Y)=DX)+D(Y) daca X,Y sunt independente

4. DX) = M(X?) - [M(X)]?

Abaterea medie patratica: o(X) = vD(X)

* Moment centrat de ordin k: pp =M [(X— m)¥|
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B. Aplicatii practice:

c-x3/x, x€[0,1]
1. Fiev.a. continua: X: unde f(x) =

flx )x(—:[R 0, x¢l0,1]

a) Care este valoarea constantei c a.i. f(x) sa fie densitate de probabilitate?

b) Calculati valoarea medie si momentele de ordinul 2 si 3 ale v.a. X

¢) Calculati dispersia, abaterea medie patratica si 2, |3

2. Fiev.a. continua X: unde f(x) =

X
f(x) xeR

a) Calculati valoarea medie si momentele de ordinul 2 si 3 ale v.a. X
b) Calculati dispersia, abaterea medie patratica si po, 13

c) Calculati valoarea medie si dispersia pentruv.a. Y =5X-2

3x?
A X€ [0) 1]
2

3. Fiev.a. continua X : unde f(x) =

)
f& xeR 2—x, x€(1,2]

a) Calculati valoarea medie si momentele de ordinul 2 si 3 ale v.a. X

b) Calculati dispersia, abaterea medie patratica si 12, 13
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TEMA - Variabile aleatoare continue

Consideram constanta matematica e = 2.718281.

1. Sase determine k astfel incat functia f :R — R data prin

kx, x€(0,1)
fx)=

0, in rest

sa fie o densitate de probabilitate pentru o variabila X de tip continuu.

Calculati valoarea medie precum si momentele si momentele centrate de ordinul 2 si 3.

2. Sdse determine q astfel incat functia f : R — R data prin

a
f ;; X € [1) e]

(x) =
0, Iinrest

sa fie o densitate de probabilitate pentru o variabila X de tip continuu.

Calculati valoarea medie, momentele de ordinul 2 si 3, dispersia, abaterea medie patraticd si momentele

centrate de ordinul 2 si 3.

Calculati de asemenea M(1000X + 750) si D(4X + 10).
3. Sdse determine constanta a astfel incat functia

0,x<0
fx) =< a%x3,x€[0,1]

zalxe ™ x>1
sa reprezinte densitate de probabilitate a unei v. a. de tip continuu.

Calculati valoarea medie, momentul de ordinul 2, dispersia si abaterea medie patratica a variabilei X.

4. Calculati valoarea medie, momentele de ordinul 2 si 3, dispersia, abaterea medie péatraticd si momentele

centrate de ordinul 2 si 3 pentru variabilele aleatoare de mai jos:
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x ) 3-e73% x>0
(@ X: unde f(x) =<
f& xeR 0, x<0
X 12(x3 -2x*+x), x€(0,1]
(b) X: f(x)) unde f(x) = <
xeR 0, x¢1[0,1]
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Raspunsuri.

2. .
3. .
4. (a)

(b)

k=2sim=MX)=2/3=0.6667, my=1/2=0.5, mg=2/5=0.4
M2 =D(X) =1/18 =0.0556, pg = —1/135 = -0.007407

a=1sim=MX)=e—-1=1.718281

e’ -1 -1

=3.194526, m3 = =6.3618395

nmy =
p2 = D(X) = 0.2420364, 0(X) =0.4919719, pu3 =0.041

M(1000X +750) = 2468.281, D(4X + 10) = 3.8725824

2
a=—saua=———
V5 V5

4 A4e 2 12e

m=MX) = — + — = 2.3346248, my = — + — = 6.6572077
25 5 15 5
D(X) = 1.2067348, 6(X) = 1.0985148
m=M(X) = 1/3 =0.333333, my =2/9 = 0.222222, m3 = 2/9 = 0.222222
D(X) =y =1/9=0.111111, 6(X) = 1/3 = 0.333333, u3 =0
MX) =2/5=0.4, my=1/5=0.2, m3 = 4/35=0.1143

DX)=pn2=1/25=0.04,0(X) =1/5,=0.2pu3 =2/125=0.024

90



Simulare

Timp de lucru 40 minute

1 punct din oficiu

1.

(2p) Trei concurenti trag la tintd o singura datd. Probabilitdtile de a nimeri {inta sunt 1/3 pentru primul
concurent, 1/7 pentru al doilea si 1/4 pentru al treilea. Determinati probabilitatea (scrieti raspunsul cu
4 zecimale) ca:

(a) tinta sa fie atinsd exact o data

(b) tinta sa fie atinsa doar de primul concurent.

. (2p) Un muncitor produce cu probabilitatile 0.9, 0.07 si 0.03 o piesa buna, o piesd cu un defect remediabil

si un rebut. Muncitorul a produs 3 piese intr-o ora.
(a) Calculati probabilitatea ca intre cele 3 piese, sa fi produs o piesa bun4, una cu defect remediabil si
una rebut
(b) Calculati probabilitatea ca intre cele 3 piese, sa fi produs o singura piesda buna

(c) Indicati schema clasica folosita.

(3p) Variabila aleatoare X are urmatoarea repartitie:

-1 1 a
X:

1 11

2 3 6

20
(a) Determinati a € R} stiind cd dispersia lui X este ry

(b) Calculati valoarea medie a variabilelor X si Y = 3X + 2.

. (1p) Se considera o selectie formata din clentii unei statii de benzina pentru a cerceta cantitatea X de

benzina (in litri) cumparatd de acesti clienti in decursul unei sdptamani. S-au obtinut urmatoarele date
de selectie: 34, 30, 40, 34, 45, 34, 34, 20, 30, 40, 34, 34, 45, 40, 30, 34, 20, 30, 40, 45, 34, 20, 30, 34, 40,
45, 20, 30, 34, 34, 34, 34, 34, 34, 30, 30, 34, 34, 30, 34, 30, 34, 34. Calculati cantitatea medie de benzina

cumpadratad de un client intr-o saptamana.

. (1p) Fie variabila aleatoare continua X pentru care avem definita functia

Ax, x€[0,5)
fl=
A(10-x), x€I5,10).
(a) Pentru ce valoare a lui A, f este functie densitate de probabilitate?

(b) Calculati valoarea medie a variabilelor aleatoare X si Y = 2X + 2.

21



Raspuns:

163 213 261 3
1. PX)==-=-- +—=-= +=-=-= = Z =0.4285714

2. Schema urnei cu bila revenita si cu 3 stari

P(A) = 0.9-0.07-0.03=0.01134
11!
i 3! 3!
P(A) = 0.9-0.07-0.03+ ——0.9-0.072 + ——0.9-0.03%2 = 0.027
10-1!-1! 1!-2! 1!-2!
a—1 5+a® 5a2+2a+29
3. MX) = 5 my = 5 prin urmare D(X) = BT — si astfel

a=3, M(X)=1/3=0.3333333, MI(Y)=3

4. M(X)=33.49

5. A=1/25=0.04, MX)=5, M(Y)=12
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Materiale ajutatoare-Logaritmi

Definitie:

Fie a>0,a # 1 si x > 0. Se numeste logaritmul numarului x in baza a, si se noteaza log, x, numadrul real y

definit prin:

y=log,x & a’=x.

log,, x - se citeste logaritm in baza a din x.

Exemplu:
23=8 o log,8=3, spunem ca 3 este exponentul la care se ridica baza 2 pentru a obtine valoarea 8 sau 3

este logaritmul in baza 2 a lui 8.
Dacd a>0,a# 1si x>0, atunci a/°8«* =log, a* = x.

Proprietati:
1. Dacd a>0,a # 1, atuncilog,1=0.
2. Dacaa>0,a#1,atuncilog,a=1.
3. (Adunarea) Dacid x,y >0, a>0,a # 1, atunci log, x +log, y = log, (x- y).
Logaritmul produsului a doud numere este egal cu suma logaritmilor celor doud numere.
4. (Scaderea) Dacd x,y >0, a>0,a # 1, atuncilog, x —log,, y = log, (f)
Logaritmul catului este egal cu diferenta dintre logaritmul numéréjt/orului si logaritmul numitorului.
5. Daca x>0, a>0,a # 1, atuncilog, (i =—log, x.
6. (inmul;irea cuun numadr real) Dacd x>0, n€R, a>0,a # 1, atunci n-log, x = log,, x",
Logaritmul puterii unui numar este egal cu produsul dintre exponentul puterii si logaritmul numarului.
7. (Formula de schimbare a bazei)

< . log, x
Daca x>0, a,b>0,a,b# 1, atuncilog, x =

logb a

8. Dacd a,b>0,a,b # 1, atuncilog, a =

log, b’

Notatii:
1. log,px=1gx

2. log, x =Inx, unde e = 2,718281 constanta lui Euler.
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Fie A =

FieA =

arn

det(A) = as
asy

an

an

Determinanti de ordin doi

an

Materiale ajutatoare-Determinanti

o matrice patraticd de ordinul doi.

ayo

Determinantul matricei A este:

det(A) =

Determinanti de ordin trei

ay dp as
apy) 4y a3
az) dsp dss
a2z a3
dazp a3
asz dss

ap  ap

=apdap —apay).

ay  az

o matrice patratica de ordinul trei. Determinantul matricei A este:

=a11a220a33 + A13a21a32 + A120230431 — A13022431 — A1202]1 433 — A11A23032.

Regula lui Sarrus
Se completeaza sub determinant cu primele doua linii si se face produsul elementelor de pe

diagonale.
Produsul elementelor de pe diagonala principald (diagonala descendentd) vor fi cu semnul plus, iar cele de

pe diagonala secundara (diagonala ascendentd) cu semnul minus.

an a2 a3
detA)= gy, @y aps|=(a11G22a33+ 21 az2a13 + az1 ar2a33) — (1322031 + azzasyan + aszarzaz:)
ds1 dsz ass
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Regula triunghiului

Primul termen cu plus se gaseste inmultind elementele de pe diagonala principalg, iar ceilalti doi, inmultind

elementele situate in varfurile celor doua triunghiuri care au o latura paralela cu diagonala principald. Dupa

aceeasi regula, referitoare la diagonala secundard, se obtin termenii cu minus. Atat regula lui Sarrus cat si

regula triunghiului se aplica numai determinantilor de ordin 3.

det(A) =

ann

azy

asy

az

azo

asz

as

ass

ass

=a)11a220a33 + A13021a32 + A12023043]1 — A1302203] — A1202]1 433 — A11A23432.

R

«+» «=»

Proprietatile determinantilor

¢ Daca toate elementele unei linii (sau coloane) dintr-o matrice sunt nule, atunci determinantul matricii

este nul.

¢ Daca intr-o matrice schimbam doua linii (sau doua coloane) intre ele obtinem o matrice care are

determinantul egal cu opusul determinantului matricei initiale.

¢ Daca o matrice are doua linii (sau coloane) identice, atunci determinantul sau este nul.

* Daca toate elementele unei linii (sau coloane) ale unei matrici sunt inmultite cu un numar a, obtinem

o matrice al carei determinant este egal cu numarul a inmultit cu determinantul matricei initiale.
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¢ Dacd elementele a doua linii (sau coloane) ale unei matrice sunt proportionale, atunci determinantul

este nul.

Determinantul de ordin 4

Pentru calculul determinantului de ordin 4, este necesar reducerea ordinului acestuia de la ordinul 4 la
ordinul 3. Intr-o linie sau coloand vom face 3 zerouri prin transformari elementare (inmultirea unei linii
printr-un numar real nenul sau inlocuirea unei linii cu suma dintre ea si o alta linie). Al patrulea numar nenul
din linie sau coloana se afla in linia i si coloana j. Atunci determinantul de ordinul 4 va fi egal cu numarul
nenul inmultit cu (=1)**/ inmultit cu subdeterminantul de ordinul 3 rimas dupi tiierea liniei si coloanei
numarului nenul.

Exemplu:
Pe prima linie vom face 3 zerouri, prin urmatoarea metoda:
inmultim prima coloana cu -2 si adunam cu coloana a doua,
inmultim prima coloana cu -3 si adundm cu coloana a treia,

inmultim prima coloana cu 2 si adunam cu coloana a patra.

= =1--D"' |7 13 11|=120
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Materiale ajutatoare-Metoda lui Cramer.
Sistem de 3 ecudtii liniare cu 3 necunoscute.

Un sistem de n ecuatii liniare cu n necunoscute se numeste sistem de tip Cramer daca determi-

nantul matricei sistemului este nenul.

Fie sistemul de trei ecuatii liniare cu trei necunoscute:
a1x+b1y+clz=d1 a b c
Fie S)4 a,x+ b, y+cz=d, simatriceaasociata A=|gq, b, c,|-

a; bz c
a3x+b3y+cgz= d3 3B

Daca sistemul (S) este de tip Cramer atunci acesta este compatibil determinat si se rezolva cu ajutorul

formulelor:

di b1 ar di ¢ ar b d
unde A=det(A), Ax=\|d, by, | Dy=|ax dy | Bz=|ay by dy

dg bg C3 as dg C3 as b3 dg

X—y+z=2

Exemplu Sa se determine solutia sistemului: ¢ 2y — y+z=2

XxX+z=1

Rezolvare Matricea sistemului este:

1 -1 1
A=l2 -1 1
1 0 1
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A=det(A)=|p _7] 1/=-1-140+1+2-0=1#0

Ac=|o _1 1|=-2-140+1+2-0=0

Ay=12 2 1|=2+42+2-2-4-1=-1

Az=1l2 -1 2|=-1-2+0+2+2-0=1

1 0 1
Aplicand regula lui Cramer obtinem:
Ax Ay Az
x:—:())y:—:—l]z:—:l
A A A

—

n concluzie sistemul este compatibil determinat cu solutia: (0,-1,1).
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Materiale ajutatoare-Trigonometrie de baza.

1. sin?x+cos’x=1, VxeR -formula fundamentali a trigonometriei

COS X

2.t x_sinx ctg x=
AT st &%= Ginx

3. sin(90° —x) =cosx, co0s(90°—x)=sinx

4. sin(180° — x) =sinx, cos(180°—x)=—cosx

5. sin(—x) =—sinx, cos(—x)=cosx

Valorile functiilor trigonometrice

x(grade) 0° | 30° | 45° 60° | 90° 120° 135° 150° 180° 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°
tgx 0 @ 1 V3 -3 -1 —@ 0 @ 1 V3 -3 -1 —@ 0
ctgx - V3 1 @ 0 —? 1 -V3 -, V3 1 @ 0 —? 1 -V3 -I
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(cos x,sin x)

100



(1]

(2]

(3]

(4]

(5]

[6]

(7]

(8]
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